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Simulation

»Simulation ist die Nachbildung eines dynamischen Prozesses in
einem Modell, um zu Erkenntnissen zu gelangen, die auf die Wirk-
lichkeit iibertragbar sind.*

VDI-Richtlinie 3633

,»All models are wrong, some models are useful.
C.P.E. Box

Zum einen ist die rechnerische Simulation dann unumgénglich, wenn reale Experi-
mente mit den Untersuchungsobjekten undurchfiihrbar sind:
Denken Sie etwa an

e die Entstehung von Galaxien oder an

e Untersuchungsobjekte, die erst geplant sind, also real noch gar nicht
existieren.

Aber auch wenn reale Experimente mdglich sind, ist es oft kostengiinstiger und
ressourcenschonender, stattdessen numerische Simulationen einzusetzen.
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Simulation

Modelle und damit durchgefiihrte Si-
mulationen miissen nicht notwendig
rechnerisch/mathematisch sein.

A.W. Philips, (London School of Economics)
mit dem Analogcomputer MONIAC zur Mo-
dellierung dkonomischer Vorgange (,hydrau-
lic macroeconomics")
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Die Gleichgewichtsmaschine
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Die Gleichgewichtsmaschine: Physikalische Grundlagen

[Evangelista Torricelli, 1608-1647]:

Abflussgeschwindigkeit v = /2gh, g = 9.81 (Gravitationsbeschleunigung),
h = Hohe des Wasserspiegels.

Abflussrate als Funktion des im Behélter befindlichen Wasservolumens V' (falls es
sich um einen Zylinder mit Grundflache A handelt)

f=a,q/2_gV/A=C\/V mit  c:=ay/2g/A .

Der Parameter ¢ kann iiber a variiert werden, wenn der Abfluss einen Hahn besitzt.
Wir sprechen von einem Steuerungsparameter.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerische Mathematik Sommersemester 2015 13 / 54



Einflihrung und Begriffe

Die Gleichgewichtsmaschine: Mathematisches Modell

U(t),V(t),W(t),R(t) : Wassermengen zur Zeit ¢ in den Behaltern.

fises f5 . Abflussfunktionen mit den Steuerungsparametern
Cly...,C5.
p = p(t) . ,Pumpenfunktion”

Anderungsraten der Wasservolumina:  Zufliisse weniger Abfliisse, d.h.

Uty = plt) ~ HUD) ~ HU)
Vi) = AU) - V() L(V() 1)
W) = BU®)+ V)~ (1) |
R(t) = (V) + (W)~ pl).

Diese Gleichungen, sog. (gewdhnliche) Differentialgleichungen, heiBen die Kontinui-
tatsgleichungen unseres Systems.
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Die Gleichgewichtsmaschine: Mathematisches Modell

Anfangszustand: Wassermengen in Behiltern zu einem festen Zeitpunkt, etwa fiir
t=0.

Das Verhalten unseres Systems ist fiir alle Zeiten ¢ > 0 durch die obigen Differenti-
algleichungen eindeutig bestimmt. Die Aufgabe, eine Lésung des Systems (1.1) zu
bestimmen, welche gegebene Anfangsbedingungen erfiillt, nennt man ein Anfangs-
wertaufgabe.

Addiert man alle Gleichungen, so ergibt sich
U'(t)y+ V' (&) + W'(t) + R'(t) = 0,
ein globales Erhaltungsprinzip, welches besagt, dass sich die Gesamtwassermenge

in unserer Apperatur nicht verdndert. (Es handelt sich hier um ein geschlossenes
System.)
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Die Gleichgewichtsmaschine: Algorithmus

Anfangswertaufgaben lassen sich nur in Ausnahmefillen geschlossen I18sen (reine
Mathematik: in unserem Fall gibt es genau eine Lésung).

Aufgabe der Numerik: Bereitstellung von Niherungslosungen.
Vorgehen:

e Wir betrachten die Gleichungen nicht mehr fiir jeden beliebigen Zeitpunkt,
sondern nur noch zu bestimmten diskreten Zeitpunkten, etwa fiir ty = 0,
t; = 1,... (Diskretisierung).

e Die Volumina, die sich zum Zeitpunkt t,, in den Behiltern U, V, W, R
befinden, bezeichnen wir mit

Up = Ultn), Vi:i=V(tn), Wy:=W(tn), Rn:=R(t).

e Die Anderungsrate U’(t,,) wird durch U(t, 1) — U(t,) = Ups1 — Uy
approximiert, d.h. wir ndhern hier eine Tangentensteigung durch eine
Sekantensteigung an. (Ebenso die iibrigen Anderungsraten.)
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Die Gleichgewichtsmaschine: Algorithmus

Wir erhalten so

Uwpr = Uy +pn_f1(Un)_f2(Un)

Vn+1 = Vn + fl(Un) - f3(vn) - f4(Vn) (1 2)
Wn+l = Wn+ fQ(Un) + f4(Vn) - f5(Wn) -
Rn+1 = Rn + f3(vn) + fS(Wn) — Pn-

Diese vier Gleichungen heien die diskreten Kontinuitdtsgleichungen unserer Kreis-
laufs (System von vier Differenzengleichungen).

Addition liefert globales Erhaltungsprinzip
Uns1 + Vo1 + W1 + Rui1 = U + Vo, + W, + R,
Legt man noch einen Anfangszustand fest, etwa
Up=Vy=Wy=0, sowie Ry = Gesamtwassermenge = 100
und wahlt geeignete Werte fiir die Parameter, etwa
c1=V12, ca=c4=V2, c3=1, ¢5=2 sowie p=17,

so konnen wir unser Modell ,laufen lassen”.
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Die Gleichgewichtsmaschine: Algorithmus
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Die Gleichgewichtsmaschine: Gleichgewichtswerte

Simulation: Jede der GréRBen U,,, V,,, W,, und R,, nahert sich mit zunehmendem
n einem Gleichgewichtswert Uy, Voo, Wy, Ry, wenn wir die Steuerungsparameter
nicht andern.

Bestimme Gleichgewichtswerte ohne (zeitaufwendige) Simulation:

p = [1i(Ux)+ fo(Ux)
[1Ux) = f3(Ve) + fa(Vio)
Is(We) = f2(Usx) + fa(Vio)-
Die vierte Gleichung (p = f35(Vy) + f5(Wy)) ist redundant.
Hier — im Gegensatz zur ,Praxis" — Gleichungen einfach (Dreiecksform).

Vorsicht: Die theoretisch ermittelten Gleichgewichtswerte kdnnen, aber miissen
nicht im Fassungsbereich der Behilter liegen (Nebenbedingungen).
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Die Gleichgewichtsmaschine: Steuerung

Wesentliches Ziel von Simulationen: Optimierung des Systemverhaltens bzw. Ent-
scheidungshilfen fiir die Steuerung des Systems.

In unserem Beispiel etwa: Wie muss man die Steuerungsparameter wahlen, damit
sich ein erwiinschter (vorgegebener) Gleichgewichtszustand einstellt (auch hier: Ne-
benbedingungen, man kann z.B. die Hihne nicht beliebig weit &ffnen).

Fixiert man p, so fiihrt dies in unserem Fall zu drei Bedingungen fiir die fiinf Para-
meter c1,...,C5:

¢ = —c2+p/AVUs
—C3 + Cc1\/ Uoo/\/ Voo

cs = CQ\/@/\/WOO+C4\/@/\/WOO.

In realen Systemen ist ein solches Steuerungsproblem nicht explizit 16sbar, man wird
es nur ndherungsweise und iterativ 16sen kdnnen.
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Die Gleichgewichtsmaschine: Kritik

Realitdt — mathematisches Modell
— Algorithmus
— numerische Simulation der Realitat.

Bei jedem dieser drei Uberginge haben wir Fehler begangen.

— Modellierungsfehler. Unser Modell setzt wirbelfreien Wasserfluss voraus; in
der Realitat werden sich aber Wirbel bilden. Die Torricellische Ausflussformel
ist nur giiltig, wenn sich die Spiegelhéhe langsam dndert und keine
Druckdifferenz zwischen Spiegel und Austrittsdffnung besteht,
Voraussetzungen, die in der Realitat nicht immer erfiillt sind.

— Diskretisierungsfehler. Wir haben den stetigen Strom des Wassers durch
»Durchschnittswerte” (bez. Zeit und Raum) ersetzt.

— Rundungsfehler. Computer ,rechnen falsch”.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerische Mathematik Sommersemester 2015 21 /54



Inhalt

@ Einfiihrung und Begriffe

1.2 Linearisierung und lterationsverfahren am Beispiel des Newton-Verfahrens

r Ernst (Numerische Mathematik) Numerische Mathematik Sommersemester 2015 22 /54



Einflihrung und Begriffe

Linearisierung und Iterationsverfahren

Aufgabe. Bestimme die Nullstelle(n) einer Funktion
/DR (DcR)  ao f(2),
bzw. die Losung(en) der Gleichung

f(z) =0, z € D.

Konkreter: Bestimme \/a, a > 0, d.h. die positive Nullstelle der Funktion
f:R->R, z— z? —a,

mit Hilfe der Grundrechenarten.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerische Mathematik Sommersemester 2015 23 /54



Einflihrung und Begriffe

Linearisierung und lIterationsverfahren: Mathematischer Hintergrund

[Niels Henrik Abel, 1802-1829], [Evariste Galois, 1811-1832]:

Es ist unmdglich, die Nullstellen allgemeiner nichtlinearer Funktionen elementar zu
berechnen.
Préaziser: Die n Losungen einer Gleichung der Form

2"+ ap_1z" M+ +arw +ag =0

konnen fiir n > 4 i.A. nicht mit Hilfe der Grundrechenarten und der Wurzel-
funktionen durch die Koeffizienten dargestellt werden. Fiir n = 2:

—ay +4/a? —4ag

T2 =
2

Fiir n = 3 und n = 4 gibt es dhnliche (kompliziertere) Formeln.

Konsequenz: Bei der Nullstellenbestimmung nichtlinearer Funktionen (oder, was
dasselbe ist, bei der Lésung nichtlinearer Gleichungen) ist man so gut wie immer
auf numerische Verfahren angewiesen!
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Linearisierung und lIterationsverfahren: Mathematischer Hintergrund

Angenommen, xq ist Niherung fiir /a mit dem Fehler e:
Va=z9+e (zB.xo=a).

Gesucht ist eine bessere Niherung x;. Taylor-Entwicklung:

0= F(Va) = (o +€) = (o) + /(o) e + 1 f(6)
—_
Taylor-Polynom

mit £ € (xg,+/a), falls g < /a, bzw. £ € (y/a,x0), falls xy > \/a.
Man kann die Gleichung

0= f(zo) + f'(z0) e + %f”(ﬁ) e’

nicht nach e aufldsen (¢ ist unbekannt!). Ist e aber klein, so ist €2 noch viel kleiner
und wir vernachlissigen den Term mit dem Faktor €2, d.h. wir betrachten die lineare
Gleichung

f(zo)
f'(20)

0= f(xo) + f'(xzg) € mit Lésung &= — (falls f'(zo) # 0).
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Linearisierung und lterationsverfahren: Verfahren

Dann ist

xy =20 + € = x0 — f(0)/f (20)
zwar keine Nullstelle von f, aber eine (hoffentlich) bessere Naherung fiir eine Null-
stelle von f als xg.
Auf die gleiche Weise gewinnt man aus x; eine neue Naherung x5 usw. Man setzt
ein lterationsverfahren ein:

Wibhle eine Ausgangsniherung x .

Firm =1,2,... iteriere gemaR

f(xm—l)

T i)

Fiir f(x) = 22 — a ergibt sich als Iterationsvorschrift

T e X (:cm_l + 2 ) (m=1,2,...). (1.4)

Tm—1
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Linearisierung und lterationsverfahren: Verfahren
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Linearisierung und lterationsverfahren: Verfahren

Man ersetzt das komplizierte Problem f(z) = 0 durch das lineare Problem
f@m_1) + f'(xm_1)é =0 und korrigiert ., = 1 + €.
Aquivalent: Wir betrachten die Tangente an den Graphen von f im Punkt (z,, 1, f(zy,

y = f(@m-1) + [ (@m-1) (x — 1),

und berechnen die Nullstelle z,,, dieser linearen Funktion.

Die Idee der Linearisierung lasst sich also wie folgt beschreiben: Ersetze ein kom-
pliziertes Problem durch ein benachbartes lineares Problem (bzw. durch eine Folge
solcher Probleme).

In unserem Beispiel wurde die komplizierte Gleichung f(z) = 0 durch eine Folge
linearer Gleichungen, ndmlich der Tangentengleichungen, ersetzt. Eine Linearisie-
rung fiihrt fast immer auf ein lterationsverfahren, weil ein Korrekturschritt i.Allg.
nicht ausreicht, um eine brauchbare Niherung fiir die Losung des komplizierten
Ausgangsproblems zu bestimmen.
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Linearisierung und lterationsverfahren: Verfahren

Fiir f(z) = 22 —a mit a = 2:

o) T T2 I3 Ty
2 1.5 | 1.41 ... | 1.41421 ... | 1.41421356237 ...

(Nur die korrekten Ziffern von x, 23 und x4 sind angeben.)

Es stellen sich folgende Fragen:

(1) Konvergiert das Verfahren, d.h. gilt lim,,_,o ., = +/a, fiir jede Wahl des
Startwerts zo?
Offenbar nicht, z.B. fiir zg = 0 ist 1 noch nicht einmal definiert.

(2) Also, fiir welche xy konvergiert die Folge {z,,}m>0 gegen v/a ?

(3) Wann bricht man das Verfahren ab? Schranken fiir den Abbruchfehler
|€m — 4/a| sind erforderlich.
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Problem. Die Temperatur
u(z, t), 0<z<m,

in einem homogenen Stab mit konstantem Querschnitt habe zur Zeit ¢t = 0 den
Wert u(z,0) = f(z). Der Stab sei wirmeisoliert — auBer an den Rindern z = 0
und z = 7w, wo die Temperatur konstant auf «(0,t) = u(m,t) = 0 gehalten wird
(t>0).

Bestimme die Wéarmeverteilung u(x,t*), 0 < x < 7w, im Stab zur Zeit t* > 0.
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Mathematisches Modell.

Energieerhaltungssatz und Fouriersches Gesetz (,Warme flieRt in Richtung abfal-
lender Temperatur und zwar umso intensiver, je groRer die Temperaturdifferenzen
sind"): Gesucht ist eine Funktion

w:[0,7] x [0,0) > R, (x,t) — u(z,t),
die die folgenden Eigenschaften besitzt:

2
%(m) 7222(:“) O<z<m t>0 (1.5a)

mit einer Materialkonstanten v(= 1). AuBerdem

U(x,O)Zf(LL‘), 0<z

N

T, (Anfangsbedingung) (1.5b)
z.B. f(z) = 3sin(x) — sin(2x) + sin(3x),
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0, (Randbedingungen). (1.5¢)
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

(1.5a) heiBt Warmeleitungsgleichung.

Fiir komplizierte Anfangs- und Randbedingungen oder ortsabhingige Materialkon-
stanten kann man die Lsung solcher Probleme nicht explizit angeben. Es lasst sich
jedoch beweisen, dass (1.5a), (1.5b), (1.5¢c) auch dann ein sachgemal gestelltes
Problem (im Sinne von [Jacques Salomon Hadamard, 1865-1963]) ist:

1. Es besitzt eine Lésung.
2. Diese ist eindeutig.

3. Sie hingt ferner stetig von den Daten (in diesem Fall den Anfangs- und
Randbedingungen) ab!
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Diskretisierung durch finite Differenzen: Bestimme u nur noch auf einem Gitter oder
Netz

Qp = {(zi,t;) t zy=dhfiri=0,1,...n+1, t; = jkfirj=0,1,...}.
Dabei sind h := 7/(n+1) bzw. k > 0 die Schrittweiten (Gitter- oder Netzweiten) in

x- bzw. t-Richtung. Unsere Naherung fiir u(z;,t;) werden wir mit u; ; bezeichnen.

In einem zweiten Schritt miissen wir die partiellen Ableitungen du/ot bzw. 0%u/dx>
aus (1.5a) durch Ausdriicke anndhern, die wir auf dem Gitter bestimmen kdnnen.
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Dazu betrachten wir zuerst eine Funktion in einer Variablen,

fRo2I=[a,8] >R, z+— f(x),
und nehmen an, dass f in g € I differenzierbar ist. Weil

fwo + 1) = f(x0)
h

/ I
f(@o) = }Lli%

gilt, liegt es nahe, f’(xg) etwa durch eine der drei Formeln

f(zo + h})L f(xo) (Vorwirtsdifferenz) (1.6)
f(xo) — i(xo —h) (Riickwartsdifferenz) (1.7)
f(@o +h) — flzo —h) (zentrale Differenz) (1.8)

2h
anzunahern. Dabei soll die Schrittweite A natiirlich , klein" sein.
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Die zweite Ableitung f”(zo) approximieren wir durch eine zentrale Differenz zweiter
Ordnung

f'(xo + h) = f'(x0)

"
(o) 2
f(woJrh});f(zo) _ f(zo)—f(zo—h)
~ ; h (1.9)
_ flwo+h) —2f(x0) + f(zo — h)
h?2 ’
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Diskretisierungsfehler:
a) lIst f in I zweimal stetig differenzierbar, so gilt

fwo +h) = f(xo)
h

= f'(z0) + C1h

mit |C1] < 4 max,er | f” ()| (analog fiir Riickwirtsdifferenz).

b) Ist f in I dreimal stetig differenzierbar, so gilt

f(zo+h) = f(zo —h)
2h

= f'(zo) + C5h?

mit |C3| < maXer |f" (x)].

c) Ist f in I viermal stetig differenzierbar, so gilt

f(zo +h) —2f(x0) + f(z0 — h)
h2

mit |Cy| < & max,er £ (2)].

= f”(xo) + C4h2
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Analog bei partiellen Ableitungen, z.B.:

ou u(z, t + k) — u(z, t)
E(mvt) ~ k ’
ou u(z + h,t) —u(x,t)
Ox (@,8) ~ h
und
*u u(x + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t)
ﬁ(x,t) x h2 .
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Approximiere du/dt(z,ty) durch eine Vorwirtsdifferenz und du?/0x?(x,ty) durch
eine zentrale Differenz zweiter Ordnung.

Fiir n = 4 ergibt sich dann

Uil —ui0 o Yoo —2Ui0 + U290
k h? ’
Ugg —Ug0 _ Ui0 — 2Ug0 + U3
k h? ’
uz1 —uzo U0 —2Uz0 + Udp
k h? ’
Ugl —Us0 U0 — 2Ug0 F Us
2 B h? ’
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Wir I5sen diese Gleichungen nach u; 1 auf und setzen 7 := k/h?.
(Beachte ug g = us,0 = 0, Randbedingungen!)

u1,1 Uu1,0 -2 1 0 0 Ui 0
U 1 -2 1

21 | | U200 | 0 U2,0
us3,1 us,o 0 1 -2 1 u3,0
Ugq,1 U4,0 0 0 1 -2 U4.0

Alle Eintrége auf der rechten Seite dieser Gleichung sind bekannt (Anfangsbedin-
gung!), wir kdénnen also die N&herungswerte w; ; fiir die Zeitschicht ¢ = k be-
stimmen. Analog kann man danach aus den Werten u;; die Werte u; o fiir die
Zeitschicht ¢t = 2k berechnen, usw.
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Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Explizites Euler-Verfahren:
Ziel: Berechne Naherungen w; ; fiir die Lésung w(ih, jk) von (1.5a), (1.5b), (1.5¢),
wobei 1 <i<n, 1<j<m.

Bestimme u®) := [u1.0,u2.0,...,un0]’ = [f(x1), f(22), ..., flan)]"

aus der gegebenen Anfangsbedingung.
Firj=1,2,....,m
berechne u) = [uy ;,uz, ..., un ;]" durch
w9 = [I+74,] w00, (1.10)

Dabei bezeichnen
e [ die Einheitsmatrix der Dimension n x n,
o 7 =k/h?
e A;, die Tridiagonalmatrix Aj = tridiag(1,—2,1) € R™*" (s.0.) und

e u9) den Vektor, der die Niherungen fiir die Temperatur zur Zeit t = jk
enthialt.
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Einflihrung und Begriffe
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Einflihrung und Begriffe

Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Die folgende Tabelle zeigt, dass man fiir kleinere Werte von k sogar noch unsinnigere
Werte erhilt. Erst wenn die Zeitschrittweite k ,winzig" ist, ergeben sich brauchbare
N&herungen.

k w(7h,1) | w(14h,1) | uw(21h,1) | u(28h,1)
1/11 3.7 109 3.1 109 -6.3 10° -1.3 10°
1/50 | -2.710% | 3.7 10% | 8.5 10% | -2.7 10
1/100 | 1.4 10** | -6.1 10% | 1.1 10?5 | -3.5 10%°
1/150 | 6.5 106 -1.2 107 1.2 107 -3.310°
1/200 | 7.2 107 | 1.1 109 9.110°% | 24107t
1/250 | 7.2 107 | 1.1 109 9.1107% | 24107t
0 721071 | 1.1 10° 9.1107' | 2.4 107!

(h = w/30, k = 0 bedeutet hier, dass es sich bei den zugehdrigigen u-Werten um
die Funktionswerte der exakten Losung handelt.)

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerische Mathematik Sommersemester 2015 44 / 54



Einflihrung und Begriffe

Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Implizites Euler-Verfahren:
Einziger Unterschied zum expliziten Verfahren:

ou _u(w,t) —ulz,t — k)
o @t~ k '

Nun ergibt sich fiir die Gitterpunkte auf der ersten Zeitschicht ¢t = k (im Spezialfall
n =4)

Uy,1 U1,0 -2 1 0 0 U1,1
U211 _ Uu2,0 +r 1 -2 1 0 U211
us3,1 us,o 0 1 -2 1 u3,1
U4q,1 U4,0 0 0 1 -2 U4q,1
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Einflihrung und Begriffe

Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Die Unbekannten auf der neuen Zeitschicht sind hier implizit durch die Werte auf
der alten Zeitschicht gegeben, namlich als Ldsung eines linearen Gleichungssys-
tems. D.h. in jedem Zeitschritt des impliziten Euler-Verfahrens muss ein lineares

Gleichungssystem geldst werden.

Bestimme u¥) := [u1.0,u9.0,...,uno]’ = [f(x1), f(22), ..., flan)]"

aus der gegebenen Anfangsbedingung.
Firj=1,2,...,m
berechne u) = [uy ;, ug ..., un;]" als Lésung von

(I — 7 Ap)ul) = w0, (1.11)

Fiir k = 1/11 und h = 7/30 ergibt sich:
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Einflihrung und Begriffe

Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Anfangswert (t=0)

15

exakte Loesung (t=1)

0.5

15

numerische Loesung (t=1)

0.5

0.06

Fehler

0.02
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Einflihrung und Begriffe

Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Warum verhalten sich explizites und implizites Verfahren so unterschiedlich?
Bezeichnungen: Exakte Losung fiir t = jk

ul? (h, k) := [u(h, jk), w(2h, k), ... u(nh, jk)]" € R™.
Naherungslosung fiir t = jk
ul) (h,k) € R mit Verf € {ex,im}.
Globaler Diskretisierungsfehler dieser Verfahren

e\(/i)rf(h’k) = 'U'(J)(h k) u’Verf( )

Von einem ,verniinftigen” Verfahren wird man erwarten, dass der globale Diskreti-
sierungsfehler gegen Null strebt, wenn die Schrittweiten klein werden,

e (h, k) — 0 fiir jk fixiert und h, k — 0.
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Einflihrung und Begriffe

Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Der lokale Diskretisierungsfehler der beiden Verfahren ist durch

d(h k) = ud(h k) — [T+ 1A ul V(h, k),
P (k) = [I—7A]ul (b k) — ul " (h k)

(1 = k/h?) erklart. Er gibt an, wie gut die exakte Losung die jeweilige Differenzen-
approximation erfiillt (vgl. (1.10) und (1.11)).
Es gilt (C1, C5 unabhéngig von h, k, j und ¢)

[d)(h,k)]e| < k(Cik + Coh?)  (£=1,2,...,n), Verfe {ex,im}.

Die lokalen Diskretisierungsfehler der beiden Verfahren sind qualitativ gleich. Ins-
besondere erfiillen sie

d9D(h,k) >0 fir kh—0

(solche Verfahren nennt man konsistent). Dass sich die globalen Diskretisierungsfeh-
ler trotzdem erheblich unterscheiden, liegt am unterschiedlichen Stabilitdtsverhalten
der beiden Algorithmen.
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Einflihrung und Begriffe

Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Entscheidend: Zusammenhang zwischen globalen und lokalen Diskretisierungsfeh-
lern

e (hk) = [I+7A]el ™ (h k) + dS) (b, k),
[1—rAulen) (hk) = ef™"(hk) + dJ) (b k).
Einheitliche Schreibweise:
eV (h,k) = ByreY =V (h k) + ) (1.12)
mit der Fehlerfortpflanzungsmatrix
B . I+ 7A, fiir das explizite Euler-Verfahren, (1.13)
RESTY (T = 1A fiir das implizite Euler-Verfahren '
und einem Vektor
G) ._ déi)(h,k) (explizit), (1.18)
h.k - -1 4(9) S Lo :
(I—-7Ap)~"d,) (h, k) (implizit).
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Einflihrung und Begriffe

Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Betrachten wir nun ganz abstrakt das Wachstumsverhalten einer Vektorfolge {e(?)},_o
die rekursiv durch

e :=Bel ™V 4 g0 (j=12..) mite® =0

gegeben ist. Es gilt

e — g

e® — Be® i g® _ pgh) 4 4@

e® = Be® 4 g® — B2g) L Bg® 4 o)
J

e) — Bel=D 1 gt) — Y pimglm),

m=1
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Einflihrung und Begriffe

Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Das bedeutet

leW ]2 = | Z By < Z IBI5" 9™ 2
m=t (1.15)

j .
< [max g™ ]2] D7 IBJ5™
m=1

1<sm<y

Der erste Faktor max;<,<; [|g™ |2 wird bei beiden Euler-Verfahren (wie bei allen
konsistenten Differenzenschemata) beliebig klein, wenn /i und & nur geniigend klein
gewahlt sind. Der zweite Faktor,

S s { e [l = 1
= (1Bl = D/(IBl2—1),  falls [Bl2 #1 ~

m

ist beschrankt falls |B|2 < 1 (namlich durch 1/(1 — || B|2)). Ist aber | B2 = 1, so
wichst er liber alle Schranken.
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Einflihrung und Begriffe

Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

Wir nennen nun ein Differenzenverfahren stabil, wenn die Norm der zugehérigen
Fehlerfortpflanzungsmatrix kleiner als 1 ist (und andernfalls instabil).

Mit (1.15) haben wir ein ,Metatheorem” der numerischen Mathematik bewiesen:
Stabilitdt (dh. der zweite Faktor auf der rechten Seite von (1.15) ist beschrankt)
und Konsistenz (dh. der erste Faktor strebt mit b und k gegen 0) eines Differen-
zenschemas implizieren, dass der globale Diskretisierungsfehler ebenfalls gegen 0
geht (fiir h, kK — 0) — man spricht dann von einem konvergenten Verfahren. Kiirzer
gefasst,

Stabilitat + Konsistenz = Konvergenz.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Numerische Mathematik Sommersemester 2015 53 / 54



Einflihrung und Begriffe

Diskretisierung und Stabilitdt am Beispiel der Warmeleitungsgleichung
Fiir das explizite Euler-Verfahren gilt

|Bhilz = |II +7Ap|2 <1 genau dann, wenn 7= — <
(das explizite Euler-Verfahren ist nur bedingt stabil, d.h. unter der oben angegebe-

nen Bedingung), wihrend das implizite Euler-Verfahren unbedingt stabil ist (d.h.
ohne Bedingungen an h und k),

| B,k

lo = (I —7Ap) |2 <1 fiir alle h und k.
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