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4. Übungsblatt

Aufgabe 16:

Beweisen Sie mit Hilfe der Jordanschen Normalform:

(a) Zu jeder MatrixA ∈ Cn×n und jedem ε > 0 existiert eine (von einer Vektornorm induzierte)
Matrixnorm ‖ · ‖ (die von A und ε abhängt), für die gilt:

‖A‖ − ε ≤ ρ(A) ≤ ‖A‖.

(b) Ist A diagonalisierbar, so existiert eine Matrixnorm ‖ · ‖ mit ‖A‖ = ρ(A).

Dabei bezeichne ρ(A) den Spektralradius von A.

Aufgabe 17:

Beweisen Sie folgende Eigenschaften der Konditionszahl:

(a) Für zwei Matrixnormen ‖ · ‖α und ‖ · ‖β existieren stets Konstanten c, C > 0, so dass

c condα(A) ≤ condβ(A) ≤ C condα(A) ∀A ∈ Cn×n.

(b) Für jede Matrixnorm ‖ · ‖ gilt cond(A) ≥ 1 ∀A ∈ Cn×n.

Aufgabe 18:

(a) Ist A ∈ Rn×n eine symmetrisch und positiv definite Matrix, so gilt

cond2(A) =
λmax(A)

λmin(A)
.

(b) Ist U ∈ Cn×n eine unitäre Matrix, so gilt cond2(U) = 1 und

cond2(UA) = cond2(AU) = cond2(A) ∀A ∈ Cn×n.

Hinweis: Machen Sie sich zunächst klar, dass ‖Ux‖2 = ‖x‖ ∀x ∈ Cn gilt.

(c) Es gilt: cond2(AHA) = [cond2(A)]
2 ∀A ∈ Cn×n ∀A ∈ Cn×n.


