Numerik XXXVIII

B Exkurs uber Vektor- und Matrixnormen

Um die Lange von Vektoren aus einem Vektorraum ¥ Uber K € {R, C}
(und damit den Abstand zweier Vektoren) zu messen, definieren wir
Normen, das sind Abbildungen

|-1:7 =Ry, wveof, die
e positiv definit, d.h. [|[v|| >0V v € ¥, v # 0, sowie
e homogen, d.h. ||av]|| = |a|||v|| Va € K, v € ¥, sind und der

e Dreiecksungleichung, d.h. ||v + w|| < ||v|| + [|w|| Vv, w € ¥, genlgen.

Der Abstand zweier Vektoren v, w € ¥ (bez. der Norm || - ||) ist durch
d(v,w) := ||v — w|| definiert (d ist eine Metrik auf 7).
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Die wichtigsten Normen im R” (bzw. C™) sind die Holder-Normen,

n 1/p
ol = (Z aw) fir 1 < p < oo,
j=1

mit den Spezialfallen

||l =) |zl ((Betrags-)Summennorm),
j=1
n 1/2
|2 := (Z |xj|2> (Euklid-Norm),
j=1
|Z]|oo := max |z, (Maximumnorm)
1<j<n

($ — [.2131, Loy v v ,xn]T).

Beachte: lim,_, . |||, = ||Z||« fur alle x € K™.
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Obwohl alle Normen im K™ aquivalent sind, z.B. gilt fir alle z € K"

zllz < |lzfi < Vo llzll2

2l < |lZ]2 < V7 ||Z]o,  SOWiE

zlloo < 2l < nfjzfle

d.h. sie erzeugen dieselbe Topologie (Grenzwerte, Stetigkeit), gibt es
deutliche Unterschiede:

Einheitskreisscheibe {z ¢ R? : ||z| <1} bez. || - |1, || - |l und || - ||oo:

dh
1\/4 :
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Eine Matrixnorm ist eine Abbildung
|- K™ R, Aw||A4], die
e positiv definit, d.h. [|[A|| >0 VA € K"*", A # O, sowie
e homogen, d.h. ||aAl| = |a|]|A|| Va € K, A € K**", ist und der

e Dreiecksungleichung, d.h. ||A+ B|| < ||A|| + ||B|| YA, B € K"*"™,
genugt. Zusatzlich soll sie

o submultiplikativ sein, d.h. |[AB|| < ||A[|||B]| ¥ A, B € K™,

Beispiel: Frobenius oder Schur-Norm (A = [a; j]1<i j<n € K™*™)

o 1/2
|Allp = (Z |) — [spur(A¥ 4)]"%.

,J=1
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Jede Vektornorm || - ||y im K™ induziert durch

lz|lv=1

[Alla = max Azl = max

|Az]lv

| ]lv

eine Matrixnorm in K™*™, die von || - ||y induzierte Matrixnorm.
Es ist Gblich, far || - ||y und || - ||»s das gleiche Symbol zu verwenden:

; induziert die Spaltensummennorm [|A|l; = maxi<j<n D .q |aijl-

» induziert die Spektralnorm || Alls = v/ Amax(AH A).

~ induziert die Zeilensummennorm || Al = maxi<i<n Y,y lai ;-
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Eine Vektornorm || - ||,y und eine Matrixnorm || - ||a; sind miteinander
vertraglich (oder passen zueinander), wenn

||AwHV < HAHMHwHV Va e K”7 A e KnXn

gilt.
Bezeichnet || - ||, die von der Vektornorm || - ||y induzierte Matrixnorm, so
sind || - || und || - || 5y miteinander vertraglich. || - || s ist die kleinste

Matrixnorm, die mit || - ||y, vertraglich ist: Fir alle A € K"*" gilt
| A|las = min{||A|| : || - || ist mit || - ||y vertraglich}.

Die Euklidsche Vektornorm || - || ist mit der Frobenius-Norm || - || ¢
vertraglich, was || Az < [|Al|r fur alle A € K™*" impliziert.
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Einige Fakten:

1. Flr jede Norm || - || auf 7 qilt
v —w| = |[]v] - |lw|| Vv,we?.
2. Firalle 1 < p,q,<ocomitL+21=1(L:=0)gil
e y| < |zl lyll, Vz,yecK*  (Holder-Ungleichung).

Wichtiger Spezialfall:

2 y| < ||z||2|lylls Y,y € K* (Cauchy-Schwarz-Ungleichung).
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3. Ist (+,-) ein Innenprodukt auf 7/, so ist ||v|| := \/(v, v) eine Norm auf ¥
(die von (-, -) induzierte Norm).
Die Euklid-Vektornorm wird durch das Euklidsche-Innenprodukt

(@, y) =) 2;5;, zyecK",
j=1

die Frobenius-Norm durch das Innenprodukt
(A, B) :=spur(B*4), A, BeK"™",
induziert.

4. Wird eine Norm || - || auf ¥ durch ein Innenprodukt induziert, so genlgt
sie der Parallelogrammgleichung,

v+ w|® + v —w|* =2(|v]|* + [w]*)  Vov,weV.

Genugt umgekehrt eine Norm der Parallelogrammgleichung, so wird
sie durch ein Innenprodukt induziert.
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5. FUr jede Matrixnorm || - || gelten:
I7] > Tund [A7] > 1/[|AJ.

Wird || - || von einer Vektornorm induziert, so ist ||I|| = 1.

6. Ist p(A) := max{|\| : \istein Eigenwert von A} der Spekiralradius von
A e K" und || - | eine Matrixnorm, so ist p(A) < ||A].

Fir A € K»*™ und ¢ > 0 gibt es eine (von einer Vektornorm induzierte)
Matrixnorm || - || (die von A und ¢ abhangt) mit

IAll —e < p(A) < [IA]l.
Ist A diagonalisierbar, so gibt es eine Matrixnorm || - || mit ||A|| = p(A).
7. FUr jede Matrixnormn || - || auf K™*" qilt

[A™ Y™ = p(4) VA €K™

lim
m—r 00
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Eine Norm || - || auf C™ bzw. C™*"™ heif3t absolut, wenn

llz|l| = =] VzeC™ bzw. [[Al[=]A] VAeC"™™™
gllt FUr x = [xj]lgjgn und A = [ai,j]lgi,jgn sind dabei ‘ZE‘ = [|ZEjH1§j§n
und [A| = [|a; j]]1<ij<n-

I ll1s || - [loos || - |7 Sind absolute Matrixnormen, wahrend || - ||2 nicht
absolut ist.

Bemerkung. Eine Norm auf C™ bzw. C™*"™ ist genau dann absolut, wenn

x| <|y| (z,y e C")stets ||z[| < |y| bzw.
|A| < |B| (A,B e C"*")stets ||A|| < ||B| impliziert.

Dabeiistz <y:<z; <y Vi=1,2,....nbzw. A< B :=a;,; <b;
Vi, 7 =1,2,...,n.
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