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A.1 Raume.

Sind %, %> Unterraume eines Vektorraums 7 (Uber dem Korper K), so
sind

U N U sowie U+ U = {u1 + Uo : U E 02/1, Uo € 62/2}

ebenfalls Unterraume von 7.

Sind %1, 2> endlich-dimensional, so gilt

dim(?/l + %2) = dlm(OZ/l) + dlm(@/g) — dim(%l M 62/2)
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Ist o : ¥ — W eine lineare Abbildung zwischen den Vektorraumen ¥ und
W (also ein Vekiorraum-Homomorphismus), dann ist

(@) ={ve? : ¢) =0} Unterraum von ¥,
p)={weW : Jve?¥mitepwv) =w} Unterraum von 7.

N

N () heil3t Kern oder Nullraum von ¢.
Z () heif3t Bild von .

def(p) := dim (4 (p)) ist der Defekt von ¢.
rank(y) := dim(Z(y)) ist der Rang von .

Ist 7" endlich-dimensional, so gilt

dim (7)) = def(yp) + rank(p).
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Ist ¥ ein Vektorraum mit Unterraumen %, %/, dann nennt man ¥ die
direkte Summe von %4 und %5, wenn

YV = 02/1 -+ 62/2 und 62/1 M %2 = {O}

gelten, und schreibt ¥ = %4 ® .

FUr jedes v € ¥V = %4 & % Qibt es eindeutig bestimmte Vektoren
u = w1 (v) € 24 und uy = ux(v) € % mit v = uy + us.

Die Abbildung
.V =Y, v u(v),

ist linear und idempotent (7 o m = 7)) mit Z(n) = %, N () = Y.
7 heil3t Projektion auf %, entlang %.
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A.2 Koordinaten

Sei 7 ein n-dimensionaler Vektorraum Gber dem Korper K und sei V' =
{vi,vs,...,v,} €eine Basis von 7.

Jeder Vektor v € ¥ laf3t sich als Linearkombination in der Basis V' darstel-
len:

n
’U:ZVj’Uj, mit V; c K.
J=1

Die Koordinaten vy, s, ..., v, sind durch v eindeutig bestimmit.
Der Koordinatenvektor von v bez. der Basis V' ist gegeben durch

Vo=, 00, .., 0] € KT

K
Formal:

v =V[v]Y (interpretiere V als Zeilenvektor aus 7).
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Die Abbildung
[-]V YV - K", v [v]v

ist ein Vektorraum-lsomorphismus, d.h.
e sie ist bijektiv,
und es gelten
o [v+w|” =[v]Y +[w] firalle v,w € ¥,

e [av]” = afv]Y flralle « € Kund alle v € 7.

A.2 Koordinaten TU Chemnitz, Sommersemester 2013



Numerik VIl

A.3 Basiswechsel

Ein Vektor v € ¥ besitze bez. zweier Basen V, W von ¥ die Koordinaten-
vektoren [v]" und [v]"V.

Frage: Welcher Zusammenhang besteht zwischen diesen beiden Koordi-
natenvektoren?

Wir stellen die Basisvektoren aus V' als Linearkombinationen in der Basis
W dar:

v = tipw + laqwe 4+ -+ Tpawy

vo = tiow; + lgowy + - + Tyow,

Un = tl,nwl + t2,n'w2 + - + tppwy

)
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und setzen
11 T12 t1,n
o1 tao2 -+ 1o
iYW =7=| " | T e ke
_tn 1 tn,2 tn n

[id]‘v/v heil3t die Basistransformation von der Basis V' in die Basis W

Es gelten:
o [v]V =[]y [v]",
e sind V, W, X drei Basen von ¥, so ist [id];, = [id]y [id]{,

e [id]|, = I,, (die n x n-Einheitsmatrix),

o fially = () .
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Beispiel: Sei X der Raum aller Polynome p()\) = mg + mA + A2+ -+ - +
A" vom Grad < n mit Koeffizentzen aus K. (Dieser Raum ist bekanntlich

(n + 1)-dimensional.)
Wir betrachten:

e die Standardbasis S = {1,\, \?,..., \"}.

e Seien ag, a1, ...,qa, € K paarweise verschieden. Setze
- A — 893
Li(A) = ., 97=0,1,...,n.
i(N) klj[() a; — oy J
k#j
Dannist L = {/y,/1,...,¢,} eine Lagrange-Basis von &%,

e Seiac K. T={1,(A=a), A—a)?...,(A—a)"} ist eine Taylor-Basis
von 2%, (Flr o = 0 ergibt sich der Spezialfall der Standardbasis.)
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Es gelten
o p(o) pe)
g 1 I p(al) T pf!a)
[p) T = =1
K p(an) s
(1 ap of ol | —a o (—a)”
1 o of af 1 -2« n(—a)" 1
[id]g: 1 oy af b ,[jd]*;: 1 (5)(—a)" 2
1 a, o ;| 1 1
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A.4 Matrixdarstellungen linearer Abbildungen

Seien ¥, # Vektorraume Uber K und ¢ : ¥ — # eine lineare Abbildung.
Wir wollen diese lineare Abbildung durch eine Matrix beschreiben.

Theoretische Grundlage: Eine lineare Abbildung » : ¥ — # ist durch
die Bilder einer Basis {vy,...,v,} von ¥ eindeutig festgelegt. (Durch die
Vorgabe von o(vy),...,o(v,) ist o(v) flr alle v € ¥ eindeutig bestimmt.)

Schritt 1. Wahle Basen V = {vy,...,v,} von 7 und W = {wy,..., w,}
von %' .

Schritt 2. Bilde die Basis von 7 unter ¢ ab, d.h. bestimme die Bilder
p(v1), ... p(vn) EX.

Schritt 3. Stelle p(vy),...,¢(v,) als Linearkombination der Basis von #
dar:
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p(v)) = ajqw + agiwe + -+ amiWy
p(va) = aipwn + agows + -+ amowpy
Qp(lvn) = a1,n,W; + a2, n W2 + e+ Am,n Wm

Ergebnis: Die Matrixdarstellung von ¢ bez. der Basen V und W ist

ap,1  Aai12 a1 n
a2 1 22 - A2 n
w . ’ ’ ’ mxn
ply =A=1 | _ .| KT,
_am,l Am,,2 am,n_

wobei m = dim(#'), n = dim(%).

A.4 Matrixdarstellungen linearer Abbildungen TU Chemnitz, Sommersemester 2013



Numerik XII

Rekonstruktion der Abbildung aus der Matrix.

Gegeben: Basen V von ¥, W von #'; Matrix A = [p]yy € K™*"; Vektor
vev.

Gesucht: p(v).

Schritt 1: Bestimme die Koordinaten von v bez. V = {vy,..., v, }:
v="V[v]".
Schritt 2: Berechne

()] = Alv]" = [¢]y [v]", d.h.o(v) = W([ely [v]").
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Regeln:
e Seip, v :V — W linear und seien V, W Basen von 7 bzw. # .

agly = alely Va € K,
e +9ly = [olv + RV

e Sindp: 7V > W,y : W — Z linearund V, W, X Basenvon 7, %
bzw. 2", dann qilt:

[Yoly = [Wlvlely

o Ist o : 7 — ¥ ein linearer Isomorphismus und sind V', W Basen von
¥, soist [p]{Y invertierbar und es gilt

(W) =l

o Ist T € K™"*™ invertierbar und ist V eine Basis des n-dimensionalen
K-Raums 7/, dann gibt es Basen X, Y von 7 mit

T = [id]y, bzw. T = [id]%.
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Problem: Gegeben zwei Matrizen A, B € K™*", die beide dieselbe lineare
Abbildung ¢ : ¥ — # bez. verschiedener Basen V und X von 7 bzw. W
und Y von # reprasentieren:

A=[elY, B=[¢lk.
Welcher Zusammenhang besteht zwischen A und B?

Losung:

Y

/W,X [QO]X W’Y
W =i lel ik, pa| Tﬁdm

[e]v

v,V ——
Wichtiger Spezialfall (fir v =%,V =W, X =Y):

lplx = [idly [y id]x = [id]y [¢]y ([id]y)

—1
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XVI

Beispiel.

Es qilt

Die Differentiation d : p — p’ ist eine lineare Abbildung von 2% nach 22X,

c R(n—l—l) X (n+1) .

A.4 Matrixdarstellungen linearer Abbildungen
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XVII

Wie entscheidet man, ob zwei Matrizen A, B € K™*™ dieselbe lineare
Abbildung ¢ bez. zweier Basen darstellen?

Frage: Gibt es eine lineare Abbildung ¢ : K* — K™ und Basen V und W
sodass fur zwei gegebene Matrizen A, B € K™*" gilt

A=l und B=[g¥?

Die Antwort lautet genau dann ,ja“, wenn es eine invertierbare Matrix
(Basistransformation) 7" = [id]y;, € K"*™ gibt mit

A=TBT .

Man nennt dann A ahnlich zu B und schreibt A ~ B.

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf K™= d.h. sie ist reflexiv
(A~ AVA), symmetrisch (A ~ B = B ~ A) und transitiv (A ~ B, B ~
C=A~C().

Die Aquivalenzklassen [A]. := {B € K™*" : B ~ A} bilden daher eine
Partition von K"*™,
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A.5 Jordansche Normalform

Normalformenproblem: Bestimme aus jeder Klasse [A]. einen m"glichst
.einfachen* Reprasentanten.

Oder: Bestimme zu vorgebenem A € K"*™ eine mglichst ,einfache* Matrix
N4 mit Ny ~ A.

N 4 heil3t dann Normalform von A.
Wir beschreiben die sog. Jordan-Normalform einer Matrix A € C"*™.

Grundidee: Zerlege C” in eine direkte Summe A-invarianter Unterraume
Ch=NeVoD - B V.

Beachte: Ist V; eine Basis von ¥}, dann ist V := U7, V; eine Basis von 7".
Aus AV; = V;D; folgt mit V := [V;|Va|---|V,,,] und D := diag(D, ..., Dy)

AV =VD bzw. A=VDV~1
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Definition A.1. Sind A, und A, lineare Abbildungen der Rdume ¥, und 75
in sich, so ist deren direkte Summe A © A, definiert durch

(A1 @ As) (@1, 22) := (A121, Asx2)

eine lineare Abbildung auf V1 ® 75.

Definition A.2. Eine lineare Abbildung hei3t nilpotent falls es eine Zahl
g € N gibt mit A? = O. Ist q die kleinste solche Zahl, so hei3t A nilpotent
vom Index q.

Definition A.3. Ein Unterraum % eines Vektorraumes ¥ hei3t A-invariant
bezlglich einer linearen Abbildung A : v — Vv, falls AY C V. Sind 71 und
U> zweil A-invariante Unterraume von V' mit V' = 2 & %, SO sagt man, A
wird durch %/, und %, reduziert.
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Satz A.4. Jede lineare Selbstabbildung eines endlichdimensionalen Vek-
torraumes ist direkte Summe einer nilpotenten Abbildung mit einer inver-
tierbaren Abbildung.

Satz A.5. Die lineare Selbstabbildung A eines endlichdimensionalen Vek-
torraumes V' sei nilpotent vom Index q und x € ¥ ein Vektor mit A4~z # 0.
Dann gilt

(a) Die Vektoren {A’z}_; sind linear unabhangig.

(b) Bezeichnet % die lineare Hille dieser Vektoren, so existiert ein weiterer
Unterraum %/ , sodass A durch 7/ und % reduziert wird.

Bemerkung A.6. Ist x ein weiterer Vektor mit A1=1g £ 0 und ist fZ/ =
span{@, AZ, ..., A""'&} sowie % ein Unterraum, sodass % und % die
Abbildung A reduzieren, so verhalt sich A auf % und % vollkommen
identisch wie auf %/ und % .

A.5 Jordansche Normalform TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Satz A.7. Ist die lineare Selbstabbildung A des endlichdimensionalen
Vektorraumes V' nilpotent vom Index q, so existieren natirliche Zahlen k,
g1 > g2 > --- > qp Sowie Vektoren xy, ..., x; mit

(a) die Vektoren {A7a, } 1t {ATxy} 92t { ATy, } 2" bilden eine Basis
von V' ;

(b) A‘hwl :AQ2:B2 — ... :A%wk — 0.

Die Parameterk, q1, ..., qxr legen A bis auf Isomorphie fest.

Satz A.8. Ist A eine lineare Selbstabbildung des endlichdimensionalen
Vektoraumes v und A1, ..., \,, die (paarweise verschiedenen) Eigenwerte
von A mit Vielfachheiten nq,...,n,,, so ist ¥ direkte Summe von m Un-
terraumen 14, ..., v, mitdim¥; = n,;. Jeder dieser Raume ist A-invariant
und auf v; ist jeweils die Abbildung A — \;I nilpotent.
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Ist A — \;I nilpotent von der Ordnung ¢, auf 7, d.h. ist ¢, ist die kleinste
Zahl sodass [(A — A\,;1)]¥,]" = O, so folgt

(A= M\D% - (A= A\, )? = O,

d.h.
ma(A) = (A=) - (A= A D)

ist das Minimalpolynom von A.

A.5 Jordansche Normalform TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Korollar A.9. Sei A eine lineare Selbstabbildung des n-dimensionalen Vektorraums
¥ und das charakteristische Polynom c, gegeben durch

caAN)=A=X)" - (A=) mitX; £ X flrj #k

sowie ny + - - - + n.,, = n. Dann gilt:

(a) Das Minimalpolynom von A hat die Form

ma(A) = A=) - (A=A D)4, q; € N,
wobei q; jeweils die kleinste Potenz ist, fir die
N ((A=XDT) =N ((A=XD)T5T)
(b) v ist die direkte Summe A-invarianter Unterraume vV = %1 & - - - @ V5., wobei
Vi=N((A=XDY)=N((A=XI)")

undma,j(A) == (A — A;j)% das Minimalpolynom von Aly. ist.

A.5 Jordansche Normalform TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Schritt 1. Bestimme das charakiteristische Polynom und die Eigenwerte
von A:

caN) = [[A=x)"  mitd; £ firj #£kund Y nj=n.
j=1

j=1
Der Eigenwert )\, besitzt die algebraische Vielfachheit n; (7 =1,2,...,m).

Schritt 2. Fur jedes j € {1,2,...,m} bestimme den zu \; geh’rigen
Eigenraum

& ={xeC": Ax = \jx} = N (A - \I).
Schritt 3. Fir jedes j € {1,2,..., m} bestimme eine Basis
{'vl(j), '02@, e vg(g)} von &;, (dim(&;) = g;).

Man nennt g; < n; die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts \;.

A.5 Jordansche Normalform TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Spezialfall.

Furalle j =1,2,...,mqilt g; = n;, oder aquivalent
Ch=&DED--- D 6, oder aquivalent

C™ besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von A, oder aquivalent
A ist diagonalisierbar, d.h. ahnlich zu einer Diagonalmatrix.

Sei V = [vlm, e véll), v1(2), e 'vg(g), e 'vl(m), e vg(::b)] e C"*" die Ma-
trix, deren Spalten die Basiselemente der einzelnen Eigenraume sind.
V ist invertierbar und es gilt

AV =VD bzw. A=VDV I mitD =

A.5 Jordansche Normalform TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Die Matrix A = [ }] zeigt, dass dieser Fall die Allgemeinheit nicht abdeckt:
A besitzt das charakterisitische Polynom c4()\) = A2, also den Eigenwert
A1 = 0 mit algebraischer Vielfachheit n; = 2. Der zugeh’rige Eigenraum
& = N(A—-0I) = 4 (A) = span{[1,0]T} ist aber eindimensional, d.h.
g1 = 1. A ist nicht diagonalisierbar.

Schritt 2. Fir ;7 = 1,2,....,m und s € Ny betrachten wir die Raume
¥*) = ¥ ((A— N\1I)%), die - fur festes j — eine aufsteigende Kette bilden:

(0 - () (5) — o (s+1)
{0} =7"CV, " =&&C--- CYV CY C ...

Es muss einen (kleinsten) Index ¢; > 1 geben, an dem diese Kette stationar
wird, d.h. 7Y = 7\ vs > ¢, Esgilt: 7Y C v T vs < g,

Aul3erdem:

o C"= 7/1<q1> D ”//2((12) DD “//77(1%) und

o 7% ist A-invariant mit dim(¥, %) = n;.

A.5 Jordansche Normalform TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Daneben betrachten wir die Raume Wj(s) = Z((A—\;1)?), die eine abstei-
gende Kette bilden:

@n:%(o) 2%(1) o 2%(3) 2%(84—1) 5.
Es gilt:
v 2w Ys<q; und P =T s >,
Auf3erdem:

o C" = ”//j(q") ® Wj(qﬂ') firalle j =1,2,...,m und

o (A— )\jl)qj|W_<qj> st invertierbar far alle j =1,2,...,m.
J
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Schritt 3’. Wir konstruieren induktiv eine Basis von 7/j(qj):

a) Wir wahlen eine maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren

1(qg)7 ,02(%)’ L S(;Jj)

(45) (g;—1)
aus VYNV .
b) Setze nun

v T = (A= ND ), =12, 5,

Es gelten: fu(q” ”//j(qﬂ'_l 7 =1,2,..., 5,
{0\ 75 {u{% 1} 5 st System aus linear unabhéngigen Vektoren.

c) Wir erganzen
J 45 i—1) %
{’U(q )}E U {’U(q )}6:1

zu einem maximalen System linear unabhangiger Vektoren

J 1j i—1 ;=1 j j—2
(v, (g; )}£ U {’U(q )}g 7 (qu—l > qu) aUS a/j(q ) \7/j(q )
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d) Angenommen, wir haben ein maximales System linear unabhangiger
Vektoren aus “//j(‘”) \ "//j(q”'_d_l) konstruiert (d < g;):

lg;—d

J a5 i—1 j—d 95~
{w}ﬁl _{(q)}e1u{ (q )61 U{(q )}£ d
Ist ¢; — d — 1 > 0 (andernfalls sind wir fertig), so definieren wir

've(qj —d=b) = (A — \;T)wy, (=1,2,...,t4,—a.

Die Vektoren {w,},” * U{v{¥~* 1 ,% " bilden ein linear unabhangiges
System aus ”Vj(‘“) \”//j(qj_d_2>, das wir zu einem maximalen System linear
unabhangiger Vektoren

qj—d j —d—1 qu—d 1
{wﬁ}e U{v, o )}

J 4 i—1 4 j—d 95— j—d—1)%q5-d—-1
= {o,"}, 2, U {" >}ezl U T U

von ”Vj(Qj) \ ”//j(q"'_d_Q) erganzen.

A.5 Jordansche Normalform TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Auf diese Weise wird nach ¢; Schritten eine Basis
DAREE j—1)y %1 1)y s1
R P (e P R e

von ”//j(q” konstruiert. Beachte s; > ---s4,_1 > s¢,.

Wir ordnen die Basisvektoren wie folgt:

1 2 i—1 j
vf ), vf % T qu )> qu) vgill, vgjll
v§33?7 vs(qu), T vs(sj_l)’ ’Us(gj_') '08(21)7 ’05(22>
2 (g;—1)
vgq;ﬂ, @, vy, o'
2 j—1
vS(’q)_17 S(qj)_lj ,Us(gj—l )7 vs(ll)
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,vlil)’ v}gZ)

Y

so gilt per Konstruktion
Av,gl) =
Av,iQ) =

Av,gg) =

Betrachten wir eine Zeile dieser Tabelle:

(£=1)

(£)
Uy I

)\j ’Ulgl),
N o,
)\jvlgﬁ—l) + vé£—2)

)\j ’Ulgg) + ’U]ig_l) .

Y

A.5 Jordansche Normalform
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als Basis. Es qilt

Der Raum ¥, , = span{v\"” }/_, ist A-invariant und besitzt V; , = {v\"}{_,

c (CEXK

A.5 Jordansche Normalform
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Mit V; .= U, L,V folgt

Ji1
Vik Jj2
[A‘W(Qj)] — ‘]j F= ” ) e G
j Vi k ]
L Jj781—
SchlieBlich ergibt sich mit V' = U7, V;
o -
Jo
A = J(4) = . < cm
L Jm_

die Jordan Normalform von A.

A.5 Jordansche Normalform TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Beispiel. Die Matrix

3 -1 1 —2

0 1 0 0
A=

1 -1 2 -1

2 -1 1 —1]

besitzt das charakteristische Polynom (c=poly(A), r=roots(c))
cA(A) =X =BXP 9N —TA+2=(A—2)(A—1)°,

also die Eigenwerte \; = 1, Ay = 2. (C* = 7/1<q1> @ ”//2(‘12).)

A.5 Jordansche Normalform TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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0 1 1 —2] 1 -1 1 —1]
O O O O O O O O
A — I — , (A — I)2 p—
1 —1 1 -1 1 —1 1 -1
_2 —1 1 —2_ _1 —1 1 —1_
(1 -1 1 —1]
O O O O
(A—T1 =

1 —1 1 -1
1 -1 1 -1

mit

rank(A —I) =2, rank((A—1)?)=1, rank((4—-1)%)=1 (rank).
Das bedeutet ¢; = 2.

A.5 Jordansche Normalform
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N(A=D)={x eR* : &1 =22 —x3+ 24}.
N(A—T)={x € R* : z1 = x4, 2 = x3}.

Das heiBt v\? = [1,1,0,0] € %@\ %W,

oV = (A— Lo = [1,0,0,1].

é”—[o,l,l,oﬁ 2.B.).
1 -1 1 —2]
0 —1 0 0

A—2] =

1 -1 0 -1
2 -1 1 -3

mit
rank(A — 2I4) = 3 = rank((A — 21,)°).

Das heiBt ¢» = 1. Der Eigenraum & = %" wird etwa von v»{" = [1,0,1,1]"
aufgespannt.

A.5 Jordansche Normalform TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Setze ]
1 1 0 1
0O 1 1 0O
V =
0O 0 1 1
1 0 0 1
Dann ist i
1 11010
O 1/010
VAV =
O 0110
O 0|10} 2

A.5 Jordansche Normalform
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