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8 Iterationsverfahren zur Losung von Gleichun-
gen

Nichtlineare Gleichungssysteme (sogar eine nichtlineare Gleichung in einer
Unbekannten) mussen fast immer iterativ gelost werden (vgl. Kapitel 2.2).

GrofBe dinn besetzte lineare Gleichungssysteme muissen iterativ gelost
werden, weil direkte Verfahren wie die Gauf3-Elimination sowohl bez. Re-
chenaufwand (Komplexitat ~ n?) als auch bez. Speicherbedarf (,fill-in“) in
der Regel zu kostspielig sind.

Wir betrachten nichtlineare Gleichungen stets in einer der beiden (nichtein-
deutigen) Standardformen:

f(x) =0, Nullstellenform,
r = g(x), Fixpunktform.
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8.1 Fixpunktiteration

Satz 8.1. Es sei || - || eine beliebige Norm im R™ und D C R" abge-
schlossen. Die Selbstabbildung f : D — D sei stark kontrahierend, d.h. es
existiere eine Konstante L. < 1 mit

If(z) = f(y)l| <Lz -yl Ve, yeD. (8.1)
Dann folgt:
(a) f besitzt genau einen Fixpunkt x* in D (f(x*) = x*),

(b) fur jeden Startvektor xy, € D konvergiert die durch x,, 11 := f(x.)
(Fixpunktiteration) definierte Folge {x., }m>0 gegen x* ,

©) ||z — x*|| < L& || — 1] (a-priori-Abschdtzung),

@) ||z — z*|| < &5 ||®m — Tm—1]|  (a-posteriori-Abschétzung).

8.1 Fixpunktiteration TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Der Spezialfall n = 1:

Korollar 8.2. I C R sei ein abgeschlossenes Intervall, f : I — I sei stark
kontrahierend, d.h. 3L < 1 mit

f(z) — fly)] < L|x—y| Vo, y € 1.

Dann besitzt f genau einen Fixpunkt x* in I. Die lterationsfolge {x., }m>o,

Tma1 = f(xm) (m=20,1,2,...),
konvergiert fur beliebiges xy € I gegen x*. Es gelten die Abschatzungen

X X X X
0 1 m| = 1 [

" — x| < T — Top—1].

—1-7L
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Ein Kriterium fur starke Kontraktion:

Ist f : D — D aus C'(D), d.h. fiir die Komponentenabbildungen f; : D — R
sind alle partiellen Ableitungen ng; : D — R stetig (1 < 4,7 < n), und gibt
es eine Matrixnorm || - || a7, SO dass fur die Funktionalmatrix von f,

B AR - ON
f'(x) = : : e R™*™ (eigentlich f' : D — R™*™),
| @) 3w

L :=max,cp ||f'(x)||ar <1 qgilt, dann folgt

If () = f(y)ll < Lllz -yl  Ve,yeD,

d.h. f ist stark kontrahierend bez. jeder Vektornorm || - ||, die mit || - || s
vertraglich ist.

8.1 Fixpunktiteration TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Fir den Spezialfall n = 1 bedeutet das: Ist f : I — I aus C'(I) mit
L :=max,c; |f'(x)] < 1, dann folgt

f@) = fl =1 ] |-yl <Llx—y| Vr,yel,

d.h. f ist stark kontrahierend.

Beispiel 1. Gesucht ist eine Losung =* = [¢, 7] ' des Gleichungssystems

r1 =0.7sinx; + 0.2 cos 2,

To = 0.7cosx; — 0.2sin x5.

Aquivalent: Gesucht ist ein Fixpunkt z* der Abbildung

f:R? 5 R? x1 ] N [ 0.7sinx1 + 0.2 cosx2

0.7cosx; — 0.2sin x5

L2

8.1 Fixpunktiteration TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Die Frobenius-Norm der Funktionalmatrix von f,
T1 0.7cosxy —0.2sinx9
f(z)=f = .
9 —0.7sinx; —0.2cosxo
ist (fUr alle z € R?) durch

If' ()| = (0.49cos?z1 4+ 0.04sin? x5 4 0.49 sin” x5 + 0.04 cos? x)'/2
= (0.49+0.04)Y/2 =: L ~ 0.729

gegeben. Also ist f auf ganz R? stark kontrahierend (mit der Kontraktions-
konstanten L). f besitzt deshalb in R? genau einen Fixpunkt =* und die
Fixpunktiteration

2\t — 2™ _ | 0.7sin 2™ + 0.2 cos 2{™
a:gmH) :cém) 0.7 cos xgm) — 0.2sin a:;m)

konvergiert flr jeden Startvektor (a;§°>, :cgo))T c R? gegen z*.

8.1 Fixpunktiteration TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Wir wahlen zo = [2\”, 2”17 =[0,0] .

Frage: Wieviele Iterationsschritte m sind erforderlich, um garantieren zu
kbnnen, dass [|z* — x,,[2 <1074 ?

Die a-priori-Abschatzung liefert

m m/2
I — mlla < |20 — @1l = —2
1—L 1 — 0.531/2

!
0.53/2 < 1074,

was auf
m+1> (=4 4 log,(1 — 0.531/2)) /log,(0.53/%) = 33.11 . ..

fahrt. Nach 33 Iterationsschritten ist also ||z* — z,,||» < 10~* garantiert.

Die numerische Rechnung zeigt, dass dieser Fehler schon nach 21 Schrit-
ten erreicht wird. Man wird die Fixpunktiteration in der Praxis dann abbre-
chen, wenn die a-posteriori-Schranke unter 10~* liegt, was hier nach 22

Schritten der Fall ist.

8.1 Fixpunktiteration TU Chemnitz, Sommersemester
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m z{™ z{™) a-priori a-posteriori | tats. Fehler
0 0 0 — — 7.3158e-01
1 2.0000e-01 | 7.0000e-01 | 1.9486e+00 | 1.9486e+00 | 3.7883e-01
2 | 2.9204e-01 | 5.5720e-01 | 1.4186e+00 | 4.5472e-01 | 2.3961e-01
3 | 3.7128e-01 | 5.6460e-01 | 1.0328e+00 | 2.1303e-01 | 1.6527e-01
20 | 5.2642e-01 | 5.0/796e-01 | 4.6811e-03 | 1.6374e-04 | 1.1206e-04
21 | 5.2646e-01 | 5.0795e-01 | 3.4079e-03 | 1.0592e-04 | 7.2487e-05
22 | 5.2648e-01 | 5.0794e-01 | 2.4810e-03 | 6.8518e-05 | 4.6889e-05
32 | 5.2652e-01 | 5.0792e-01 | 1.0375e-04 | 8.7864e-07 | 6.0124e-07
33 | 5.2652e-01 | 5.0792e-01 | 7.5533e-05 | 5.6834e-07 | 3.8891e-07

8.1 Fixpunktiteration
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Definition 8.3. f : D — R", D C R", sei eine Abbildung mit dem Fixpunkt
x* € D (f(x*) = x*). Der Fixpunkt x* hei3t anziehend (attraktiv), wenn es
eine Kugel K.(x*) :={x € R" : ||z — x*|| < e} mite > 0 gibt, so dass die
Fixpunktiteration fur jeden Startvektor aus K.(x*) N D gegen x* strebt (die
Fixpunktiteration ist lokal konvergent).

Kriterium: (Satz von Ostrowski) x* € D ist ein anziehender Fixpunkt der
stetig differenzierbaren Abbildung f € C''(D), wenn

(a) f(x*) =x* und
(b) p(f'(x*)) := max{|\| : \ist Eigenwertvon f'(x*)} < 1

gelten.

Hinreichend flir (b): Existenz einer Matrixnorm || - |3z mit ||f'(z*)||ar < 1.

8.1 Fixpunktiteration TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Im Spezialfall n = 1 ist * ein anziehender Fixpunkt der stetig differenzier-
baren Funktion f: I — R, wenn f(z*) = z* und | f'(x*)| < 1 erfallt sind.

43210 13 42 0 01 2 3
0< f(z%) <1 —1< f(z*) <0 | (z™)] > 1

8.1 Fixpunktiteration TU Chemnitz, Sommersemester 2013



Numerik 407

8.2 Konvergenzordnung

Es sei {a,, }m>0 €ine Nullfolge positiver reeller Zahlen. Die Folge {a, }m>0
besitzt (mindestens) die Konvergenzordnung p > 1, wenn es ein C' > 0 gibt
mit

Amt1 < Cab  flr alle m > my.
Fir p = 1 (lineare Konvergenz) wird zusatzlich C' < 1 gefordert.

Die konvergente Vektorfolge {x,,}m>0 C R” (¥ = lim,, o @) besitzt
(mindestens) die Konvergenzordnung p, wenn dies fur die Fehlerfolge
{[le* — x|} m>0 gilt. (Dabei ist es irrelevant, in welcher Norm die Fehler
gemessen werden.)

Eine Folge wie a,, = 1/(m+1) konvergiert sublinear (langsamer als linear).
Gilt lim,,, 00 Gmt1/am = 0, SO spricht man von superlinearer Konvergenz
(schneller als linear). Jede Folge mit Konvergenzordnung p > 1 konvergiert
superlinear.

8.2 Konvergenzordnung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Faustregel: Eine Folge konvergiert umso schneller, je grof3er ihre Konver-
genzordnung ist.

10 4

_ N

107 =
sublineare Konv.

107 F -

10° | -

lineare Konv.

10° | -

10—10 | N

10*12 | N
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10‘20 ! ! ! ! ! ! ! ! !
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Kriterium (fur n = 1):
f :|a,b] — R sei aus CP|a, b] (p-mal stetig differenzierbar).
Es sei f(x*) = «* fUr ein z* € [a, b].
Gilt
0=f'(a") = f"(z*) = ...= [PV ("),

so konvergiert die Fixpunktiteration

Tma1 = f(xm) (m=0,1,2,...)

lokal mit (mindestens) der Ordnung p.

8.2 Konvergenzordnung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Beispiel.

Die lterationsvorschrift des Newton-Verfahrens zur Bestimmung einer Null-
stelle einer Funktion g € C?[a, b] lautet:

Im4+1 — Tm — g(xm) = f(xm)

g/(mm)
mit der lterationsfunktion
g9(x)
r):=x—

Sei ¢'(z*) # 0: Dann ist z* Nullstelle von g < x* ist Fixpunkt von f.

S @@ 9@ @) _ g@g" @) _
[iz) =1 7 ()2 ()2 = f'(z%) =0.

FOr einfache Nullstellen konvergiert das Newton-Verfahren lokal (minde-
stens) quadratisch, d.h. mit der Ordnung p = 2.

8.2 Konvergenzordnung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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8.3 Nulistellen reellwertiger Funktionen

Gesucht sind Nullstellen einer (zumindest) stetigen Funktion g : [a, b] — R.

Gilt g(a)g(b) < 0, dann besitzt ¢ in (a,b) (mindestens) eine Nullstelle
(Zwischenwertsatz).

Wir beschreiben und vergleichen drei Verfahren zur naherungsweisen
Berechnung einer Nullstelle von g:

e das Intervallhalbierungsverfahren,
e das Newton-Verfahren,

e das Sekantenverfahren.

8.3 Nullstellen reellwertiger Funktionen TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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a_m
b_m
else
a_m
b_m
end if
end while

Intervallhalbierungsverfahren:

Setze a_0 = a und b_.O = b

m =0

while b_m-a_m > tol
x = .5%(a_m+b_m)
m = m+l

if g(x)*g(a_{m-1}) < O

a_{m-1}
X

b_{m-1}

8.3 Nullstellen reellwertiger Funktionen
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Das Intervallhalbierungsverfahren konvergiert linear mit dem Konvergenz-
faktor 1/2. Pro lterationsschritt ist eine Funktionsauswertung erforderlich.

Ist ¢ differenzierbar, so konnen wir das Newton-Verfahren einsetzen (vgl.
Kapitel 1.2):

9(Tm)
9 (zm)

Tl = Ty — (m=20,1,2,...).

Wir wissen bereits, dass es bei einfachen Nullstellen lokal quadratisch
konvergiert. Der Rechenaufwand betragt i.W. zwei Funktionsauswertungen
pro Schritt (insbesondere die Auswertung der Ableitung ist in der Praxis
problematisch, da ¢’ nur in Ausnahmefallen explizit bekannt ist).

8.3 Nullstellen reellwertiger Funktionen TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Ersetzt man im Newton-Verfahren die Tangentensteigung ¢’(«x,,) durch die
Sekantensteigung 2Zm)=9(Tm-1) 'gq erhilt man das Sekantenverfahren

Tm —Tm—1

LIm — Tm—1
9(@m) = 9(Zm-1)

B Tr—19(Tm) — Tmg(Tm—1) m —
_ pTE S a— ( 0,1,2,...).

Hier sind zwei Startwerte erforderlich. Ist ¢ € C?[a,b] und besitzt g eine
einfache Nullstelle { € [a, b], so konvergiert das Sekantenverfahren lokal

gegen ¢ mit der Konvergenzordnung
p=01++V5)/2=161... .

Jeder lterationsschritt erfordert eine Funktionsauswertung.

Beispiel. g(z) = x — exp(—x/2) besitzt wegen ¢(0.6) = —0.14... und
g(0.8) = 0.12... eine Nullstelle in [0.6,0.8].

8.3 Nullstellen reellwertiger Funktionen TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Intervallhalbierungsverfahren:

Am

brm

N = O S

5.9999999999999998e-001
/7.0000000000000000e-001
/7.0000000000000000e-001

10 | 7.0332031250000004e-001
20 | 7.0346736907958984¢e-001

30 | 7.0346742235124116e-001

8.0000000000000004¢e-001
8.0000000000000004¢e-001
/7.5000000000000000e-001

7.0351562500000000e-001

7.0346755981445308e-001

7.0346742253750572e-001

8.3 Nullstellen reellwertiger Funktionen
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Erwartungsgemalf konvergieren Sekantenverfahren (Startwerte zo = 0.6,
x1 = 0.8) und Newton-Verfahren (Startwert zo = 0.6) wesentlich schneller.
Wir tabellieren die resultierenden Fehler:

Sekantenverfahren Newton-Verfahren
1.0346742249839169e-001 | 1.0346742249839169e-001
9.6532577501608374e-002 | 7.1108527096874763e-004
6.5026396360778893e-004 | 3.2897961022015920e-008
4.0432478531915450e-006 | < eps = 2.220446048e-016
1.7102297356075269e-010
< eps = 2.220446048e-016

O A WM = O3

8.3 Nullstellen reellwertiger Funktionen TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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8.4 Das Newton-Verfahren im R”

Gesucht: Nullstelle x* einer stetig differenzierbaren Funktion f : R™ D
D — R™, d.h. f(x*) = 0. lterationsvorschrift:

f(z,) (m=0,1,2,...)

mit der Funktionalmatrix f'(x) = [0f;/0(x;)(x)]

Tri1 = T — [ (20)]
1<i,j<n"

Praxis: Die Inverse von f'(x,,) wird nicht berechnet, sondern:

(a) Lose das n x n lineare Gleichungssystem (nach h)

f/(mm)h — _f(mm)a
(b) Setze

8.4 Das Newton-Verfahren im R™ TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Beispiel 2 (vgl. Beispiel 1). Um die Losung «* € R™ von

1| f T1 - 0.7sinxq + 0.2 cos xo

To To . 0.7cosxy — 0.2sin o
mit dem Newton-Verfahren berechnen zu kdnnen, missen wir das Problem
zuerst in Nullstellenform formulieren. x* ist Nullstelle von etwa g(x) =

z —f(z),

g:R? - R%
T9 — 0.7cosxz1 + 0.2sin x9

1 ] ! x1 — 0.7sinx; — 0.2 cos xo ]
—> .

) ) T1 1 —0.7cosxq 0.2sin x5
g(x)=g = . -
To 0.7sinx7 1+ 0.2cosxs

8.4 Das Newton-Verfahren im R™ TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Folglich

(2] -2

mit der Funktionaldeterminanten

1+ 0.2cosxs —0.2s1n x9

—0.7sinxy 1 —0.7cosx;

D =detg'(x) =(1—-0.7cosz1)(1+0.2cosxs) — 0.14sin x1 sin x5

(beachte
D>03-08-0.14=0.1>0Vz € R,

so dass g'(x) flr jedes = € R? invertierbar ist).

8.4 Das Newton-Verfahren im R™ TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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lterationsvorschrift in unserem Beispiel:

xgm—i—l) B :Cgm) B
xgm—l—l) xém)

1 1+412aw1€ﬁ) —412$nxgm a§m>_417$nxym__0£kmsx¥w
D|  —o7emal™ 1-07cosal™ || o 07 cos{™ 1026 al"

(wir weisen noch einmal darauf hin, dass die Invertierung von g'(x,,) nur
Im Ein- oder Zweidimensionalen durchgefihrt werden kann — i.A. wird
man, wie oben beschrieben, ein lineares Gleichungssystem mit der Matrix
g'(x,,) l10sen).

8.4 Das Newton-Verfahren im R™ TU Chemnitz, Sommersemester
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Die numerische Rechnung liefert:

m z{™ 5™ |z — @2
0 0 0 7.3158e-01
1 | 0.66666666666667 | 0.58333333333333 1.5915e-01
2 | 0.53623996436649 | 0.50884900677977 9.7617e-03
3 | 0.52656199042839 | 0.50793192959/763 4.1219e-05
4 | 0.52652262259473 | 0.50791971922729 7.0284e-10
o5 | 0.52652262191818 | 0.50791971903685 | < eps = 2.2204e-16

(vgl. die Konvergenzgeschwindigkeit der gewohnlichen Fixpunktiteration).

8.4 Das Newton-Verfahren im R™ TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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8.5 Konvergenz des Newton-Verfahrens

Lemma 8.4. Die Funktion f : D C R™ — R" sei stetig differenzierbar und
gendge in der konvexen Menge D der Bedingung

IF"(w) = £ ()| < 7yllw — vl

fir beliebige w,v € D, d.h. f' sei Lipschitz-stetig in D. Dann gilt fir
x,yecD

I£(y) = f(@) = (@) (y — )| < 5 = — y|*.

Lemma 8.5. Die Funktion f : D C R™ — R" sei differenzierbar an
der Stelle x* € D mit f(x*) = 0. Sei ferner die matrixwertige Funktion
A : D — R™ ™ stetig in x* und die Matrix A(x*) invertierbar. Dann ist die
Funktion

g:D—-R" z—x—Alx) 'f(x)

in einer Umgebung von x* wohldefiniert und differenzierbar in x* mit
g'(x*) =1—A(z")"'f'(=").

8.5 Konvergenz des Newton-Verfahrens TU Chemnitz, Sommersemester
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Satz 8.6 (Lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens). Die Funktion f
D c R™ — R" besitze die Nullstelle x*, sei stetig differenzierbar an der
Stelle x* und f'(x*) sei invertierbar. Dann ist x* anziehender Fixpunkt der
Newton-lIteration

Tl = Ty — F (T) " f(2r) m=0,1,...,

und es gilt
T R > I_o (8.2)
m—oo || &y, — ¥
Falls in einer Umgebung U (x*) von x* gilt
If'(z) = f(@")| < afle — ™| Vo eU(z"), (8.3)

dann existieren C' > 0 und mg € N mit

&1 — z*|| < Oll@ — || flirm > my.

8.5 Konvergenz des Newton-Verfahrens TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Satz 8.7 (Newton-Kantorovich). Es sei f : D C R"™ — R™ differenzierbar in
D Cc R™, D konvex; frx,y € D gelte

I (z) = F ()l <Allz -yl
Es gebe ein xy € D mit
B=f"(m) l,  n:=F"(m0) " f (o)

sodass o := fByn < 3 ist. Fernersei S := {x € R" : ||# — xy|| < t*} C D
mitt* = (1 — /1 —2a)/(87). Dann gilt: mit dem in den Voraussetzungen
genannten x, sind die lterierten des Newton-Verfahrens

Lm+1 = Lm _f/(wm)_lf(wm)a m = 1727 IR

wohldefiniert und konvergieren gegen eine Lésung x* € D von f(x) = 0.
Es gilt die Fehlerabschatzung

|lz* — @] < 287[21 — ol -

8.5 Konvergenz des Newton-Verfahrens TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Bemerkungen:

1. Der Satz von Newton-Kantorovich liefert eine quantitative Charakteri-
sierung der lokal quadratischen Konvergenz des Newton-Verfahrens
im R"™.

2. Neben der lokal quadratischen Konvergenz sichert er auch die Existenz
einer Nullstelle in einer t*-Kugel um x*.

3. Die (recht starken) Voraussetzungen sind in der Praxis selten zu veri-
fizieren. Es kommt letztlich immer darauf an, einen hinreichend guten
Startwert =, zu wahlen.

8.5 Konvergenz des Newton-Verfahrens TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Einfache (eindimensionale) Beispiele zeigen, dass das Newton-Verfahren
nur in Ausnahmefallen global konvergiert. Unter speziellen Voraussetzun-
gen kann globale Konvergenz gesichert werden.

Definition 8.8. Eine Menge D C R™ heiBt konvex, wenn sie mit zwei
Punkten x, y auch deren Verbindungsstrecke enthalt:

r,yeD=ar+(l—a)yeD Vaecl1l].

Die Abbildung f : R™ > D — R", D konvex, heil3t konvex in D, wenn

flaz + (1 —-a)y) <af(z)+(1—a)f(y)

fir alle x,y € D und alle o € |0,1] gilt. Die Relation < ist hier komponen-
tenweise zu verstehen.

Interpretation im Eindimensionalen: Der Graph von f liegt unterhalb aller
Sekanten.

8.5 Konvergenz des Newton-Verfahrens TU Chemnitz, Sommersemester
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gilt.

Tangenten.

Lemma 8.9. /st f stetig differenzierbar in der konvexen Menge D, so ist f
genau dann konvex, wenn fur alle x,y € D

fly)—f(z) > fl(z)(y —z)

Interpretation im Eindimensionalen: Der Graph von f liegt oberhalb aller

(8.4)

-0.2
0

I I
0.5 1

15
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Satz 8.10 (Newton-Baluev). Es sei f : R™ — R"™ stetig differenzierbar und
konvex. f'(x) sei invertierbar mit [f'(x)] = > O (komponentenweise) flir
alle x € R™. AuBerdem besitze f(x) = 0 eine Losung x*. Dann gilt:

(a) x* ist die einzige Lésung von f(x) = 0.
(b) Die Newton-Folge
Ti1 = Ty — f (T) " F (), m=20,1,...
konvergiert fur beliebiges x, € R™ gegen x* (globale Konvergenz!),

(c) Es gilt (komponentenweise monotone Konvergenz)

" <xpi1 <z, frm=12,...

8.5 Konvergenz des Newton-Verfahrens TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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1-D:

E%V
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Bemerkung. Genugt f zusatzlich der Monotoniebedingung

(=) < f'(y) fallsz <y,

so lasst sich eine Einschliessung von x* konstruieren:
Neben der Newton-Folge wird noch die Folge

Tyl = T — () ' f(2n) (m=1,2,...)

(Funktionalmatrix an der Stelle x,,,, nicht an der Stelle z,,!) berechnet.

Ist 2; € D so gewahlt, dass f(x;) < 0 qilt, so folgt
iTngfbrn—i—lSw*gmm—l—lSwﬂl (m:1727)

und

lim &, = lim =z, = x~.
m—r 00 m—r 00
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8.6 Modifikationen des Newton-Verfahrens

Problem beim Newton-Verfahren: Nur lokale Konvergenz.
|dee des gedampften Newton-Verfahrens:
lteriere gemal3
Tt1 = T — Onf (@) T f (@) (M =0,1,2,...),
dabei ist a,,, € (0,1] ein Dampfungsfaktor, der so gewahlt wird, dass

£ (@)l > [If (@) > [1f (@) > - -

erfullt ist.
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m:

Programmentwurf:

0

while norm(f(x_m)) > tol

end while

Loese f’(x_m)* h = -f(x_m)

alpha = 1

X = x_m + alphaxh

while norm(f(x)) > (1-0.25%alpha)*norm(f(x_m))
alpha = 0.5*alpha
if alpha < 27(-10), break, end if
X = x + alphax*h

end while

m = m+l

X m =X
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Problem beim Newton-Verfahren: Berechnung von f'(x,,) teuer.
ldee der Quasi-Newton-Verfahren:
lteriere gemal3
Tl = Ty — A () (m=0,1,2,...), (8.5)
dabei ist A,,, eine Naherung an f’(x,,), die der Quasi-Newton-Bedingung
Ap (T — Tm—1) = f(Tm) — f(Tm—1) (8.6)

genugt. Popular ist der Ansatz

A, =A,,_1+ ’u,mv,,j;

(Rang-Eins-Verfahren), weil sich A! dann leicht aus A_ ', berechnen
lasst:
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Beim Broyden-Verfahren wird neben
(Am = Ap-1)(@m — T—1) = f(@m) — F(@m-1) — Am—1(Tm — Tm—1)
(folgt aus der Quasi-Newton-Bedingung) noch
(A, — App—1)h =0 foralle h L x,, — x,, 1

gefordert. Damit ist A,,, eindeutig bestimmt. Es ergibt sich

T
m

A, =A,_1+ u,v

mit
(f (®m) — f(Tm—1) — A’vm)vﬂz.

Um = Ly — L;;m—1, Uym =

Die Berechnung der nachsten lterierten x,,. 1 nach (8.5) erfordert zunachst
O(n?) Operationen. Durch Aufdatieren der Inversen kann man den Aufwand
auf O(n?) reduzieren:
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Satz 8.11 (Sherman-Morrison-Formel). Sind u,v € R® und A € R™*"
invertierbar. Dann ist A+wuv ' genau dann invertierbar, wenn1+v' A= 'u #
0 gilt. In diesem Fall ist

A lup T A1
1+vT A 1u’

(A + uvT)_l — A1

Satz 8.12. Die Abbildung f : R™ O D — R™ besitze eine Nullstelle x* € D.
f sei differenzierbar in einer Umgebung U von x* und f’ sei in U Lipschitz-
stetig. AuBerdem sei f'(x*) invertierbar.

Dann gibt es positive Konstanten 6 und p mit den folgenden Eigenschaften:
Fur alle Startwerte xy mit ||xo—x*|| < § und alle Naherungen Aq (fdr f'(xy))
mit ||Ag— f'(xg)|| < p konvergiert das Broyden-Verfahren superlinear gegen

*

€T .
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8.7 Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Gegeben sind f : R O D — R™ (m > n) mit den Komponenten
fi,....fm:D—=Rundy e R™.

Gesucht ist ein Vektor z* € R™ mit

ly = f(@*)2 = min |1y — £ ()] 8.7

In Kapitel 5 wurde der lineare Spezialfall dieses Problems behandelt, in
dem

f(x) =Ax, AecR™*".
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Beispiel. n Parameter einer Modellfunktion ¢ sollen an m Messwerte
angepasst werden. Etwa:

o(t) = p(t; x1, 12, 23) = 1 exp(—x2t) + x3.

Als Daten seien folgende funf Messungen gegeben:

il1 2 3 4 5
t; 10 1 2 3 5
vy, |3 2 15 1 05

Hier ist also:
_fl_

f=1:1: R? — R, fi(x1,z2,23) = x1 exp(—xat;)+xs3, j=1,...,5.
| /5]
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Setztman F: R" D D — R, =+ ||f(x) — y||35, so ist

SVF(2*) = f'(2") [f(a") ~ ] = 0

eine notwendige Bedingung fiir die Losung =* von (8.7) (falls f € C*(D)).

Man konnte dieses Gleichungssystem mit dem Newton-Verfahren attackie-
ren. Dies ist i.A. zu kompliziert (um F’ zu bestimmen, bendtigt man f”)

und man linearisiert (8.7) direkt. Ausgangspunkt ist die Taylorreihe von f

(f € C*(D))

f(x) = f(xo) + f'(m0)[x — x0] + o(||z — x0]]).
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Ist 2y eine gute Naherung von x*, so erwartet man, dass die Losung x;
von

min lly ~ fa) ~ £'@)e - alls (~ minly-f@)l:) (@

eine bessere Approximation an x* ist. (8.8) ist ein lineares Ausgleichspro-
blem, kann also mit den Methoden aus Kapitel 5 gelost werden.

GauB-Newton-Verfahren:

Waehle x_0O.
for k = 0,1,2,...:
Berechne A = £f’(x_k) und b = y - £(x_k),

bestimme die Loesung h_k des linearen Ausgleichsproblems
\l b - A h_k \|_2 = min,
setze x_{k+1} = x_k + h_k.

end for
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In der Praxis muss dieses Verfahren gedampft werden (xp 1 = o + ahy,
vgl. Abschnitt 8.6). Die folgende Tabelle zeigt — fur unser Beispiel — das

Residuum ||y — f(xx)||2 der lterierten x;, des Gaul3-Newton-Verfahrens mit
und ohne Dampfung (x; = 0, in Klammern: Dampfungsfaktoren):

ohne Dampfung

mit Dampfung

4.0620
1.9235
1.1281
1.7878
3.8386
2.3371
~ 1010 |l

o O A WD = OF

4.0620
1.9235
1.1281
0.8317
0.0937
0.0931
0.0931

[1.0]
[1.0]
0.5]
[1.0]
[1.0]

[1.0]
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Satz 8.13. Sei h = ¢ — xy die Losung des linearen Ausgleichsproblems
(8.8), f'(xy) besitze vollen Rang und y — f(xy) # 0. Dann existiert & > 0
so dass die Funktion o(a) = ||y — f(xo + ah)||3 fir alle « € [0, &] streng
monoton fallt. Insbesondere gilt

p(a) = |ly — flmo +ah)|3 < ¢(0) = |ly — F(x0)]l5.

Die GauB3-Newton-Korrektur h ist also eine Abstiegsrichtung. Ein ge-
eignet gedampftes Gaufl3-Newton-Verfahren fihrt somit immer zu einer
monoton abnehmenden Residualnorm der lterierten.
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Das Levenberg-Marquardt-Verfahren wahlt bei gegebenem X\, > 0 die
Korrekturrichtung h;, fir x;. als die Losung von

Iy — f(2x)] — ' (z) e ||5 + AN el 5 — o (8.9)

Die Idee ist, \; klein zu wahlen, wenn x; weit von einer LOsung entfernt ist
und A grol3 zu wahlen, wenn x;. eine gute Naherung flr die Losung ist.

Eine aquivalente Formulierung von (8.9) ist

| [y —f(wk)] B [f/(wk)] h

0 Mol
Es handelt sich also um ein lineares Ausgleichsproblem der Dimension
(m + n) x n, dessen Koeffizientenmatrix stets vollen Rang n besitzt.

Die sehr spezielle Struktur dieses Kleinsten-Quadrate-Problems muss bei
der Rechnung ausgenutzt werden.

Auch die Korrektur h;, des Marquardt-Verfahrens ist eine Abstiegsrichtung.
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Marquardt-Verfahren:

Waehle x_0 und lambda_0 > O.
for k = 0,1,2,...:
Berechne A = f’(x_k) und b =y - £(x_k),
bestimme die Loesung h_k des linearen Ausgleichsproblems
\l b - Ah_k \|"2 + lambda_k"2 \| h_k \|"2 = min,
setze x_{test} = x_k + h_k.
while \| y - f(x_{test}) \| >=\| y - £(x_k) \|
Setze lambda_k = 2 lambda_k und loese
\l b - Ah_k \|I"2 + lambda_k"2 \| h_k \|"2 = min,
setze x_{test} = x_k + h_k.
end while
Setze x_{k+1} = x_{test}
und lambda_{k+1} = 0.5 lambda_k.
end for
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In unserem Beispiel ist das Marquardti-Verfahren etwa so schnell wie das
gedampfte Gaul3-Newton-Verfahren (r, := y — f(xx), ©g = 0, Ag = 1):

k| 0 1 2 3 4 5 6
|lrell2 | 4.0620 1.9508 1.0737 0.5059 0.0983 0.0933 0.0931
e |1 1/2 1/4 1/8 116  1/32  1/64

8.7 Nichtlineare Ausgleichsprobleme TU Chemnitz, Sommersemester 2013



Numerik 445

8.8 Klassische Iterationsverfahren fur lineare Systeme

Zu losen: Ax = b, A € R™*"™ invertierbar, aber n so grof3, dass Gauf3-
Elimination nicht durchfuhrbar ist.

Mit einer Zerlegung von A,
A=M—-N (M, N € R™"*"™ M invertierbar),
lasst sich das LGS aquivalent als Fixpunktaufgabe schreiben:
Mx=Nx+b oder =M 'Nz+M'b.
Zugehorige Fixpunktiteration

Mz, .1 = Nx,, + boder &, .1 = M ‘Nz, + M 'b (m=0,1,2...).
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Bezeichnungen:

em = A~'b — x,, (Fehler),

Ty = b — Axz,, (Residuum),

= M 1(b — Az,,) (Pseudo-Residuum).
Mit T = M~ N (Iterationsmatrix) folgt

e,=1e€,_1=:-= Tmeo und T, =11, 1= = Tm’f'o.
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Satz 8.14. Das lterationsverfahren
L1 =M N, + M 'b (m=20,1,2,...) (8.10)

konvergiert genau dann — fiir jeden Startvektor -, ¢ R™ — gegen A=1b,
wenn es eine Matrixnorm || - ||as gibt mit

ITla = M~ N < 1.

Korollar 8.15. Das lterationsverfahren (8.10) konvergiert genau dann fur
jeden Startvektor xy € R™, wenn p(T') < 1.

Eine Matrix T' mit p(T') < 1 hei3t konvergente Matrix.
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Es gilt:
Ti1 = M "Nz, + M~ 'b =, + M~ 'y,

M wird i.a. nicht invertiert:

m =0

r O =D>b - A*x_0

while norm(r_m) > tol*norm(b)
m = m+l
Loese Mxh = r_{m-1}
Xx_m = x_{m-1}+h
r m = b-A*x_m

end while

Lineare Gleichungssysteme mit Koeffizientenmatrix M mussen sehr viel
kostengunstiger zu |0sen sein als solche mit A!
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Die Wahl M = diag(A) fihrt zum Jacobi- oder Gesamtschrittverfahren:

:1:5 )= bj—Zaj,kx,g 2 (1<j<n,m>D0).

a. .
J>J kg

Die Wahl M = tril(A) fihrt zum GauB-Seidel- oder Einzelschrittverfah-
ren:

xg ):F bj—z:aj’ka:](C )—Zaj,ka:,g b (1<73<n,m>0).
J k<j k>j

Unterschied: Beim Jacobi-Verfahren wird z,, ausschlief3lich aus Kom-
ponenten von x,,_1 berechnet. Beim GaufB3-Seidel-Verfahren werden zur
Berechnung von xﬁm) alle verfligbaren Komponenten von z,,, d.h. :p,({:m> far
k < j, verwendet.
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Definition 8.16. Eine Matrix A € R™*" hei3t streng diagonaldominant,

falls
> lajel <laj
oy

Satz 8.17. Ist A streng diagonaldominant, so konvergieren sowohl das
Jacobi-Verfahren als auch das Gauf3-Seidel Verfahren fir jeden Startvektor.

Vi=1,2,...,n.

Dieses Kriterium nennt man auch starkes Zeilensummenkriterium. Ana-
log kann man ein starkes Saltensummenkriterium herleiten.
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Definition 8.18. A = M — N, A, M, N € R"*" heit requlare Zerle-
gung von A falls M—' > O und N > O. (Die Ungleichungen sind wieder
komponentenweise zu verstehen.)

Insbesondere gilt fir reguléare Zerlegungen T = M~1N > O.

Satz 8.19. /st A € R"*" nichtsingular, gilt A=t > O und ist A = M — N
eine reguldre Zerlegung, so gilt p(M~1N) < 1.

Definition 8.20. Eine Matrix A = [a; ;] € R™*™ hei3t M-Matrix, falls
At >0Ounda;; <0fallsi# j.

Korollar 8.21. Ist A eine M-Matrix, so konvergieren Jacobi- und Gaul3-
Seidel Verfahren fir jeden Startvektor.
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losen wiirde.

Zur lllustration I6sen wir das lineare Gleichungssysteme Ax
bei der Diskretisierung der Warmeleitungsgleichung (implizites Euler-
Verfahren, vgl. Kapitel 1.3) entsteht, durch Gesamt- und Einzelschritt-
verfahren. Bis auf einen skalaren Vorfaktor ist

e Ran

b, das

Hier muss allerdings bemerkt werden, dass man dieses System in der
Praxis durch GauB-Elimination (Cholesky-Zerlegung) sehr viel effizienter
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10

Jacobi

10 O ]

Gauss-Seidel

10 O N

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Hier: n = 20. Die Konvergenz ist in beiden Fallen linear mit den Konver-
genzfaktoren .989 ... (Jacobi) bzw. .978 ... (GauB3-Seidel).
Vergrof3ert man n, so konvergieren beide Verfahren (noch) langsamer.
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8.9 Gradientenverfahren

In diesem Abschnitt sei A € R™*" stets symmetrisch und positiv definit,
b € R" beliebig und (-, -) das Euklidsche Innenprodukt in R™.

Grundlegendes Resultat: Unter dieser Voraussetzung lost * € R" das
lineare Gleichungssystem Ax = b genau dann, wenn x* die Funktion

¢ :R" — R, z— d(z) = 5 (Az,z) — (b, z)

minimiert, d.h. wenn

¢(x”) = min ¢(x)

rcR™

gilt.
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Dies folgt unmittelbar aus den Identitaten
d(z) = 3llz" — |4+ o(z") = 3([[b — Az|G- — [|b]%-1)-

Hierbei sind || - |4 bzw. || - || 4-1 die zu den Innenprodukten

(,y)a =y Ax bzw. (z,y)s-1:=y' A 'z, x,y € R",

gehorenden Normen auf R”™. (,A-Norm“ und ,A~t-Norm®).

Fazit: Das Losen des linearen Gleichungssystems Ax = b mit symme-
trisch positiv definiter Koeffizientenmatrix A ist aquivalent mit der Mini-

mierung des quadratischen Funktionals ¢(z) = 1(Az,z) — (b, z). Daher
konnen auch Minimierungsverfahren zur LOsung eingesetzt werden.
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Graph und Niveaulinien der Funktion ¢ (far n = 2):
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Eindimensionale Minimierung

Gegeben: « : Naherung an =*, zugehdriges Residuum r» = b — Az,
p : ,Suchrichtung” ,
Gesucht: min{¢(x + ap) : a« € R}

Es ist ¢(x +ap) = 3 (A(z + ap),z + ap) — (b,z + ap)
= ¢(z) — a(b — Az, p) + % (Ap,p)
Da A spd wird das Minimum erzielt far

a:(b—Aw,p): (r.p) was auf ¢(z + ap) = ¢(x)

(Ap,p) (Ap,p)’

fahrt. Notwendig ist somit p L r.

1 (r,p)?
2 (Ap,p)
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Stategie: Ist x,,,_; eine Naherung flr =*, so bestimmt man eine Suchrich-
tung p., € R™\ {0} und minimiert ¢ entlang der Geraden {x,,_1 + ap,, :
a € R}. Dies fuhrt auf die nachste Approximation

(Tm_l, pm)
(AP, Dm)

Ty = Typ—1 + m

(ersetze die n-dimensionale Minimierungsaufgabe ¢(x) = mingcg~» durch
eine Folge eindimensionaler Probleme ¢(x,,_1 + ap,,) = mingcg ).

Wahl der Suchrichtung: Naheliegend ist die (lokal optimale) Richtung des
steilsten Abstiegs von ¢, also die des (negativen) Gradienten
~Vé(z) = -V (i(Az,z) — (b,z)) = b— Az =r.

Dies fohrt auf o, = (rp—1, "m—1)/(ATm—1, Tma—1) und zum Verfahren des
steilsten Abstiegs.
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Verfahren des steilsten Abstiegs

m := 0, xg gegeben, ry := b — Axg
while r, # 0
m:=m+ 1
Ay, = (Tm—la Tm—l)/(Arm—ly 'rm—l)
Ty = LTy 1 T U Tm—1
r,, .= b— Ax,,

Beachte: Wegen b — Ax,, = b — A(x,—1 + 0mTm—1) = Tm-1 — OmATm_1
ist nur ein Matrix-Vektorprodukt zu berechnen.
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Satz 8.22. Das Verfahren des steilsten Abstiegs zur Losung von Ax = b
ist global linear konvergent.

Bemerkung: Eine scharfere Abschatzung als im Beweis von Satz |8.22
liefert die Kantorovich-Ungleichung

(z,x)? - 4 max (A) Amin (A4)
(Az,z)(A 'z, 2) — (Amax(A) + Amin(A4))2’

was zur linearen Konvergenzrate

Ve € R",

—1 1
:+1 < 1—;, k= condy(A)

des Verfahrens des steilsten Abstiegs fuhrt.

Es zeigt sich allerdings, dass diese (lokal optimale) Wahl der Suchrichtung
I.A. zu einem sehr langsam konvergenten Verfahren fuhrt.
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Konvergenz beim Verfahren des steilsten Abstiegs:

Beispiel: b= :
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Allgemeinere Suchrichtungen

Idee: Wahle m linear unabhangige Suchrichtungen p+, ..., p,, so, dass die
m-te lterierte die Funktion ¢ minimiert Gber

{z =20+ p:pespan{ps,....,Pn}}

Folge: Minimum nach spatestens n Schritten gefunden, da dann
span{pi,...,pn} = R".

Frage: Ist es moglich, eine globale Minimierung durch eine Folge lokaler
Minimierungen zu realisieren?
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A-konjugierte Suchrichtungen

Ist P, = [p1,...,pm] € R"*™ die Matrix der ersten m Suchrichtungen, so
ist x € g + span{p1,..., p,} aquivalent mit

T =xy+ FPr_1y + apm, y cR™" ! aeR.

Dann gilt

2
o(x) = p(xy + Proo1y) + @ (AP, Pra—1y) +%(Apm, Pm) — a(T0, Pm)

\ . 7

~"

(%)
Ohne den gemischten Term (x) wirde die globale Minimierung zerfallen in
(i) Minimierung Uber xy + span{p1, ..., pm_1} und

(i) Minimierung langs der Geraden {x,,_1 + ap,, : a € R}.

8.9 Gradientenverfahren TU Chemnitz, Sommersemester 2013



Numerik 464

Wir fordern also
(Apm, Pm—ly) =0 Vy S Rm_la
A (Apmap) =0 \V/p Espan{pla"'apm—l}

d.h. p,, ist A-orthogonal (,A-konjugiert’) zu span{pi,..., Pm_1}.
Gilt dann

(i) ¢(xp—1) = min{p(xg + P,_1y) : y € R™ 1} und

(“) A, — (r()apm)/(Apmapm)s

so ist die Losung von

. hd a2
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gegebendurch P,,,_1y = ©p,_ 1,0 = .

Beachte: Wegen «,,, 1 € xy+span{p1,...,pm_1}tistry,,_ 1 =b—Ax, 1 €
ro + Aspan{pi, ..., Ppm_1} und damit (o, p,,) = (rm—_1, Pm). Demzufolge
9'” auch Oy, = (rm—la pm)/(ApTrw pm)

Bisherige Forderungen an p,,,:
() pm A-konjugiert zu span{p1,...,Pm_1},

(i) Pm £ 1.

Noch offen: Existenz eines solchen p,,, in jedem Schritt.

Man kann zeigen: ein solches p,, liegt in span{r,, 1, pm_1}-
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Das Verfahren der konjugierten Gradienten
[Hestenes & Stiefel, 1952]:
m :=0
0 := b — Axy
while ||7,,|| > tol - || b||
m:=m+ 1

if m =1 then
D1 =170
else

B = (Pm—1,Tm-1)/(Tm—2, Tm—2)
Pm = Tm—1+t BmPm—1

U = (Tm—1, Tm—1)/(APm;, Pm)

Ty = Tyy—1 + O P

T = Trm—1 — O ADPm

Aufwand pro Schritt: 1 Matrix-Vektor-Multiplikation, 2 Innenprodukte, 3
Vektor-Aufdatierungen (saxpys).
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Satz 8.23. Fir die lterierten des cg—\Verfahrens gilt die Fehlerabschéatzung
J&* —@wmlla _ ., (VE=1\"
— \Wr+1

Dabei ist k = conds(A) = Amax(A4)/Amin(A) die Konditionszahl von A bez.
der Euklid-Norm.

In der Praxis wird das cg-Verfahren haufig auf das vorkonditionierte
Gleichungssystem

L 'AL " "y=L " 'bmity=L"=

angewandt. Dabel ist L eine invertierbare untere Dreiecksmatrix mit (im
Idealfall) condy (L~ AL~T) = condy ((LLT) "1 A) < condy(A).
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Abschlie3end illustrieren wir beide Gradientenverfahren am Testbeispiel
Az = b mit A = tridiag(—1,2, —1) € R?0*20;

10°
steilster Abstieg
107
107 F
10° |
10° +
10—107
konjugierte Gradienten
10‘12 I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

(Bei exakter Rechnung liefert das cg-Verfahren nach n = dim(A) Schritten
immer die exakte Losung.)
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