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7 Numerische Integration

Ziel numerischer Integration (Quadratur): Naherungswerte fur

/a b £(t) dt

Wozu? Ein Beispiel: Eine Apparatur liefere Messwerte
:77@' = X; + &;.

Angenommen, die Messfehler ¢; sind standardnormalverteilt (wahle Ein-
heiten entsprechend!): Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit P, dass ein

spezifischer Messwert den wirklichen Wert um weniger als zwei Einheiten
Uberschatzt?

\/%/ exp( )dt _ B(2) — B(0) (~ ATT).
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Aber: Es qibt keine geschlossene Formel fr den Wert von

B(z) = % /_; exp (—g) dt

(und vieler anderer Integrale). Selbst wenn geschlossenene Formeln be-
kannt sind, ist eine numerische Approximation oft ckonomischer.
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Inhalt Kapitel 7:
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7.1 Newton-Cotes-Formeln

Gesucht: Wert von I := [ f(x) dx.

Idee der interpolatorischen Quadraturformeln: Wahle (n + 1) Knoten
a < xg <11 < - < Tpo1 < xy < b, bestimme das zugehorige Inter-
polationspolynom p,, € &2, flr f

n

pn(z) = Zf(fﬁj)fj () mit () =]]

i=0
7]

r — Iy

a:j—:zzi

(Lagrange-Form) und betrachte als Naherung far I

b n b n
[ n@yds =" 1(ay) [ () dz =328y

7

-~

v; bzw. z; heif3en Gewichte bzw. Knoten der Integrationsformel.
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Newton-Cotes-Formeln .
Iy " flay)
§=0
sind interpolatorische Quadraturformeln mit aquidistanten Knoten

r;=a+jh (j=0,1,...,n), wobeih=(b—a)/n.

Bestimmung der Gewichte. Mit der Substitution x = a + ht, t € [0, n|:

b n n N .

(n) T—T; , t—v . . (n)

o —/allzj_xidx—h/() Hj_idt—.haj
i it

(n)

(a; 7 sind unabhangig von f, a und b).

For jedes ngelten ol +a!™ + ... +a™ =p

und ozg-n):oz(n)- j=0,1,...,n.

n—j?
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. b—a < .
Tabelle der Newton-Cotes-Gewichte: / ~ — — Zaﬁfn) fla+ jh)
n =0
n | Name aﬁ”) (j=0,1,...,n)
1 1
1 | Trapezregel 3 5
. 1 4 1
2 | Simpson-Regel | 3 3 3
3 9 9 3
3 | 3/8-Regel 2 2 2 o
: 14 64 24 64 14
4 | Milne-Regel T 1 = 1 VS
5 95 375 250 250 375 95
288 288 288 288 288 288
41 216 27 272 27 216 41
6 | Weddle-Regel 140 140 140 140 140 140 140

FUr groBBere n treten negative Gewichte auf, die Newton-Cotes-Formeln
werden numerisch unbrauchbar.
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Fehler der Newton-Cotes-Formeln:

wenn f € C("*t1[q, b] (vgl. Satz|6.4).

Cotes-Formel exakt integriert.

exakt integriert.

Exaktheitsgrad der

n-ten Newton-Cotes-Formel

|

b n b
B = [ @)z -0 al fa i) = [

Insbesondere werden Polynome vom Grad < n durch die n-te Newton-

Man kann zeigen: Ist n gerade, so werden sogar Polynome vom Grad n + 1

n,

n+1,

et LD () da,

falls n ungerade,
falls n gerade.
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Wir bezeichnen die dividierten Differenzen einer Funktion bezlglich der
n + 2 paarweise verschiedenen Knoten xg, ..., x,,x mit flxg, z1,..., 2, x].

Lemma 7.1 (Alternatives Restglied bei Polynominterpolation). Wird die
Funktion f durch das Polynom p € &2,, an den Knotena < xyp < x1 < --- <
Tn_1 < x, < binterpoliert, so gilt

f(x) —p(x) = wpr1(x) flxo, 1, ..., Tn, .

Lemma 7.2. Fir das Knotenpolynom w,+1(x) = (x — xg) -+ (x — x,)
bezlglich der Knoten z; = a + jh,h = (b —a)/n, gilt mit z,, /5 := x¢ + hn/2

(a) wn+1(xn/2 + f) — (_1)n+1w’n+1(ajn/2 - f)
(b) Fira <&+ h < xp0 Mit§ # xo,...,2, gilt |wpp1(§+ h)| < |wnt1(§)]-
(c) Flrz, o <{<bmité # xo,...,x, gilt |wn11(8)] < |wns1(§+ h)).
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Knotenpolynom, n=6 Knotenpolynom, n=7
6 T T T 2 T T T
1F |
4+
(03 4
_1 L
2 H
-2
0 -3 H
_4 H |
_2 -
_5 - .
_6 - .
_4 -
_7 - .
_6 | | | | | | _8 | | | | | |
-1 -0.5 0 0.5 1 15 25 -1 -0.5 0.5 1 15 2 25 3
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Lemma 7.3. Definiert man Q,,41(z) := [ wp+1(£) d€, (n > 1), so gilt
(@ Qpi1(a) =Q,11(b) =0undQ,,11(x) >0, z € (a,b) firn gerade.

(b) Qn_|_1(CL) = 0, Qn+1(b) = 2Qn+1(xn/2), SOWIe Qn_|_1(fl?) < O, Tr € (CL, b],
fur n ungerade.

Satz 7.4. Ist f €¢ C™"2[a,b], so gilt fir den Fehler der Newton-Cotes
Formeln fdrn gerade

Ko,

En(f) — (n_|_2)!f(n+2)(77)7 ne (CL?b)

mit

b
K, = / TWwni1(x) dor < 0.
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Fehlerschranken

[En ()]

mit M = maXag<zr<b |f(k> (:If)‘ und h = (b —

b
= / f(x)dx hZOé( )f(a,—l—jh)
a j=0
n | Name Sn(f)
1 | Trapezregel h? < Mo
2 | Simpson-Regel | h® o= M,y
3 | 3/8-Regel h’ o My
4 | Milne-Regel h' 9i5 M
: i 55 M
6 | Weddle-Regel | h” - 400 My
a)/n.
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Beispiel. fol exp(x) dr =e—1~1.7183

n | Name E.(f) Sn(f)

1 | Trapezregel —1.409-1071 | 2.265-101
2 | Simpson-Regel | —5.793-10~* | 9.438 - 10~
3 | 3/8-Regel —2.583-107* | 4.195-10~4
4 | Milne-Regel —8.595-1077 | 1.405-1076
5 —4.845-1077 | 7.910-10""
6 | Weddle-Regel | —1.059-107% | 1.734-107°
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7.2 Zusammengesetzte Integrationsformeln

Idee: Unterteile das Integrationsintervall [a, b] in N Teilintervalle der Lange
H := (b—a)/N und wende auf jedes Teilintervall

la+jH,a+ (j+1)H] (7=0,1,2,...,N — 1),

d.h. zur naherungsweisen Berechnung von “:(ifl)H f(x)dz, die n-te

Newton-Cotes-Formel (mit Schrittweite h = H/n) an:

b 1 (]+1)H N—-1 n
/f / (@)de~ > 1> o\ fla+jH + kh)
a J

H j=0 k=0

n

h oz,in)f( + (jn + k)h).

- -
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Beispiel fir n = 1: zusammengesetzte Trapezregel.

Hier H = (b—a)/N = h,
also N + 1 Stutzstellen: z; =a+ jh, j=0,1,...,N:

[ 1@de G| ) +2 3 s+ faw)| =T @)

Fehler:

b— .
“Moh?  mit My = max L (x)].

<
— 12 a<z<b

/a ' fla)de - T(h

Aufwand zur Berechnung von T'(h): N + 1 Funktionsauswertungen.
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Beispiel fir n = 2: zusammengesetzte Simpson-Regel.

Hier H = (b—a)/N =2h,d.h. h=(b—a)/(2N),
also 2N + 1 Stutzstellen:  z;, =a+ jh, j=0,1,...,2N:

b h N-—1 N-—1
/ flz)dz = 5 [f(fb‘o) +4 ) flmar1) +2 ) fw) + flzan)| =: S(h).
a §=0 7=1
Fehler:
b b—a b—a
/a fla) do — S(h)| <~ Myht = T by B
mit My := max, £ (2)].

Aufwand zur Berechnung von S(h): 2N + 1 Funktionsauswertungen.

7.2 Zusammengesetzte Integrationsformeln TU Chemnitz, Sommersemester 2013



Numerik 352

7.3 Romberg-Extrapolation

Idee der Extrapolation: Es bezeichne T'(h) die Trapezregel-Naherung ftr
das Integral I = ff f(xz)dx. Ist f genlgend glatt, so gilt

lim T'(h) = 1.
h—0

Interpretiere I als Wert von T' = T'(h) an der Stelle h = 0:
I =T(0).

Wir konnen T'(h) nur fir h > 0, aber nicht an der Stelle h = 0 auswer-
ten. Um T(0) zu approximieren interpolieren wir 7" an den Stitzstellen
ho, h1,...,hi > 0, d.h. wir bestimmen ein Polynom P, € &, mit

Polhy) =T(h;) (G =0,1,....k)

und betrachten P, (0) als Naherung fir 7'(0) =

7.3 Romberg-Extrapolation TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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P (0) ist (hoffentlich) eine bessere Naherung
fur I = T(O) als T(ho), T(hl), T(hg), A

7.3 Romberg-Extrapolation
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7.3.1 Die Euler-Maclaurinsche Summenformel
Die Konvergenz dieses Extrapolationsverfahrens wird wesentlich dadurch

beschleunigt, dass T'(h) eine asymptotische Entwicklung in 1# besitzt. Dies
ist eine Folgerung aus folgendem Ergebnis:

Lemma 7.5. /st g € C*™12|0, 1], so gilt

/O g(t) dt — [ + Z B2k 2k 1) O) _ g(Qk—l)(l)]

l\:Jlr—\

(7.2)

— BQm+2 (2m+2)
(2m + 2017 2(¢), €€ (0,1).

Hierbei sind By, die Bernoulli-Zahlen

1 1 1 1
Bo=-, B)j=——, Bg=—, Bg=——,....
2 67 4 307 6 487 8 307
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Lemmal7.5/enthalt die einfachste Variante der Euler-Maclaurinschen Sum-
menformel. Die allgemeinere Form erhalt man durch Anwendung von (7.2)
auf die Integrale

mit einem £ € (0, 1).
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Anwendung auf beliebiges Intervall |a, b], aquidistante Knoten

{zi=a+ih}Y, h=(b—a)/N, fecC*"?a,b]:

Transformation von ff f(t) dt auf [0, N] und Anwendung von (7.3) liefert

/ f dt+zh% S0 — 1D @)
(7.4)

L 2 (QBQTS) (b—a) fEm2(¢), €€ (a,D)

mit T'(h) die Approximation der zusammengesetzten Trapezregel gemal
(7.1).

Entscheidend: (7.4) stellt eine asymptotische Entwicklung von T'(h) in
Potenzen von h? dar.

Auf diese Entwicklung wird das Extrapolationsverfahren angewandt.
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7.3.2 Das Romberg-Verfahren

Wahle Schrittweitenfolge hg = b—a, h; = hj_1/2 = (b—a)/2’ und bestimme
P;.(0) mit dem Algorithmus von Neville-Aitken (die Abszissen sind hier h?):

Too=T(ho) =

27 1

i =T(hy) = 5 | f@) +2 > Jlating) + S0

:_]10+h Zf (20 — 1)h;), i=1,2,...

202k T AT — T g }
T = j’k221k 1‘7 Lkl Jok 41k 1‘7 Lk—1 fark <j, j > 1.

7.3 Romberg-Extrapolation TU Chemnitz, Sommersemester 2013



Numerik 358

Die Rombergsche T-Tafel

Tio 111

Tao 121 122
T30 131 132 133

wird in der Reihenfolge 15 0, 14,0, 11,1, 12,0, 12,1, 122, T3 0, . . . berechnet.

Praxis: Berechne nur wenige (etwa m) Spalten der T-Tafel und breche ab,
wenn |Tj,m—1 — Tj—|—1,m—1’ < ¢ erfullt ist.
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Beispiel.
> d
X
— =log(2) = .6931471806 . ..
1 X
T-Tafel:
.7500000000

7083333333 .6944444444

6970238095 .6932539683 .6931/746032

6941218504 .6931545307 .6931479015 .6931474776

6933912022 .693147/6528 .69314/1843 .6931471831 .69314/1819
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Fehler beim Romberg-Verfahren:

Ist f € C?™2[a,b], so besitzt die Trapezsumme T'(h) zur Schrittweite
h = (b—a)/n geman (7.4) die asymptotische Entwicklung

T(h) =1+ a1h? + ash* + -+ + @ h*™ + Brg1(h)R*™T2,
Dabei sind I = f; f(x)dz das gesuchte Integral, a,...,a, von h un-
abhangige Konstanten und 5,,+1(h) bleibt beschrankt fir h — 0.

Die Fehler in der ersten Spalte der T-Tafel (d.h. die Fehler von {7} =
{T'(h;)}) streben also wie h? gegen 0.

Behauptung: Die Fehler in der k-ten Spalte der T-Tafel (d.h. die Fehler von
{Tjk—1};>K—1) streben wie h2* gegen 0.
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Aus der asymptotischen Entwicklung folgt
Tj—1,0 =T(2hj) = I + o1(2h;)* + O(h3),
Tjo=T(hj) =1+ aihi + O(h).

Multipliziert man die zweite Gleichung mit 4 und subtrahiert beide Glei-
chungen, so ergibt sich:

415 0 — T}
4—1

Ti1 = —2 =1+ 0(hY),

die Fehler in der zweiten Spalte der T-Tafel (d.h. die Fehler von {77 1 };>1)
streben also wie ; gegen Null.

Auf ahnliche Weise lasst sich zeigen:

Tjx =T+ O(R ) (kfestmit0 < k < m).
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7.4 Adaptive Integrationsverfahren

Wendet man eine zusammengesetzte Quadraturformel auf I = f;’ f(x)dx
an, so ist es nicht immer sinnvoll, das Integrationsintervall [a, ] in gleich
lange Teilintervalle der Lange H zu unterteilen: Der Quadraturfehler hangt
von einer (hoheren) Ableitung von f ab, und diese kann in [a,b] stark
variieren.

Fir f(z) = z/(2* — 1), x € [1.001, 10], bewegt sich die vierte Ableitung
(die den Fehler bei der zusammengesetzten Simpson-Regel kontrolliert)
zwischen 1.2 - 10® (am linken Rand) und 2.7 -10~* (am rechten Rand). Man
erwartet, dass man am rechten Ende des Intervalls mit wesentlich weniger
Stutzstellen (d.h. wesentlich geringerem Rechenaufwand) eine akzeptable
Naherung des Integrals bestimmen kann als in der Umgebung von 1.001.
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Gegeben: Quadraturformel mit Fehlerdarstellung, z.B. die Simpson-Regel
S(H) mit

I —S(H)=cH*+O(H").
Gesucht: Naherung fur I, zusammengesetzt aus Naherungen

I(gj) %/ f(x)dx

Uber Teilintervalle unterschiedlicher Lange H; = z; — z;_1, S0 dass

N .
3o
j=1

gilt. Weder die Anzahl N der Teilintervalle noch die Unterteilungspunkte
{z;}5L, sind bekannt.

b
< e :=tol / |f(z)|dx

7.4 Adaptive Integrationsverfahren TU Chemnitz, Sommersemester 2013



Numerik

364

Wir wollen den Fehler ,gleichmaf3ig auf die Teilintervalle verteilen®, d.h. 4
soll so gewahlt werden, dass

xi_1+H.;

Jj—1 J ) H .
/ f(a:)dm—[éj) < ; . ¢
X 1 — a

erfullt ist.

Wichtige Beobachtung: Aus
I-SH)=cH*+0O(H?) und I-S(H/2)=c(H/2)*+O(H?)
folgt
S(H/2)— S(H) =c(1-2"% H*+ O(H?)
also, falls H ,gentgend klein® ist,

_ S(H/2) - 5(H)

I=S(H)~ === (*)

7.4 Adaptive Integrationsverfahren TU Chemnitz, Sommersemester
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Strategie zur Schrittweitenwahl (Schrittweitensteuerung):

Angenommen H,...,H;_; (d.h. zg,...,2;_1) sind bereits bestimmt.
AuBerdem ist eine Vorschlagsschrittweite [, gegeben.

(1) Setze Hj = ﬁj.
(2) Bestimme mit Iéj) = S(H;) eine Naherung furf 7 1+H3 f(x)dx.

(3) Bestimme mit I = S(H,/2) eine Joessere* Naherung fir

[T f () da

acjl

(4) Uberpriife, ob

- <(1-27" "L«

erflllt ist (vgl. («)). |
o Falls ja: Akzeptiere I\7) als Naherung.
e Falls nein: Setze H,; = H;/2 und gehe zu (2).
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(5) Uberpriife, ob

1 -1 < 25) (1 -2 e
— A

erfallt ist (2.5 = Sicherheitsfaktor).
o Falls ja: Neue Vorschlagsschrittweite: H; 1 = 2H;.
e Falls nein: Neue Vorschlagsschrittweite: H;,, = H;.

Praxis: Unter- und Oberschranken fur H; (zu kleine Schrittweiten fuhren zu
verstarkiem Rundungsfehlereinfluf3, zu groBe Schrittweiten konnen dazu
fGhren, daf3 Bereiche, in denen f stark variiert, Ubersprungen werden).
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Beispiel: f(x) = + -6, a=0,b=1.

100 T T T T T T T T T

90

80

70

Integral = 29.8583

60

50

40

30

ooooooo
.
.

20

10
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7.5 GauB-Quadratur

Die in diesem Abschnitt behandelte Theorie der Gaul3-Quadratur qilt allge-
mein fOr Integrale der Form

I = / £ () du(z).

Hierbei ist 1 ein positives Maf3 auf R und es wird lediglich gefordert, dass
die sogenannten Momente

(L) ::/xkd,u(x), k=0,1,...
R

existieren.
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Wichtige Spezialfalle sind diskrete Mal3e, welche auf endlich viele Punkte
x; konzentriert sind,

/f ) dp(x szf x;), w; >0, z; €R,

sowie absolutstetige Mal3e

du(z) = w(x)de mit Trager (a,b) = supp(u) C R,

/R F(2) dpu(z) = / L J@)dn) = / ' Fau(e) do

sodass

b = oo ausdricklich zugelassen.

Im letzteren Fall, mit dem wir uns ausschlief3lich befassen, ist a = —oco bzw.
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Die Gewichtsfunktion w(x) muss dabei gewisse Bedingungen erflllen
(z.B. w(x) > 0 for alle x € |a, b]).

Gebrauchliche Gewichtsfunktionen sind:

a, b] w(z) Bezeichnung
—1,1] 1 GauB-Legendre
—1,1] (1—2?)~1/2 GauB-Tschebyscheff
—1,1] | 1 —2)*(1+2)%, o, 8> —1 | GauB-Jacobi
0, 0] exp(—x) GauB-Laguerre
[—00, 00 exp(—x?) GauB-Hermite
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Prinzip: Gauf3-Formeln sind interpolatorische Quadraturformeln
b n
[ f@ w@yiz =30 5(6) + Bul ). (7.5
a j=1

R, (f) bezeichnet den Quadraturfehler.

Im Gegensatz zu den Newton-Cotes-Formeln wahlt man die Knoten ¢;
nicht aquidistant, sondern bestimmt Knoten &; und Gewichte n; so, dass
sich ein moglichst hoher Exaktheitsgrad ergibt.

Heuristik: Fir jedes £ = 0,1, 2, ... ist die Forderung

b n
/ ¥ w(x)de = Z njff
a j=1

eine nichtlineare Gleichung mit 2n freien Parametern {&;,n;}7_;.
Es scheint moglich, diese Gleichung fur £ = 0,....2n — 1 zu erflllen
(Exaktheitsgrad 2n — 1).
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Es bezeichne & den Raum aller Polynome (beliebigen Grades) in einer
Variablen.

Satz 7.6 (Jacobi,1826). Seim € Ny. Die Quadraturformel (7.5) besitzt ge-

nau dann Exaktheitsgrad d = n — 1+ m, wenn folgende beide Bedingungen
erflllt sind:

(a) (7.5) ist interpolatorisch.

(b) Das Knotenpolynom w,(x) = [[;_,(z — &;) ist orthogonal zu .,
bezliglich des Innenproduktes

(p,q) = / p(2)q(z) w(z)dz, p.qe P. (7.6)

Bemerkung 7.7. Der maximale Exaktheitsgrad istd = 2n — 1, also m = n.
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Satz

|St.

/.6

legt ein Konstruktionsprinzip nahe far (7.5) mit moglichst hohem

Exaktheitsgrad: wahle als Knoten die Nullstellen des Orthogonalpolynoms

) und die Gewichte so, dass (

vom Grad n bezlglich (7.6

7.5

) interpolierend

(@) degpr. =k, k=0,1,... und
() (pj.pi) = 0 falls j # k.

Orthogonalpolynome sind jeweils bis auf einen konstanten Faktor be-
stimmt. Als monisch bezeichnet man Polynome mit Hochstkoeffizient Eins,
Orthonormalpolynome sind durch (pg, pr) = 1 charakterisiert.

Definition 7.8. Eine Folge {pi}r>0 von Polynomen hei3t System von
Orthogonalpolynomen beziglich eines Innenproduktes (-, -), falls

Satz 7.9. Die Nullstellen der Orthogonalpolynome bezlglich (7.6) sind
reell, einfach und liegen in (a,b).

7.5 GauB-Quadratur
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Lemma 7.10. Der Vektor [a(",....a\™,]T der Koeffizienten des n-ten
monischen Orthogonalpolynoms bezglich (7.6)

pn(w)::iﬂn-+-ag)11: +-"°+-ag)a:+—a0”

ist die eindeutig bestimmte Losung des linearen Gleichungssystems

Mpo M1 -.. Hn-—1 Hn
24 2 Hn Hn+1
MnIB = —m,, Mn — . ) ) my = .
| Hn—1 Hn ... H2n—2] | H2n—1 |

mit der Momentenmatrix M, gegeben durch

b
M, = xj,mk = /TR w(x)dr = xj+k,1 = itk
7 J

a
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einer dreistufigen Rekursionsformel

Vnpn(x) — (33 — an)pn—l(fv) - Bnpn—Z(x)a
mit
p—1:=0 und po(x)= const.

Die Koeffizienten sind gegeben durch

o — (wpn_hpn_l)’ n—12,
(pn—lapn—l)
- (xpn—lapn)’ n:1727“.
(Pny Pn)
5n _ (xpn—2apn—1) = Y1 (pn—lapn—l)’ n — 273)”.
(pn—2apn—2) (pn—2apn—2)

Satz 7.11. Ein System von Orthogonalpolynomen beztglich (7.6) gendgt

n=12...

Y

5, beliebig.
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Bemerkungen 7.12. (a) Mit {pi}r>0 Sind auch py = éxpr, o # 0, Ortho-
gonalpolynome. Die zugehorigen Rekursionskoeffizienten lauten

01

&k:&k, ’S/k;— 5k Yk k=1,2,...,

s Op—1 B

ﬁk_5 B, k=23,....
k—2

(b) Fur die monischen Orthogonalpolynome ergibt sich fir die Rekursion
Ye = 1Vk. d.h.

p-1=0, po(z) =1, pi(x)=(z— ar)pr-1(z) — Bepr—2(z).

Ferner gilt
. (pk—lapk—l)
Br =

>0, k>2.
(pk—Qapk—2)

(c) Fur Orthonormalpolynome ist B, = ~vi_1, k > 2.
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Satz 7.13. Seien a;., B, k > 1 die Rekursionskoeffizienten der monischen
Orthogonalpolynome bezuglich (7.6) und sei

a1 \/5_2
In = VB A cR™*" (Jacobi-Matrix).
- VB
VBn

Dann gilt

(a) Die Knoten der n-ten Gaul3-Quadraturformel (7.5) bezdglich (7.6) sind
die Eigenwerte von J,,.

(b) Sind u; die normierten Eigenvektoren von J,, zu den Eigenwerten \;,
ad.h. Jnuj — )\j’ll,j, HUJHQ =1 (] =1,... ,n) so sind die Gewichte n; von
(7.5) gegeben durch

b
n = Bolwll (G=1,....n), %:/zmww
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Beispiel: Fiir die Gewichtsfunktion w(z) = (1 — 22)~/2 erhalt man

27 —1 . ,
Knoten: &, = cos ( ]2 )W, Gewichte: n; = 7/n, j=1,2,...,n.
n

(Dass die Gewichte unabhangig von j sind, trifft auf andere Gauf3-Formeln
nicht zu!) Gaul3-Tschebyscheff-Quadraturformel:

/f (1 — 22)~ Y2z = Zf(cos 2]_1))+Rn(f).

Satz 7.14. Ist f € C*"[a,b] und bezeichnen {p,} die monischen Orthogo-
nalpolynome zu (7.6)), so besitzt das Restglied der Gau3-Quadraturformel
(7.5) die Darstellung

(2n)
Rn(f) — f(zn)('g) (pnapn)a € S (CL, b)
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7.6 Kubatur

Kubatur bezeichnet Naherungsverfahren fur mehrdimensionale Integrale,
d.h. mit Teilgebieten des R, m > 1, als Integrationsbereich.

Diese haben wie im Eindimensionalen die Form

I—/f dw—Z%f z) + Ro(f). (7.7)

mit Knoten x; und Gewichten ~;, i =1,...,n

Erwlnschte Eigenschaften:
1. x; EQ,izl,...,n

2. vi>0,i1=1,...,n
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Die Theorie der numerischen Kubatur ist nicht annahernd so vollstandig
wie die der Quadraturverfahren. Dies hat im Wesentlichen zwei Ursachen:

(i) Die Geometrie des R! ist entscheidend einfacher als die mehrdimen-
sionaler Raume. So sind etwa alle kompakten und zusammenhangen-
den Teilmengen im R! affin aquivalent.

(i) Die im Eindimensionalen so hilfreiche Theorie der Orthogonalpolyno-
me ist im Mehrdimensionalen komplizierter. So gibt es ("™;7*) Polynome
vom Grad < k in m Variablen, also (m+,f_1) Polynome vom exakten
Grad k. Hier kommen also nur gemeinsame Nullstellen von mehreren

Orthogonalpolynomen als Knoten in Frage.

Wir geben hier lediglich einen kurzen Uberblick tiber Konstruktionsprinzipien
von Kubaturformeln und beschranken uns einfachheitshalber auf den Fall
m = 2.
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Eine Kubaturformel (7.7) besitzt also den Exaktheitsgrad d, wenn sie fur
alle Polynome p(«x,y) vom Grad < d, d.h. far alle

(Z.B. ;@12 = {Oéo)o -+ 1.0 -+ &071y},
Py = {ap0+ a1,0r + ap1y + 042,01172 + a1 12y + @02y }),

den exakten Integralwert liefert.
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7.6.1 Interpolatorische Quadraturformeln

Wie im Eindimensionalen kann man bei n vorgegebenen verschiedenen
Knoten «; die Gewichte w; zum Erreichen eines maximalen Exaktheitsgra-
des wahlen. Im R? sind hierfiir erforderlich

- <d+2) _ (d+2)(d+1)

i 5 Knoten fur Exaktheitsgrad  d.

Satz 7.15 (Tchakaloff, 1957). Sei Q C R? kompakt, w eine nichtnegative,
integrierbare Gewichtsfunktion mit

0 < / w(x)dr < oo
R2

sowie d eine feste natirliche Zahl. Dann existiert eine Kubaturformel der
Form (7.7) vom Exaktheitsgrad d mit n < (d + 1)(d + 2)/2, positiven
Gewichten ~; und x; € Q) fur alle i.
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7.6.2 Produktformeln

Ist es moglich — eventuell nach geeigneter Substitution — Integrale Uber
Monome z%y7, i, j € Ny, so umzuformen, dass

/Q o'y wia,y)dody = | 11 £ wn (€) ( / 11 7 wz(n)dn> i,

so kann man auf die eindimensionalen Integrale jeweils eine Quadraturfor-
mel [, g(C) ws(Q)d¢ =~ 7 4 £(¢), (s = 1,2) mit Exaktheitsgrad d,
anwenden und erhalt mit

niy mn2

/Qf(x, y)w(z,y)dedy =~y > %P ¢, )

i=1 j=1

eine Kubaturformel mit nin, Knoten {(¢/"”,¢'*)} und Gewichten {~{"{*},
1 <i<mn1,1 <5 < ny sowie Exaktheitsgrad d = min{d;, d>} (eigentlich
etwas mehr, wieso?).
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Beispiel 1: Die GauB3-Legendre Formel (w(z) = 1) mit zwei Knoten

+1

/_1f(C)dC%f<C1)+f<Cz), G2=2 (n=2=1),

besitzt Exaktheitsgrad d = 3. Mittels der Substitution

x(€777) 1 1 1 0 5
-4 . v

approximieren wir damit das Integral

~ Z exp(z(¢i, ) y(¢, ¢5)?) = 1.133...
i,j=1

1.135... //expxy dudy — » //exp (&.0)2y (€. 1)2) dédn
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Beispiel 2: Die Gauf3-Hermite Formeln approximieren Integrale der Bauart
| 5O e(-¢acx 3 (6
- i=1
und lassen sich daher zu Produkiformeln fir Integrale

f(z,y) exp(—2* — y*)dzdy
RQ

kombinieren.
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Beispiel 3: Das Integral

I=/ f(x,y)drdy, A={(z,y):0<2x<1,0<y<uz}
A

Uber das Dreieck A geht durch die Substitution x = u, y = uv Uber in

1 g1
I = / / f(u, uv) udvdu,
0 Jo

was wie in Beispiel 1 durch eine Produkt-
formel fUr ein Quadrat approximiert werden
kann. Fir die 3-Punkt Gauf3-Legendre For-
mel erhalten wir rechtsstehende Knoten im
Dreieck A.

7.6 Kubatur TU Chemnitz, Sommersemester 2013



Numerik 387

7.6.3 Zusammengesetzte Kubaturformein

Hat man ein beschréanktes Gebiet ) C R? vollstandig oder ndherungsweise
in Dreiecke oder Rechtecke { K} , zerlegt, so kann man gemaf

N
I= /Q floy)dedy =3 /K (w.y)dady

mithilfe einer Kubaturformel fur Dreiecke bzw. Rechtecke I beliebig genau
approximieren, sofern die Zerlegung nur hinreichend fein gewahlt ist.

Von einer zulassigen Zerlegung verlangt man, dass Q = UY , K; und dass
K;NK; fari # j entweder leer ist oder nur aus gemeinsamen Randpunkten
bestent.

Folgende Bilder zeigen Beispiele flr Triangulierungen, d.h. Zerlegungen in
Dreiecke.
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RN

. s AV .':::': 3 ::1?;%‘;& ‘
VAVAVAVARS:. R COC LR R K iy
TRERRAARENOAXSON i B NS
NS R AR DO PR

Triangulierung des Auf3engebiets eines Tragflachenquerschnitts.
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Durch die affine Transformation

© : oy =
Ui y(&,m) Y1 Y2 —Y1 Ys — Y1 Ui
wird das gleichschenklig rechtwinklige Referenzdreieck K bijektiv auf ein

bel. Dreieck K C 2 abgebildet mit (0,0) — P, = (x1,y1), (1,0) = P =
(z2,y2), (0,1) — P3 = (x3,93).

_|_

Py P

»
!
»
P
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Mit Hilfe der Substitutionsregel

| taydady = [ sotem)ldets dsan =D | fip(em)dedn,

wobei

= ‘det gp" =

To — T Ta — T
det 2 1 3 1
Y2 — Y1 Y3z — Y1

die Funktionaldeterminante von o ist, lassen sich alle Einzelintegrale
fK (z,y) dzdy auf Integrale (iber K zurlickfihren.

Es genugt daher, Integrale der Bauart

/ g(€m) dedy
K

ZU approximieren.
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Wir betrachten einige Kubaturformeln

/A g(&.n)dédn =Y vig(&,mi)
1=1

K

fiir das Referenzdreieck K .

Beispiel 1:. Die Schwerpunktregel

/A g(€.m) dedn ~ Lg(L, 1)

K

besitzt den Exaktheitsgrad 1.
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kompakter:

Symbolisch:

A

Beispiel 2: Die Formel

9(&,m) dédn ~ = 9(0, 1) +9(3,3) +4(0,3)],

1

v &% | v
1| 1/2 0 1/6
2 0 1/2 | 1/6
3|11/2 1/2 | 1/6
1/6
16 N
1/6

, besitzt den Exaktheitsgrad 2.
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ol & M Vi

1 0 0 1/40
2 | 1 0 1/40
31 0 1 1/40
4 11/2 O 1/15
5112 1/2 1/15
6| 0 1/2 1/15
71 1/3 1/3 | 27/120

Beispiel 3: Die Formel [, g(&,7)d¢dn ~ Si_, vig(&,n;) mit

besitzt den Exaktheitsgrad 3.
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7.6.4 Die Monte-Carlo Methode

Bei der Approximation sehr hochdimensionaler mehrfacher Integrale sind
die bisher beschriebenen Methoden zu aufwendig. Hier hat sich ein stocha-
stisches Simulationsverfahren, die sog. Monte-Carlo Methode, als ,letztes
Mittel* bewahrt. Hierbei wird der Integrand an einer grof3en Zahl N Stltz-
stellen mit konstantem Gewicht 1/Volumen(§2) ausgewertet, wobei die
Stltzstellen durch einen Zufallsgenerator erzeugt werden.

Man kann Aussagen beweisen tber die Wahrscheinlichkeit, dass der Wert
des Integrals innerhalb einer vorgegebenen Schranke von der so berech-
neten Approximation liegt.

Typisches Verhalten des Fehlers ist, unabhangig von der Raumdimension,
eine Konvergenzrate von

Iy —I| = O(N~Y2),
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