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5.1 Die Normalgleichungen

Das lineare Ausgleichsproblem (Kleinste-Quadrate-Problem, engl. least
squares problem):

Gegeben sind A € R™*"™ und b € R™.

Gesucht ist ein Vektior £* € R™ mit
b~ Az”||; = min [|b - Az]o. (LS)

Andere Formulierung: Bei gegebenen A und b ist jedem x € R™ durch
r, .= b— Ax

ein Residualvektor (Residuum, Defekt) r, zugeordnet, der misst, wie gut x das
Gleichungssystem Ax = b erflllt. Wir wollen einen Vektor =™ bestimmen, dessen
Residuum (gemessen in der Euklid-Norm) so klein wie mdglich ist.

Beachte: Ist Az = b [0sbar, dann ist * eine Losung.

5.1 Die Normalgleichungen TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Satz 5.1. Gegeben seien A € R™*™ mitm > n sowie b € R™.

Dann gilt:

(a) Ein Vektor x € R™ ist genau dann eine Lésung von (LS), wenn

A'r, =0  (&quivalent: r, 1, #(A))

gilt. Folglich sind die Losungen von (LS) genau die Lésungen der
Normalgleichungen

AT Az = ATb. (NG)

(b) (NG) ist ein LGS mit einer quadratischen Koeffizientenmatrix, die sym-
metrisch und positiv semidefinit ist. AuBerdem sind die Normalglei-
chungen immer losbar, d.h. (LS) besitzt mindestens eine Losung.

(c) Ist rank(A) = n, so ist AT A positiv definit, also invertierbar und (LS)
besitzt genau eine Lésung x, = (A" A)"1A"b.

5.1 Die Normalgleichungen TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Bemerkungen.

(a) Ist & LOsung von (LS NG

) bzw. (

), SO ist

b=Ax + r,

N (AT).

die eindeutige Zerlegung von b in Komponenten aus Z(A) und Z(A)+ =

Insbesondere gelten flr zwei Losungen x, y von (

LS

NG

) bzw. (

)

Az =Ay und 17y, =1,

(b) = 16st (LS

) genau dann, wenn

I,
AT

A
On

Ty
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Zur Losung eines linearen Ausgleichsproblems bietet sich somit folgendes
Vorgehen an:

1: Stelle die Normalgleichungen auf.
2: Lose die Normalgleichungen durch Gauf3-Elimination.

Beachte: A' A ist immer symmetrisch. Besitzt A vollen Spaltenrang, so ist
AT A sogar positiv definit, besitzt also eine Cholesky-Zerlegung.

Allerdings: Weil die Konditionszahl der Koeffizientenmatrix A" A von (NG)
sehr grof3 werden kann, auch wenn A selbst nicht extrem schlecht kondi-
tioniert ist, ist dieses Verfahren nicht immer zu empfehlen.

Genauer: es gilt cond,(A'" A) = condy(A)2. Hierbei sei die Konditionszahl
einer nichtquadratischen Matrizen A durch

max| z||=1 || Az|

d(A) =
cond(4) Min||z)|=1,Az0 | AZ||

(vorlaufig) definiert. Man mache sich klar, dass dies eine Verallgemeine-
rung der bisherigen Definition darstellt.

5.1 Die Normalgleichungen TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Beispiel. Bestimme Ausgleichsgerade durch (0,0), (1,2), (2,1)
bzw. l0ose das Ausgleichsproblem

0 1 0
%) .
2 | — 1 1 [ ] — min .

1 1
. . _ 2

N}

1. Normalgleichungen: [32][a%] = [3].

2. Cholesky-Zerlegung: [32]=LL' mitL = [g \%}

Ergebnis: = = [ag, ay]" = [.5, .5]", die Ausgleichsgerade ist also y =
5 4+ .5z mit dem Kleinsten-Quadrate-Fehler

3 1/2
>oly (a0 + )| = [0- 5+ 10+ (- 157" =516

5.1 Die Normalgleichungen TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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5.2 Die Singularwertzerlegung

Satz 5.2. Sei A € R™*"™ eine Matrix vom Rang r.
Dann gibt es orthogonale Matrizen U € R™*™ undV € R"*"™ sowie eine
L2Diagonalmatrix”

>y O
O O

> = ERan mitZT:diag(al,ag,...,ar) ERTXT

und oy > o9 > --- > 0, >0, SO dass A die Zerlegung
A=UxV' (SVD)

besitzt.

Die Darstellung (SVD) heif3t Singularwertzerlegung von A. Die positi-
ven Zahlen o; nennt man die Singularwerte von A. Schreibt man U =
(w1, Ug, ..., uy UNA V = [v1, v2,...,v,], SO heiBen u; € R™ bzw. v; € R”
zugehorige linke bzw. rechte Singularvektoren.

5.2 Die Singularwertzerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Bemerkungen.

1. A = UEVT = Z;:l UiuivT — [ulau27"'7u’l°] ZT [,U17'v27"'7lv7“]—|_

)

(Darstellung von A als Summe von r Rang-1-Matrizen).

2. Es gelten:
[ 1 Uy ) = 17 27 e b
A’Ui = ¥ 7it (Z T) und
| 0 i=r+1,r+2,...,n)
AT’u,' _ ( 0;; (’1:21,2,...,7“),
7, |0 (i=r+1,r+2,....,m)
3.
{uy, ..., u.} ist eine ON-Basisvon  Z(A).
{w41,...,u,} isteine ON-Basisvon A (A')=2(A)".
{v,...,v,} ist eine ON-Basisvon  #Z(A') = 4 (A)*.

{vpy1,. .., 0} ist eine ON-Basisvon . #7(A).

5.2 Die Singularwertzerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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4. ATA=VSTSVT =V [% g} VT, AAT =USSTUT = U [EO g} UT.
o2,...,02 sind die von Null verschiedenen Eigenwerte von A" A bzw.
AAT . Insbesondere sind die Singularwerte o1, .. ., o, durch A eindeutig

festgelegt.

Die rechten Singularvektoren v, ..., v, bilden eine ON-Basis des R”
aus Eigenvektoren von A" A:

AT Av, — olv; (1=1,2,...,7),
0 (i=r+1,r+2,...,n)
Die linken Singularvektoren uy, ..., u,, bilden eine ON-Basis des R™

aus Eigenvektoren von AA":

{U?ui (i=1,2,...,7),

AA u; =
0 (i=r+1,r+2,...,m)

5.2 Die Singularwertzerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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5.

Ist A € R"*” symmetrisch mit von Null verschiedenen Eigenwerten
Ay ey Ary [AL] > oo > |Ar| > 0, dann sind o; = |)\;| die Singularwerte
von A.

Das Bild der (n-dimensionalen) Einheitskugel unter A ist ein Ellipsoid
(im R™) mit Mittelpunkt 0 und Halbachsen o;u; (o; := 0 far ¢ > 7).

Far A € R™*"™ qilt ||Al|2 = 01. Ist A € R™*™ invertierbar, gilt auBerdem
A=Y = o, und conds(A) = o1 /0.

Besitzt A € R™*" die SVD A = UXV ", dann besitzt

O AT
A O

H = c R(m—i—n)x(m—l—n)

die von Null verschiedenen Eigenwerte +o; mit zugehorigen (normier-
ten) Eigenvektoren —=[v;", +u;'] .

Analoge Aussagen gelten fir komplexe Matrizen A = USVH (U, V
unitar). (Ersetze in 5. ‘symmetrisch’ durch ‘normal’!)

5.2 Die Singularwertzerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Geometrische Interpretation der SVD. Besitzt A € R™*"™ die SVD

s, O
A=U v
0 O
mit X, = diag(o1,09,...,0.), U = [u1, U, ..., up| UNA V = [v1, 1o, ..., v,],

so kann man die Abbildungseigenschaften von A (und A ") leicht beschrei-
ben (vgl. Bemerkung 2).

Beispiel:
1 0 0.22 —-0.89 0.41 268 0 T
0.58 —0.81
1 1{ =052 —-0.25 —0.82 0 0.92
0.81 0.58
1 2 0.82 0.39 0.41 0 0

(Werte auf 2 Dezimalstellen gerundet).

5.2 Die Singularwertzerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Av; = 2.68u,
A’UQ = O.92’UQ,

i

Al uy = 2.68vy,
A uy = 0.92vs,

AT’U,g = 0.

x

5.2 Die Singularwertzerlegung
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Satz 5.3. Es sei A ¢ R™*" gine Matrix vom Rangr mit SVD A =UXV ' =

U [*% S]VT. Dann I6st

¥ 0

r

O O

T, =V U'b

die lineare Ausgleichsaufgabe (LS). Dartiberhinaus ist x, die eindeutig
bestimmte Losung von (LS) mit minimaler Euklid-Norm.

Satz 5.4 (Schmidt, 1907; Eckart & Young, 1936; Mirsky, 1960). Fir eine
Matrix A € R™*"™ vom Rang r mit SVD A = UXV " besitzt die Approxima-
tionsaufgabe

min{||A — Bl : B € R™*" und rank(B) < k}

fir k < r die Lésung

k
Ap =) oqwv]  mit [[A— Ayl = o
1=1

5.2 Die Singularwertzerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Anwendung der SVD in der Datenkompression:

Die folgende Grafik zeigt (links oben) das magische Quadrat aus Albrecht
Dirers Melancholie | (1514). Die Bildinformation ist in einer Pixelmatrix

X der Dimension 359 x 371 gespeichert, deren Eintrage — ganze Zahlen
zwischen 1 und 64 — verschiedene Graustufen reprasentieren. Wir appro-
ximieren X durch Matrizen niedrigen Rangs k (vgl. Satz [5.4):

load detail.mat;

[U,S,V]=svd(X);

X_k=U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)’;

image(X_k), colormap(’gray’), axis(’image’), axis(’off’)

Zur Speicherung von Xj sind k(m + n) = 730k Zahlen (statt mn = 133189
far X)) erforderlich.

5.2 Die Singularwertzerlegung TU Chemnitz, Sommersemester
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Original

5.2 Die Singularwertzerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Relativer Fehler o1 /01

Kompressionsrate

10
20
40

0.0666
0.0528
0.0382

0.055
0.110
0.219

5.2 Die Singularwertzerlegung
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5.3 Die Pseudoinverse

Es sei A € R™*"™ eine Matrix vom Rang r mit SVD A =U [*; 9| V.

Dann heif3t
71 O

r

O O

die (Moore-Penrose) Pseudoinverse von A.

Al =V U' e R™xm™

Satz 5.5. Fir A € R™*"™ gelten die folgenden Aussagen:

(P1): ATAAT = AT,

(P2): AATA = A,

(P3): (AAT)" = AAT,

(P4): (ATA)T = ATA.

Dartiberhinaus ist AT € R™*™ durch die Eigenschaften (P1) — (P4) eindeu-
tig bestimmt.

5.3 Die Pseudoinverse TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Bemerkungen:

(1) ATb ist die Kleinste-Quadrate-Lésung von Az = b mit minimaler Euklid-
Norm.

2) Firm>n=rgilt AT=(ATA)"1AT.
Ist zusatzlich m = n, so folgt AT = A1,

(3) Firn > m = r gilt AT = AT(AA")~!. In diesem Fall I16st ATb das
Problem ||z |2 — min unter allen  mit Ax = b.

Satz 5.6. Es sei 7 ein Unterraum des R™. Dann gibt es genau eine Matrix
P = Py € R™™ mit

@#%P)=7v, ()P =P, und (c)P' =P
P heil3t orthogonale Projektion auf ¥ und ist durch
P — T, x eV,
0, r eV,

eindeutig bestimmit.

5.3 Die Pseudoinverse TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Satz 5.7. Es sei A € R™*"™ eine Matrix vom Rang r mit SVD

Y O
O O

v,

_ T _
A=USVT = [Ul U2] T

(U; € R™¥7 Uy € RX(m=7) '}, € RP*", V, € R**("=7)) und der Pseu-
doinversen AT.
Dann gelten:

Pyay = AAT =1 U/, Pyay=1I,—ATA=WV,',
Paary=ATA=WV}', Pyary=1,—AAT=ULU, .

5.3 Die Pseudoinverse TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Beispiel.

-

1 0

N [0.58 —0.81] [1/2.68
0.81 0.58 0

1 2

15 2 -1
61-3 0 3
(SVD auf 2 Dezimalstellen gerundet).

, 5 2
AAT:6 2 9
1 2

[ 0.22
0 0
—0.89
1/0.92 0
0.41
—1
2|, ATA=1,.

0.52
—0.25
—0.82

0.82]
0.39

0.41

5.3 Die Pseudoinverse
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5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung

Eine Matrix Q € R™>*™ heil3t orthogonal, wenn eine der folgenden aquivalentep

Bedingungen erfullt ist:

1.Q7Q = I,,,, d.h. Q ist invertierbarund Q=1 = Q T,

2. ||Qx||2 = ||x=2]|2 V& € R™, d.h. Q ist normerhaltend,

3. die Spalten (bzw. Zeilen) von @ bilden eine Orthonormalbasis des R™.

FUr uns wichtig: Sind A € R™*"™ beliebig und Q1 € R™*™, Q; € R™*"
orthogonal, so gilt
|Q1All2 = [[AQ2(|2 = [|A]]2
und folglich: cond;(Q1A) = conda(AQ2) = conds(A).

(Durch orthogonale Transformationen wird die Kondition eines Gleichungs-
systems nicht verschlechtert!)

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Satz 5.8. Zu jeder Matrix A € R™*™ mit m > n gibt es eine orthogonale
Matrix () € R™*™ und eine obere Dreiecksmatrix R € R"*"™ mit nichtnega-
tiven Diagonaleintrdgen, so dass

A=Q (QR-Zerlegung von A)

O

(O steht hier far eine Nullmatrix der Dimension (m — n) x n).

Korollar 5.9. Besitzt die Matrix A aus Satz|5.8 vollen Rang n, dann hat
R nur positive Diagonalelemente und ist daher invertierbar. R' R ist die

Cholesky-Zerlegung von A' A. Insbesondere ist R dann durch A eindeutig
bestimmt. Zerlegt man Q = [Q1 Q2], Q1 € R™*", so istauch Q, = AR™!
durch A eindeutig festgelegt und es gilt Q1Q{ = Pgay. Fiir Q2 kann man
jede Matrix wéhlen, deren Spalten eine ON-Basis von ¥ (A') bilden.

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Das Beispiel

A=

OO_C—S 0 s
Ol_scOc

zeigt, dass die QR-Zerlegung im Fall rank(A) < n i.a. nicht eindeutig ist.

Satz 5.10. Die Matrix A € R™*", m > n, besitze vollen Rang n und die
QR-Zerlegung A = Q[E]. Esseib € R™ und Q'b = [&L] mit ¢; € R",
co € R™M™7,

Dann ist x* = R~ !¢, die (eindeutig bestimmte) Lésung des Kleinsten-
Quadrate-Problems ||b — Ax|| — mingcr» und flir den Kleinsten-Quadrate-
Fehler gilt ||b — Ax*||2 = || c2||2-

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Satz 5.11. Die Matrix A € R™*™ besitze Rang r < min{m,n}. Dann gibt es
eine Permutationsmatrix P € R™*"™ und eine orthogonale Matrix () € R™*™
mit

Ri1 Ripo

AP =
“ O O

Dabei ist R, 1 € R™™" eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalele-
menten und Ry 5 € R™<(n=7),

Firb c R™ sei [é1] = Q"b mit ¢, € R". Dann ist die Lésungsmenge des
Kleinsten-Quadrate-Problems ||b — Ax||s — ming,cr~ durch

{p

gegeben. Der zugehdrige Kleinste-Quadrate-Fehler bertragt || cz||».

Rl_j(cl — Ry 292)
Yo

Yy € R beliebig}

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013



Numerik 225

In unserem Beispiel:

1 0 1_—2\/§ 3v2 V6 || =v3 —v3
1 1 =5 —2v/3 0 —2/6 0 —vV2
1 2 —2/3 —-3v2 V6 0 0
< 18]
S _Nﬁ_
c=Q' |2 |=-5 V2
1 V6

D.h.: c; = —.5[2v/3, v2]T und ¢; = —.5V6.
Also ist z* = [Oé(), Oél]T = R_lcl = [5, 5]T und Hb — Am*HQ = 5\/6

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Bleibt die Frage, wie man eine QR-Zerlegung von A berechnet.

Prinzipielle Vorgehensweise:
Bestimme eine endliche Folge orthogonaler Matrizen @1, Q2, ... Qs:

AB A =Q1A, AL B Ay = QA1 ..., Ay 1 B A, = Q. A,

SO dass
R L . . .
A = o (mit einer oberen Dreiecksmatrix R) qilt.
Dann ist
T TAT T R
A= (QSQQQl) A, :Ql QQ "'QSAS =: @ O

die gesuchte QR-Zerlegung von A. (Ein Produkt orthogonaler Matrizen ist
orthogonal.)

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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5.4.1 Householder-Transformationen

Jede Matrix der Form P = I, — 2uu' € R™*™ mit u € R™, ||u|2 = 1,
heil3t Householder-Transformation.

Wegen P' = P sowie P? = I,, ist P orthogonal. Genauer: P ist die
Spiegelung an der Hyperebene u+ := {v € R™ : u'v = 0} (dem sog.
orthogonalen Komplement von u).

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Gegeben: Ein Vektor z = [z1,...,z,,]" € R™, z # 0.

Gesucht: Eine Householder-Transformation P € R™*™ mit Px = ve;
(v € R, e; = erster Einheitsvektor).

Losung: P = I,, — 2uu ', wobei

z1 + sign(zy) ||z |2 — sign(z1) ||z
a 2 %
u=——mitu = _ = Px =
[P :

Fir A ¢ R™*" berechnet man B = PA= A — u(2A"u)" durch
w=A"u, w=2w, B=A—uw'

(ohne explizite Kenntnis von P) in 4mn flops. P wird niemals explizit ge-
speichert, sondern nur der Vektor u.

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Wie erzeugt man eine QR-Zerlegung mit Householder-Transformationen?

r T X r T X r T X r T X
r x x| 1 |0 = x| 2 |10 =z x| 3 |0 = =x
A= = - —
r T X 0O = =x 0O 0 =« 0O 0 =x
r T x| _O r T _O 0 x| _O 0 O_
Aq Ag As

Schritt 1. Wahle P, € R*** so, dass PiA(:,1) = y1e; € R
Bestimme A; = P A.

Schritt 2. Wahle P, € R3%3 50, dass PoA(2:4,2) = ye € R3.
Bestimme A, = | g B, | A1.

Schritt 3. Wahle P3 e R?%2 50, dass P3A45(3 : 4,3) = y3e; € R2.
Bestimme A3 = [ & 5 | Aa.

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Schematisch:

for i = 1:n
bestimme u_i so, dass fuer P_i’ =1 - 2%xu_i*u_1"T
die Identitaet P_i’*A(i:m,i) = gammax*e_1 gilt
A(i:m,i:n) = P_i’*A(i:m,i:n)
end

A wird hier durch seine QR-Zerlegung uberschrieben. ) wird dabei in
faktorisierter Form gespeichert: Q = P, P; - - - P,,. Die einzelnen Matrizen P,
bzw. P/ werden natirlich nicht explizit gespeichert. Es gentgt, den Vektor
u; (genauer wu;) zu speichern. Man speichert u; in Spalte ¢ der Matrix A
unterhalb der Hauptdiagonalen. Ein Zusatzvektor ist erforderlich fur die
ersten Komponenten der Vektoren ;.

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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In unserem Beispiel:

’il;l — A(Q, 1) —
A(3,1)
= P, =15 — %ul w,w, (wird nicht berechnet). Es folgt
—sign(A(1, 1))[JA(:, 1)l V3
Al(i, 1) — = O ,
2aL A(:,2) _ 3—V3 .
Ap(2) = A7)~ 2 AGD 5 a9y - i
u; Uy 2

—V3
S5(V3-1)].
5(V3+1)

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung
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Uy =

A1(3,2) 5(vV3+1)

A1(2,2) + sign(A41(2,2))|| A1 (2 : 3, 3)||2] _ [.5(\/5 —1)++2

= Py =1, — UTLUQ ayu, (wird nicht berechnet). Es folgt

—sign(A:(2:3,2))||A1(2: 3,2 —/2
A2(2:3,2)—[ sign(A1(2::3,2))14:(2:: 3. )”2] —[ \f].
0 0
Insgesamt
R V3 V8 1ol
=1 0 —v2|,Q= P,' (nicht explizit bekannt).
O 0 0 0 P,

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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Benotigt wird auch Q*b = P, P,_1--- P;b.

for 1 = 1:n
tau = -2*%u_i"T*b(i:m)
b(i:m) = b(i:m) + tauxu_i

end

In unserem Beispiel:

0] 113 1 1 1 +/3
b= 12|, u = 1 , U = ———— U = 1
[ []2 V6 +2v/3
1 1 1
Es folgt
0] 1+v3 | -vB
—6 3—3
T = , by =b—mu; = |2 - 1 = |.5(v3+1)
V6 +2v3 2
1 1 5(vV3-1)

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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by(2: ) — 5(V3+1) 5(V3—-1)++2
: s3] 53+ |
. 1 5(\/5—1)+f
* Ty C o arvaEon L B
Es folgt
—2-v2-/6 [—5&]
To — ,b2:b1(223)—7'2’LL2:
VA+ VI - 1) —5V6

und insgesamt

C — QTb = P2P1b = [—\/g, —.5\/5, —.5\/6]T.

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung TU Chemnitz, Sommersemester 2013
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5.4.2 Givens-Rotationen

Eine Givens-Rotation

G(9) = [COSH

sin 6

—sin 6

cos

] (0 € |0,2m))

dreht einen Vektor £ € R? um den Winkel § (im Gegenuhrzeigersinn).

Eine Givens-Rotation in der (i, j)-Ebene des R™ hat (fir ¢« < j) die Form

E Ran

I 0 O 0 O

0 | cosf 0 —sinf | O

G(i,j,0) = O 0 | [j—i1 0 O
O | sinf 0 cos 6 0
O 0 O 0 I,

5.4 Orthogonale Matrizen und QR-Zerlegung
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Beachte, dass beim Ubergang x — y = G(4, j, 6)z nur die Komponenten i
und j verandert werden. Es qilt: y, = xx Vk € {7, 5},

Vi xi| |cost —sinf| |x;

Y; T ~ |sin®  cosf T '

Die Matrix G(i, 7, 9) ist orthogonal (G(i, j,0)"! = G(i,7, —0) = G(i,5,0)").
Gegeben: 1,7, Ti, T ([337;,33]'] # [0,0])

Gesucht: 0 mit [cosf —sinf ][] — [¢],

sin@ cos@

= G(6)

Losung:
cosf = L : sinf) = ——=J mit
A /x% + x? a:? + 33?
cos —sind| |z;| |\/7F + 7
sinff  cos@ X j 0
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Die Konstruktion einer QR-Zerlegung von A durch Givens-Rotationen ist
jetzt offensichtlich.
Die Reihenfolge, in der Elemente von A ‘wegrotiert’ werden:

* ok
Xk
5 x

§

= N W ¥

Aufwand: l.a. doppelt so hoch wie bei Householder-Transformationen
(eine QR-Zerlegung durch Householder-Transformationen erfordert 2n?m—
n? /3 Gleitpunktoperationen). Besitzt A aber bereits viele Nulleintrdge un-
terhalb der Hauptdiagonalen, dann ist eine QR-Zerlegung mit Hilfe von
Givens-Rotationen kostengunstiger.
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5.5 Die Kondition des linearen Ausgleichsproblems

Satz 5.12. Die Matrix A € R™*", m > n, besitze vollen Rang n.
x* und * seien die L sungen der beiden Ausgleichsprobleme ||b— Ax||s —
mingecrn bZW. ||b — Ax||s — mingcrn. ES S€I

o ma J A= All2 bl | 1
IAllz - [lBll2 conds(A)

(diese Vioraussetzung garantiert die Eindeutigkeit von x*). Dann gilt

2conds (A)
cos(6)

+ tan(f)condy(A)?.

< ek —|—O( ) mit K, g :=

Der Winkel 6 € [0, /2] ist definiert durch sin(0) = ||b — Ax*||2/]|b]|2.
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Interpretation: Ist 6 = 0 (oder sehr klein), d.h. der Kleinste-Quadrate-
Fehler ||b — Ax*||5 ist sehr klein (im Verhaltnis zu ||b||2), dann ist — wegen
cos(f) =~ 1 und tan(f) ~ 0 — ks ~ 2condy(A).

Ist & weder sehr klein noch nahe bei 7/2 (z.B. § = w/4), dann ist die
Konditionszahl g sehr viel groBer: Sie verhalt sich ungefahr wie conds(A4)?
(kLs = 2conda(A) + condy(A)? fUr 6 = 7/4).

Ist schlie3lich § ~ =/2, d.h. * ~ 0, so ist kg praktisch unbeschrankt
(tan(f) — oo fur § — 7/2). Im Grenzfall 8 = 7 /2 ist * = 0 und (fast) jede
beliebig kleine Storung von A bzw. b fuhrt auf £* # 0 und damit zu einem
‘unendlichen’ relativen Fehler.
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5.6 Anwendungen der Ausgleichsrechnung

Hauptanwendung ist das Anpassen (Eichen, Kalibrieren) eines Modells
y = ®(z, )
an einen Datensatz {(z;,y;)}7~, (engl. data fitting):

y; ~ ®(z;, o), j=1,....,m.

Hierbei sind
x : unabhangige Variable (z.B. Ort, Zeit etc.),
y : abhangige Variable,
a = (ai,...,qy) : ein oder mehrere zu bestimmende Parameter.

Typischerweise ist y beobachtbar, die «; jedoch nicht, bzw. nur indirekt
tber y.
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Hangt das Modell ® linear von den Parametern « ab, d.h. ist
(I)(LU, a) = o191 (ZL’) T angbn(fb)

mit gegebenen Regressionsfunktionen {¢;}7_,, so spricht man von einer
linearen Ausgleichsaufgabe.

Die Forderung

%
Z ly; — @(z;, )" — min

fahrt auf das lineare Ausglelchsproblem (LS) mit

¢1($1) ¢n(961) Y1 aq

_le (xm) e ¢n(xm) ym_ _an_
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5.6.1 Beispiel: Ausgleichspolynome

Die folgende Tabelle zeigt die Bevolkerungsentwicklung in den U.S.A.

1900 1910 1920 1930 1940
75.995 | 91972 | 105.711 | 123.203 | 131.669

1950 1960 1970 1980 1990
150.697 | 179.323 | 203.212 | 226.505 | 249.633

(Angaben in Millionen Einwohner).

Wir wollen hieraus eine Vorhersage fur die Anzahl der Einwohner im Jahr
2000 bestimmen und werten hierzu das Interpolationspolynom pgy vom
Grad 9 durch die 10 Datenpaare an der Stelle 2000 aus. Wir erhalten

po(2000) = 227.459 (?1).
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Interpolationspolynom Grad 9

400

350

300

250

200

150

U. S. Bevoelkerung [Millionen]

100

50

O Zensusdaten

o Prognose durch Extrapol\ation

0
1900

1920

1940 1960 1980

2000

Extrapolationen, die auf Polynomen hohen Grades beruhen, sind riskant!
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Bei Ausgleichspolynomen ist das Modell ®(x, a) ein Polynom in x mit Koef-
fizienten ;. Nimmt man die Monome {z7}"_, als Regressionsfunktionen,
SO ist

Oz, ) =pnp(x) =g+ a1z + -+ a,z".

Das Ausgleichspolynom p,, vom Grad n ist somit durch die Forderung

m
Z|y] pn(z;)]? = min Z\y] 1 q € Py,

bestimmt. Dabei bezeichnen {(z;,y;)}"., die gegebenen Datenpaare.

FUr unser Beispiel ergibt sich flr p; und p, sowie die zugehorigen Progno-
sen
p1(2000) = 259.771  bzw. p2(2000) = 280.167.
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400 . . .

o Zensusdaten
Ausgleichsgerade

350 — Ausgleichsparal]
O _ Zensus 2000 W

)
o2

D
=
—

U. S. Bevoelkerung [Millionen]

50

0 | | | | |
1900 1920 1940 1960 1980 2000
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Problem. ,Lege" durch (m + 1) Punkte {(z;,y;)}!", ein Polynom
pn(T) =g+ a1+ -+ ayx” € Py,

wobei n < m (m + 1 Bedingungen flr n + 1 Koeffizienten).

Ansatz:
g + 1Ty + 0425133 + - apxTy = Yo
g + o1y + &2$% + - apxl = Y1
ag + oz, + 04296727% + ATy, = Ym

oder kUrzer
Aa =y
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mit der (rechteckigen) Vandermonde-Matrix

1 =z x5 - b
2 e o o n
A 1z o7 X C R DX(nt1)
1z x2 Ty,
A besitzt Rang n + 1, wenn zg, x4, ...,x, verschieden sind. Dann ist

das Ausgleichspolynom eindeutig bestimmt. Seine Koeffizienten sind die
LOsung des linearen Ausgleichsproblems ||Aa — y||2 — ming.

Beachte: Ist m = n, so ist A quadratisch und invertierbar. Das Polynom p,,
interpoliert in diesem Fall samtliche Punkte (xz;, y;).
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Einfache Spezialfalle:

n = 0: (konstantes Polynom)

. R
= mit = — ;.
po(ZU) &7y Q) m 1 ;y
n = 1: (Ausgleichsgerade) p1(z) = ag + a1«
mit ) o )
- - 2
o POE A DL N IR
_ L =0 i=0 i=0
D m m
a1 — r; m-+1 szyz
n 1 =0 4 L 2=0 -
und
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5.6.2 Statistischer Zugang

Eine gebrauchliche statistische Formulierung der linearen Ausgleichsrech-
nung schreibt anstelle von
b~ Ax

zunachst
b=Ax + & (5.1)

mit einem Zufallsvekior £ = &(w) € R™ (lineares Modell), womit auch
der Beobachtungsvektor zu einer Zufallsvariablen b = b(w) wird. Ein

gemessener Zahlenvektor b wird somit als Realisierung (eine von vielen
moglichen) dieses Zufallsvektors angesehen.

Die gegebenen Regressionsfunktionen (und damit A) sowie die zu schatzen-
den Parameter x bleiben deterministische (nicht zufallsbehaftete) Gro3en.

Durch geeignete Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung von & lassen sich
so statistische Annahmen Uber z.B. Messfehler bei der Beobachtung von b
in das Modell einbringen.
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Ublich: E [¢] = 0 (Erwartungswert Null), und somit
E[b] — E [Ax] + E [¢] = Az,

d.h. die Messfehler ,mitteln sich von Versuchsreihe zu Versuchsreihe aus”.

Die Kovarianzmatrix C = C¢ von € = [£1, ..., &, ist definiert durch
c—El€-ElehE-EE)T) —E[ee”] - [El6e)|  ermem
i,j=1

Wir gehen zunachst von dem einfachen Fall eines unkorrelierten (E [£;£;] =
0 far ¢ # 7) und homoskedastischen Zufallsvektors, d.h. dass alle Kompo-
nenten dieselbe Varianz E [¢?] = o2 fir alle i besitzen. Insbesondere ist in
diesem Fall die Kovarianzmatrix gegeben durch C' = o°1.

Wir bezeichnen die Varianz E |(¢ — E [¢])?] einer Zufallsvariablen ¢ mit
Var[¢] und die Kovarianz eines Zufallsvektors & mit Cov|[¢].

5.6 Anwendungen der Ausgleichsrechnung TU Chemnitz, Sommersemester 2013



Numerik 251

Folgendes Resultat liefert eine statistische Untermauernung der Methode
der kleinsten Quadrate.

Definition 5.13. Eine Funktion x = s(b) des Zufallsvektors b hei3t erwar-
tungstreuer Schatzer fur x falls E |[&] = x. Eine lineare Funktion s(b) = Sb,
S € R™*™  hei3t linearer Schatzer.

Definition 5.14. Ein Schatzer x heil3t optimal, wenn seine Varianz minimal
ISt.

Satz 5.15 (GauB3-Markov-Theorem, [Gau3, 1821]). Unter allen erwartungs-
treuen linearen Schéatzern fir den Vektor x beim linearen Modell (5.1) ist
derjenige optimal, der die Euklid-Norm des Datenfehlers ||b — Ax||5 mini-
miert, also die kleinste-Quadrate-Losung.
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Beispiel: globale Temperaturanomalie?
0.6 T
o
O_4k . . . . . . % — L] L]
° 0 e Abweichung mittlere globa-
o .
oz} °"%°o ] le Temperatur vom Mittelwert
O L]
s > 08, zwischen 1961 und 1990.
g or o B jof o0 °Q 1
Q o® ®°O° .
g o 088 o ° @0 e Lineares Modell:
S 0.2 ° ® o0 iy
E" %O a OOO mo OO&O OO
oaf o 08 B g, O « (t, ) = ag + a1 (t — to),
%0 ® o,®0
-0.6[ , : ) , ~ ~ : 1
a — (Cko,Ckl), to = 1850.

-0.8
1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020
Zeit [Jahre]

aQuelle: Bert W. Rust. Fitting Nature’s Basic Functions Part |: Polynomials and Linear Least
Squares. Computing in Science and Engineering. Sept./Oct. 2001 pp. 84—89.
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0.6 T

041

0.21-

e Ausgleichsgerade:

ap = —0.5234,
ap = 0.0045.

Temperaturanomalie P C]
S
N
T

_08 | | | | | | |
1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020
Zeit [Jahre]
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04 T T T T T T T T

0.2 , : : : : .

0.1

0.4 I I I I I I I I
1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Residuum: Abweichungen um Null erscheinen nicht zufallig.
Unzulangliches Modell?
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0.6

O(t, ) =

0.4r

0.2

Temperaturanomalie [ C]

-0.8 1 1 1 1 1
1840 1860 1880 1900 1920 1940
Zeit [Jahre]

1
1960

1
1980

1
2000

2020

e Residuum scheint 4 relative Extrema aufzuweisen.

e Zweiter Versuch: Ausgleichspolynom vom Grad 5:

5
Z Oéj (t — to)j
7=0

0.4

0.3

0.2

Temperaturanomalie [ C]
o

o "y
——
—

P —
I —
——————
R ——— -
 E——
[
—
I —
—
=
—
I —
—
| E—

|

_03 L L L
1840 1860 1880 1900

| | | | |
1920 1940 1960 1980 2000 2020
Zeit [Jahre]
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