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9. Übung - Matrixfunktionen

Aufgabe 1

Es sei A ∈ Cn×n. Beweisen Sie:

1. Es gibt ein eindeutiges, monisches Polynom mA minimalen Grades mit mA(A) = O, das
Minimalpolynom von A.

2. Ist p 6= 0 ein beliebiges Polynom mit p(A) = O, so ist mA ein Teiler dieses Polynom. Insbe-
sondere teilt mA das charakteristische Polynom von A und jede Nullstelle von mA ist daher
Eigenwert der Matrix A.

3. Das Minimalypolynom von A kann aus dessen Jordanscher Normalform abgelesen werden:
Sind λµ, µ = 1, 2, . . . , k die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A und ist nµ die Di-
mension des größten Jordan-Blocks, der zu λµ gehört, dann folgt:

mA(z) =
k∏

µ=1

(z − λmu)nµ .

4. Sei A = [ai,j ] eine obere Hessenberg-Matrix, bei der die Einträge in der unteren Nebendiago-
nalen alle von Null verschieden sind, dann gilt mA(z) = det(zI − A). (Man sagt, eine solche
Matrix ist nicht derogatorisch).

Aufgabe 2

Es sei A ∈ Cn×n mit Minimalpolynom

mA(z) =
k∏

µ=1

(z − λmu)nµ

und f sei eine Funktion, so dass f(A) definiert ist. Warum teilt das Minimalpolynommf(A) von f(A)
das Polynom

p(z) =

k∏
µ=1

(z − f(λµ))nµ?

Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass mf(A) u.U. ein echter Teiler von p ist.
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Aufgabe 3

Zeigen Sie für η 6= λ die Identität

(ηIn − Jn(λ))−1 =



1
η−λ

1
(η−λ)2 · · · 1

(η−λ)n−1
1

(η−λ)n
1

η−λ · · · 1
(η−λ)n−2

1
(η−λ)n−1

. . .
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...
1
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1

(η−λ)2
1
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Aufgabe 4

Sei B ∈ Rn×n mit ||B|| < 1. Zeigen Sie, dass (I +B)−1 existiert und die Abschätzung

1

1 + ||B||
≤ ||(I +B)−1|| ≤ 1

1− ||B||

gilt.

Aufgabe 5

Seien A, Ã ∈ Rn×n und A invertierbar. Ferner gelte ||A−1|| ≤ β, ||A− Ã|| ≤ α und αβ < 1.

Zeigen Sie, dass dann auch Ã invertierbar ist und

||Ã−1|| ≤ 1

1− αβ
||A−1|| sowie ||A−1 − Ã−1|| ≤ β2

1− αβ
||A− Ã||

gilt.

Aufgabe 6

Sei A ∈ Rn×n invertierbar. Was kann man über eine Umgebung von A aussagen ?

Aufgabe 7

Wir betrachten eine diagonalisierbare Matrix A ∈ Cn×n und eine Störung δA ∈ Cn×n.

Zeigen Sie, dass jeder Eigenwert η im Spektrum von A+ δA höchstens den Abstand

min
λiEWvonA

|η − λi| ≤ ||S−1δAS|| ≤ κ(S)||δA||

mit Konditionszahl κ(S) und S = [v1, · · · vn] EV von A.

Welche Besonderheit ergibt sich im Falle A = A∗ ?.
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