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8. Ubung - Das CG-Verfahren

Aufgabe 1
Es seien
2 -1
-1 2 -1
A = tridiag(—12,—1) = e R™*™
-1 2 -1
-1 2
und b = (1,...,1)T € R™ gegeben. Nach wie vielen Schritten bricht ein Krylovverfahren zur Lésung

von Az = b mit Startvektor 2y = 0 ab? Beantworten Sie dazu die beiden folgenden Fragen.

1. Angenommen, b ist eine Linearkombination aus k verschiedenen Eigenvektoren von A. Nach
wie vielen Schritten hat ein Krylovverfahren mit Startvektor &y = 0 dann die Lésung von
Az = b gefunden?

2. Wie lasst sich das oben geannte b durch Eigenvektoren von A darstellen?

Aufgabe 2
Es sei A € R™ "™ eine symmetrische, positiv definite Matrix, b € R” sowie f : R™ — R geben durch

1
f(z) = ngAa: —z'b.

1. Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f.

2. Begriinden Sie damit, dass das CG-Verfahren auch als Optimierungsverfahren flir Funktionen
wie f angesehen werden kann.

3. Zeigen Sie nun, dass sich in jedem Schritt des CG-Verfahrens der Funktionswert f(x,,) ver-
ringert.

Aufgabe 3

Beweisen Sie, dass fir den Richtungsvektor p,, im m-ten Schritt des CG-Verfahrens die folgende
Darstellung gilt
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Nutzen und zeigen Sie dazu, dass

( > 0, I1<j<m
T'm, Dj) =
i [rj-all®, m+1<j<L
Aufgabe 4
Es sei -~ -

2 -1

-1 2 -1

-1 2 -1

- _1 2_

und

A=TRQL QL +1,3TRQL,+1,1,T.
Wir wollen den Vorteil des (vorkonditionierten) CG-Verfahrens gegenlber den direkten Lésern an-
hand des Systems Az = bmitb = (1,...,1)" € R"’ untersuchen.

1. Machen Sie sich mit der MATLAB-Funktion pcg vertraut.

2. Lassen Sie n = 10, 20, ..., 70 laufen und messen Sie die Rechenzeiten, die
x = A\b;
und die
x = pcg(A,b,1e-10);

in MATLAB ben6tigt und stellen Sie diese in einer doppelt-logarithmischen Grafik dar. Fihren
Sie dazu mehrere Durchgange aus und bilden Sie den Mittelwert. Betrachten Sie ebenfalls
den Fehler der vom CG-Verfahren berechneten Lsung bzgl. der direkten Lésung.

3. Wir verwenden nun einen ersten Vorkonditionierer fir das CG-Verfahren, den Jacobi-
Vorkonditionierer M = diag(A). Lassen Sie

[x, flag, relres, iter] = pcg(A,b,1e-10, [1, M);

in MATLAB laufen fir n = 10, 20, . .., 70 und betrachten Sie erneut die Rechenzeit, den Fehler
zur direkten Lésung sowie die Anzahl der Iterationen im Vergleich zum CG-Verfahren.

4. Nun benutzen wir einen zweiten Vorkonditionierer, die unvollstindige Cholesky-Zerlegung,
welche in MATLAB firr dinne Matrizen mittels L = ichol(A) berechnet werden kann. Fiihren
Sie

[x, flag, relres, iter] = pcg(A,b,1e-10, [], L,L°);
fir n = 10,20, ...,70 aus und vergleichen Sie nun Rechenzeit, Fehler zur direkten Lésung
und Anzahl der Iterationen mit dem normalen CG-Verfahren.



