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5. Übung - Krylov- und Hessenbergmatrizen

Aufgabe 1

Für A ∈ Cn×n und 0 6= r ∈ Cn sowie m ∈ N definieren wir die Krylov-Matrix

Km(A, r) = [r , Ar , . . . , Am−1r ] ∈ Cn×m.

Ferner sei für ein monisches Polynom p ∈ Pm(C) vom Grad m,

p(z)π0 + π1z + . . .+ πm−1z
m−1 + zm,

die zugehörige Begleitmatrix Fp ∈ Cm×m gegeben durch

Fp :=



0 −π0
1 0 −π1

1 0 −π2
. . . . . . · · ·

1 0 −πm−2

1 −πm−1


1. Begründen Sie, dass für den Abbruchindex der Krylovfolge Amr gilt

d(A, r) = max{rang(Km(A, r)) : m ∈ N}.

2. Beweisen Sie induktiv, dass das charakterisische Polynom von Fp ∈ Cm×m gerade das Poly-
nom p ist.

3. Es bezeichne a(z) = det(zIn − A) das charakteristische Polynom der Matrix A. Zeigen Sie
die Beziehung

AKn(A, r) = Kn(A, r)Fa.

Aufgabe 2

Sei A ∈ Cn×n und {w1, . . . ,wd} eine geschachtelte Basis von Kd(A, r), d.h., für alle m ≤ d =
d(A, r) ist {w1, . . . ,wm} eine Basis vonKm(A, r). Ferner bezeichneWm = [w1, . . . ,wm] ∈ Cn×m.

1. Begründen Sie, dass eine obere Hessenberg-Matrix Hd = [hi,j ] ∈ Cd×d existiert, so dass

AWm =Wm+1Hm+, m = 1 . . . , d.

Dabei bezeichne Hm+ = Hd(1 : m+ 1, 1 : m) und wir setzen Wd+1 =Wd und Hd+ = Hd.
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2. Beweisen Sie, dass für p ∈ Pm(C) gilt

p(A)r = γ Wm+1 p(Hm+1)e
(m+1)
1 ,

wobei γw1 = r und e
(m+1)
1 = [1, 0, . . . , 0] ∈ Cm+1.

3. Offensichtlich ist {r , Ar , . . . , Ad−1r} eine geschachtelte Basis von Kd(A, r). Bestimmen Sie
die zugehörige Hessenberg-Matrix Hd.
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