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4. Ubung - Projektionen und Krylovraume

Aufgabe 1

Beweisen Sie Lemma 2.20 der Vorlesung (Invarianzeigenschaft der Krylovraume).

Aufgabe 2
1. Es seien zy,..., xys Eigenvektoren einer Matrix A € C™*" zu paarweise verschiedenen Ei-
genwerten A1,..., Ay € C\ {0}. Ferner sei v = fix; + ... + By mit §; # 0 fir alle
j=1,..., M.

Zeigen Sie, dass dann fiir den Abbruchindex der Krylov-Folge A™wv gilt d(A, v) = M.
2. Es sei A € C"*™ invertierbar und v € C" \ {0}. Zeigen Sie, dass dann

d=d(A,v)=min{m: A v € K,,(A,v)}.

Aufgabe 3
Es seien P, = Pr, s, und P, = Pg, s, Projektionen im C".
1. Zeigen Sie:
PP,=0 = TRiNR2={0},
und, falls P, und P» orthogonal sind, so gilt
PP,=0 <= RiNRy={0}.
Geben Sie auch ein Gegenbeispiel fur die Rickrichtung im nicht-orthogonalen Fall an.

2. Zeigen Sie: Q = P; + P, ist eine Projektion genau dann, wenn PP, = PP = 0.
Geben Sie in diesem Fall auch Bild und Kern von () an und untersuchen Sie anhand dieser,
ob @ orthogonal ist, wenn es P; und P, sind.

3. Zeigen Sie: Gilt P, P, = P, Py, so ist () = P, P, eine Projektion.
Bestimmen Sie unter dieser Voraussetzung wieder das Bild und den Kern von @ und argu-
mentieren Sie, dass () orthogonal ist, falls dies auch auf P, und P, zutrifft.

4. Zeigen Sie nun die Beziehung aus der Vorlesung
Py, =Py, - Py,

wobei V; = span{v;}+, Wy, = {v1,..., v} und {v1,...,v,} eine Orthonormalbasis (von
Km(A, b)) sind.

Erklaren Sie damit die Aquivalenz des Arnoldi-Verfahrens und des modifizierten Arnoldi-
Verfahrens in exakter Arithmetik.



