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3. Übung - Projektionen

Aufgabe 1

Geben Sie jeweils die idempotente Matrix PR,S zur Projektion auf R orthogonal zu S an:

1. R = span{(1, 0)>} und S = span{(1, 1)>},

2. R = span{(1, 2)>} = S.

Aufgabe 2

Es sei u ∈ Rn mit ‖u‖ = 1 und P = uu> sowie Q = In − uu>.

1. Bestimmen Sie Bild und Kern von P und Q und zeigen Sie, dass beide Orthogonalprojektionen
sind.

2. Zeigen Sie, dass rangP = 1 und rangQ = n− 1 und bestimmen Sie alle Eigenwerte und die
zugehörigen Eigenunterräume von P und Q.

Aufgabe 3

Es seien R und S⊥ nicht-leere, komplementäre Unterräume des Cn. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen über Projektionen.

1. In − PR,S = PS⊥,R⊥ .

2. P>R,S ist eine Projektion.

3. Jede Projektion P = PR,S ist diagonalisierbar, d.h., es existiert eine reguläre Matrix T ∈
Cn×n, so dass TPT−1 eine Diagonalmatrix ist.
Zu welcher Diagonalmatrix ist P änhlich?

4. Für jede Projektion PR,S ist ‖PR,S‖ ≥ 1. Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn PR,S eine
Orthogonalprojektion ist.

5. Eine Projektion PR,S ist genau dann symmetrisch – d.h., selbstadjungiert bzgl. eines zugrun-
deliegenden Innenproduktes – wenn sie eine Orthogonalprojektion ist.
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