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1. Übung

Aufgabe 1

Eine Permutation π von n Objekten ist eine bijektive Abbildung von {1, . . . , n} auf {1, . . . , n}. Wir
schreiben auch π = [π(1) π(2) . . . π(n)]. Die Permutationen bilden bzgl. der Komposition (π ◦
σ)(j) := π(σ(j)) eine Gruppe der Ordnung n! – die sogenannte symmetrische Gruppe Sn. Die zu
π ∈ Sn inverse Permutation wird mit π−1 bezeichnet. Durch π ∈ Sn wird eine Permutationsmatrix
Pπ = [pij ]

n
i,j=1 ∈ Rn×n definiert:

pij :=

{
1, falls j = π(i),

0, sonst,

also pij = δπ(i),j , wobei δ das Kronecker-Symbol bezeichne.

Zeigen Sie:

1. Für x = (x1, . . . , xn)
> ∈ Cn gilt

Pπx =

xπ(1)...
xπ(n)

 und x>Pπ =
(
xπ−1(1), . . . , xπ−1(n)

)

2. Die Abbildung

Sn 3 π 7→ Pπ ∈ Sn×n := { alle n× n Permutationsmatrizen }

ist ein Antihomomorphismus bzgl. der Operation ◦ in Sn und der Matrixmultiplikation in Sn×n,
d.h., Pπ◦σ = PσPπ. Schlußfolgern Sie daraus, dass P−1π = Pπ−1 .

3. Es gilt Pπ−1 = P>π . Permutationsmatrizen sind also orthogonale Matrizen.

4. Ist A = [aij ]
n
i,j=1 ∈ Cn×n mit i-ter Zeile A(i, :) und j-ter Spalte A(:, j), dann lautet die i-te Zei-

le von PπA eben A(π(i), :) und die j-Spalte von AP>π ist die Spalte A(:, π(j)). Insbesondere
gilt PπAP>π = [aπ(i)π(j)]

n
i,j=1.

Aufgabe 2

1. Zeigen Sie, dass eine Matrix A = [aij ] ∈ Cn×n genau dann irreduzibel ist, wenn es für jede
beliebige Zerlegung Zn = I ∪ J von Zn = {1, . . . , n} mit I,J 6= ∅ und I ∩ J = ∅, einen
Eintrag aij 6= 0 von A gibt mit i ∈ I, j ∈ J .
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2. Beweisen Sie mit Hilfe von Teilaufgabe (a) das Lemma 1.6 (Charakterisierung irreduzibler
Matrizen) der Vorlesung.

Aufgabe 3

Für k ∈ N0 sei sk(z) =
∑k

j=0
zj

j! die k-te Partialsumme der Exponentialreihe. Wir definieren die
(k + 1)-te ϕ-Funktion durch

ϕk+1(z) :=
ez − sk(z)
zk+1

und setzen ϕ0(z) = ez. Zeigen Sie:

1. ϕk ist ein ganze Funktion mit Taylorreihe ϕk(z) =
∑∞

j=k
zj−k

j! .

2. Die ϕ-Funktionen genügen der Rekursion

ϕk+1(z) =
ϕk(z)− 1

k!

z
, k ∈ N0.

3. Es gilt

ϕk(z) =
1

(k − 1)!

∫ 1

0
e(1−t)ztk−1 dt, k ∈ N.

4. Für reelle z gilt ϕk(z) > ϕk+1(z) > 0 für k ∈ N.

Aufgabe 4

1. Es sei A ∈ Cn×n und k ∈ Z sowie

f(t) :=
∞∑
j=0

ajt
jAj+k,

wobei für t ∈ I mit I als offener Teilmenge von R gelte

∞∑
j=0

(1 + j)|aj | |t|j‖A‖j+k <∞.

Zeigen Sie, dass dann gilt

f ′(t) =
∞∑
j=1

jajt
j−1Aj+k, t ∈ I.

2. Beweisen Sie mittels der Aussage aus Teilaufgabe (a) das Korollar 1.9 der Vorlesung.
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