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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Vorbemerkungen

Nach dem Satz von Abel-Ruffini sind Polynomgleichungen ab Grad 5 nicht durch
Wourzelziehen I6sbar. Die Nullstellen des Polynoms

p(2) =2" +an_ 12" - Farz+ag

sind die Eigenwerte seiner Frobenius-Begleitmatrix

0 —ag
1 0 —ai
A= L | e,
1 0 —Aan—2
1 —0n-1

Ein Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten mit endlich vielen Schritten wiirde
somit zu einer ,Formel" fiir die Nullstellen eines Polynomes fiihren.

Das in diesem Kapitel betrachtete Verfahren, die QR-Iteration, berechnet die
Schur-Zerlegung einer n x n Matrix in O(n?®) Operationen.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Vorbemerkungen

o  Direkte" Verfahren zur Berechnung der Eigenwerte einer Matrix A € C™**"
beruhen darauf, die Matrix schrittweise in eine Form zu iiberfuihren, an der
man die Eigenwerte ablesen kann.

e Da Ahnlichkeitstransformationen die Eigenwerte unverindert lassen, kommen
diese hierfiir in Frage.

o Ahnlichkeitstransformation auf Diagonalform ist nur fiir diagonalisierbare
Matrizen moglich.

e Unitdre Transformation auf Diagonalform (attraktiver, weil numerisch stabi-
ler) ist im Allgemeinen nur fiir normale Matrizen mdglich.

Satz 6.1 (Schur-Zerlegung)

Jede Matrix A € C™ ™ |3Bt sich durch unitire Ahnlichkeitstransformation in
obere Dreiecksgestalt iiberfiihren, d. h. es existieren eine unitdre Matrix U sowie
eine obere Dreiecksmatrix T mit

A=UTU" bzw. U"AU =T  (Schur-Form).
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Vorbemerkungen

Ist eine Schur-Zerlegung UM AU = T vorhanden und gilt Tz = Az, so ist Uz

Eigenvektor von A zum Eigenwert . Es geniigt also, Eigenvektoren von T zu
bestimmen.

Ist X\ = t, ; einfacher Eigenwert von T so gilt (T'— AI)z = 0, oder

T — XM Ty T3 T (Ti1 — M)z + Thoxo + Thzas
0= OT 0 T23 To| = T23$3
o 0 T33 - I3 (T33 — /\I)a:3

Da ) einfach ist, sind Ty1 — AI und T53 — AT invertierbar.

Insbesondere folgt aus (T33 — AI)as = 0 auch x3 = 0 und somit
(T11 — M)z = —T1ous.

Setzt man x5 = 1, so ergibt sich

—(Ty1 — M) 1Ty
T = 1
0
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Vorbemerkungen

e Das QR-Verfahren besteht prinzipiell aus einer (geschickt gewahlten) Folge
unitidrer Ahnlichkeitstransformationen, die A immer niher an Schur-Form
bringen.

e Man kann den Rechenaufwand fiir diese Transformationen reduzieren, in-
dem man A zunichst (ebenfalls unitar dhnlich) auf obere Hessenberg-Gestalt
bringt. Der Aufwand hierfiir betrigt O(n?) Rechenoperationen.

e Fiir unitire Ahnlichkeitstransformation angewandt auf Hessenberg-Matrizen
betrigt der Aufwand O(n?) Operationen.

o Im Allgemeinen konvergiert das QR-Verfahren dann in O(n) Schritten, wor-
aus sich ein Gesamtaufwand von O(n?) ergibt.
(Ohne Hessenberg-Reduktion O(n*).)

e Auch das QR-Verfahren schaffte es in die Liste der zehn wichtigsten numeri-
schen Algorithmen des 20. Jahrhunderts.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Reduktion auf Hessenberg-Gestalt

Eine Matrix A = [a; ;] € C"*™ heift obere Hessenberg-Matrix, falls
a;; =0 fallsi > j+ 1.

Im 5 x 5-Beispiel:
(x bezeichnet beliebige Eintrage, i.A. # 0)

S O O X X
S O X X X
o X X X X
X X X X X
X X X X X

Zur jeder Matrix A € C™*™ existiert eine unitare Matrix U € C™*" sodass
UM AU = H obere Hessenberg-Matrix ist.

Die unitdre Transformation auf obere Hessenberg-Gestalt ist in endlich vielen
Schritten maglich (s.u.). Der Schritt zur Schur-Form, d.h. die Elimination der ver-
bleibenden unteren Nebendiagonalen mittels unitdrer Transformationen, ist jedoch
ein iterativer, i.A. unendlicher Prozess.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Reduktion auf Hessenberg-Gestalt

Algorithmus 14: Transformation auf Hessenberg-Gestalt.
Gegeben: A € C"*",
1 fork=1ton—2do
[v, ] < house(A(k +1:n,k))
Alk+1:nk:n)+ (I —Bvv)A(k+1:n,k:n)
A(l:nk+1:n) < A(l:n,k+1:n)(I — Bvv")

&~ W N

Dabei liefert die Funktion [v, ] = house(x) zu & € C™ einen Vektor v € C", den
sog. Householder-Vektor, mit v; = 1 sowie 3 € R sodass

P=1—pBvv" unitir und Pz = ||:v|\2|x—1|el.
1

Dieser Algorithmus erfordert 10n3/3 Flops, 4n®/3 zusitzliche Flops falls U expli-
zit benétigt wird.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Reduktion auf Hessenberg-Gestalt

Wir zeigen das Vorgehen der Reduktion auf Hessenberg-Gestalt durch Householder-
Transformationen anhand einer beliebigen 6 x 6-Matrix A auf.

Bezeichnet P; € C(n=1x(n=1) gine Householder-Transformation, welche den
Vektor A(2: n,1) auf ein Vielfaches von e; € C"~! abbildet, so ergibt

h, [1 O

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
OO OO X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X

AnschlieBende Multiplikation von rechts mit Py lasst die erste Spalte unverindert,
sodass wir mit 4, := PlHAPl eine zu A unitar dhnliche Matrix erhalten mit
Nullen unterhalb der ersten Nebendiagonalen in der ersten Spalte.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Reduktion auf Hessenberg-Gestalt

Mit der zweiten Spalte verfahren wir analog: bildet die Householder-Matrix P, €
C(n=2)x(n=2) den Vektor A;(3 : n,2) auf ein Vielfaches von e; € C" 2 ab, so
wirkt die unitdre Matrix von links multipliziert

H_ I2 0
Py “{0 P,

nur auf die Zeilen 3 bis n, analog P3 von rechts multipliziert nur auf Spalten 3
bis n, und wir erhalten

Ay = (P1P,)"A(P P,) =

O O O O X X
O O O X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Reduktion auf Hessenberg-Gestalt

In 2 weiteren Schritten mit immer kleineren Householder-Transformationen
erhalten wir

P3

AQ—)A3: Pa

—)A4:

O O O o X X
OO o X X X
S O X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
OO O O X X
O O o X X X
O O X X X X
O X X X X X
X X X X X X
X X X X X X

Die unitdre Transformation auf obere Hessenberg-Gestalt lautet insgesamt

A, =U"AU, U = P,P,P;P,.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Vektoriteration

Der Prototyp aller numerischer Eigenwertverfahren ist die sog. Vektoriteration
nach von Mises, auch Potenzmethode (engl. power method) genannt. Es beruht
auf der Tatsache, dass fiir (nahezu) jeden Vektor g € C™ die Vektorfolge

q,Aq,A%q, A’q, ...

asymptotisch in Richtung eines Eigenvektors von A zum betragsgroRten Eigen-
wert zeigt. In seiner einfachsten Form lautet das Verfahren wie folgt:

Algorithmus 15: Vektoriteration nach von Mises.
Gegeben: A € C"*" q, € C".
1fork=1to... do
2 < Agr—1
@ < 2/ || z2
[, < g5 Agy,

A W N

Wie man sieht, wird, allein schon um Gleitpunktiiber-/unterlauf zu vermeiden, der
Vektor zusatzlich in jedem Schritt normiert.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Vektoriteration

Sei A € C" " und u € C™ \ {0}. Der Ausdruck ||Au — pul|s wird minimiert fiir

u" Au
# =

Fu (Rayleigh-Quotient).

Ferner ist Au — pu | u.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Vektoriteration

Ist A diagonalisierbar mit Eigenwerten
Al > [A2] = > [Anoa] 2 |An]
und einer Basis {v;}7_, aus zugehdrigen Eigenvektoren, so gilt mit Startvektor
q =791+ + YnUn,
fiir die Richtung der lterierten im k-ten Schritt

AFq = Noyyoy + -+ A0,

. Ay k A, k
=Al | v+ N Yov2 -+ N ) e

~ \k
~ /\1’)/1’1)1.

Sofern nur 47 # 0 klingen die iibrigen Komponenten der Iterierten (linear) ab mit
mindestens der Rate [Aa/A1].
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Vektoriteration

Wir betrachten die Matrix (MATLAB-Notation)

1
A = diag(100: —1:1) + 3 triu(ones(100), 1)
mit Eigenwerten
A(A) ={1,2,...,100}.

und wenden die Vektoriteration an mit Startvektoren
e gy = ones(100, 1) bzw.

99
g =3 ;.9
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Vektoriteration

qo = ones(100,1) :
|Age — prarll> £(gr; vioo) [100 — gyl

0 200 400 600 800 1000
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Vektoriteration

Q=v+ -+ vg9: A, — prarlls £(@e, vio0) 100 — p]
£(qy, vog) 199 — pur|

Nl
7/

—-10

10 0 1000 2000 3000 4000 5000
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Inverse Iteration

e Ist man an einem anderen als dem dominanten Eigenpaar interessiert, leistet
die einfache Vektoriteration nicht das Gewlinschte.

e Ist man jedoch bereit, in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem zu 16-
sen, so kann man die Vektoriteration anstatt auf A auf die Matrix

(A—oI)™?

anwenden. Den Parameter o bezeichnet man dabei als Shift (,Verschiebung™).

o Der betragsgrolite Eigenwert der geshifteten Matrix ist gegeben durch

_ A(o) := argmin |\ — o|.
ANo)—o AEA(A)

e Durch geeignete Wahl von o kann man so die Konvergenz der Vektoriterati-
on steuern.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Inverse Iteration

Algorithmus 16: Inverse Iteration.
Gegeben: A € C"*", gy € C", 0 € C\ A(4).
1 fork=1to... do
z— (A—ol) g
@ < 2/ 22
< g5 Agy,

A W N
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

Simultane Iteration

Die Erweiterung der Vektoriteration auf mehrere (orthogonal gehaltene) Vektoren
ist als simultane Iteration (simultaneous/subspace/orthogonal iteration) bekannt.

Algorithmus 17: Simultane Iteration.
Gegeben: A € C"*" Qy € C™*P mit orthonormalen Spal-
ten.
1 fork=1to... do
2 Zk — AQk,1
3 L QR-Zerlegung Z;, = Qi Ry,

Satz 6.4

Sei A € C"*" diagonalisierbar mit A = X AX !, die Betriige der Eigenwerte
von A paarweise verschieden und alle Hauptuntermatrizen von X invertierbar.
Dann konvergiert bei simultaner lteration mit p = n und Startvektor Qo = I
die Folge der Matrizen Ay := Q' AQ). gegen eine obere Dreiecksmatrix, auf de-

ren Hauptdiagonalen die Eigenwerte von A in Reihenfolge abnehmenden Betrags
erscheinen.

W
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

Algorithmus 18: QR-lteration.
Gegeben: A € C"*" Ay := A.
1 fork=0to... do
2 Aj = Qr Ry (QR-Zerlegung)
3 Apy1 — R Q.

Wegen Ak+1 = Rka = Q}: QkRka = Q;:Aka sind Ak+1 und Ak unitar
dhnlich.

Fiir die durch Algorithmus 18 erzeugte Folge {Ak} gilt A, = Q,c AQ),, wobei
Q). die durch simultane Iteration mit Startmatrix Qo = I bezeichnet. Somit
konvergiert Aj gegen obere Dreicksform, sofern die Eigenwerte von A paarweise

verschiedene Betrage besitzen.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

Als nichstes beschleunigen wir die Konvergenz der QR-Iteration durch Einbringen
von Shifts:

Algorithmus 19: QR-lteration mit Shifts.
Gegeben: A € C"*" Ay := A.
1 fork=0to... do

2 Wahle Shift o, nahe an einem Eigenwert von A
3 Ay — oI = Qr Ry, (QR-Zerlegung)
4 Api1 + R Qp + or 1.

Lemma 6.6
Ay, und Ay sind unitdr dhnlich.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

Bemerkung 6.7

1. Ist Ry reguldr, so gilt auch Ay = RkAkR,Zl.
2. lIst oy, ein Eigenwert von Ay, so konvergiert die QR-Iteration in einem
Schritt.

3. Ist o, kein (exakter) Eigenwert, so sehen wir [A11], , dann als konvergiert
an, wenn die restlichen Eintrage der Zeile Ay1(n,1 : n — 1) hinreichend
klein geworden sind.

4. Wahl geeigneter Shifts: Konvergenz gegen Schur-Form beginnt bei Ay(n,n);
genauer: o, = Ag(n,n) fiihrt zu quadratischer Konvergenz von A (n,n)
gegen einen Eigenwert von A.

Bei reeller Matrix A: Konvergenz gegen komplexen Eigenwert maoglich.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

Besitzt A, Hessenberg-Gestalt, so kann man den QR-Schritt
A — ol = QrRy, App1 — RLQp + 0 I

so durchfiihren, dass die Hessenberg-Struktur erhalten bleibt, indem man die QR-
Zerlegung mit Givens-Rotationen durchfiihrt.

Im folgenden 5 x 5-Beispiel wird die obere Dreiecksstruktur nach sukzessiver Mul-
tiplikation mit Givens-Rotationen

Gj,j+17 j:]-a"‘vn_]-?

erreicht:
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

X X X X X X X X X X X X X X X
XXXXX0120XXXXG23OXXXX
0 x X x x| —=2[0 x x x x| =10 0 x x x
0 0 x x X 0 0 x x x 0 0 x x Xx
|10 0 0 x x| |10 0 0 x x| 0 0 0 x X
[x x x x x| [x x x x x|
G340><><><><G450><><><><
>0 0 x x x| —=|0 0 x x X
0 0 0 x x 0 0 0 x x
10 0 0 x x| 10 0 0 0 x|

Fasst man alle n — 1 Givens-Rotationen zusammen als
H . _
Q" = Gn1nGn2pn-1-- Gipo,

so ergibt sich
Q"A=R, oder A=QR.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

Die Matrix @ = Gf';--- G, | ist aufgrund des Besetzungsmusters ihrer Fak-

toren ebenfalls obere Hessenberg-Matrix. (Dies folgt auch aus dem zu A = QR
dquivalenten Ausdruck @ = AR™'))

Demzufolge ist mit Ay auch
A = R Qi + o1

obere Hessenberg-Matrix.

Satz 6.8

Beim QR-Schritt mit einfachem Shift bleibt die obere Hessenberg-Struktur erhal-
ten.

Eine effiziente Implementierung des QR-Verfahrens arbeitet mit impliziten Shifts,
d.h. die QR-Zerlegung der Hessenberg-Matrizen wird implizit als Produkt von
elementaren unitdren Matrizen konstruiert. Hierzu ist eine Tatsache hilfreich, die
als implizites Q-Theorem bekannt ist.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

Definition 6.9

Eine obere Hessenberg-Matrix H = [h; ;];';_; € C™*™ heift unreduziert (engl.
unreduced), falls

hesix 20  VE=1,2,...,n—1.

Ein Eigenwert A € A(A) einer unreduzierten Hessenberg-Matrix A € C"*™
besitzt geometrische Vielfachheit Eins.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-Iteration

Satz 6.11 (Implizites Q-Theorem)
Seien A € C™*™ sowie zwei unitdre Matrizen @ = [q1,...,q,) und V =
[v1,...,v,] gegeben, fiir welche die Matrizen

H=[h;=Q"AQ und G=lg,;]=V"4aV

obere Hessenberg-Gestalt besitzen. Ferner sei k := min{j : hj;1,; = 0} bzw.
k = n falls H unreduziert. Gilt dann v; = qq, so gelten auch

vy =v;q; mit [9;] =1, |hjr150=lgir15l, T=2,....k

Falls & < n, so ist auch gxy1 % = 0.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

Interpretation: Sind
G=V"AV und H=Q"AQ

zwei unreduzierte Hessenberg-Matrizen und besitzen die unitdren Matrizen V
und @ die gleiche erste Spalte, so sind G und H im Wesentlichen gleich, d.h. es
gilt G = D' HD mit einer Diagonalmatrix D = diag(d1,...,9,), [J;] = 1.

Die implizite Berechnung der QR-Schritts Ax+1 = Q}jAk Q. geschieht nun wie
folgt:

(1) Berechne die erste Spalte von @y, (skalares Vielfaches der ersten Spalte von
Ay — o1, ergibt sich also durch Nomierung).

(2) Bestimme restliche Spalten von @ so, dass @y, unitdr und Ay unreduzier-
te obere Hessenberg-Matrix.

Das implizite Q-Theorem stellt dann sicher, dass wir dann A bis auf Faktoren
vom Betrag eins berechnet haben.

Oliver Ernst (NM) Numerische Lineare Algebra Wintersemester 2017 /18 305 / 311



Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

Wir illustrieren den impliziten QR-Schritt an folgendem 5 x 5 Beispiel:
Ay liege in unreduzierter Hessenberg-Gestalt vor.

—S1 (G

X
X
GH = 1 , Gl'AG, = |+
0
0

O O X X X
O X X X X
X X X X X
X X X X X

GH = % , GHA G,

I
oo o X X
o+ X X X
O X X X X
X X X X X
X X X X X
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

X

X

G; = C3 S3 5 G:I;AQG;), =10
—% C3 0
0

o O X X X
+ X X X X
X X X X X
X X X X X

X

X

GH' = ., Gl'AsGqy =10
Cyq S4 0
0

o O X X X
o X X X X
X X X X X
X X X X X

—S4 C4

Diese sukzessive Wahl der Givens-Rotationen nennt man auch bulge chasing, da
die von der ersten orthogonalen Ahnlichkeitstransformation erzeugte ‘Beule’ in
der (3,1)-Position schrittweise entlang der zweiten unteren Nebendiagonalen ‘ge-
scheucht’ wird.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

Insgesamt besitzt nun Q" A Q wieder obere Hessenberg-Gestalt, mit

64 X X X X
$1 X X X X
Q = Gl G2G3G4 = So X X X
s3 X X
S4 X
e Die erste Spalte von @ lautet [c;, 52,0, ...,0]".

Nach dem impliziten Q-Theorem bestimmt diese (bis auf Faktoren vom Be-
trag Eins) die restlichen Spalten von Q.

Wir wihlen nun die erste Spalte von @ als skalares Vielfaches der ersten
Spalte von A — o1, also [a1; — 0, a21,0,...,0]".

Damit ist @ bereits der linke Faktor aus der QR-Zerlegung von A — o 1.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

o Komplexe Arithmetik ist etwa viermal teurer als reelle.

e Daher ware es von Vorteil, fur reelle Matrizen die QR-Iteration auch in reeller
Arithmetik durchzufiihren.

e Man nutzt dabei die Tatsache aus, dass nichtreelle Eigenwerte reeller Matri-
zen als konjugiert-komplexe Paare auftreten.

o Der Doppelshift-Algorithmus von Francis nutzt gleichzeitig die konjugiert-
komplexen Shifts o und &

Agy—ocl = Q1 R,
A =RiQ +oI, dh A =Q]AiQ,
Ay -0l = Q2Rs,
Ay =RyQ:+7I, dh A;=QJAQ:=QIQI A Q1 Q..

Die orthogonalen Matrizen @7, @ kdnnen so gewahlt werden, dass sie (und da-
mit As) reell sind und die erste Spalte von @ Q> leicht zu berechnen ist.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

Zur Wahl von (einfachen und doppelten) Shifts:

Beim einfachen Shift hatten fiir Ay hatten wir 0 = Ag(n,n) gewahlt.

Fiir einen Doppelshift wahlt man o und 7 als die beiden Eigenwerte des
rechten unteren 2-Blocks Ai(n —1:n,n—1:n).

Dieser Block konvergiert dann entweder gegen eine 2 x 2 Diagonalmatrix
oder gegen eine 2 x 2-Matrix deren (konjugiert-komplexe) Eigenwerte auch
Eigenwerte von A sind.

Eigenwerte werden als konvergiert betrachtet sobald a;, ,—1 bzw. ay—1,n—2
hinreichend klein geworden sind.

Man kann zeigen: im Allgemeinen konvergieren diese Eintrdge quadratisch
gegen Null. In der Praxis sind nicht mehr als zwei Iterationen pro Eigenwert
erforderlich.

Es sei erwahnt, dass trotz erfolgreichen Einsatzes dieses Verfahrens seit 60
Jahren noch einige Detailfragen bei der Konvergenzanalyse des QR-Verfahrens
offen bleiben.
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Das QR-Verfahren fiir Eigenwertaufgaben

QR-lteration

Konvergenz der QR-Iteration:
e Unter realistischen Annahmen kann man zeigen, dass das QR-Verfahren qua-
dratisch konvergiert.
e Fiir hermitesche Matrizen erhdht sich diese Konvergenzordnung auf kubisch.

e Das hermitesche QR-Verfahren kann auch zur Berechnung der Singularwert-
zerlegung eingesetzt werden.
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