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Der Begriff Stochastik umfasst die beiden mathematischen Disziplinen \Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik. Grob gesagt:
® Wabhrscheinlichkeitstheorie ist der rationale Umgang mit Unsicherheit und
e Statistik ist die Wissenschaft der Extraktion von Information und Erkenntnis
aus Daten.
Beide benutzen 3hnliche Grundbegriffe und Denkweisen.

® Stochastik wird zur angewandten Mathematik gezahlt, d.h. ihre Techniken
sind motiviert aus Fragestellungen der realen Welt: Risiken bewerten, Lang-
zeitverhalten von zufalligen Phdnomenen, Vorhersage.

® Als , Griindungsurkunde” der Stochastik wird ein Brief Blaise Pascals aus dem
Jahr 1654 an Pierre de Fermat angesehen, in dem er ihm das auf Luca Pa-
cioli zuriickgehendes Teilungsproblem beschreibt, also wie bei einem vorzeitig
abgebrochenen Wiirfelspiel der Gewinneinsatz unter den beiden Spielern fair
zu verteilen sei.

® Zuvor war ca. 1564 das Buch ,Liber de Ludo Aleae” (Buch der Gliicksspiele)
des Universalgelehrten Gerolamo Cardano erschienen, mit Anleitungen zum
Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten.
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® Eine widerspruchsfreie mathematische Axiomatik fiir Wahrscheinlichkeit ge-
lang erst Andrey Kolmogorov 1933.

® Stochastik ist heute ein sehr spannendes Gebiet, weil einerseits der rationale
Umgang mit Unsicherheit lebensnotwendig ist, gleichzeitig die heute verfiig-
bare mathematische Theorie, gepaart mit Rechenleistung und Datenverfiig-
barkeit in nie dagewesenem Umfang, ganz neue Aussagen und Vorhesragen
ermoglichen.
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Stochastik

Ereignisse

® Die mathematischen Objekte, denen wir eine Wahrscheinlichkeit zuordnen
werden, sind Mengen und heien in der Stochastik Ereignisse. Genauer ge-
sagt: sie sind Teilmengen einer Grundmenge ) von Elementareregnissen.

® Einfachstes Beispiel sind die moglichen Ausginge eines Miinzwurfs (Kopf
oder Zahl), welche wir mit © = {0, 1} modellieren.

® Interessanter ist die Augenzahl bei einem Wurf eines Wiirfels. Hier ist
Q=1{1,2,3,4,5,6}.
Elementarereignisse sind dier die Elemente von (2, also 1,2,3,4,5,6..
Ein interessanteres Ereignis wire etwa A = {2,4,6}, was wir umgangssprach-
lich mit ,,Augenzahl gerade” beschreiben kdnnen.

® Um mit Ereignissen rechnen zu kdnnen bendtigen wir Mengenoperationen
wie Vereinigung, Durchschnitt oder Komplementbildung. Eine mathematische
Struktur, die sich hierfiir bestens eignet, ist die einer o-Algebra.
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Stochastik

o-Algebren

Definition 15.1

Sei Q) eine Menge. Ein System 2( von Teilmengen von Q heillt o-Algebra auf 2,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

e e

@ Mit A liegt auch das Komplement A¢:=Q\ A in 2L

@ Gilt Ax € A fiir k € N, so ist auch UgenAy € 2. (U—Additivitét)A
Bemerkungen:

@ Mit A, B € 2 gilt dies also auch fir AU B, AN B, A¢, (AN B)° etc.

® Anwendung der de Morganschen Regeln zeigt: mit der abzahlbar unendlichen
Vereinigung liegt auch der abzidhlbar unendliche Durchschnitt einer Folge von
Mengen aus 21 wieder in 2L.

©® < wird als unmogliches Ereignis,  als sicheres Ereignis bezeichnet.

@ Die Potenzmenge (das System aller Teilmengen) von (), geschrieben 3(£2)
(manchmal auch als 2¢), ist eine o-Algebra auf Q.
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Stochastik

WahrscheinlichkeitsmaRe

Definition 15.2

® Eine Menge 2 zusammen mit einer o-Algebra auf 2 heiit Messraum (€, 20).
O Eine Abbildung u : 2 — [0, co] heiit Mak, falls
0 1(2)=0 N
@ Sind Ay € 2 paarweise disjunkt, so gilt u(UrenAr) = Zu
k=1

® Ist u(2) < oo, so heilt p endliches Mak, und ist u(2) = 1, so heilt u
Wahrscheinlichkeitsmall oder W-MaR.

o

Oft schreibt man P fiir WahrscheinlichkeitsmaRe und nennt (Q,2(, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum.
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Stochastik

Rechenregeln

Sind A, B € 2 und P ein Wahrscheinlichkeitsmal auf 2, so gelten
® P(o)=0.
® ANB=g,soglt P(AUB)=P(A)+ P(B).
©® P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
O ACB = 0<PA)<PB) <L (Isotonie)
0 P(A) =1-P(A). (Wabhrscheinlichkeit des Gegenereignisses)
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Stochastik

Endliche Wahrscheinlichkeitsraume

® |st die Grundmenge endlich, d.h. |©2] < oo, so kann man als o-Algebra 2 die
Potenzmenge 3(£2) wahlen.

® Jedes WahrscheinlichkeitsmaR P auf (€2,2() ist dann charakterisiert durch

P{w}), we, mit Z ({w}) =1.

weN

® Mit den Rechenregeln fiir WahrscheinlichkeitmaRe gilt dann fiir alle A C ©

P(4) =) P({w}).

weA
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Stochastik

Elementare Kombinatorik

Wir unterscheiden Anordnungsprobleme (mit Beachtung der Reihenfolge) und Aus-
wahlprobleme (ohne Beachtung der Reihenfolge). Sei || = n < .

e Anordnung ohne Einschrinkung: Die Menge QF, k € N, der geordneten k-
Tupel von Elementen aus € ist die Menge aller Anordnungen der Lange k, es
gilt |QF| = n*.

Alternative Bezeichnungen: Variationen mit Wiederholung, geordnete Aus-
wahlen von k Elementen mit Zuriicklegen.

® Anordnung verschiedener Elemente: Die Menge aller geordneten k-Tupel von

Elementen aus € bei denen alle Elemente verschieden sind (insbesondere
k < n), besitzt die Michtigkeit

n!

n(n—l)(n—2)~~(n—k+1):m.

Alternative Bezeichnungen: Variationen ohne Wiederholungen, geordnete
Auswahlen von k Elementen aus €2 ohne Zuriicklegen.
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Stochastik

Elementare Kombinatorik

® Permutationen einer Menge: Die Anzahl aller Permutationen (bijektive Abbil-
dungen nach {1,...,n}) der Elemente von Q betrigt n!.

® Auswahl einer Teilmenge: Die Anzahl aller mdglichen Teilmengen bestehend
aus k < n (verschiedenen) Elementen von Q betrigt

n n!
= ——— < < .
(k) Rin—g  CSksn
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Stochastik

Endliche Wahrscheinlichkeitsraume, Kombinatorik

® Gilt |Q] =n < oo, so gilt [ B(Q)] = 2" (oder auch |29] = 2!¢).
® Die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen (0 < k < n) von 2 ist gegeben

durch \
n n!

(-0 e 26

Beispiel: (Urnenmodell mit Zuriicklegen). In einer Urne sind insgesamt N Ku-
geln, W weiRe und S = N — W schwarze. In unserem Zufallsexperiment ziehen
wir unabhangig, nacheinander n Kugeln. Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,

dass wir:
@ n-mal die gleiche Kugel ziehen.
® In den ersten k Ziehungen weile Kugeln ziehen (Ereignis Ay).
© Bei den n Ziigen genau k weife Kugeln ziehen, (Ereignis Ay ).
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Stochastik
ProduktmaR

Satz 15.3
Seien (21,21,P1), ..., (Qn, Ay, Pn) Wahrscheinlichkeitsrdume. Dann heilt

A @ - @, := {kleinste o-Algebra, die die Mengen
Ay x -+ x Ay, Aj €U, enthilt}

die Produkt o-Algebra und es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsmall P auf 2; ®
<o @Ay, mit

P(Al X oo XAn) :Pl(Al)Pn(An) ﬁira//eAj tej,j: 1,...,n.

Wir schreiben P = P, ® - - - ® P,, und nennen dieses MaR Produktmalk.

® Wir haben diese Konstruktion schon gesehen im wichtigen Spezialfall, dass
alle (22,2, P;) gleich sind.

® Im Allgemeinen ist dieser Satz ein tiefes, wichtiges Resultat und folgt aus
dem Fortsetzungssatz von Carathéodory.
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Stochastik

ProduktmaR endlicher Wahrscheinlichkeitsraume

Fiir endliche {€;}7_, ist die Aussage einfach zu beweisen. Grundlage ist folgende
Beobachtung:

Proposition 15.4

Sei || < co. Dann gibt es zu jedem MaR p auf dem Messraum (£2,°B(Q2) genau
eine Abbildung p : Q — [0,1] mit

p({w}) =p) Yo €Q, und  p(A)= Y p(w) VA € B(Q).

weA

Anwendung auf ProduktmaRe: wir definieren p;(w;) := P;({w;}),i=1,...,n
und setzen

p(wh e 7wn> = Pl(wl) T 'Pn(wn)-

Beispiel: (Urnenmodell ohne Zuriicklegen) In unserer Urne sind N Kugeln: S
schwarze und W weiRe. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Ziehungen ge-
nau k Kugeln weil} sind? Dieses Ereignis bezeichnen wir mit B, 1.
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Stochastik

Bedingte Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Beim Waurf eines (fairen) Wiirfels betrachten wir folgende beide Ereignisse:
A = {Augenzahl ungerade}, B = { Augenzahl < 3}.

Welche Wabhrscheinlichkeit besitzen diese?
Andert sich P(A),durch das Wissen, dass B eingetreten ist?

Modellierung mit Wahrscheinlichkeitsraum
Q={1,2,...,6}, A=), PHw})=1/6 firallew e Q.

Dann ist
A=1{1,3,5}, B =1{1,2,3}.

Wir nehmen an, dass B eingetreten ist, und fiihren ein neues Wahrscheinlichkeits-
maR Pg auf (B,(B)) ein: Fiir jede Menge C' C B definieren wir

PB(C) = :%
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Stochastik

Bedingte Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Elementarereignissen w aus Q0 \ B (die ja nicht eingetreten sein kdnnen) weisen wir
die Wahrscheinlichkeit Null zu:

Ps({w}) =0 VweQ\B.

Hiermit kénnen wir P zu einem Wahrscheinlichkeitsmall P(:|B) auf ganz 2 fort-
setzen durch
|C N B

P(C|B) :=P5(CNB) = 5

vC C Q.

Damit ergibt sich nun fiir das Wiirfelbeispiel

s 2
P =fias — s
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Stochastik

Bedingte Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Definition 15.5 (Bedingte Wahrscheinlichkeit von Ereignissen)

Sei (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € 2 mit P(B) > 0. Dann ist fiir
alle A € 2 die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben B definiert durch

P(AN B)

P(A|B) = ———*

Im Fall P(B) = 0 definiert man oft (willkirlich) P(A|B) = 0 fiir alle A.

Proposition 15.6

| A

Ist P(B) > 0, so ist (mit den obigen Bezeichnungen) P(-|B) ein Wahrscheinlich-
keitsmal auf (€2, 21).
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Stochastik

Unabhiangigkeit von Ereignissen

Definition 15.7 (Unabhangigkeit von Ereignissen)

Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse A, B € 2 heien un-
abhangig, falls

P(AnB)=P(A)-P(B).

Bemerkung: Fiir P(B) > 0 gilt offenbar: A, B unabhingig < P(A|B) = P(A).

Proposition 15.8 (Formel der totalen Wahrscheinlichkeit)

Sei (Q, 2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und By, ..., B, eine Zerlegung von 2
mit P(B;) > 0 fiiri =1,...,n. Dann gilt fiir alle A € 2

n

P(A) = Z P(A|B;) P(B;).

i=1

Bemerkung: Die Aussage gilt auch fiir abzdhlbar viele B;,i € N.
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Stochastik

Bayessche Formel

Proposition 15.9 (Bayessche Formel fiir Ereignisse)

Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € 2 und P(A)P(B) > 0. Dann
gilt

P(A|B) - P(B)

P(BI4) = =50

Mit Hilfe der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit ergibt sich sofort folgende
Verallgemeinerung: ist (B;);cn eine Zerlegung von  mit P(B;) > 0 fiir alle ¢ € N,
so gilt

P(A|B;) P(B;)
> jen P(AIB;)) P(B;)’

Diese Formel (Bayes-Formel fiir Zerlegungen) gibt an, wie sich die Wahrschein-
lichkeit fiir alle Ereignisse B; nach Bekanntwerden der Eintretens von Ereignis A
verdndert.

P(B;|A) = i€N.
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Stochastik

Bayessche Formel

Bei einer Leichtathletikveranstaltung seien 50% der Athleten gedopt, 40% der
Athleten positiv getestet und 95% der positiv getesteten seien tatsachlich gedopt.

® Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein gedopter Athlet einen positiven Test?
® . ._einen negativen Test?

Drei Maschinen stellen das gleiche Bauteil her, mit folgenden Ausschussraten:

Anteile M, Ms M;
Produkt 20% | 50% | 30%
Ausschuss | 1% | 4% | 5%

@ Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufillig ausgewahltes
Bauteil Ausschuss ist?

® Ein Bauteil ist Ausschuss. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es
von Maschine 2 stammt?
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Stochastik

Produktraume

Bemerkung: Seien (21,21, Py), (22,23, P2) Wahrscheinlichkeitsrdaume. Dann sind
fiir A; € 2; die Ereignisse A1 x Q5 und Q; x A, unabhingig, denn:

(A1 X Qg) n (Ql X AQ) = A1 X AQ,
P((Al X Qg) n (Ql X AQ)) = P(Al X Ag) = Pl(Al) . PQ(AQ)
= P(Al X Qg) . P(Ql X Ag)
Entsprechendes gilt fiir Produkte von n Wahrscheinlichkeitsraumen. Dabei heiBen

Aq,..., A, unabhidngig, wenn

P(Ai, NN 4,) =[] P(A;) fiir alle {iy,...,ix} C {1,...,n}.
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Stochastik

Spezielle diskrete Verteilungen

e Bernoulli-Verteilung: @ = {0,1}, P({1}) =p, P({0}) =1—p, p € [0,1].
Faire Miinze: p = 1/2.

Wie kann man durch eine leichte Modifikation der Wurfregeln mit einer unfairen
Miinze eine faire simulieren? (Lésung wird John von Neumann zugeschrieben)

® Binomialverteilung: Ausfiihren von n unabhiangigen Bernoulli-Experimenten.
pel0,1],neN, Q={0,1,2,...,n} (# ,positiver’ Ausginge), mit

n _
P(() = ()=
® Hypergeometrische Verteilung: Seien 0 < M < N;n,M,N € Ny und

Q=1{0,1,...,n}. M\ (N—M
P({kn:%

definiert die hypergeometrische Verteilung.
(Kommt aus Urnenmodell ohne zuriicklegen: M weie, N — M schwarze
Kugeln, P({k}) = Wahrscheinlichkeit, dass genau k Kugeln weif)
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Stochastik

Zufallsvariable, Verteilungsfunktion, Verteilung

Definition 15.10

Eine reelle Zufallsvariable ist eine Funktion X : Q@ — R, wobei (2,2, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum ist und X messbar, d.h. fiir jedes Intervall I C R ist

XM ={weQ: X(w)el} e
Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable X ist die reelle Funktion
Fx :R—>R, Fx(t)=P(X<t)=P{weQ: X(w)<t}).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung oder kurz Verteilung von X ist das Wahrschein-
lichkeitsmall Px auf (R, ;) gegeben durch

Px (1) =P(X~(]));

dabei ist B, die Borel o-algebra auf R, die kleinste o-algebra, die alle Intervalle
enthalt.
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Stochastik

Zufallsvariable, Verteilungsfunktion, Verteilung

Beispiele fiir Zufallsvariablen:
@ Gesamtaugenzahl bei dreimal Wiirfeln.
® Gewinn bei Gliickspiel
© Trefferzahl bei n Bernoulli-Experimenten.

Satz 15.11

Ist (2,20, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so definiert das Mal P ein Integral auf
einer geeigneten Menge von Funktionen L'(,2(, P), das durch

/ 1,dP = P(4), Aeq,
Q

die Linearitat, und eine geeignete Stetigkeitseigenschaft eindeutig bestimmt ist.
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Stochastik

Erwartungswert

Definition 15.12
Ist X € L'(Q, %A, P) eine integrierbare Zufallsvariable, so heilt

E[X]:/XdP

der Erwartungswert von X.

Rechenregeln fiir Erwartungswerte: Sei (,2(,P), X,Y € L}(Q,2,P), c € R.
O X+Y el (QAP)und E[X +Y]=E[X]+E[Y].
A cX € L'(Q,2,P) und E[cX] = cE[X].
® X +ceLl'(QAP)und E[X + ] =E[X]+ec.
Dabei bedeuten (die ersten beiden (1) und (2) Regeln die Linearitat des Integrals
und die dritte folgt aus der Beobachtung, dass

Elc]=cE[l]=cE[lg] =cP(Q) =¢

zusammen mit (1) und (2).
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Stochastik

Varianz

Definition 15.13
Ist X € L'(Q,2A, P) und ist zusitzlich X2 € L'(Q, A, P), so heiBt

Var X := E [(X — E[X])?]

die Varianz oder Streuung von X sowie v/Var X die Standardabweichung.

Bemerkung: Besitzen zwei Zufallsvariablen X : Q — R und Y : @’ — R dieselbe
Verteilung, so sind E[X] = E[Y] und Var X = VarY.

Beispiel: Eine Zufallsvariable auf (©2,2(, P) heit Bernoulli-verteilt mit p € [0,1],
falls
PX=0=1-p, P(X=1)=p,

d.h. X nimmt nur die Werte 0 oder 1 an. Es folgt
E[X]=p, VarX=p(l-p).

Beispiel: Binomialverteilte Zufallsvariable: E [X] = np, Var X = np(1 — p).
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Stochastik

Zuffallsvariablen mit endlich vielen Werten

Bemerkung: (Zuffallsvariablen mit endlich vielen Werten)
Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable mit

X(Q) ={z1,...,z,} CR.
Dann sind Q; := X' ({z;}) paarweise disjunkt und mit
pi = P(Q;)

gilt X € L'(Q,2A,P) und die Verteilungsfunktion ist gegeben durch eine Treppen-
funktion mit Spriingen p; an den Stellen z;.

Die Verteilung Px ist das WahrscheinlichkeitsmaR gegeben durch

Px(1> = Zpi.

x;, €1
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Stochastik

Varianz bei Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Zur einfachen Berechnung der Varianz hilft Unabhingigkeit:
Definition 15.14

Zwei Zufallsvariablen X, Y auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum
(2,21, P)heilen unabhingig, wenn fiir alle Intervalle I, J C R die Ereignisse
{X €1} und {Y € J} unabhangig sind.

Proposition 15.15
Sind X undY integrierbar und unabhangig, so gilt E[XY] = E[X]-E[Y].

Bemerkung: Sind X, Y unabhingig und ¢,¢ : R — R, so sind auch ¢(X) und
¥ (Y') unabhingige Zufallsvariable. (einfach)

Proposition 15.16

Sind die Zufallsvariablen X;, i = 1,...,n paarweise unabhingig, so ist
Var(}_! | X;) =>1" , Var X,.
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Stochastik

Poisson-Verteilung

Sei A > 0 und ein WahrscheinlichkeitsmaR definiert auf Ny gegeben durch

k

A
P({k) = e 75, kel

® Dieses Wahrscheinlichkeitsmal heillt Poisson-Verteilung mit Intensitat A.

® Poisson-Veteilungen modellieren (seltene) unabhéngige Ereignisse, welche
in einem festen Zeitintervall mit einer mittleren Haufigkeit \ eintreten: #
eingehender Mobilfunk-Anrufe pro Tag, # Webzugriffe pro Stunde, etc.

® Eine Binomialverteilung mit n groR und p klein ist ndherungsweise Poisson-
verteilt mit Intensitdt A\ = np.

® Eine reelle Zufallsvariable heifit Poisson-verteilt, wenn X (Q2) = Ny und

AR
P{X=k})=c¢ AH‘

Es ist dann E[X] = Var X = \.
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Stochastik

Poisson-Verteilung

Poisson-Verteilung, A = 1 Poisson-Verteilung, A = 2
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Stochastik

Poisson-Verteilung

Satz 15.17 (Poisson)

Die Wahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung auf {0,1,...,n} mit p, = A\/n
konvergieren fiir n — oo gegen die Wahrscheinlichkeiten der Poisson-Verteilung.

Beispiel: X hypergeometrisch verteilt, mit Parametern N, N, n € N; Urnenmodell
ohne Zuriicklegen, N Kugeln, M < N weile, n Ziige. Hier ist

sowie E[X] = 2 und Var X = 2 (1 — &) L=

Fiir N — oo und % — p konvergieren die Wahrscheinlichkeiten der hypergeome-
trischen Verteilung gegen die Bernoulli-Verteilung mit Parametern n und p.
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Poisson-Verteilung

® Die Poisson-Verteilung ist benannt nach dem franzésischen
Mathematiker, Ingenieur und Physiker Siméon Denis Poisson
(1781-1840).

® Die Poisson-Verteilung geriet lange in Vergessenheit und
erhielt durch das Werk des russischen Okonomen und Statis-
tikers Ladislaus von Bortkiewicz (1868-1931) erneute Auf-
merksamkeit.

® |n seinem 1898 erschienenen Buch ,Das Gesetz der kleinen
Zahlen" findet sich z.B. folgendes Anwendungsbeispiel:

® 20 Jahre hindurch wurde festgehalten, wie oft Rekruten des
kaiserlich-preuBischen Heeres durch Hufschlag zu Tode ka-
men. (Zehn Regimenter iiber 20 Jahre, d.h. 200 Beobach-
tungen pro Regiment pro Jahr.) Gesamtzahl der Todesfille
122, ergibt Rate von A = 122/200 =~ 0, 61.

e Klassische Poisson-Situation: seltenes Ereignis, beobachtet iiber wiederholte
feste Zeitintervalle.
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Klassisches Bortkiewicz-Beispiel

Wahrscheinlichkeiten nach Poisson-Verteilung fiir keine Hufschlagtote (HST) in ei-
nem Jahr:

0
S~ 0543, A =061

A
P(X =0) =exp(—2A) 5
Somit wire zu erwarten, dass im Verlauf vom 200 Jahren P(X = 0) - 200 ~ 109
Jahre ohne Hufschlagtote verlaufen. Vollstandige Tabelle:

# HST P(X = k) | Erwartete # Jahre | beobachtete # Jahre
(k) mit k HST mit k HST

0 0.54335 108.67 109

1 0.33145 66.29 65

2 0.10110 20.22 22

3 0.02055 411 3

4 0.00315 0.63 1

5 0.00040 0.08 0

6 0.00005 0.01 0
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Stochastik

Stetige Verteilungen

Eine Zufallsvariable X heift stetig verteilt, wenn es eine ,schone” Funktion fx > 0
auf R gibt mit der Eigenschaft

t
Fx(t) = / Jx(s) ds.
—00
Diese Funktion fx heift dann Dichte von X.
Beispiel: Zur Dichte

1 fallst e [0,1],
0 sonst,

fx(t) =1py(t) = {

gehort die Verteilungsfunktion

0 fallst <0,
Fx(t)=4t fals0<t<1,
1 fallst>1.

Die zugehdrige Zufallsvariable heiRt gleichverteilt auf [0, 1].
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Stetige Verteilungen

Es gelten folgende Beziehungen/Rechenregeln fiir Zufallsvariablen X mit Dichten

Ix:

/oo fx(t) dt = lim Fx(t) = 1.

® [F'x ist stetig.
In allen Stetigkeitspunkten tgvon fx ist F'x differenzierbar und es gilt

Fielto) = < Fie(0)lcae

® Fir —oo <a <b<oogilt

b
P(a<X§b):FX(b)—FX(a)=/ fx(s) ds.

P(X = LI,‘()) = P(l’o S X S iL‘Q) = Fx(xo) - FX(.TO) =0.
* P(X € A)= [, fx(t) dt fiir messbares A C R.
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Stetige Verteilungen

Fiir eine stetige Zufallsvariable X gilt X € L' < [ |t|fx(t) dt < co und

E[X] = /oo Lk (t) dt.

— 0o

Beispiel: Erwartungswert und Varianz einer gleichverteilten Zufallsvariable.
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Stetige Verteilungen: Exponentialverteilung

Beispiel: Exponentialverteilte Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable heilft exponentialverteilt mit Parameter A > 0, wenn sie die
folgende Dichte besitzt

Ae ™ fiir ¢ > 0.

Fe(t) = {0 firt <0,

Es gilt dann
0 furt<o0
Fx(t) = ’
x(®) {1—e_>‘t fiir t > 0,
sowie
E[X]= 1 Var X = !
Y T2

Diese Verteilung ergibt sich als einfaches Modell in der Zuverldssigkeitstheorie fiir
den Fall einer konstanten Ausfallrate A.
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Stetige Verteilungen: Exponentialverteilung

Dichte verschiedener Exponentialverteilungen

Velrteilungsfunktion verschiedener Exponentialverteilungen

15r

0.5 \
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Stetige Verteilungen: Exponentialverteilung

® Erinnerung: eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X beschreibt die Hiufigkeit
eines seltenen Ereignisses innerhalb eines vorgegebenen Zeitraumes oder auch
rdumlichen Bereiches.

® Bei mittlerer Haufigkeit (Intensitdt) A > 0 betrdgt die Wahrscheinlichkeit des
Auftretens von k € Ny Ereignissen

PX=k)=¢ R

® |nteressiert man sich fiir den Zeitpunkt, bis zu dem das erste Ereignis ein-
tritt, so lautet die Wahrscheinlichkeit, dass bis zum Zeitpunkt At noch nichts
passiert ist

SUCU Y

® Bezeichnet T die Zeit bis zum ersten Ereignis, so gilt

e

P(T>t)=e* oder P(T<t)=1-e
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Stetige Verteilungen: Exponentialverteilung

® Charakteristisch fiir durch eine exponentialverteilte Zufallsvariable X model-
lierte Lebensdauer technischer Komponenten ist die Gedichtnislosigkeit der
Exponentialverteilung: es gilt

P(X > t) = P(X > t+t0‘X > to).

® Hat ein Bauteil bis zum Zeitpunkt ¢, iiberlebt, so ist es genauso wahrschein-
lich, eine weitere Zeitdauer von t zu iiberleben wie von tq = 0 beginnend.

® Soll eine erhéhte Versagenswahrscheinlichkeit infolge von Abnutzung model-
liert werden, so kann eine Gamma- oder Weibull-Verteilung herangezogen
werden.

In einer Maschine sei eine Komponente mit mittlerer Betriebsdauer zwischen Aus-
fallen (engl. mean time between failures, MTBF) 1/\A = 5 mehrfach verbaut.
Wenn 6 dieser Komponenten verbaut sind, wir hoch ist die Wahrscheinlichkeit,
dass nach 8 Jahren hiervon noch 2 im Betrieb sind?
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Stetige Verteilungen: Normalverteilung

Und nun die wichtigste Verteilung iiberhaupt:

Beispiel: Normalverteilung

Eine Zufallsvariable heit normalverteilt mit Parametern 1 € R und o > 0,
geschrieben X ~ N(u,0?), wenn sie folgende Dichte besitzt

fx(t) = ! exp <—M>, teR.

2mo 202

GUS6T297282
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Stetige Verteilungen: Normalverteilung

Es gilt
E[X]=p,  VarX =o>

Zeigen sie, dass im Fall =0, 0 = 1 (Standardnormalverteilung)

_ 42
o t?/2

fx@) =

5~
3

eine Dichte ist, dass also [~ fx(t) dt = 1.

Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung wird oft auch mit ®(¢) be-

zeichnet, also ,
1 2
P(t) = — e T /2dr, teR.
( ) V 2T [oo
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Weitere stetige Verteilungen

e Weibull-Verteilung?: Eine Zufallsvariable X mit Weibull-Verteilung ist cha-
rakterisiert durch die Dichte

B

afxP~le 2" x>0,
fx(z) = { h a, > 0.
0, sonst,

(Speziallfall: Exponentialverteilung fiir = X, 8 = 1)
e Priifverteilungen in der Statistik: °-Verteilung, ¢-Verteilung, F-Verteilung

X2~ XP 4+ X2, Xe~N(0,1),
 Xan/m

X3 /n’
X

VXE/n

2Waloddi Weibull, 1939
3William Sealy Gosset a.k.a. Student, 1908
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Stochastik

Pareto-Verteilung

Pareto-Verteilung®: Eine Pareto-verteilte Zufallsvariable X mit Minimalwert
ZTmin > 0 besitzt die Verteilungsfunktion

Fe(z) =42 TS T S
- B &7 N
1- (&’;m) , X > Tmin,
Die zugehérige Dichte lautet
0 T < Tmi
Ix(@) =14 gpo e a>0.
ma’i‘f , X Z Lmin»

Einer Pareto-Verteilung folgen GroRen wie die DateigroBe im Internetverkehr, Versi-
cherungsschiden, die GréRe von Stadten, oder das Einkommen von Einzelpersonen
einer Gesellschaft.

4Vilfredo Pareto, 1897
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Pareto-Verteilung

Dichte verschiedener Pareto-Verteilungen
}/erteilungsfunktion verschiedener Pareto-Verteilungen 4 T T T T

0.9 { 35 1

0.8
0.7

——a=1000

—a=3
a=2

—a=1

0.6

0.5

0.4

0.3
0.2
0.1

Pareto-Prinzip: 80% des Vermogens einer Gesellschaft befindet sich im Besitz von
20% der Bevolkerung. Dies wird von der Pareto-Verteilung mit o = log, 5 ~ 1.16
beschrieben.®

5Laut Oxfam (2016) besitzen die 62 reichsten Personen der Welt soviel Vermdgen wie die
drmste Hilfte der Weltbevolkerung.
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Pareto-Verteilung: Lorenz-Kurven

® Zur Darstellung der Ungleichheit im Einkommen von Haushalten, welche ei-
ner Pareto-Verteilung folgt, wird oft die Lorenz-Kurve® verwendet. Hier wer-
den auf der z-Achse alle Haushalte einer Gesellschaft nach aufsteigendem
Einkommen angeordnet (0-100%) und auf der y-Achse deren kumulativen
Anteil am Gesamteinkommen der Gesellschaft.

® Eine Lorenz-Kurve |4Bt sich parametrisieren als

Joow)wf(@) da [ a(FY) AP

Lmin

S wf@)de [l a(Fr) dFY

Zmin

L(F) = F e [0,1].

Hierbei bezeichnen f die Dichte sowie z:(F') die Umkehrfunktion der Vertei-
lungsfunktion.

® Der Z3hler summiert die Einkommen des Anteils F' der Haushalte mit nied-
rigstem Einkommen, der Nenner stellt das Einkommen aller Haushalte dar.

® Bei perfekter Gleichverteilung erhilt man als Lorenzkurve die Gerade y = x.

6Max O. Lorenz, 1905
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Pareto-Verteilung: Lorenz-Kurven

Bei der Pareto—Verteilung ergibt SiCh als Lorenz— Lor{enz-Kurven verschiedener Pareto-Verteilungen

Kurve 09| —azs™
a=2
08 |—a=1
LIF)=1-(1-F)'Y  Felo1]. 07 [l—ostas
0.6
Bei dem Wert von «, fiir den sich genau der 80- o5
20 Pareto-Effekt einstellt, muss fiir die Lorenz- 04
kurve gelten 03
L(0.8) = 0.2, 02
0.1

0
0.2 0.4 0.6 0.8 1

d.h. die 80% aller Haushalte mit dem niedrigsten Einokommen verfiigen zusammen
tiber gerade einmal 20% des Gesamteinkommens.
Auflésen nach « ergibt

a =1log5/log4 =~ 1.16.
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Das Gesetz der groRen Zahlen

® Das Gesetz der groBen Zahlen (engl. law of large numbers, LLN) beschreibt
das Verhalten bei beliebig ofter Wiederholung desselben Zufallsexperiments:

® Sei hierzu (X,,)nen eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen, welche paarwei-
se unabhidngig und identisch verteilt sind.

® In der Stochastik bezeichnet man solche Zufallsvariablen kurz i.i.d. (indepen-
dent and identically distributed).

Satz 15.19 (Starkes Gesetz der groRen Zahlen)
Seien (X )ken i.i.d. auf (Q,2,P) sowie X € L*. Dann gilt

1 - icher 1 n
=N X, B E X)), dh P lim - > X, =E[Xi] ] =1.
nk:l ’I’L*)OOTLkZl

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV Wintersemester 2018/19 150 / 222



Stochastik

Konvergenz von Zufallsvariablen

Bei Folgen (X,,)nen von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P)
unterscheidet man verschiedene Konvergenzarten (gegen eine Zufallsvariable X):

® Fast sichere Konvergenz ist die stochastische Variante von punktweiser Kon-
vergenz von Funktionen: (X,,) konvergiert fast sicher gegen X,

in Zeichen X,, == X, falls PlweQ: X, (w) = X(w)}) =1.

® Die Folge (X,,) konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X,
in Zeichen X, L X, falls lim,,, oo P{| X, — X| > €} =0 fiir alle e > 0.

* Die Folge (X,,) mit X2 € L' konvergiert gegen X im p-ten Mittel (p > 1),
in Zeichen X,, =5 X, falls lim,_,o0 E [(X,, — X)?] = 0.

® Die schwache Konvergenz oder Konvergenz in Verteilung einer Folge (X,)
ist charakterisiert durch die Konvergenz der zugehdrigen Verteilungsfunktio-

nen Fx, : (X,) konvergiert in Verteilung gegen X, in Zeichen X, kN X,
falls

lim Fx, (t) = Fx(t) an allen Stetigkeitspunkten ¢ von Fx.

n—o0
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Zusammenhang der Konvergenzbegriffe

Es gelten stets:

‘ Konvergenz im p-ten Mittel ‘ ‘ Fast sichere Konvergenz‘

sowie

‘ Konvergenz in Wahrscheinlichkeit‘ ‘ Konvergenz in Wahrscheinlichkeit‘

‘ Konvergenz in Verteilung‘ ‘ Konvergenz in Verteilung‘

AuBerdem gilt fir 1 <p < gq

‘ Konvergenz im ¢-ten Mittel ‘ :>‘ Konvergenz im p-ten Mittel ‘

Bemerkung: Beim schwachen Gesetz der grolen Zahlen liegt lediglich Konvergenz
in Wahrscheinlichkeit vor, allerdings unter schwicheren Voraussetzungen als beim
starken Gesetz.
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Zentraler Grenzwertsatz

® Eine weitere wichtige asymptotische Aussage, der zentrale Grenzwertsatz
(engl. central limit theorem, CLT) zeigt die zentrale Bedeutung der Normal-
verteilung.

® Sei wieder (X} )ren eine Folge von i.i.d.-Zufallsvariablen mit X;, € L! sowie
zusitzlich X2 € L.

e Setze 41 := E[X;] und 02 := Var X;.

* Fiir die Folge (S, )nen der Zufallsvariablen S, := >"}'_, X}, gilt dann
E[S,] = npu, Var S,, = no?.

® Die .S,, werden nun standardisiert zu

Sn —np
oyn

womit dann E[Z,] =0, Var Z,, = 1 fiir alle n.

Ty = n €N,
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Zentraler Grenzwertsatz

Satz 15.20 (Zentraler Grenzwertsatz,Lindeberg-Lévy, 1925)

Bezeichnet ® : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung,
so gilt mit den obigen Bezeichnungen

lim Fy (t)=®(t), teR.

n—oo

® Mit anderen Worten: Nach geeigneter Normierung verhilt sich die Summe
von i.i.d. Zufallsvariablen wie die Standard-Normalverteilung!

® Genauer: (Z,) konvergiert in Verteilung gegen die Standard-Normalverteilung.
e Aquivalent: (S,, — nu)//n kN N(0,02).

® Das Gesetz der groBe Zahlen beschreibt die Konvergenz des Mittelwerts, der
zentrale Grenzwertsatz charakterisiert hingegen prazise die (asymptotische)
Streuung um diesen Mittelwert.
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Satz von de Moivre—Laplace

® Sei (X}) eine Folge paarweise unabhidngiger Bernoulli-verteilter Zufallsvaria-
ble, d.h.

P(szl):p, P(Xk:()):l—p, pE[O,l].

® Die Zufallsvariablen S, := X;+---+ X, folgen dann einer Binomialverteilung
mit Parametern n und p, oder kurz S,, ~ B(n,p). Wie wir schon festgestellt
haben, gelten hierfiir

E[S,] =np, sowie VarS, =np(1—p).
® Anwendung von Satz 15.20 auf die Folge (X}) bzw. (S,) fiihrt auf

Folgerung 15.21 (de Moivre (1733), Laplace (1812))

Seien (X )ken unabhangig und Xy, ~ B(n,p). Fiir die umskalierte Folge

Zyim " i lim By (1) = (1), teR.
np(l —p) e
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Satz von de Moivre—Laplace

® Satz 15.21 ist somit ein Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes.

® Fiir groRe n kann also die (stetige) Normalverteilung als Approximation fiir
die (diskrete) Binomialverteilung herangezogen werden.

® Erste Formulierung (fir p = 1/2) durch Abraham de Moivre, spater aufge-
nommen in 2. Band seiner Monografie The Doctrine of Chances, 1738.

® Verallgemeinerung auf p € [0, 1] durch Pierre-Simon Laplace in Théorie Ana-
lytique des Probabilités, 1812.
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Satz von de Moivre—Laplace: Galton-Brett
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Statistik

® Ziel der Statistik ist es, Daten iibersichtlich aufzubereiten und Schlussfolge-
rungen aus ihnen zu ziehen.

® Man unterscheidet beschreibende und beurteilende Statistik
e Urspriinglich eher reine Buchfiihrung hat sich die Statistik im 19./20. JH

zunehmend die Methoden und Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie zu-
nutze gemacht.

® Angesichts der rasant wachsenden Datenfiille in heutiger Zeit kommt der
Statistik eine enorme Bedeutung zu, sie bildet beispielsweise den mathemati-
schen Kern bei den aktuellen Methoden der kiinstlichen Intelligenz.

® Auch fiir die Wahrnehmung und Interpretation unserer Welt kann man Sta-
tistik als elementare Kulturtechnik ansehen. Siehe hierzu etwa die Unstatistik
des Monats am Max-Planck-Institut fiir Bildungsforschung, Berlin.
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Stochastik

Statistik: Stichprobe

Sichtweise: bei der Statistik liegt typischerweise eine sehr groBe Grundgesamtheit
vor, bei der gewisse Merkmale unterschiedlich oft auftreten. Die Verteilung solcher
Merkmale wird als Zufallsvariable X modelliert.

Definition 15.22

Sei X eine Zufallsvariable. Unter einer Stichprobe vom Umfang n aus X versteht
man den Vektor (X1, X, ..., X,,) aus Zufallsvariablen, dessen Komponenten
X1, Xo, ..., X, paarweise unabhingig sind und alle die gleiche Verteilung wie

X besitzen.

Die Realisierung einer Stichprobe, also der Wert X3 (w), . .., X, (w) fiir ein bestimm-
tes festes w* € €, auch konkrete Stichprobe genannt, wird bezeichnet mit

(T1,.. ., 2n) = (X1 (W),..., X (W")).

Das Elementarereignis w* wahlt sozusagen die konkrete Belegung des Stichproben-
vektors aus, etwa bei einer Umfrage die konkrete Auswahl von n Befragten.
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Statistik: empirische Hiufigkeitsverteilung

Sei X diskrete Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit Wer-
ten X (Q) = {z],25,...,2}} (aufsteigend geordnet) sowie Wahrscheinlichkeiten

P(X =z])=p;, >0, i1=1,...,k.

Eine konkrete Stichproble x1, ..., 2z, (mit n > k) aus X enthalte
n; Mal den Wert =, i=1,... k, sodass nq + -+ - +ni = n.
Die relativen Haufigkeiten 7 i = 1,... k, konnen als Schitzung fiir die Wahr-

scheinlichkeiten p; herangezogen werden, welche im Allgemeinen besser werden mit
wachsendem n. Man spricht von der empirischen Haufigkeitsdichte

( 1 n ) ’ k> n
als Approximation der Verteilung

(x;pl)a ey (sz,pk)
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Statistik: empirische Verteilungsfunktion

Mit den Summenhaufigkeiten
ny na ng
s1=—, Se=s1+—, Sp=81+—=1
n n n

ergibt sich die empirische Verteilungsfunktion der Stichprobe

0, t<aj,
Fxn(t):=1qs;, zf<t<zj, i=1,...,k—1, teR.
1, t>af,

Bestimmen Sie Haufigkeitsverteilung und empiriche Verteilungsfunktion folgender
Stichprobe vom Umfang n = 10:

1 1 2
2 3 4
3 5 1
4 6 3

v
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Statistik: Empirik stetiger Verteilungen

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit (unbekannter) Dichte fx.

® Eine konkrete Stichproble x4, ..., z, besteht im Allgemeinen aus n verschie-
denen Werten z;.

® Hier bildet man zur Beschreibung der Hiufigkeitsverteilung unter der implizi-
ten Annahme X (Q) € [¢1,&41] Klassen” mit Intervallen

Ki:(giaéi"rl]’ Z:17ama §1<§2<"'<§m+1-

Somit gilt

§i+1
P(Xe€K;))=P(& <X <&41) = / fx(x) dz.

i

® Die Klassen K spielen bei der stetigen Zufallsvariable X dieselbe Rolle wie
die k moglichen Werte 2} im diskreten Fall.

7Man spricht auch von Behiltern (engl. bins, binning) oder von Quantisierung.
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Stochastik

Statistik: Empirik stetiger Verteilungen

® Analog zum diskreten Fall: bestimme Anzahl Stichprobenwerte in K.
n; : Anzahl Stichprobenwerte in K;

P(X e K;)~ L relative Haufigkeit der Stichprobenwerte in K;
n

® Angenommen, Wahrscheinlichkeitsdichte fx von X konstant in jedem K;
und besitzt dort den Wert am Mittelpunkt Z; := %(@ +&+1), d.h.

fx(@) = fx(@), @€ (€&l = T~ fx(@)(En - &)

e Histogramm: empirische Dichte der Stichprobe, beziehe relative Haufigkeit
auf Klassenbreite &1 — &;:

ni 1
n §z+1 &i

e Auftragen iiber Klassenmittelpunkten ; oder liber dquidistenten Indices.

Fx (@) = fxn(@) = —
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Stochastik

Statistik: Empirik stetiger Verteilungen

® Flache des Balkens der Hohe fx (7;) liber Klassenbreite &;,1 — &; betragt™:.
® Histogramm héngt von der gewshlten Klasseneinteilung ab.
® Heuristische Empfehlung: m = \/n, m > 5.
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Stochastik

Statistik: empirischer Median, empirischer Modalwert

® Der Median (oder 3-Quantil) z1/, einer Zufallsvariable X ist definiert durch
die Beziehung

1
P(X < 171/2) = P(X > 1171/2) = 5

® Der empirische Median &1/, einer Stichprobe ist dadurch bestimmt, dass links
und rechts von &1/, gleich viele Stichprobenwerte liegen (bei ungeradem n
der mittlere Stichprobenwert, bei geradem n das arithmetische Mittel der
beiden mittleren Werte).

® Ein empirischer Modalwert einer Stichprobe ist eine Stelle (d.h. einer der
Werte einer diskreten Zufallsvariable oder eine Klassenmitte bei stetigen), an
dem die relative Haufigkeit ein relatives Maximum annimmt.

® Empirischer Median und empirischer Modalwert sind beides Funktionen der

zufilligen Realisierung (x1,...,x,) der Stichprobe (Xi,...,X,), also auch
selbst Zufallsvariablen und kdénnen bei jeder Realisierung andere Werte an-
nehmen.
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Stochastik

Statistik: Stichprobenfunktionen

Definition 15.23

Sei (X1, ...,X,) eine Stichprobe aus der reellwertigen Zufallsvariable X sowie g :
R™ — R eine (messbare) Funktion. Dann heilt Z(w) := (g o (X1,...,X,))(w) =
9(X1(w), ..., X,(w)) Stichprobenfunktion.

® Beispiele:

S

— 1
X = E(X1+-~+Xn),

—1
k::l

® Aus jeder Realisierung (z1,..., ;) von (Xi,..., X,) ergibt sich eine Reali-
sierung T von X (w) bzw. s? von S?(w).

e Ziel: Stichprobenfunktion so wahlen, dass sie Parameter der Verteilung einer
Zufallsvariable X approximiert.
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Stochastik

Statistik: Punktschatzung

® Sei g ein Parameter der Verteilung einer Zufallsvariable X, fiir den ein Schatz-
wert gesucht wird,

zB. ¢=E[X] oder g¢=VarX.

® Eine Stichprobenfunktion g(Xji,..., X, ), deren Realisierungen nach Vorlie-
gen einer konkreten Stichprobe als N&herung fiir den tatsédchlichen Wert ¢
geeignet ist, heit Punktschitzer oder Schatzfunktionfiir g.

® Sucht man hingegen nach Intervallen, die den Parameter ¢ in gewissem Sinn
(etwa mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit) enthalten, spricht man von einer
Intervallschatzung (oder allgemeiner Bereichsschatzung).
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Stochastik

Statistik: erwartungstreue Schatzfunktion

Definition 15.24

Sei (X1,...,X,,) eine Stichprobe aus der Zufallsvariable X und ¢ ein Parameter
der Verteilung von X. Eine Schatzfunktion g(X;, ..., X,,) fir g heit erwartungs-
treu, falls

Eg(X1,...,Xn)] =q. (15.1)

Sie heilt asymptotisch erwartungstreu, falls

lim E[g(Xy,...,X,)] =q

n—oo

W

® Interpretation: bei Realisierung von ¢g(X3,...,X,,) durch eine groBe Zahl von
Stichproben kann man erwarten, dass diese im Allgemeinen nahe an ¢ liegen.

e Implizit: g(Xy,...,X,,) fir jede Realisierung definiert, (15.1) gilt fiir jeden
Wert von n. Somit ist eine erwartungstreue Schatzfunktion auch asympto-
tisch erwartungstreu.

® Ansonsten keine Voraussetzung iiber die Verteilung von X.

® Erwartungstreue bedeutet keine Aussage liber die Giite der Schitzung einzel-
ner Realisierungen.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV Wintersemester 2018/19 169 /222



Stochastik

Statistik: Schatzer fiir Erwartungswert

Satz 15.25

Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E [X] sowie (X1, ..., X,) eine
Stichprobe aus X . Dann ist die Schatzfunktion

- 33 x

g(Xl,...,X

§I'—'

ein erwartungstreuer Schitzer fiir E [ X].

X heiBt auch (mathematisches) Stichprobenmittel (engl. sample average).
® Realisierungen  von X heiBen Stichprobenmittelwerte.

® Auch eine einzelne Stichprobe X; (n = 1) bildet einen erwartungstreuen
Schitzer von E [X].

Welchen Vorteil hat der Schitzer X mit n > 1?
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Stochastik

Statistik: Wirksamkeit von Schatzern

Satz 15.26

Sei X eine Zufallsvariable mit 0 < 0% = VarX < oo und (X,...,X,) eine
Stichprobe aus X . Fiir die Streuung O’QY von X gilt

v

Definition 15.27

Ein Schatzer G; = ¢g1(X4, ..., X,,) fur g heilt wirksamer als ein Schatzer G5 =
92(Xq, ..., X,) fir g, falls

E[(Gi—q)? <E[(G2—1q)*].

® Fiir erwartungstreue Schatzer bedeutet dies Var G; < Var Gs.

® Der Schitzer X fiir E[X] mit n = ny ist wirksamer als mit n = n; falls
ny > Ns.
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Stochastik

Statistik: Schatzer fiir Erwartungswert, Spezialfall Normalverteilung

Sei X ~ N(,u,az)._Wie grol ist, abhangig von n, die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Realisierung von X in einer oc-Umgebung von p liegt, dass also

P(IX — p| < 0)?

® Mit Xy ~ N(u,0%),k=1...,n gilt (vgl. Folie 153)

- 1 o? X—pn
X =—(X -4+ X,)~N — | = ~ N(0,1).
’I’L( 1+ + n) <ﬂ7n> O'/ﬁ (07)

Ist X ~ N(u,0?), so besitzt der Schitzer X = L(X1 + --- + X,,) fiir E[X] die
Verteilung N (p, %2)
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Stochastik

Statistik: Schatzer fiir Erwartungswert, Spezialfall Normalverteilung

P(|X — u| < o) in Abhingigkeit von n:
® n =1: Hierist X = X; ~ N(u,0?) und damit

X_
P(|X1—ﬂ<a):P(—a<X1—,u<o):P<—1< L “<1>

B(1) — d(—1) = 20(1) — 1 ~ 0.682.
® 1 > 1: Ahnlich schlieRt man

- X - X —
P(|X—u|<a):P<—1< J”<1): (—1< u<1>

:P(—\/ﬁ<_

X—p
X%
Wegen YU—;“ ~ N(0,1) folgt nun

P(X — | = B(v/i) — ®(—v/n) = 28(V) — L.
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Stochastik

Statistik: Schatzer fiir Erwartungswert, Spezialfall Normalverteilung

Aus einer Tabelle fiir die Werte der Standardnormalverteilung (oder per Software)
erhilt man fiir verschiedene Werte von n folgende Wahrscheinlichkeiten:

P(X —ul)
0,682
0,842
0,916
0,954
0,974

g WwN R3S
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Stochastik

Statistik: Schatzer fiir Erwartungswert, Spezialfall Normalverteilung

003
051197
0.1 || 053983 | 0.64380 | 0.54776 | 0.55172 | 055567 | 055962 | 0.56356 | 0.56749 | 0.57142 | 057535
0.2 [ 057926 | 058317 | 0.58706 | 0.59095 | 059483 | 059871 | 0.60257 | 0.60642 | 0.61026 | 061409
0.3 [ 061797 | 0.62172 | 0.62552 | 062930 | 0.63307 | 063683 | 0.64058 | 0.64431 | 0.64803 | 0.65173
04065542 | 065910 0.67724 | 068082 | 068439 | 068793
05 [ 069146 | 069497 077226 | 0.71566 | 0.71904 | 0.72240
06 [ 0.72575 | 0.72907 0.74537 | 0.74857 | 0.75175 | 0.75490
0.7 [[0.75804 [ 0.76115
08078814 | 0.79103
09 [ 0.81594 | 0.81859
7.0 || 0.84734 | 084375
[7-1][0.86433 | 0.86650
72 || 0.83493 | 088686
1.3 [ 0.90320 | 0.90490
7.4 | 091924 | 092073
75 [ 093319 | 093448
[ 76 ][ 0.94520 | 0.94630
77 || 0.95543 | 095637
1.8 || 0.96407 | 0.96485
79 [ 097128 [ 097193
20097725 [ 097778
2.1 098214 | 098257
22098610 | 0.98645
23 || 0.98928 | 0.98956
24 [ 099180 | 0.99202
25099379 | 0.9939
26099534 | 0.99547
27 ]| 0.99653 | 0.99664
28 [ 099744 | 0.99752
29099813 | 0.99819
3.0/ 0.99865 | 0.99869
3.1 ]| 0.99903 | 0.99906
32 (099931 | 0:
[33][0.99952 | 0.99953
34099966 | 0.99968
35 [ 0.99977 | 0.99978
36 || 0.99984 | 0.99985
37 [/ 0.99989 | 0.99990
38 ([ 0.99993 | 0.99993
3.9 ][ 0.99995 | 0.99995 | 0.99996 | 0.99996 | 0.99996 | 099996 | 0.99996 | 0.99996 | 0.99997 | 0.99997

Beispiel fiir eine Tabelle zum Ablesen von Werten der Verteilungsfunktion ®(z), z € R,
der Standardnormalverteilung N(0, 1).
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Stochastik

Statistik: Schatzer fiir Streuung

Satz 15.29

Sei X eine Zufallsvariable mit Var X = % < oo sowie (X1, ..., X,) eine Stich-
probe aus X . Dann ist die Stichprobenfunktion

n

=1
k=1

ein erwartungstreuer Schétzer fiir o?.

® Die Kenntnis von E [X] wird nicht vorausgesetzt, an dessen Stelle geht die
Schitzfunktion X fiir E[X] in die Schitzfunktion S? fiir o2 mit ein.

® Bezeichnungen fiir die Schitzfunktion S2: Stichprobenvarianz, Stichproben-
streuung, Stichprobendispersion.
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Stochastik

Statistik: Schatzer fiir Streuung, Bessel-Korrektur

® Der Faktor —— mag zunichst befremdlich erscheinen. Tatsichlich bildet

n—1
aber die (vielleicht naheliegendere) Schatzfunktion
S% = EZ(X;C _xp=""lg

n
k=1

3

fiir 2 lediglich einen asymptotisch erwartungstreuen Schitzer, aber keinen
erwartungstreuen Schatzer. Es gilt namlich

~ -1 -1 n— o0
E [SQ} . [S?] = NZ 052 nooe, 52,
n n
* Der Ubergang von 52 nach S2 wird auch Bessel-Korrektur genannt.
® Bei bekanntem Erwartungswert E [X] hingegen ist die Schitzfunktion
1 n
S5 ==Y (X — E[X])?

n
k=1

fiir o2 erwartungstreu.
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Stochastik

Statistik: Beispiel Emission von a-Teilchen

Die Physiker Rutherford und Geiger untersuchten die Emission von
a-Teilchen aus einer radioaktiven Substanz. Die Anzahl der in einem
bestimmten Zeitintervall emittierten a-Teilchen sei durch eine dis-
krete Zufallsvariable X modelliert. Rutherford und Geiger stellten
fest, dass fiir Zeitintervalle der Linge 7,5 Sekunden die Zufallsva-
riable X die 11 Werte 0, 1, ..., 10 annehmen kann. Es wurde eine
Stichprobe vom Umfang n = 2608 untersucht, d.h. es wurden die
Werte von X in 2608 Intervallen der Dauer 7,5-Sekunden experimen-
tell ermittelt. Die Anzahl der Zeitintervalle, in denen X den Wert 4
(¢=0,1,...,10) angenommen hat, sei n;. Es ist Z;gl n; = 2608.

(3 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n; | 57 203 383 525 532 408 273 139 45 27 16 | n = 2068

Fortsetzung —
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Stochastik

Statistik: Beispiel Emission von a-Teilchen

@ Bestimmen Sie die empirische Haufigkeitsverteilung (i, n;/n).

() Berechnerl Sie die Summenhaufigkeiten s; und die empirische Verteilungs-
funktion F,,(z) (Schatzung fir die Verteilungsfunktion P(X < z)).

© Wie groR ist der empirische Median i./,? Geben Sie einen empirischen Mo-
dalwert 4,,, an.

O Vergleich mit einer Poisson-verteilten Zufallsvariablen Y mit P(Y = i) =
’2.—; e~: Weil \ der Erwartungswert von Y ist (E[Y] = )), ist es naheliegend,
zwecks moglichst guter Approximation von X durch die Poisson-verteilte
GroRe Y den Parameter A mit dem Stichprobenmittelwert von X zu identifi-

zieren, d.h.
1 o
(e

zu setzen. Bestimmen Sie dieses )\, die daraus folgenden Wahrscheinlichkei-
ten P(Y = i) = 2; e~ und vergleichen Sie P(Y = i) mit den empirischen
Haufigkeiten =2
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Stochastik

Statistik: Invervallschatzung

® Auf Folie 173: Wahrscheinlichkeit, dass Punktschitzer X fiir E [X] fiir X ~
N(u,0?) in (i — o, + o) enthalten.

e Dabei: 11, 02 bekannt. Ohne diese muss man anders verfahren.

® |ntervallschdtzungen: Unter- und Obergrenze eines Intervalls, welches interes-
sierenden Parameter mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit enthilt, jeweils als
Stichprobenfunktion.

Definition 15.30

Sei X eine Zufallsvariable, (X1,...,X,,) ein Stichprobe aus X sowie g,, g, zwei
reellwertige Stichprobenfunktionen mit g, (21, ...,2,) < go(21,...,z,) fir alle
(x1,...,2,) € X(Q)™. Das zufillige Intervall

[Gu(w),Go(w)] mit Gy =gu(X1,...,Xn), Go=go(X1,...,Xpn) (15.2)
heilt zufalliges, zweiseitiges Konfidenz- oder Vertrauensintervall fiir den Parame-
ter ¢ zum Konfidenzniveau 1 — « € [0, 1], wenn

P(q € [Gu,Go)) =1—au.

G, und G, heien untere bzw. obere Konfidenz- oder Vertrauensgrenzen fiir q.
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Stochastik

Statistik: Invervallschatzung

® Manchmal ist es auch zweckmaBig, zufallige einseitige untere bzw. obere
Konfidenzintervalle [G,, 00) bzw. (—o00, G,] zu betrachten, fiir die dann ent-

sprechend

Pl¢>G,)=1—a bzw.

® Bei Vorliegen einer konkreten Stich-
probe aus X wird aus dem zufilli-
gen Intervall [G,,, G,] ein konkretes
Intervall [y, o], welches von Stich-
probe zu Stichprobe variieren wird.
Konfidenzniveau 1 — « bedeutet,
dass bei einer groRen Zahl Stich-

P(g<G,) =1-agilt.

proben (1 — «) - 100% der konkre-
ten Konfidenzintervalle den wahren
Wert ¢ enthalten.
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

Ziel: Konfidenzintevalle der Form (15.2) fiir (unbekannte) Parameter y, o einer
Zufallsvariablen X ~ N(u,0?) basierend auf den Punktschitzern X und S2.
Konfidenzintervall fiir Erwartungswert bei bekannter Varianz
Wie bereits gezeigt: Fiir Punktschitzer X = (X, +---+X,,) fiir u = E[X] gelten
2 2
E[X]=p VarX=", X~N (u,"_> .
n n

Entsprechend gilt fiir den standardisierten Stichprobenmittelwert X

X —p
7 =
o/v/n
Sind nun zwei Zahlen a < b so bestimmt, dass

X —p
< < =1—-
P(a_g/ﬁ_b) 1—aq,

~N(0,1).

so ist dies dquivalent mit
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

— g — g
P(X-b—=<puy<<X—-a—=)|=1- 15.3
(ForfensX o)1 13
Mit anderen Worten: aus dem (nichtzufilligen) Intervall [a, ], welches mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — « die Zufallsvariable /?} enthalt, wurde das zufallige Intervall
(X — bf,X - a\/—ﬁ], welches mit derselben Wahrscheinlichkeit die (nichtzufillige)
GroRe 1 enthalt.

Die Forderung, dass fiir Z ~ N(0,1) mit Wahrscheinlichkeit 1 — « gilt Z € [a, b]
ist dquivalent mit

®(b) — D(a) \/_/ _*df—l—a

Da die Dichte der Standardnormalverteilung symmetrisch zu £ = 0 ist, legen wir
den Mittelpunkt des Intervalls auf £ = 0, was auf a = —b fiihrt.
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

Wegen &(—z) = 1 — &(z) folgt schlieRlich
D(b) — (—b) =20(b) —1=1—«

womit aufgrund der strengen Monotonie von ® durch

D) =1-— % und  B(a) = B(~b) = % (15.4)

a und b eindeutig bestimmt sind.

Definition 15.31

Ist F'xy Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X und p € (0,1), so nennt man
eine Zahl z, mit Fx(z,) = p ein p-Quantil von X. Es gilt P(X < p) =p.

Damit ist b das (1 — §)-Quantil einer N(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen Z. Im Fall
der Normalverteilung bezeichnet man allerdings das (1— §)-Quantil nicht mit z; _a,
sondern mit zg. Fiir das $-Quantil a gilt @ = —b und man schreibt —2s.
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

Es gilt also
[0 (0%
400 "ol
1-0
0.5
«© o
2 2
o
‘ ‘ r2
Zo/2 202 x Zy Z, X

Quelle: Birwolff (2017)

® Die Indizes der so bezeichneten Quantile liegen zwischen 0 und 1.

e Oft interessiert man sich speziell fiir die Konfidenzniveaus 90%, 95% und
99%, was den Werten o = 0,1, & = 0,05 bzw. o = 0,01 (alos kleinen
Werten von «) entspricht.
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

Quantile der Standardnormalverteilung zu verschiedenen Konfidenzniveaus (vgl.
auch Folie 175):

Konfidenzniveau  Quantil
% 1-— % 11—« Zg
0,15 0,85 0,70 1,04
0,10 0,90 0,80 1,29
0,05 0,9 0,90 1,64
0,025 0,975 0,95 1,96
0,005 0,995 0,99 2,58

® Aus (15.3) und (15.4) folgt

p<7_3a7<u<x+z \/_):1—04 (15.6)

® Die beiden Stichprobenfunktionen in (15.6) sind somit gegeben durch

Gu:Y—Z% GOZY‘FZ% g

Vi’ Vi’
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

® Fiir eine Realisierung T von X erhilt man so mit

_ o _ o
ein konkretes, zweiseitiges (1 — «) - 100%-Konfidenzintervall fiir den Erwar-
tungswert 1, welches den exakten Wert Mit Wahrscheinlichkeit 1 — « enthilt.

® 1 — « nennt man daher Sicherheitswahrscheinlichkeit, o entsprechend Irr-
tumswahrscheinlichkeit.

® Die Lage des Konfidenzintervalls (15.7) ist zufillig.

® Seine Linge hdngt im vorliegenden Fall (von bekanntem o) nur von « und n
ab, nicht aber von der Stichprobe.

* Einseitiges unteres (1 — «) - 100%-Konfidenzintervall: [z — Za 00).
Es gilt namlich

- o X —pu
P — Oc_< :P < o :1— .
(X zﬁ_u) ( . ﬁ_z) «
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

® Analog: einseitiges oberes (1—«)-100%-Konfidenzintervall: (—oo,f+zaﬁ]

® Dabei ist z, zwar auch fiir o € (%, 1) definiert; in der Praxis sind aber, wie
bei den zweiseitigen Intervallen, meistens kleine Werte von « von Interesse.

Ein Betrieb stellt Metallzylinder her mit Solldurchmesser dsoy = 5,10 cm. In An-
betracht von Fertigungsschwankungen kann der Durchmesser d der produzier-
ten Zylinder als Zufallsvariable modelliert werden. Erfahrung iiber langere Zeit
zeigt, dass fiir d die Annahme einer Normalverteilung mit Streuung o = 0,08 cm
gerechtfertigt ist. Aus der aktuellen Produktion wurde eine Stichprobe von 10
Zylindern entnommen. Der daraus bestimmte Stichprobenmittelwert betrug

d = 5,14 cm. In welchem Intervall liegt der mittlere Durchmesser E [d] aller ak-
tuell produzierten Zylinder mit einer Sicherheit von 70%, 80%, 90%, 95% bzw.
99% ( o = 0,15;0,10; 0, 05;0,025;0,005)? Die Konfidenzintervalle fiir E [d] nach
(15.7) sind

(Gu, G = |5,14 — 2%
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

Mit den aus der Tabelle auf Folie 186 ermittelten Werten von za ergibt sich

11—« Gu Go Go - Gu
0,70 5,114 5,166 0,052
0,80 5,107 5,173 5,173
0,90 5,099 5,181 0,082
0,95 5,090 5,190 0,100
0,99 5,075 5,205 0,130

Hieraus sieht man z.B., dass

E ] 70%
5,090 cn < E [d] < 5, 190 cm E ] 80%
t 1 90%
mit einer Wahrscheinlichkeit von 0, 95. E ] o5%
Mit derselben Wahrscheinlichkeit gilt E ] ] eo%
1,=5.075cm d,,=5.10cm d=5.14cm 5.205cm=y,
E [d] — dsol € [—0, 01 cm, 0,09 cm]. Quelle: Barwolff (2017)
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

Variation der Lange L = 2z%\/iﬁ eines Konfidenzintervalls mit Sicherheitswahr-
scheinlichkeit (1 — «) in Abhidngigkeit von a und n:
® Fordert man bei konstantem Stichprobenumfang n eine hohere Sicherheits-
wahrscheinlichkeit 1 — «, so wichst auch L: dies liegt an der strengen Mono-
tonie von ®, denn mit wachsendem 1 — « wéchst auch 1 — /2 und damit
auch zs.
® Bei fester Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — o und wachsendem Stichproben-
umfang n wird die Intervalllinge L kleiner.
® Fiir eine feste Intervalllinge L betrachte man die Folge a,, mit zugehdriger
Langenfolge L, = 22%/2\/&5. Die Forderung L,, = L,, fihrt auf

o o /m
QZan/Qﬁ = 2Zam/2\/—m, also Zam/Q = ; Zozn/2' (158)

Fiir m > n ist dann z, /2 > 24, /2 und wegen (15.5) oy, < oy,
Bei fester Lange L fiihrt also ein groRerer Stichprobenumfang zu einer Erho-
hung des Konfidenzniveaus.
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

Praktische Fragestellung: Wie groR muss der Stichprobenumfang n mindestens sein,
damit bei vorgegebenem Konfidenzniveau 1 — « die Breite L des Konfidenzintervalls
einen Maximalwert L., nicht unterschreitet?

Antwort:

2
2za/2% < Lax & n>do? (Zﬂ) . (15.9)

Lmax
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

Schrittweites Vorgehen: Bestimmung eines zweiseitigen Konfidenzintervalls fiir

den Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariable X bei bekannter Varianz

o2

@ Vorgabe des Konfidenzniveaus (Sicherheitswahrscheinlichkeit) 1 — a.
® Bestimmung von z,/5 aus ®(z,/2) = 1 — § aus Tabelle fiir  oder Software.
© Festlegung des Stichprobenumfangs n

® durch Vorgabe einer Mazimallinge Lyax und n > 40° (%)2

® oder durch Vorgabe des Stichprobenumfangs n
O Entnahme einer konkreten Stichprobe (z1,...,z,) aus X
© Berechnung des konkereten Werts Z = (21 + - - - + x,,)/n des Schitzers X
@ Das Konfidenzintervall lautet

_ o _ o
T — Za/zﬁﬁ + Zoc/Q%:| .
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

Konfidenzintervall fiir Erwartungswert bei unbekannter Varianz

e Konstruiere Konfidenzintervall fiir Erwartungswert = E [X] einer normal-
verteilten Zufallsvariablen X ~ N(u,0?) ohne Kenntnis der Varianz o

® |Im Fall bekannter Varianz nutzten wir die Eigenschaft der Stichprobenfunkti-
on

X—p
g

Vi ~N(0,1).

® Naheliegend: ersetze o durch Punktschatzer S und erhalte so die Schitz-
funktion o
X —
< k. (15.10)
® Die Verteilung der Stichprobenfunktion (15.10) hdngt nun auch vom Stich-
progenumfang n ab, es handelt sich um die Student-¢-Verteilung, genauer:
® Ist (X1,...,X,) eine Stichprobe aus X ~ N(u,0?), so folgt die Stichpro-
benfunktion (15.10) einer ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.
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Stochastik

Statistik: Dichte und Verteilungsfunktion der ¢t-Verteilung

0.4 T T

—N(@©,1)
035} —n=1
—n-2
n=5
—n=10 |]

)= gt (0 5)

I" bezeichnet die Gamma-Funktion.

2y

tion.
Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV

VAl (3)

bezeichnet die hypergeometrische Funk-
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Stochastik

Statistik: Quantile der ¢t-Verteilung

Folgt die Zufallsvariable T, einer t-Verteilung mit n Freiheitsgraden, so sind die
analog zu (15.5) bezeichneten Quantile t,,., /5 sowie —t,., /o definiert durch

tn;a/2
P(—taso < T < tnays) = / pen(@) do = 1 —a (15.11)

_tn;a/2

Py

Quantile der t-Verteilung fiir zwei ver-
schiedene Werte ny, no des Parameters

1-a n. Um bei einem geringeren Stichprobe-
nunfang ny < ns denselben Flachenin-
o halt 1 — « abzudecken steigen die Quan-
2 tile, d.h. tp1.0/2 > tuyiaso-
g o

Quelle: Barwolff (2017)
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung Parameter der Normalverteilung

Analog zum Fall bekannter Varianz gehen wir zur Konstruktion eines Konfidenzin-
tervalls fiir © = E [X] aus von der Forderung

X

P <_tn—1;a/2 < _ u\/ﬁ < tn—l;a/?) =1—-a. (1512)

S

Umstellen fiihrt hier wieder entsprechend auf

Somit ist durch g g
b GRS S
{ Le/2 75 + 1,/2\/5}
ein zufilliges zweiseitiges Konfidenzintervall fiir 1 zum Konfidenzniveau 1 — o gege-
ben. Nach Auswertung einer konkreten Stichprobe vom Umfang n erhalt man mit
den Realisierungen T, s der Punktschitzer X bzw. S das Intervall

S S
|:f_tn—l;a/?%af+tn—1;a/2%] . (15.13)

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV Wintersemester 2018/19 196 / 222



Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung von Parametern der Normalverteilung

® Wie im Fall der Normalverteilung sind die Quantile ¢,,_;,, /2 tabelliert bzw.
werden von statistischer Software bereitgestellt.

® Fiir grobe n gilt t,,_1.0/2 = 242

® Die Lange des Konfidenzintervalls ist L = 2tn_1;a/2%, in diesem Fall eine
Zufallsvariable.

® Eine untere Schranke fiir den Stichprobenumfang analog zu (15.9) um eine
Hochstbreite des Intervalls sicherzustellen ist hier nicht moglich aufgrund der

Zufallsvariablen .S, deren Wert s von der konkreten Realisierung (x1,...,%,)
der Stichprobe abhangt.

Stichprobe vom Umfang n = 30 einer normalverteilten Zufallsvariable ergibt Wer-
te der Punktschitzer X und S? von

7 = 0,0433, s? =1,1439.

Man bestimme konfidenzintervalle fiir ;2 mit Konfidenzniveau 80%, 90%, 95% und
99%.
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung von Parametern der Normalverteilung

L6sung: Es ist n — 1 = 29. Das Konfidenzintervall gemaR (15.13) lautet somit

1,0695 1,0695

u, Go| = [0,0433 — 19, 5.4772° .
[Gur Gol = 10,0433 — tag.a/2 5 s, 0, 0433 + favia/2 5 s

Ein kleines Matlab-Programm liefert folgende Tabelle

l—a a/2 t, 1.4/ Gy G,

0.80 0.100 1.313  -0.217 0.304
0.90 0.050 1.701  -0.295 0.381
095 0.025 2.048 -0.364 0.450
099 0.005 2763 -0.506 0.592
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung von Parametern der Normalverteilung

Konfidenzintervall fiir Varianz

® Zur Bestimmung von o2 einer Stichprobe aus X ~ N(u,o?) wird als Stich-

probenfunktion verwendet
(n—1)52

- (15.14)

g

® Man kann zeigen: ist S? Stichprobenvarianz einer Stichprobe aus X ~ N(u,0?)
so ist diese GroRBe Chi-Quadrat-verteilt (x2-verteilt) mit n—1 Freiheitsgraden.

® Allgemein ist die x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden definiert als Verteilung
der Summe 2 der Quadrate von n unabhingigen N(0, 1)-verteilten Zufalls-

variablen X1,..., X,:
o =Xi+-+ X2 (15.15)

® Aus (15.15) folgt unmittelbar

E[x}] =n,  Vary} =2n.
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Stochastik

Statistik: Dichte und Verteilungsfunktion der x2-Verteilung

0.5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
—n=1

0.45 ——n=2
n=3

0.4+ ——n=4/]
—n=6

0.35 —n=9[]

0.3+ g

Featel =2 (3.3

P bezeichnet hier die regularisierte un-
vollstindige Gammafunktion.
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung von Parametern der Normalverteilung

o ® Die Dichtefunktion p,2., ist nicht symme-
xEn trisch beziiglich des Mittelwertes und ver-
schwindet fiir z < 0.
® Daher werden die Quantile jetzt in Uber-
g , einstimmung mit der allgemeinen Definiti-
g on 15.31 definiert und bezeichnet.
Ao g X ® Es kommen daher Quantile sowohl ~ 0 als
Quelle: Brwolff (2017) auch & 1 in Betracht:
[ ]
9 9 9 Xi;1—a/2
P (Xn;a/2 < Xn < Xn;l—a/2) = R Pz (Z’) dz=1-a.
Xn;a/2

® Da die Zufallsvariable (15.14) einer x>-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden
geniigt, ergibt sich durch Umstellen hier

—1)s? -1)8? ~1)$°
P <Xi—1;a/2 < % < Xi—l;l—a/Q) =P <(;l) << (nz))

Xn—1;1—a/2 Xn—1;0/2
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung von Parametern der Normalverteilung

® Somit ist
(n—1)8% (n—1)5?

2 ) 2
Xn—l;l—a/2 Xn—l;oc/Q

ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir o zum Konfidenzniveau 1 — a.

® Nach Ziehen einer konkreten Stichprobe ist das konkrete Intervall gegeben
durch
(n—1)s* (n—1)s

2 )3
Xn-1;1—a/2 Xn—1;0/2

e Wenn o fillt wird Xifl'a/Z kleiner und Xif1~1fa/2 groBer.
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung von Parametern der Normalverteilung

Konfidenzintervall fiir die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

e Ziel: Quantifizierung der Genauigkeit, mit der die Eintrittswahrscheinlichkeit
p(A) eines Ereignisses A approximiert werden kann anhand beobachteter
relativer Haufigkeiten H,,(A) bei n Zufallsexperimenten.

® Betrachte p = p(A) als Verteilungsparameter der Indikatorvariablen

{1, falls A eingetreten ist,
0, sonst.
® Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X = 1 4 ist gegeben durch
P(X =1)=p, P(X=0)=1-np,
(Bernoulli-Schema) und somit
E[X]=p, Var X = p(1 —p).

® Es ist also ein Konfidenzintervall [py, p,] zu bestimmen, welches mit vorgege-
bener Wahrscheinlichkeit p enthilt.
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung von Parametern der Normalverteilung

® Entnahme einer Stichprobe (X7,...,X,,) : entspricht n-maligem Ziehen (mit
Zuriicklegen) aus einer Urne mit p - 100% der Kugeln gekennzeichnet mit
einer 1, die restlichen (1 — p) - 100% mit einer ,0".

® Realisierung dargestellt als bindre Folge, z.B.
(x1,...,2,)=(0,1,1,0,0,1,...,1,0).

® # Eintritte von A bei n Versuchen:

n n
Ty = ZXk’ Realisierung:  z, = Zxk.
k=1 k=1
Relative Eintrittshaufigkeit von A bei n Versuchen
Y—IZ—IXH:X Realisi : H(A)'—1
n=In= 2 ks ealisierung: n =
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung von Parametern der Normalverteilung

® Da (Xj)7p_, i.i.d. erlaubt der zentrale Grenzwertsatz asymptotische Aussagen

(groRe n).
® Wegen E [X}] = p und Var X, = p(1 — p) fiir alle k gilt fiir groRe n

X, —
2P/~ N0, 1),
p(1=p)
Wir erhalten somit ein (approximatives) Konfidenzintervall zum Konfidenzni-
veau 1 — « aus der Forderung

P
Pl-zap< L i<zyp|=1-a
p(1—p)

® Nach einigen mihseligen Umformungen erhalten wir [G,,, G,] mit

1 Za/2
G“:uriz‘z/2 {2 22+ Xn - \/ Zaspt Xn 1—X)}7

1 1 5 - Za/z\/l — —
° — | %4 +Xn+ 722 +Xn 1_Xn N
1+ a/2 {Zn /2 vn V dn"e/? ( )
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Stochastik

Statistik: Konfidenzschdtzung von Parametern der Normalverteilung

® Das entsprechende konkrete Konfidenzintervall [p,,,p,] ergibt sich durch Er-
setzen von X,, durch H, (A).

® Als Niherung fiir groBe n erhalten wir

pu = Ho(A) Zj/gwnm)(l — H,(4)),

po = Ha(4) + 22 (AT~ Ha(A))

Der franzosische Mathematiker und Naturforscher Georges-Louis Leclerc, Comte
de Buffon (1707-1788) fiihrte Miinzwurfversuche durch und fand bei n = 4040
Versuchen eine relative Haufigkeit von

Hioa0(A) = 0, 5080.

Man bestimme ein 90%-Konfidenzintervall fiir p(A). Hinweis: zp 05 = 1, 64.
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Stochastik

Statistik: Vokabeln zu statistischen Tests

e Statistische Tests: dienen der Priifung statistischer Hypothesen.

® Statistische Hypothese: Annahme oder MutmaBung iiber die Verteilung einer
Zufallsvariable.

® Parameterhypothese: Verteilung bekannt bis auf Parameterwerte, Annah-
me Hj iiber Wert des Parameters ¢, etwa Hy : ;1 = 2 bei einer Verteilung
N(u,o?). Zugehorige Tests heiBen Parametertests.

® Vollstindiges Testproblem: neben Hypothese H, auch Alternativhypothese
H,, teste ,,Hy gegen H;".

® Zweiseitige Tests: z.B. Hy : ¢ = qo, H1 : ¢ # qo.
® Einseitige Tests: z.B. Hy : ¢ = qo, Hy : ¢ < qp.

® |st H; die zu Hy komplementire Hypothese, so wird sie oft nicht explizit
angegeben.

® Solche Parametertests heien auch Signifikanztests.

® |st auch die Form der Verteilung nicht bekannt, so spricht man von nichtpa-
rametrischen Tests oder von Anpassungstests.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV Wintersemester 2018/19 207 /222



Stochastik

Statistik: Parametertests

Beispiel: Fiir eine Zufallsvariable X (Merkmal einer Grundgesamtheit) sei bekannt,
dass sie N(p, 1)-verteilt ist. Hypothese:

HO L= 0.
Annahme oder Ablehnung von Hj anhand einer Stichprobe aus X. Ablehnung be-
deutet Annahme der Alternativhypothese Hy : pu # 0.

Beim vorliegenden Beispiel naheliegend: Verwendung von X. Im Zusammenhang
mit Parametertests heilen zufillige Stichprobenfunktionen Testfunktionen, deren
Realisierungen Testgroken.

Entnahme einer Stichprobe aus X vom Umfang n = 30 ergibt 7 = 0, 04.

Idee: Zur Entscheidung iliber Hy : 1 = 0 angesichts von = = 0,04 berechnen wir
die Wahrscheinlichkeit P(|X — 0] > 0,04).
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Stochastik

Statistik: Parametertests

Angenommen Hj ist richtig. In diesem Fall gilt X ~ N (0, 55).
Aquivalent: v/30 X ~ N(0, 1) und damit

P(IX| > 0,04) = P(|X/30| > 0,04v/30)
= P(X/30 < —0,04V/30) + P(Xv/30 > 0,04v/30)
®(—0,04/30) + [ @(0,04\/%)}
—2 {1 — a0, 04\/%)} ~ 0, 826.
Mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 82,6% weicht also im Falle o = 0 bei einer

Stichprobe vom Umfang n = 30 der Stichprobenmittelwert X um mindestens 0, 04
von p = 0 ab.

Hy wird man in diesem Fall nur schwer verwerfen kdnnen.
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Stochastik

Statistik: Parametertests

Die gleiche Rechnung bei einer Realisierung T = 0, 38 ergibt

P(|X]| > 0,38) = P(|X /30| > 0, 38V/30)
- {1 — 9(0, 38\/%)} ~0,038.
Wenn Hy gilt, liegt die Wahrscheinlichkeit, dass sich X von p = 0 um mindestens
0, 38 unterscheidet also nur bei etwa 3, 8%.

Intuitiv wird man im ersten Fall (T = 0,04) H, akzeptieren und im zweiten Fall
(Z = 0,38) ablehnen. In beiden Féllen kann man sich hierbei jedoch mit positiver
Wahrscheinlichkeit irren.

Zur Entscheidung wird wir eine kritische Wahrscheinlichkeit, Irrtumswahrscheinlich-
keit oder Signifikanzniveau « vorgegeben. Entsprechend heift 1—« Sicherheitswahr-
scheinlichkeit. Typische Werte: o = 0,001, oo = 0,01, o = 0,05, o = 0, 1.
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Stochastik

Statistik: Parametertests

Allgemeines Vorgehen bei Parametertests:
@ Zu priifen: Hypothese Hy : ¢ = qo iiber Verteilungsparameter ¢ einer Zufalls-
variable (Grundgesamtheit) X.
® Berechne Wert t = g(z1,...,x,) einer Stichprobenfunktion T' = g(Xy, ..., X,)
(Testgrole) angewandt auf konkrete Stichprobe.

© Bestimme zu Signifikanzniveau « Zahl tg sodass P(|T| > t9) < «. Das
kleinste solche ¢ kann bei stetigen Zufallsvariablen aus P(|T| > to) = «
bestimmt werden.

© Wy :={t:|t| >ty } heit kritischer Bereich oder Ablehnungsbereich.
Im Fall |t| > to Ablehung von Hy mit Irrtumswahrscheinlichkeit «.

O Wy := {t: |t| < to} heift Annahmebereich (besser: Nichtablehnungsbereich)
fiir Ho.

@ Interpretation: Ereignis {|T| > to}, welches bei Giiltigkeit von Hy nur mit
Wahrscheinlichkeit « eintritt, wird als unmoglich behandelt.
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Stochastik

Statistik: Parametertests

Im obigen Beispiel:

® X ~ N(u,1), als Testfunktion kann die (dimensionslose) GroRe T" = X;“\/ﬁ

verwendet werden.

Wegen X\/n ~ N(0,1) gilt

Gilt Hy : o = 0 wird wegen o = 1 hieraus T' = X/n.
Gesucht: ty mit P(|X/n| > to) = a.

P(IXv/n| > to) =21 — B(te)] =, also B(tg) =1 — %

Somit ist tg = z4/2 das (1 — )-Quantil der N(0, 1)-Verteilung.
Ablehnungsbereiche fiir « = 0,01 und o = 0, 05:

(67

to Wy

0,01
0,05

2,58 {t:|t| > 2,58}
1,96  {t:|t| > 1,96}
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Stochastik

Statistik: Parametertests

® Fazit: im Beispiel Hy : p =0 mit T =10, 38

a=0,05 to=1,96 <2081 = |t| = [Z|v/30 (ablehnen)
a=0,01 to=2,58>2,081 =|t| = [z]v/30 (nicht ablehnen)

® Fazit: im Beispiel Hy : p =0 mit T = 0,04

a=0,05 to=1,96>0,219=|t| = [Z]v/30 (nicht ablehnen)
a=0,01 ty=2,58>0,219=|t| = [z]v/30 (nicht ablehnen)

® |n den letzten 3 Fallen widerspricht die Beobachtung also Hy nicht.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV Wintersemester 2018/19 213 /222



Stochastik

Statistik: Fehlertypen bei Parametertests

® |dealer Test: Hypothese genau dann ablehnen, wenn sie falsch ist.
(Ist mit Stichproben nicht erreichbar.)
® Unterscheidung zwischen
Fehler 1. Art: Ablehnung von Hy, obwohl diese richtig.
TestgroRe ¢ im kritischen Bereich, auch bei Giiltigkeit von H
nicht ausgeschlossen. Wahrscheinlichkeit von Fehler 1. Art: «.
Fehler 2. Art: Annahme von Hj, obwohl diese falsch.
TestgroRe ¢ nicht im kritischen Bereich, obwohl Hy falsch ist.

e Kombinationen:

Annahme von H, Ablehnung von Hy
Hy richtig  richtige Entscheidung Fehler 1. Art (falscher Alarm)
Hj falsch  Fehler 2. Art (versdumter Alarm) richtige Entscheidung
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Stochastik

Statistik: Test fiir Erwartungswert bei unbekannter Varianz

Sei X ~ N(u,0?). Zu testen:

Hy : ppo= po, Hy @y # o, bei Signifikanzniveau .

Testfunktion (vgl. Konfidenzintervall bei unbekannter Varianz):

Y—Mo

T =
S

vn

Gilt Hy, so folgt T einer t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.
Sei t = = /n die TestgroRe aus einer konkreten Stichprobe.

Annahme- und Ablehnungsbereiche:

WO = (_tn—l;a/27tn—1;a/2)7 Wl = (—OO, _tn—l;a/Q] U [tn—l;a/Qu OO)

Hy wird mit Irrtumswahrscheinlichkeit o abgelehnt, wenn ¢t € W7, d.h. wenn
|t| > tn—l;a/2-
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Stochastik

Statistik: Vergleich zweier Mittelwerte (¢-Test)

Seien X ~ N(ux,0?), Y ~ N(uy,c?) unabhingig, o unbekannt. Zu testen:

Hy:pux = py Hy:px # py.

Zuféllige Stichproben (X1,...,Xn,), (Y1,...,Y,, ) aus beiden Grundge-
samtheiten.

Testfunktion

Txy :=

X-Y any(nx+ny—2)
Vinx —1)S% + (ny —1)S% nx +ny

Gilt Hy, so folgt T einer t-Verteilung mit nx + ny — 2 Freiheitsgraden.

® Aus zwei konkreten Stichproben: T, 7, s%, 53, TestgroRe

" . ] nxny(nx +ny —2)
e V(nx —1)s% + (ny — 1)s% nx +ny
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Stochastik

Statistik: Vergleich zweier Mittelwerte (¢-Test)

® Bei zweiseitigem Test: Ablehnung von Hy mit Irrtumswahrscheinlichkeit «,
wenn
txy € (_007 _tnx+ny—2;a/2] U [tnx+ny—2;a/2a OO)

® Bej einseitigem Test
Hy: px = py, Hy:px < py

Ablehnungsbereich gegeben durch Wy = (—o0, —t,,, 1ny —2;a/2]-
® Bej einseitigem Test

Hy : px = py, Hy:px > py

Ablehnungsbereich gegeben durch Wy = [t 4y, —2:0/2,00).

® |n allen Fallen:
Ablehnung von Hy mit Irrtumswahrscheinlichkeit « falls txy € Wj.
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Stochastik

Statistik: x2-Anpassungstest

® Keine parametrisierte Verteilungsfamilie von vorn hinein bekannt.

® Teste Vermutung, dass Stichprobe aus einer Verteilung mit Verteilungsfunkti-
on F{; stammt.

® 2-Anpassungstest: priift, ob fiir eine Stichprobe aus X, mit unbekannter
Verteilungsfunktion F', eventuell F' = Fy fiir gegebene Verteilungsfunktion
Fy.

® Somit:
Hy: F = Fy, H; : F # Fy, bei Signifikanzniveau «

® Bei anderen Varianten des x2-Tests kann F noch von weiteren Parametern
abhangen.
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Stochastik

Statistik: x2-Anpassungstest

Vorgehen:
@ Stichprobe (X7,...,X,,) aus X, Realisierung (x1,...,x,).
® Teile Bildbereich Wx := X () ein in m disjunkte Klassen:

Wx =AU---UA,, ANA =2 (i#7).
Dann bilden die Ereignisse
XelA,. ..., XeA,
eine Zerlegung von €). Bei stetigem X, wihle Klassen als Intervalle
Ay = (—00,a1],As = (ar,as], ..., Apm—1 = (@m—2, @m—-1], A, = (am-1,0)

Bei diskretem X mit endlich vielen Werten ist jede Zerlegung der Bildmenge
moglich.
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Stochastik

Statistik: x2-Anpassungstest

© Seip; :=P(X € A;),i=1,...,m. Gilt Hy und sind die Klassen halboffene
Intervalle, so ist

pi = Fo(a;) — Fo(ai—1), 1=1,...,m; ag = —00, Gy = OO.

Bei diskretem X kann Hy auch als Hypothese iiber die Wahrscheinlichkeits-
funktion formulieren:

Hy:P(X =2;) =Po(X =7;), X(Q) ={Z1,22,...}.
Falls Hy gilt ist dann

pi=P(X € A) Z Po(X i=1,...,m.
JiTjEN;

Ist Fy stetig differenzierbar mit Dichte fy(z), so gilt

pz:/ (@) de.  i=1.....m.
a;_1
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Stochastik

Statistik: x2-Anpassungstest

O Sei n; die zufillige Anzahl Stichprobenwerte in A;, alson = > | n;. Gilt
Hy, so nimmt X mit Wahrscheinlichkeit p; einen Wert aus A; an und mit
Wahrscheinlichkeit 1 — p; auBerhalb. Bei n unabhdngigen Stichproben ist n;
daher binomialverteilt mit Parameter p; und n, also Erwartungswert np;.

Die Werte n; heien empirische Haufiggkeiten, die np; theoretische Haufig-
keiten.

® Wenn Hj gilt diirfen sich empirische und theoretische Haufigkeiten nicht si-
gnifikant unterscheiden. TestgroRe:
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Stochastik

Statistik: x2-Anpassungstest

@ Bei hinreichend groBem n ist ¢ (ndherungsweise) Realisierung einer Zufallsva-
riablen T, welche y2-verteilt ist mit m — 1 Freiheitsgraden.

@ Entscheidung: H, wird mit Irrtumswahrscheinlichkeit « abgelehnt, falls

2
t> mel;lfa

Dabei ist, wenn p, 2., die Dichte der y?-Verteilung mit n Freiheitsgraden
bezeichnet,

/ DPy2im—1() da.
X

2
m—1;l—a

Die Quantile x2, _;.;_,, erhalt man aus Tabellen bzw. statistischer Software.
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