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Funktionentheorie

• Das mathematische Gebiet Funktionentheorie (engl. complex analysis) be-
handelt die Theorie der Funktionen

f : D → C, D ⊂ C, D ein Gebiet,

welche komplex differenzierbar sind.
• Letzteres bedeutet, dass für alle z0 ∈ D folgender Grenzwert existiert:

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
.

• Dies führt zu enormen Unterschieden gegenüber der Differenzierbarkeit einer
Funktion (Vektorfeld) v : R2 → R2.

• Zunächst erinnern wir uns an das Rechnen mit komplexen Zahlen (vgl. Ma-
thematik I).
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Funktionentheorie
Komplexe Zahlen: Erinnerung

• Eine komplexe Zahl ist ein Ausdruck der Form

z = x+ iy, x, y ∈ R,

mit Realteil x = Re z, Imaginärteil y = Im z sowie einer nichtreellen Zahl i,
genannt imaginäre Einheit, mit der definierenden Eigenschaft

i2 = −1.

• Dadurch ergeben sich die Rechenregeln für Summe und Produkt zweier kom-
plexer Zahlen z = x+ iy und w = u+ iv als

z + w = (x+ u) + i(y + v), zw = (xu− yv) + i(xv + yu).

• Man könnte formal komplexe Zahlen genauso als Paare reeller Zahlen (x, y)
definieren mit der entsprechenden Definition für Summe und Produkt:

(x, y) + (u, v) = (x+ u, y + v), (x, y) · (u, v) = (xu− yv, xv + yu).

Dabei entspräche der Zahl i das Paar (0, 1).
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Funktionentheorie
Komplexe Zahlen: Erinnerung

Wir betrachten nochmals die Multiplikation einer komplexen Zahl z = x + iy mit
einer komplexen Zahl w = u+ iv und betrachten diese Operation als Abbildung

T : C→ C,
z 7→ T (z) = wz.

In Polardarstellung
z = r eiϕ, w = rw eiϕw

erhält man sofort
T (z) = wz = rw · r · ei(ϕ+ϕw).

Stellen Sie die Abbildung T als lineare Abbildung von R2 nach R2 dar.
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Funktionentheorie
Betrag als Metrik

Wie im Reellen definiert der Betrag komplexer Zahlen auf C eine Metrik, d.h. eine
Abbildung

d : C× C→ R+
0 ,

(z, w) 7→ d(z, w) := |z − w|,
sodass für alle z, w ∈ C die folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

1 d(z, w) ≥ 0; d(z, w) = 0⇔ z = w,
2 d(z, w) = d(w, z),
3 d(z, w) ≤ d(z, u) + d(u,w) ∀u ∈ C.

Eine Menge mit einer Metrik versehen nennt man auch einen metrischen Raum.
In einem metrischen Raum kann man auf einfache Weise Begriffe wie Konvergenz,
Stetigkeit von Abbildungen etc. definieren und untersuchen.
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Funktionentheorie
Komplexe Zahlenfolgen

Definition 14.1 (Konvergenz komplexer Zahlenfolgen)
1 Eine Folge komplexer Zahlen (zn)n∈N ist eine Abbildung, die jeder natürli-

chen Zahl n ∈ N die komplexe Zahl zn zuordnet.
2 Sei (zn)n∈N eine Folge in C sowie z ∈ C. Dann heißt (zn) konvergent gegen
z, in Zeichen

zn → z für n→∞, zn
n→∞−−−−→ z, oder lim

n→∞
zn = z,

falls d(zn, z)→ 0 für n→∞.

z

ε > 0

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV Wintersemester 2018/19 53 / 97



Funktionentheorie
Komplexe Zahlenfolgen

Man untersuche die folgenden komplexen Zahlenfolgen auf Konvergenz:
• zn = in,
• zn = 1

n i
n,

• zn = 1
n + in.

• Wie im Reellen sind konvergente Zahlenfolgen beschränkt (Umkehrung?).
• Ist (zn) konvergent, so gilt limn→∞ d(zn, zn+1) = 0 (Umkehrung?).
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Funktionentheorie
Komplexe Zahlenfolgen: Rechenregeln

Lemma 14.2
Sei (zn)n∈N eine komplexe Folge und z ∈ C. Dann gelten

a zn
n→∞−−−−→ z ⇔ zn

n→∞−−−−→ z.
b Mit zn

n→∞−−−−→ z gelten auch

Re zn
n→∞−−−−→ Re z, Im zn

n→∞−−−−→ Im z, sowie |zn| n→∞−−−−→ |z|.

c Konvergiert zusätzlich die komplexe Folge (wn)n∈N gegen w ∈ C, so gilt

zn + wn
n→∞−−−−→ z + w sowie zn · wn n→∞−−−−→ z · w.

Beachte: Argumente müssen nicht konvergieren.
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Funktionentheorie
Komplexe Reihen

Definition 14.3
Sei (an)n∈N0

eine komplexe Folge. Dann heißt

sn :=

n∑
k=0

ak = a0 + a1 + · · ·+ an

die n-te Partialsumme und (sn)n∈N0
die zu (ak)k∈N0

gehörige Reihe.

• Damit ist auch klar, was Konvergenz von Reihen im Komplexen bedeutet.
• Erinnerung: (vgl. Mathematik II, Kapitel 3) Damit eine unendliche Reihe

konvergiert, müssen ihre Glieder hinreichend schnell gegen Null gehen.
Grob: 1/n zu langsam (harmonische Reihe), 1/n2 schnell genug.
• Resultate zur (absoluten) Konvergenz von reellen Reihen lassen sich wörlich

ins Komplexe übertragen. (geometrische Reihe, Wurzel- und Quotientenkrite-
rium).
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Funktionentheorie
Stetigkeit von Funktionen

Definition 14.4
Eine Funktion f : D → C heißt stetig in z0 ∈ D falls gilt:

∀ε > 0 ∃δ > 0 : |z − z0| ≤ δ ⇒ |f(z)− f(z0)| ≤ ε.

Beachte: Entsprechend kann man Stetigkeit auch für Funktionen von R→ C oder
C→ R definieren.

Wenden Sie die Definition auf eine konstante Funktion und die Identität f(z) = z
an.

Bemerkung: Für eine offene Menge D ⊂ C, f : D → C und z0 ∈ D sind
äquivalent:

1 f ist stetig in z0.
2 Für jede Folge (zn)n∈N in D gilt:

zn → z0 für n→∞ ⇒ f(zn)→ f(z0) für n→∞.
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Funktionentheorie
Stetigkeit von Funktionen

Satz 14.5 (Rechenregeln für stetige Funktionen)
Ist D ⊂ C offen, f, g : D → C stetig in z0.

i Dann sind auch f + g sowie f · g stetig in z0.
ii Gilt zusätzlich g(z) 6= 0 für alle z ∈ D, so ist auch f/g stetig in z0.

Satz 14.6
Die Exponentialfunktion ist stetig auf D = C.

Bemerkung: Natürlich folgt aus den Rechenregeln, dass Polynome stetig Funktio-
nen sind; die Exponentialfunktion ist ein Beispiel für ein „Polynom mit unendlich
vielen Summanden“, also eine Potenzreihe.
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Funktionentheorie
Komplexe Differenzierbarkeit

Definition 14.7
Sei D ⊂ C offen und z0 ∈ D. Eine Funktion f : D → C heißt (komplex)
differenzierbar in z0, wenn

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
=: f ′(z0)

existiert. Ist f für alle z0 ∈ D differenzierbar, so nennen wir f holomorph in D.
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Funktionentheorie
Komplexe Differenzierbarkeit

Wir werden im Folgenden bemerkenswerte Eigenschaften holomorpher Funktionen
kennenlernen:
• f holomorph ⇒ f ′ holomorph.

• f holomorph in C ⇒ f analytisch, d.h. es gibt (an)n∈N mit f(z) =

∞∑
n=0

anz
n.

• Identitätssatz: f, g, holomorph in C und f |R = g|R ⇒ f = g.
• Integraldarstellung holomorpher Funktionen:

Ist γ eine geschlossene Kurve im Holomorphiegebiet von f , so gilt∫
γ

f(z) dz = 0.

Liegt die Kugel Kr(z0) im Holomorphiegebiet von f zo gilt

f(z0) =
1

2πi

∫
∂Kr(z0)

f(z)

z − z0
dz (Caychysche Integralformel).
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Funktionentheorie
Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

Satz 14.8 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen)
Ist f : z → f(z) holomorph in der offenen Menge D ⊂ C, so existieren die
partiellen Ableitungen von u = Re f und v = Im f als Funktionen von x = Re z
und y = Im z und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

• Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen sind eine notwendige Bedingung
für (komplexe) Differenzierbarkeit.
• Man kann zeigen: Eine Funktion f : D → C, D ⊂ C offen, welche an z0 ∈ D

als Funktion der reellen Variablen x = Re z und y = Im z (total) differen-
zierbar ist, ist genau dann als Funktion von z dort (komplex) differenzierbar,
wenn die partiellen Ableitungen von u = Re f und v = Im f die Cauchy-
Riemann-Differentialgleichungen erfüllen.
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Funktionentheorie
Komplexe und reelle Differenzierbarkeit

• Eine komplexe Funktion f : D → C auf einer offenen Menge D ⊂ C ist also
im Punkt z0 ∈ D reell differenzierbar, wenn es komplexe Zahlen A,B gibt
mit

f(z) = f(z0) +A(x− x0) +B(y − y0) + o(z − z0), z → z0, (14.1a)

für z = x+ iy, z0 = x0 + iy0. In diesem Fall muss also gelten

A =
∂f

∂x
(z0) =

∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0), (14.1b)

B =
∂f

∂y
(z0) =

∂u

∂y
(x0, y0) + i

∂v

∂y
(x0, y0). (14.1c)

• Umgekehrt folgt aus Satz 9.17 (Mathematik III), dass eine komplexe Funk-
tion mit stetigen partiellen Ableitungen im Punkt z0 dort auch reell differen-
zierbar ist.
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Funktionentheorie
Komplexe und reelle Differenzierbarkeit

• Die Beziehungen (14.1) lassen sich einfacher Schreiben durch die Einführung
der Differentialoperatoren (Wirtinger-Operatoren)

∂f

∂z
:=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
,

∂f

∂z
:=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.

• Diese ergeben eingesetzt in (14.1)

f(z)− f(z0)

z − z0
=
∂f

∂z
(z0) +

z − z0

z − z0

∂f

∂z
(z0) + o(z − z0). (14.2)

• Da limz→z0(z − z0)/(z − z0) nicht existiert kann f an der Stelle z0 nur dann
komplex differenzierbar sein, wenn

∂f

∂z
(z0) = 0 und damit f ′(z0) =

∂f

∂z
(z0).
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Funktionentheorie
Harmonische und konjugiert-harmonische Funktion

Folgerung 14.9
Ist f holomorph in der offenen Menge D ⊂ C, und dort sogar zweimal stetig
differenzierbar, so sind u = Re f sowie v = Im f harmonische Funktionen, d.h. sie
erfüllen die Laplace-Gleichungen

∆u = ∆v = 0.

Lemma 14.10
Sei D ⊂ C offen und einfach zusammenhängend. Dann gibt es für u : D → R
harmonisch eine harmonische Funktion v : D → R sodass u + iv holomorph in
D ist. Die Funktion v wird zu u konjugiert-harmonische Funktion genannt und ist
bis auf Kontanten eindeutig bestimmt.
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Funktionentheorie
Visualisierung: analytische Landschaft

• Im Gegensatz zu Funktionen von R → R ist zur Visualisierung von Funktio-
nen von C→ C die Darstellung von vier Dimensionen erforderlich.

• Betrachtet man nur die Abbildung z 7→ |f(z)| als „Gebirge“ über der komple-
xen Ebene spricht man von der analytischen Landschaft der Funktion f .7 Visualisierung 11

Abb. 7.2: Analytische Landschaft von f (z) = (z − 1)/(z2 + z + 1).
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Abb. 7.3: Niveaulinien. Links: Re f (blau), Im f (schwarz); rechts: log |f | (blau), arg f (schwarz).

– Die Niveaulinien von u und v verlaufen zueinander orthogonal.
– Zieht man die Niveaulinien (mit demselben Inkrement) äquidistant in den Werten

von u und v, so finden sich lokal die nächsten Schnittpunkte längs der Niveaulinien
in etwa der gleichen Entfernung (dort wo es „eng“ wird, sieht es dann wie leicht
verzerrte Quadrate aus).

Beide Beobachtungen sind für holomorphe Funktionen einfache Konsequenzen
der Cauchy–Riemann’schen Differentialgleichungen (6.1): Für die Gradienten grad u =
(∂xu, ∂yu)T und grad v = (∂xv, ∂yv)T , also die Richtungsvektoren der Falllinien von u

Analytische Landschaft der Funktion

f(z) =
z − 1

z2 + z + 1
.

Höhenlinien: blau,
Falllinien: schwarz.

Quelle: Bornemann 2013
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Funktionentheorie
Visualisierung: Höhen- und Falllinien

7 Visualisierung 11

Abb. 7.2: Analytische Landschaft von f (z) = (z − 1)/(z2 + z + 1).
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Abb. 7.3: Niveaulinien. Links: Re f (blau), Im f (schwarz); rechts: log |f | (blau), arg f (schwarz).

– Die Niveaulinien von u und v verlaufen zueinander orthogonal.
– Zieht man die Niveaulinien (mit demselben Inkrement) äquidistant in den Werten

von u und v, so finden sich lokal die nächsten Schnittpunkte längs der Niveaulinien
in etwa der gleichen Entfernung (dort wo es „eng“ wird, sieht es dann wie leicht
verzerrte Quadrate aus).

Beide Beobachtungen sind für holomorphe Funktionen einfache Konsequenzen
der Cauchy–Riemann’schen Differentialgleichungen (6.1): Für die Gradienten grad u =
(∂xu, ∂yu)T und grad v = (∂xv, ∂yv)T , also die Richtungsvektoren der Falllinien von u

Gleiche Funktion f
• Links:

Re f (blau),
Im f (schwarz)
• Rechts:

log |f | (blau),
arg f (schwarz)

Quelle: Bornemann 2013

• Höhenlinien von u = Re f und v = Im f : Nullstellen nicht zu erkennen.
• Niveaulinien von u und v sind orthogonal.
• Äquidistante u/v-Höhenlinien „im Kleinen“ nahezu quadratisch.
• Fazit: Falllinien von |f | sind Niveaulinien von arg f
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Funktionentheorie
Phasenportraits

• Als Phase einer komplexwertigen Funktion f bezeichnet man die Größe f/|f |.
Um die Visualisierung holomorpher Funktionen anhand ihres Phasenportraits
hat sich der Freiberger Mathematiker E. Wegert verdient gemacht.

• Da f/|f | auf dem EInheitskreis liegt kann man sie durch einen Farbenkreis
visualisieren.

4 Chapter 1. Getting Acquainted

A plain phase portrait of a complex function f is an image which depicts the color-
coded phase f/|f | on the domain of f . Since the values of the phase lie on the
complex unit circle, they can be represented on a ‘color wheel’. The phase portraits
in Figures 1.4 and 1.5 are constructed in this manner, using the standard hsv color
scheme. Of the three parameters hue, saturation, and value, only the first one is
involved, representing saturated colors on a circle, as in the Figure 1.6 (left). The
picture in the middle shows the color-coded phase of points in the complex plane.

Figure 1.6: The color wheel, a plain and an enhanced phase portrait of f(z) = z

Though phase portraits do not take into account the modulus of a function, they
contain enough information to reconstruct analytic functions uniquely up to a
positive factor. Nevertheless, we shall often resort to enhanced phase portraits,
which allow one to read off particular features more easily.

Figure 1.6 (right) depicts such an image of f(z) = z, where pure colors
(decoding phase) are overlayed by shades of gray. An enhanced phase portrait
of a more complicated function is shown in Figure 1.7. How these pictures are
generated is discussed at length in Section 2.5, here we only give some intuitive
description.

First of all we remark that the discontinuities of the gray-shading form two
families of lines. One family consists of isochromatic lines, along which f has
constant phase. The second family, perpendicular to the first one, is formed by
(logarithmically spaced) contour lines of the absolute value |f |. Both families
together subdivide the square depicted into ‘tiles’ of different shapes and sizes.

Looking at Figure 1.7 we immediately discover a few exceptional points where
all colors meet, three such points are marked Z, P and E. Comparing first Z and
P , we see that near Z every color appears only once, while the color circle is run
through twice when we move around P . Another difference between the two points
is the orientation of colors. Walking around Z in the counter-clockwise direction,
we meet the colors in the order red, yellow, green, blue, while this order is reversed
at P . The explanation is that Z is a simple zero of f , while P is a double pole.

Farbenkreis, einfaches und mit Grauwerten versehenes Phasenportrait der
Funktion f(z) = z.

Quelle: Wegert 2012
Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV Wintersemester 2018/19 68 / 97



Funktionentheorie
Phasenportraits 7 Visualisierung 13

Abb. 7.4: Farbkreis (links); Phasenportrait von f (z) = (z − 1)/(z2 + z + 1) (rechts).

Beweis. Gleiches Phasenportrait bedeutet f /|f | = g/|g |, also f /g = |f |/|g |. Daher ist
die holomorphe Funktion f /g reellwertig, so dass sie nach Korollar 6.3 auf dem Gebiet
U eine (positive) Konstante λ darstellt.

Bemerkung. Das Lemma bleibt auch dann noch gültig, wenn wir (isolierte) Nullstellen
und Pole zulassen, siehe Aufgabe IV.9.

Holomorphe Funktionen als Transformationen der komplexen Ebene. Nach Konstruktion
sind die Niveaulinien des Real- und Imaginärteils der Funktion f = u + iv in der (x, y)-
Ebene das Urbild (pull-back) eines äquidistanten kartesischen Gitters der (u, v)-Ebene.
Alternativ kann man sich das Verhalten von f wie in Abb. 7.5 durch das Bild (push-
forward) eines (nicht notwendigerweise kartesischen) Gitters der (x, y)-Ebene in der
(u, v)-Ebene veranschaulichen. Diese Betrachtung ist vor allem im folgenden Fall von
Interesse:
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Abb. 7.5: Transformation f (z) = (z − 1)/(z2 + z + 1): Urbild (links), Bild (rechts).

Quelle: Bornemann 2013

Phasenportrait der Funktion f(z) =
z − 1

z2 + z + 1
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Funktionentheorie
Komplexe Kurvenintegrale

• Wie im Rd definieren wir Kurven in C als stückweise stetig differenzierbare
Abbildungen

γ : [a, b]→ C, t 7→ z(t),

eines Parameterintervalls (a, b) ⊂ R.
• Ist f auf dem Bild γ((a, b)) definiert und stetig, so ist auch die Funktion
t 7→ f(z(t)) stetig auf (a, b) und wir definieren das Kurvenintegral von f
längs γ durch ∫

γ

f(z) dz :=

∫ b

a

f(z(t))z′(t) dt.

• Ist z′(t) nicht stetig im ganzen Intervall (a, b), so muss dieses geeignet in
endlich viele Teilintervalle zerlegt werden.

• Ist das Intervall beschränkt und abgeschlossen, so ist die Integrierbarkeit ge-
sichert, andernfalls muss man diese zusätzlich fordern.
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Funktionentheorie
Cauchyscher Integralsatz

Lemma 14.11
Für k ∈ Z ist ∫

∂K1(0)

zk dt =

{
2πi, für k = −1,

0, sonst.

Hierbei parametrisieren wir ∂K1(0) wie üblich durch

γ : [0, 1]→ C, z(t) = e2πit.

Satz 14.12 (Cauchysche Integralformel für Kreisscheiben)
Sei U ⊂ C offen, f holomorph in U , f ′ stetig, z0 ∈ U , r > 0 mit Kr(z0) ⊂ U .
Dann gilt für alle |z − z0| < r

1

2πi

∫
∂Kr(z0)

f(ζ)

ζ − z dζ = f(z).
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Funktionentheorie
Cauchyscher Integralsatz

Wir wollen nun zeigen, dass stetige komplex-differenzierbare Funktionen f : U → C
sogar analytisch sind. Aus der Cauchyschen Integralformel für Kreisscheiben wissen
wir bereits, dass die z-Abhängigkeit im Term 1/(ζ − z) steckt; diesen wollen wir in
eine Potenzreihe entwickeln.

Satz 14.13
Sei U ⊂ C offen, f : U → C stetig komplex differenzierbar. Dann ist f analytisch,
d.h. für alle z0 ∈ U gibt es eine Folge (an)n∈N0

in C mit

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)n für |z − z0| hinreichend klein. (14.3)

Genauer: Ist r > 0 so klein, dass Kr(z0) ⊂ U , so können wir

an =
1

2πi

∫
∂Kr(z0)

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

setzen und (14.3) gilt für |z − z0| < r.
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Funktionentheorie
Cauchyscher Integralsatz

Folgerung 14.14
Sei f holomorph in U und f ′ stetig, dann ist f beliebig oft differenzierbar. Ist
Kr(z0) ⊂ U , so gilt

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
∂Kr(z0)

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ.
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Funktionentheorie
Satz von Morera

Hier soll es darum gehen, die Zusatzannahme der Stetigkeit von f ′ loszuwerden.

Bemerkung: Sei U offen und f : U → C stetig. Falls f eine komplexe Stamm-
funktion besitzt, es also eine holomorphe Funktion F gibt mit F ′ = f , so ist f
analytisch. (Warum?)

Satz 14.15 (Morera)
Sei U ⊂ C offen und f : U → C stetig. Gilt für jeden Dreiecksweg ∆∫

∆

f(z) dz = 0,

so besitzt f eine Stammfunktion, ist insbesondere analytisch und holomorph.

Unter einem Dreiecksweg verstehen wir die geradlinige Verbindungsstrecke dreier
Punkte z0, z1, z2 ∈ C.
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Funktionentheorie
Satz von Goursat

Satz 14.16 (Goursat)
Sei U ⊂ C offen und f holomorph auf U . Dann ist f analytisch.

Beweis durch Nachprüfen der Voraussetzungen des Satzes von Morera für holomor-
phe Funktionen.

Bezeichnung: Mit H (U) sei die Menge aller auf der offenen Menge U holomorphen
Funktionen auf U bezeichnet.

Fazit: Jede in einer offenen Menge U holomorphe Funktion ist beliebig oft diffe-
renzierbar und durch eine Potenzreihe darstellbar.
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Funktionentheorie
Cauchy-Abschätzung, Satz von Liouville

Satz 14.17 (Cauchysche Abschätzung)
Sei f ∈ H (U), KR(z0) ⊂ U offen und sup{|f(z))| : z ∈ KR(z0)} ≤ M . Dann
gilt:

|f (n)(z0)| ≤ n!M

Rn
.

Definition 14.18
Eine Funktion f ∈H (C) heißt ganze Funktion.

Satz 14.19 (Satz von Liouville)
Jede beschränkte ganze Funktion ist konstant.
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Funktionentheorie
Fundamentalsatz der Algebra

Satz 14.20 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes nichtkonstante Polynom p besitzt in C eine Nullstelle.

Bemerkung: Mit Polynomdivision und Induktion folgt, dass jedes Polynom vom
Grad n ∈ N0 in C in Linearfaktoren zerfällt, d.h. geschrieben werden kann als

a0(z − z1) · · · (z − zn).

Satz 14.21 (Identitätssatz)
Sei D ⊂ C ein Gebiet und f ∈H (D). Dann sind äquivalent

i f ≡ 0

ii Es gibt z0 ∈ D mit f (n)(z0) = 0 für alle n ∈ N0.
iii {z ∈ D : f(z) = 0} ist nicht diskret in D.

Dabei heißt eine Menge M ⊂ D diskret, wenn es für alle z ∈M ein r > 0 gibt mit
M ∩Kr(z) = {z}.
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Funktionentheorie
Identitätssatz

Beispiele:
1 { 1

n : n ∈ N} ∪ {0} ist nicht diskret in C.
2 { 1

n : n ∈ N} ist diskret in {z ∈ C : Re z > 0}.

Folgerung 14.22
Sei D ein Gebiet, f, g ∈ H (D) und {z : f(z) = g(z)} sei nicht diskret in D.
Dann ist f ≡ g.

Beispiele:
1

eit = cos t+ i sin t für alle t ∈ R ⇒ eiz = cos z + i sin z für alle t ∈ C.

2 Aus sin′ x = cosx für x ∈ R folgt sin′ z = cos z auf C.
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Funktionentheorie
Identitätssatz

Folgerung 14.23
Sei D ein Gebiet, f ∈H (D) \ {0} und z0 ∈ D.

a Es gibt k ∈ N0, r > 0 und g ∈H (Kr(z0)) mit

f(z) = (z − zk)kg(z) für z ∈ Kr(z0).

b Es gibt r > 0 mit f(z) 6= 0 für z ∈ Kr(z0) \ {z0}.
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Funktionentheorie
Der Cauchysche Integralsatz, Umlaufzahlen und der Residuensatz

Für f ∈H (KR(z0)) und γ : [a, b]→ KR(z0) wissen wir, dass f eine Stammfunk-
tion F besitzt, insbesondere ist∫

γ

f(z) dz = F (γ(b))− F (γ(a)).

Dies folgt durch einfache Rechnung nach gliedweiser Integration der Potenzreihen-
darstellung von f um z0. Somit gilt insbesondere für jede geschlossene Kurve γ∫

γ

f(z) dz = 0.

Dass dies nicht immer gilt, sieht man an folgendem, bereits behandelten Beispiel:
für U = C \ {0} und f(z) = 1/z gilt f ∈H (U), aber∫

∂Kr(0)

dz

z
= 2πi ∀r > 0.
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Funktionentheorie
Der Cauchysche Integralsatz, Umlaufzahlen und der Residuensatz

Satz 14.24 (Cauchyscher Integralsatz)
Sei D ⊂ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet und f ∈H (U). Dann gilt∫

γ

f(z) dz = 0

für jede geschlossene stückweise glatte Kurve γ.
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Funktionentheorie
Der Cauchysche Integralsatz, Umlaufzahlen und der Residuensatz

Ist γ : I → C eine stückweise stetig differenzierbare Kurve und z0 6∈ γ(I), so ist∫
γ

dz

z − z0
∈ 2πiZ.

Für kreisförmige Kurven haben wir dies schon gezeigt.

Definition 14.25
Sei γ : I → C eine geschlossene stückweise stetig differenzierbare Kurve in und
z0 6∈ γ(I). Dann heißt

n(γ; z0) :=
1

2πi

∫
γ

dz

z − z0

der Index bzw. die Windungszahl von γ bezüglich z0.

Idee: n(γ; z0) zählt, wie oft γ den Punkt z0 insgesamt umrundet, und zwar positiv
(gegen Uhrzeigersinn) bzw. negativ (im Uhrzeigersinn).
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Funktionentheorie
Cauchysche Integralformel

Mit der Windungszahl kann man folgende wichtige Aussagen zeigen:

Satz 14.26 (Cauchysche Integralformeln)
Sei D ⊂ C, f ∈ H (D) und γ stückweise glatt, geschlossen und nullhomotop
(stetig zu einer konstanten Kurve deformierbar). Dann gilt für z0 6∈ γ

n(γ; z0)f(z0) =
1

2πi

∫
γ

f(z)

z − z0
dz

und allgemeiner

n(γ; z0)f (k)(z0) =
k!

2πi

∫
γ

f(z)

(z − z0)k+1
dz, k ∈ N.

Für kreisförmige Kurven dürfte der Beweis klar sein.
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Funktionentheorie
Singularitäten

Definition 14.27
Sei U offen und f : U \ {z0} → C holomorph. Dann sagen wir, dass f in z0 eine
isolierte Singularität besitzt.

Proposition 14.28
Besitzt die Funktion f an der Stelle z0 eine isolierte Singularität, so gibt es r > 0
und (ak)k∈Z mit

f(z) =
∑
k∈Z

ak(z − z0)k für 0 < |z − z0| < r. (14.4)

Definition 14.29
Die Reihe (14.4) heißt Laurent-Reihe und man spricht von der Laurent-
Entwicklung einer Funktion um z0.
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Funktionentheorie
Singularitätenklassifikation, Residuen

Definition 14.30
Isolierte Singularitäten einer holomorphen Funktion f werden folgendermaßen un-
terschieden:

a Lässt sich f stetig nach z0 fortsetzen, so spricht man von einer hebbaren
Singularität.

b Sind in der obigen Entwicklung ak = 0 für k < −m (m ∈ N) und a−m 6= 0,
so spricht man von einem Pol der Ordnung m.

c In allen anderen Fällen spricht man von einer wesentlichen Singularität.
Die Zahl

a−1 =: Res
z=z0

f(z)

nennt man das Residuum (engl. residue) der Funktion f an der Stelle z0.

Beispiel: Die Funktion f(z) = e1/z besitzt an der Stelle z0 = 0 eine wesentliche
Singularität.
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Funktionentheorie
Singularitätenklassifikation, Residuen

3.1. Polynomials and Rational Functions 61

Some phase portraits of the power functions f(z) = zn in the unit square
U := {z ∈ C : |Re z| < 1, |Im z| < 1} are shown in Figure 3.2.

Figure 3.2: Phase portraits of the functions z−2, z−1, z0, z1, z2 near z = 0

To interpret these pictures we invoke de Moivre’s formula. It tells us that the
phase of zn is constant along the rays emerging from the origin. Moreover, when z
moves around the unit circle, say in a counterclockwise direction, then the phase
ψ(zn) = zn rotates on the unit (color) circle with n-times the speed of z. If n < 0,
then ψ(zn) travels in the reverse (clockwise) direction of z. Consequently, poles
and zeros can be distinguished by the orientation of the colors which appear in
their neighborhood: for a zero the colors have the same orientation as on the color
circle, for a pole the orientation is reversed. The order of a zero or a pole can also
be easily seen, it is just the number of isochromatic rays of one (arbitrarily chosen)
color which meet at that point.

Though the reasoning must be slightly modified when we consider poles and
zeros at infinity, the above assertions remain valid in toto. Figure 3.2 depicts the
corresponding phase portraits of z−2, z−1, z0, z1, and z2 in a neighborhood of the
point at infinity (see Section 2.5for details of the construction and the orientation
of the pictures).

Figure 3.3: Phase portraits of the functions z−2, z−1, z0, z1, z2 near z = ∞

Polynomials. Power functions are the elementary building blocks of polynomials,
the most general functions that can be formed using only the operations of addi-
tion, subtraction and multiplication. Customarily, polynomials are written in the
normal form

f(z) = a0 + a1 z + a2 z2 + . . . + an zn, z ∈ C. (3.1)

The complex numbers a0, a1, . . . , an are the coefficients of the polynomial. If the
leading coefficient an does not vanish, which we usually assume, then the number

Phasenportrait von Polen und Nullstellen verschiedener Ordnungen: von links:
z−2, z−1, z0, z, z2 in der Nähe von z = 0..

• Anhand ihres Phasenportraits kann man Pole und Nullstellen holomorpher
Funktionen unterscheiden.

• Um Nullstellen der Ordnung k wird der Phasenkreis k Mal durchlaufen.
• Um Pole der Ordnung k geschieht dies k mal in die entgegengesetzte Rich-

tung.
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Funktionentheorie
Singularitätenklassifikation, Residuen

Phasenportrait einer wesentlichen Singularität: die Funktion f(z) = exp(1/z) im
Rechteck |Re z| ≤ 1, | Im z| ≤ 1.
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Funktionentheorie
Singularitätenklassifikation, Residuen

Residuen einer holomorphen Funktion mit isolierten Singularitäten drücken gewis-
sermaßen die Abweichung von der Holomorphie in diesen Punkten aus. Es gilt der

Satz 14.31 (Residuensatz)
Sei U ⊂ C offen sowie z1, . . . , zn ∈ U paarweise verschieden und f ∈
H (U \ {z1, . . . , zn}). Sei ferner γ eine stückweise glatte, geschlossene und null-
homotopea Kurve in U . Dann gilt

1

2πi

∫
γ

f(z) dz =

n∑
k=1

n(γ; zk) Res
z=zk

f(z).

aDies bedeutet, dass die Kurve sich stetig zu einem Punkt deformieren lässt.
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Funktionentheorie
Singularitätenklassifikation, Residuen

Lemma 14.32
Die Funktion f besitze einen Pol der Ordnung m in z0, d.h.

f(z) = (z − z0)−mg(z)

mit g holomorph in einer Umgebung von z0, g(z0) 6= 0. Dann ist

Res
z0

f =
g(m−1)(z0)

(m− 1)!
.

Wichtiger Spezialfall: m = 1, also

f(z) = (z − z0)−1g(z) mit g ∈H (U \ {z0}).

In diesem Fall ist
Res
z0

f = g(z0),

was sofort aus der Cauchyschen Integralformel folgt.
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Funktionentheorie
Anwendungen des Residuensatzes

Man zeige:
a Für a > 1 gilt ∫ π

0

dθ

a+ cos θ
=

π√
a2 − 1

.

b ∫ ∞
−∞

x2

1 + x4
dx =

π√
2
.

c ∫ ∞
0

sinx

x
dx =

π

2
.
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Funktionentheorie
Anwendungen des Residuensatzes

Beim letzten Beispiel ist das Jordansche Lemma hilfreich: es besagt, dass∫
γR

f(z) eiaz dz → 0 mit R→∞,

wobei γR : z(ϑ) = R eiϑ, ϑ ∈ [0, π], sofern a > 0, f komplexwertig, stetig und

M(R) := max
|z|=R

|f(z)| → 0, R→∞.
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