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Vektoranalysis

Erinnerung

e Kapitel 9: Differentialrechnung fiir Skalarfelder und Vektorfelder

f:R"SD SR f:R">D—R™
z— f(z) z — f(z)

mit € = (z1,...,2,) €R™,  f(z) = (fi(z),..., fm(z)) € R™.

® Gradient und Ableitung eines differenzierbaren Skalarfeldes
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Vektoranalysis

Erinnerung

e Ableitung, Funktional- oder Jacobi-Matrix eines differenzierbaren Vektorfel-

des

Vfl(ili)—r 1
VfQ(ZIZ)T
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Vfm(2)"

® Hesse-Matrix eines zweim
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Vektoranalysis

Erinnerung

e Kapitel 10: Kurvenintegral eines Skalarfeldes langs Kurve v : [t4,te] — R™

/f@—/“f Dl (@) dt

oder eines Vektorfeldes

LFwwmzlﬂFwwwvmdt

a

o Vektorfelder der Form F' = VV heilen Potentialfelder, fiir sie gilt
[ F@) da=Via(e) - Viate)).
”
e Oberflichenintegral eines Skalarfeldes iiber eine Fliche @ : R2 > D — R?

/ f(z) dO:/ f(@(u, )]t (u, v) X b (u, )| dudv
P D
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Vektoranalysis

Weitere Differentialoperatoren

Definition 13.1 (Laplace-Operator)

Sei f:R™ D D — R ein zweimal stetig partiell differenzierbares Skalarfeld. Dann
wird durch die Vorschrift

>*f >*f

_2 _|_ oo + _2

Oy 0x2

ein neues Skalarfeld Af : D — R definiert. Der so definierte Differentialoperator
A heiBt Laplace-Operator.

Af =

Definition 13.2 (Divergenz eines Vektorfeldes)

Sei v : R™ D D — R™ ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld. Der Differen-
tialoperator div ordnet durch die Vorschrift

8’1)1 8vn

dem Vektorfeld v das Skalarfeld divv : D — R zu, welches als Divergenz des
Vektorfeldes v bezeichnet wird.

dive =
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Vektoranalysis

Weitere Differentialoperatoren

Definition 13.3 (Rotation eines Vektorfeldes)

Sei v : R? D D — R? ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld. Der Differen-
tialoperator rot (engl. curl) ordnet durch die Vorschrift

6’()3 _ 8’[}2

8:62 31‘3

— 81}1 _ 8’[}3

rot v = |5t~ aay
8’1)2 _ 8’[11

611 31‘2

dem Vektorfeld v das Vektorfeld rot v : D — R3? zu, welches als Rotation (oder
Wirbelfeld) des Vektorfeldes v bezeichnet wird.

Bestimmen Sie fiir das zentrale Kraftfeld
k<0, xcD=R3\{0},

Divergenz und Rotation. Ist K ein Potentialfeld?
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Vektoranalysis

Nabla-Notation

® Wir hatten bereits im Zusammenhang mit dem Gradienten-Operator den

symbolischen Nabla-Vektor
e
v=|
0
ox,
eingefiihrt, sodass man V f formal als Anwendung (Multiplikation) von V
von links auf das Skalarfeld f erhalt.
® Analog ergibt sich die Divergenz eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes v

als formales Skalarprodukt

Dz, U1 P P
dive=V-v=| : |- |:]| =24 %

5 ' 0x, oxy,

= v

Ox ., n

® Auch die Rotation eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes v ldsst sich
durch eine formale Operation mit V ausdriicken als

rotv =V x v.
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Vektoranalysis

Nabla-Notation

Die Differentialoperatoren grad, div und rot treten auf, wenn bei Anwendung grund-
legender Prinzipien der mathematischen Physik Differentialgleichungen hergeleitet
werden, die Grundgrolen aus physikalischen Vorgingen in Beziehung setzen.
Beispiele sind

® Die Navier-Stokes-Gleichungen der Strémungsmechanik:

%—?+(v-V)v+Vp—V-(va):f

V-v=0
® Die Maxwell-Gleichungen elektromagnetischer Felder:

V-D=p
V-B=0

OB

VXE=——

. ot

oD
VxH=—+J
8 at
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Vektoranalysis

Rechenregeln

® Wird der Laplace-Operator auf Vektorfelder angewandt, so ist dies kompo-
nentenweise zu verstehen:

Avq
Av = :
Av,
® Wird der Gradient-Operator auf ein Vektorfeld v : R™ — R™ angewandt, so
resultiert die Transponierte der Jacobi-Matrix (vgl. Satz 9.23):

Vo(z) = [f'(z)]" € R™™.
Insbesondere ergibt der Gradient (oder die Jacobi-Matrix) des Gradienten
eines zweimal stetig differenzierbaren Skalarfeldes ¢ dessen Hesse-Matrix.
Somit gilt auch A¢ = Spur V(V¢).

® Die Anwendung des Operators (w - V) mit einem Vektorfeld w auf ein stetig
differenzierbares Vektorfeld v ist ebenfalls komponentenweise zu lesen.
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Vektoranalysis

Rechenregeln

Satz 13.4 (Rechenregeln fiir Operatoren der Vektoranalysis)

Sei¢ : R" D D — R ein zweimal stetig differenzierbares Skalarfeld sowie v :
R™ D D — R"™ ein zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gelten
@ rot(grad (b) =0.
® div(rotv) =
@ div(grad gb) ¢
® div(¢w) = v - (grad 9) + o(div v).
® rot(gv) = (grad @) X v+ P(rot v).
® rot(rot v) = grad(divwv) — Aw.

Die Regeln, in denen der Rotationsoperator auftritt, gelten nur fiir n = 3.
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Vektoranalysis

Potentiale

Definition 13.5 (doppelpunktfreie Kurve)
Eine Kurve 7 : [tq, t.] = R™ heit doppelpunktfrei, wenn
Y(t1) #y(t2)  fiir tq # t2, t,t2 € (ta, te),
und v(t) #v(ta) firt € (ta,te)-

Definition 13.6 (zusammenhingende Menge, konvexe Menge, Gebiet)

Eine Menge M C R™ heift zusammenhangend, wenn zwei beliebige Punkte &,y € M so durch
einen Polygonzug verbunden werden kdnnen, dass alle Punkte des Polygonzuges zu M gehdren.
M heiBt konvex, wenn mit je zwei Punkten x,y € M die Verbindungsstrecke

[,y ={z +a(y —x):ac(0,1]} ganz in M liegt.

Eine offene und zusammenhingende Menge heifit Gebiet.

Definition 13.7 (einfachzusammenh&ngendes Gebiet)

Ein Gebiet D C R™ (n > 2) heiBt einfach zusammenhangend oder kontrahierbar, wenn jede ge-
schlossene, doppelpunktfreie Kurve in D stetig auf einen Punkt & € D zusammengezogen werden
kann.

V.

Anschaulich: Ein einfach zusammenhingendes Gebiet darf keine ,Ldcher” haben. Eine Kugel ist
einfachzusammenhingend. Ein Kreisring oder Torus dagegen nicht.
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Vektoranalysis

Potentiale

Kriterien fiir die Existenz von Potentialen hatten wir bereits in Abschnitt 10.2.
aufgestellt. Mit Hilfe der zuletzt eingefiihrten Differentialoperatoren lassen sich diese
kompakter beschreiben.

Satz 13.8 (Existentz von Potentialen)

Sei D C R™ ein einfach zusammenhéangendes Gebiet (n > 2) und v : D — R™ ein
stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann ist v genau dann ein Potentialfeld, wenn
die Jacobi-Matrix v'(x) fiir alle © € D symmetrisch ist, d.h.

v'(2) = [v/(2)].

Die Forderung nach der Symmetrie der Jacobi-Matrix nennt man auch Integrabili-
titsbedingung.
Fiir den Fall n = 3 ist die Symmetrie der Jacobi-Matrix gleichbedeutend mit der
Gleichung

rot v(z) = 0.

v

In Satz 10.16 hatten wir diese Aussage auf den Spezialfall des einfach zusammen-
hdngende Gebiet D = R™ beschrankt.
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Vektoranalysis

Potentiale

Definition 13.9

Seiv : D — R3 D C R3, gegeben. Existiert ein differenzierbares Vektorfeld
w: R3 — R3 mit

v =rot w,

so heilft w Vektorpotential von v.

Satz 13.10 (Existenz eines Vektorpotentials)

Seiv : D — R3, D C R3, ein differenzierbares Vektorfeld. Ist D eine offene
konvexe Menge, so ist die Bedingung

dive =0

notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines Vektorpotentials w mit v =
rot w. Statt der Forderung der Konvexitat von D reicht hier auch die schwéachere
Forderung, dass D einfach zusammenhangend ist.
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Vektoranalysis

Potentiale

Analogie zu Skalarpotentialen: Ist wy Vektorpotential von v (d.h. v = rot wy) und
ist w; ein (beliebiges) Potentialfeld (d.h. rot wy = 0), so folgt fiir w := wy + wy

rot w = rot wyg +rotw; = v+0=w,

d.h. auch w ist Vektorpotential von v.

Fazit: Vektorpotentiale sind nur bis auf Potentialfelder eindeutig bestimmt.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik)
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Vektoranalysis

Integralsatze

Wir behandeln nun eine Reihe von Sitzen, welche den Hauptsatz der Integralrech-
nung auf mehrdimensionale Mengen ausdehnen.

Definition 13.11 (Positive Orientierung)

Sei B C R2, ein Bereich mit Rand 9B, der aus endlich vielen geschlossenen Kur-
Ven 1,7, - .., bestehe. Die Kurven seien parametrisiert, so dass fiir jede von
ihnen eine Durchlaufrichtung definiert ist.

Der Rand von B heit positiv orientiert, wenn beim Durchlaufen jeder einzelnen
Randkurve «y; der Bereich B zur Linken liegt.

Eine positive Orientierung einer Kurve bedeutet somit eine Umlaufrichtung entgegen
dem Uhrzeigersinn.
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Vektoranalysis

Integralsatze

Beispiele:
@ Der Rand des Einheitskreises mit Parametrisierung

0= || e

ist positiv orientiert.
® Das Rechteck B = [a,b] X [¢,d] mit a < b, ¢ < d, besitzt die Randkurve
¥ = [Y1,Y2,73,Y4)- Mit den Parametrisierungen

no =1, celatl =], teled,
wo =T s mo=|,, 0] teka

ergibt sich eine positive Orientierung.

Wintersemester 2018/19 25/50
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Vektoranalysis

Integralsatze

Satz 13.12 (Satz von Green)

Sei D C R? ein Gebiet und B C D ein Bereich mit positiv orientiertem Rand
0B, der aus endlich vielen geschlossenen Kurven besteht, und sei v : D — R? ein
stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/83 v(@) dz = /B [% - %—ﬂ dv (13.1)

® Folgerung: in einem einfach zusammenh&ngenden Gebiet D verschwindet das
Arbeitsintegral eines rotationsfreien ebenen Vektorfeldes langs einer beliebi-
gen in D verlaufenden geschlossenen Kurve.

® Satz von Green gilt auch in nicht einfach zusammenhingenden Gebieten D

und fiir ebene Vektorfelder v, deren Rotation nicht notwendig iiberall in D
verschwindet.

® Er gestattet die Umwandlung eines Flichen- in ein Linienintegral (und umge-
kehrt) unter relativ geringen Voraussetzungen an v und D.
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Vektoranalysis

Integralsatze

® Sei D C R? ein Gebiet und B C D ein einfach zusammenhingender Bereich
mit geschlossener, positiv orientierter Randkurve

OB 1 v(t) = [Zgg] ,tE [tasty).

Sei ferner u : D — R zweimal stetig differenzierbar.

Der duRere Einheitsnormalenvektor n(t) an die Kurve 0B ist gegeben durch

1 y’(t)}
n(t) = o |
@1 =)
Dann gilt n x 4" = ||7/|| e3, somit bilden n,4" und e3 ein Rechtssystem.
° Mit

T

— . 0 0
v:{gy] gilt ﬂ—ﬂ:um—i—uyy:Au.

Aus dem Satz von Green folgt nun ...
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Vektoranalysis

Integralsatze

t

/B AudV = /8 vde - / “o(v(t)) (1) dt = t "Vulr(t) - n(t) ¥ @) dt

b ou , Ju
= [ Saona= [ Sas

Insbesondere verschwindet das Kurvenintegral wenn Awu = 0 iiberall in B.

Satz 13.13 (Flacheninhaltsformel)

Sei B ein Bereich, dessen Rand OB durch eine doppelpunktfreie geschlossene,
positiv orientierte Kurve vy = OB : [ta,t.] — R2, ~(t) = (x(t),y(t)) ", gegeben
ist. Dann gilt fiir den Flicheninhalt F(B) des Bereiches B die Formel

F(B) =1 /t "Ly (©) + 2@)y ()] dt. (13.2)

a
v
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Vektoranalysis

Beispiel zur Flicheninhaltsformel

Wir bestimmen die Fliche F(B) des Innengebie-
tes B der Hypozykloidenkurve

(t) = [m(t)] _ {2cost+cos(2t)} Cte[0,2n]. s

y(t) 2sint — sin(2t) i
0
durch Anwendung des Satzes von Green auf ~ 05
und -1
1.5
1 -y 8'1)2 8’01 2
= - —_——— = 1
v(x,y) 2 |: z ] ’ ox 6y 25
1 0 1 2 3
und erhalten
1 —y(t)} {x’(t)]
FB)= [ 1dV = vd:z::—/ [ . dt
= frav= [ oae=g [710] 0o

1 27
25/ [—8cos®t + 6cost + 2] dt = 2.
0

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV Wintersemester 2018/19



Vektoranalysis

Oberflachenintegral eines Vektorfeldes

® |n Abschnitt 10.3. hatten wir das Oberflachenintegral

L f(@) d0

eines stetigen Skalarfeldes f : ® — R eingefiihrt, welches auf einer (stiick-
weise) reguldren Flache

¢ = (I)(uav) = [m(u,v),y(u,v),z(u,v)]T :B =R’

mit Parameterbereich B C R? definiert ist.
® Das skalare Oberflachenelement dO war dabei definiert durch

dO = ||t (u,v) X t,(u,v)| dudv

mit den Tangentenvektoren eines reguldren Flachenstiicks

%(onvo) Fe (uo,v0)
t.(ug, vo) = %(uomo) bzw.  #,(ug,vo) = %(uo,vo)
%(u()vvo) 3_5(u07v0)
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Vektoranalysis

Oberflachenintegral eines Vektorfeldes

® Mit Hilfe der Tangentenvektoren sind die metrischen FundamentalgroBen des
Flachenstiicks ®
E(u,v) := t,(u,v) - t,(u,v),
F(u,v) := t,(u,v) - t,(u,v),
G(u,v) := t,(u,v) - t,(u,v)

definiert. Diese bestimmen die Lange von Kurven auf der Flache und den
Inhalt von Teilflichenstiicken. Es gilt

1t (u, ) %ty (w,0)]| = v/ E(u, 0) G (u, v) — F2(u, v).

® |nsbesondere konnten wir hiermit den Oberflacheninhalt von im Raum gele-
genen Flachen sowie die Gesamtwirkung von Flachenbelegungen berechnen.
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Vektoranalysis

Oberflachenintegral eines Vektorfeldes

® Zur Motivation von Oberfldchenintegralen von Vektorfeldern betrachte man
eine stromende Fliissigkeit (Fluid) in einem Gebiet D C R?.

® Von Interesse sei es, die pro Zeiteinheit durch eine in D gelegene Fliche S C
D hindurchstrémende Fliissigkeitsmasse.

e Konkret konnte dies die Ein- oder Austrittséffnung einer Rohrleitung oder die
Trennflidche zweier geologischer Schichten im Boden modellieren.

® Das Geschwindigkeitsfeld des Fluids sei durch das Vektorfeld v : D — R? ge-
geben, welches wir als zeitlich konstant (stationdr) annehmen, dessen Dichte
durch das Skalarfeld p: D — RT.

® Bezeichnet AA C D ein (kleines) ebenes Flichenelement mit Flachenin-
halt F(AA) und Normaleneinheitsvektor n, so ist der Massenstrom lokal an
einem Punkt z € AA iiber ein Zeitintervall At n3herungsweise

Am =p(z) v(z) nF(AA) At = j(z) - n F(AA) At

mit der Massenstromdichte j := pw.
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Vektoranalysis

Oberflachenintegral eines Vektorfeldes

Sei S = ®(B) C D ein regulidres Flachenstiick mit Parametrisierung
z(u,v) = ®(u,v), (u,v) € B CR2

® Die (linear unabhangigen) Tangentenvektoren #,(u,v) und ¢,(u,v) spannen
dann die Tangentialebene am (inneren) Punkt © = ®(u,v) € S auf.

* Als Einheitsnormalenvektor n = n(u,v) im Punkt 2 € § wihlen! wir

 ty(u,0) Xty (u,v) e
Tt (u,v) Xty (u, )] (u,v) € B.

n(u,v)

Somit stellt . : S — R3 ein stetiges Feld von Einheitsnormalenvektoren dar.

® Ein reguldres Flichenstiick, bei dem man an allen Punkten in derselben Wei-
se eindeutig festgelegte Normalenvektoren definieren, also ,Oberseite” und
»Unterseite” unterscheiden kann, bezeichnen wir als zweiseitige Flache.
Von Unter- zu Oberseite gelangt man in Richtung von n.

LWir hitten genausogut —n als Normale wihlen kdnnen.
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Vektoranalysis

Beispiel fiir eine nicht zweiseitige Flache

Ein klassisches Beispiel fiir eine nicht zweiseitige Flache ist das Moebius-Band,
parametrisiert durch

cos(2mu) + v cos(mu) cos(2mu) 11
B0) = s+ von(ra)sin(or) () € B = 011 |-3.5]

Lauft man auf der Fliche langs der
Kurve

~(t) = ®(¢t,0), tel0,1],

so gilt v(0) = ~(1).

Fiir (u,v) = (0,0) erhdlt man den
Normalenvektor n = (0,0,—1)T,
am Endpunkt (u,v) = (1,0) jedoch
n=(0,0,1)T.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV
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Vektoranalysis

Oberflachenintegral eines Vektorfeldes

® Wird eine zweiseitige Fldche von einem Fluid durchstromt, kann man die lo-
kale Betrachtung in eine globale iiberfiihren und das lokale Flachenelement
AA durch das (skalare) Oberflichenelement dO ersetzen.

e Ist die Funktion f(z) := j(z) - n(z) fir & € S beschrinkt sowie fiir z € S
stetig, so existiert das Oberflachenintegral

m::/sf do ::Lj(w)-n(w) do.

® Mit 71 ist somit die pro Zeiteinheit durch S in Richtung n stromende Fliis-
sigkeitsmasse bezeichnet.

® Hierdurch motiviert fiihren wir an dieser Stelle noch das vektorielle Flachen-
element wie folgt ein:

dO :=ndO = ||tu t||||tu><t o dudv = (¢, x t,) dudo.
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Vektoranalysis

Oberflachenintegral eines Vektorfeldes

Definition 13.14 (Oberflachenintegral eines Vektorfeldes)

Seien S C R? ein regulires (zweiseitiges) Flichenstiick mit der Parameterdarstel-
lung ® : B — S, n(x) das Feld der Normalen von S und v : S — R? ein stetiges
Vektorfeld. Dann nennt man

/S'v' do = L v(z) - n(z) dO (13.3)

das Oberflachenintegral oder Flussintegral des stetigen Vektorfeldes v liber S
bzw. den Fluss des Vektorfeldes v durch S in Richtung n.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV
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Vektoranalysis

Zirkulation eines Vektorfeldes

Definition 13.15 (Zirkulation)

Sei v : D — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, D C R? offen, und + eine
geschlossene, regulare, orientierte Kurve in D. Das Kurvenintegral

Z::f’udw
~y

nennt man die Zirkulation von v langs der Kurve ~.

Definition 13.16 (Zirkulation pro Flache)

Esseiv : D — R3 D C R3 offen, ein stetig differenzierbares Vektorfeld, xo

sei ein Punkt in D, m ein von @y ausgehender Richtungsvektor (||n|| = 1). Der
Grenzwert "
W, = lim —— d 13.4
n(@0) = lm, & 7{“” “” (13.4)
|A|—0

heilt Zirkulation pro Flacheneinheit des Vektorfeldes v beziiglich der Richtung n
im Punkt xg.
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Vektoranalysis

Zirkulation eines Vektorfeldes

Satz 13.17 (Zirkulation und Wirbelfeld)

Seiv : D — R3, D C R3 offen, ein stetig differenzierbares Vektorfeld, x, sei ein
Punkt aus D, n ein beliebiger Einheitsvektor. Die Zirkulation pro Flicheneinheit
Wi (o) von v beziiglich der Richtung n stimmt iiberein mit der Komponente in
Richtung m des Wirbelfeldes rot v(xy), d.h.

Wi (zp) = m - rot v (o).

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik IV
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Vektoranalysis

Stokesscher Integralsatz

Satz 13.18 (Stokesscher Integralsatz im R?)

Esseiv : D — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, D C R3, offen, und
S ein regulires Flachenstiick in D. S sei von einer geschlossenen regularen, orien-
tierten Kurve 0S berandet. Dann gilt

?{ vde = / rotv - dO. (13.5)
as s

Die Richtung der in dO = n dO enthaltenen Flichennormalen ergibt sich aus der
Orientierung der Randkurve durch eine Rechtsschraube.

4

® Der Stokessche Integralsatz besagt, dass die Zirkulation entlang einer Kur-
ve, die ein Flichenstiick berandet, gleich dem Integral {iber die Normalkom-

ponente des Wirbelfeldes rot v, d.h. gleich dem Fluss von rot v durch das
Flachenstiick ist.
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Vektoranalysis

Stokesscher Integralsatz

® |st im Stokesschen Integralsatz S ein einfach zusammenhingendes, ebenes
Flichenstiick in der z/y-Ebene mit Normalen n = (0,0,1)" und positiv
orientierter geschlossener Randkurve 95 und betrachtet man ebene Vektor-

felder
vl(xay) T
v = |va(x,y) fur y| €85,
0 0

so erhalt man den Satz von Green fiir einfach zusammenh&ngende Gebiete.

® Betrachtet man ein in D definiertes Vektorfeld v und zwei in D liegende Fla-
chenstiicke S7, S2 mit demselben orientierten Rand 0.5, so stimmen nach
Satz 13.18 die Flussintegrale von rot v tiber S; und Sy {iberein. Solange die
Randkurve 8S in D unveridndert bleibt, kann man S in D ,beliebig" verfor-
men, ohne den Fluss von rot v durch S zu andern.
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Vektoranalysis

Stokesscher Integralsatz

Folgerung 13.19 (Stokesscher Satz, Flachen mit gleicher Randkurve)

Essei v : D — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, D C R? offen, und S;
und So regulare Flachenstiicke in D, welche als Randkurve dieselbe geschlossene
regulire und orientierte Kurve 0S besitzen. Dann gilt

% vdm:/ rotv-dO:/ rotv - dO
oS S1 Sa

mit denselben Festlegungen beziiglich Orientierung der Normalen n. wie in
Satz 13.18.
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Vektoranalysis

GauBscher Integralsatz

Satz 13.20 (GauBscher Integralsatz)

Sei B C R? ein regulirer Bereich mit GuBerer Normalen n in den Punkten seines
Randes OB. Ist v ein im Gebiet D D B stetig differenzierbares Vektorfeld, so gilt

/ dive dV = / v-dO = (v-mn)dO. (13.6)
B OB oB

v

@ Berechnen Sie den nach auRen gerichtete Fluss des Vektorfeldes
v(z,y,2) = (2%yz, 2y*2, —22y22) " durch die Oberfliche der Kugel
K ={(z,y,2) : 22 +y®> + 22 < 1}.

® Durch den Kegelstumpf Z = {(x,y,2) : 22 + 4> < (2 —2)2,2 € [0,1]}
strome in z-Richtung ein inkompressibles Fluid. Dabei sei die Wandflache
Zy = {(x,y,2) € Z : 2 + y?> = (2 — 2)?} undurchlissig und der Fluss
durch die Eintrittsfliche Zy = {(z,y,0) : 2% + y? < 4} mit AuBennormalen
n = —es gegeben durch ¥ = —8r. Ermitteln Sie die mittlere Austrittsge-
schwindigkeit durch Z; = {(z,y,1) : 22 + 32 < 1}.

vy
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Vektoranalysis

Greensche Formeln

Durch Anwendung des GauBschen Integralsatzes 13.20 auf das Vektorfeld

v = ¢ grad f fiir zweimal stetig differenzierbare Skalarfelder ¢ und f folgen unter
Beachtung der Beziehung

div(ograd f) = pAf + grad ¢ - grad f
unmittelbar

Folgerung 13.21

Sei B ein regularer Bereich, n die duere Normale langs OB und f und ¢ zwei
auf D D B definierte zweimal stetig differenzierbare Funktionen. Dann gelten

/ d)— dO = / [pAf + grad f - grad ¢] d (1. Greensche Formel)
dB

sowie

0 0
/3 {¢ I _ 6—2] dO = /B [pAf — fA¢] AV (2. Greensche Formel).
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Vektoranalysis

Beispiele divergenzfreier ebener Vektorfelder

1F 3 1F ]
> 0r 4 > 0Ff 4
KRS B -1p q
X X
’U(x,y,z) = ) _|_y2 v(m,y,z) = xg—_i_yQ ‘8

x #£0.
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Vektoranalysis

GauBscher Integralsatz in der Ebene

Satz 13.22 (GauBscher Integralsatz in der Ebene)

Sei D C R? ein regulirer Bereich mit geschlossener, stiickweise glatter, positiv
orientierter Randkurve D, ~ : [a,b] — R?, und einfach zusammenhingendem
Inneren D = D \ OD. In einem Gebiet D' > D, D' C R?, sei ein stetig differen-
zierbares Vektorfeld v = (vi,vs) T : D — R? gegeben. Dann gilt

b
$ @-mds= [~ ntrOni© &= [ divwar

Dabei ist n die beziiglich D duBere Normale von 0D. In Analogie zum Fluss eines
Vektorfeldes durch eine Flache nennt man das Kurvenintegral von v durch die
Randkurve 0D von D.
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Vektoranalysis

Weitere Integralsatze in der Ebene

1

w
Setzt man nun w; = vy, Wy = —v1, W = wo | 5° folgt aus dem Gaussschen
2

Integralsatz in der Ebene nach Multiplikation mit (—1) der

Satz 13.23 (Stokesscher Integralsatz in der Ebene)

Mit den Bezeichnungen aus Satz 13.22 gilt

b
w dz =/ [w1 (Y)Y, () + wa(y(£)) e (t)] dt = /D <_ .

oD

Entsprechend der Definition 13.15 ist das Kurvenintegral auf der linken Seite die
Zirkulation von w ldngs OD. In dhnlicher Weise kann man die 1. Greensche Inte-
gralformel auf den ebenen Fall spezialisieren. Man erhalt

Folgerung 13.24 (1. Greensche Formel in der Ebene)

- ¢% ds = /D [pAf + grad ¢ - grad f] dF.
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