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9. Ubung: Algebraische Strukturen

Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass (Z, o) mit der Operation aob := a+b—ab eine Halbgruppe ist. Gibt es ein neutrales
Element? Falls ja, welche Elemente besitzen Inverse?

Aufgabe 2

Welche der folgenden Beispiele sind Gruppen? Dabei bezeichnen + und - die tbliche Addition und
Multiplikation reeller Zahlen.

a) (G,+)mitG ={2n|necZ},

b) (G, )mitG ={2n|n € Z},

c) (G,+)mitG={2"|nelZ},
d) (G, )mitG ={2"|neZ}.

Aufgabe 3

Bestimmen Sie alle Untergruppen der folgenden zyklischen Gruppe
G ={e,a,ad® a3 a*,d"}.

Welche dieser Untergruppen ist ein Normalteiler von G?

Aufgabe 4

Geben sei die Menge

Q(V5) :=={a+bV5|a,beqQ}
sowie folgende Addition und Multiplikation auf Q(+/5)
(a+bV5) & (c+dV5) = (a+c)+ (b+d) V5,
(a+bV5) O (c+dV5):=(a-c+5-b-d)+ (a-d+b-c)V5.
Zeigen Sie, dass (Q(V/5), @, ®) ein Korper ist.

Hinweis: Erinnert Sie die Definition der Operationen auf Q(1/5) an etwas? Z.B. an die Operationen
auf einer ahnlich definierten Menge mit reellen Koeffizienten a, b aus Mathematik ?

Aufgabe 5

(@) EsseiP(N) die Potenzmenge der natlirlichen Zahlen. Untersuchen Sie die Relationen C und
¢ auf Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat.



(b) Essei M = {1,2,3}. Zeigen Sie, dass
(a,b) R(c,d) <= (a,b) = (¢, d) oder (a,b) = (d,c)

eine Aquivalenzrelation auf M x M ist. In wie viele Aquivalenzklassen teilt R die Menge
M x M?

Aufgabe 6
Stellen Sie die Additions- und Multiplikationstafeln flir Zs und Zg auf.

Verifizieren Sie mittels dieser Tabellen, dass (Z3,+), (Zs \ {0},-) sowie (Zg,+) Gruppen sind,
(Zg \ {0}, -) allerdings keine Gruppe ist.

Aufgabe 7

Bestimmen Sie die folgenden additiven Inversen

a) zu 1in Zoy, b) zu 4 in Zq9, c) zu 199 in Zogo,
sowie die folgenden multiplikativen Inversen

d)zu 2in Zs, €) zu 7in Zas, fyzu 10 in Zs;.

Aufgabe 8
Berechnen Sie die Inversen in der Gruppe (Zss7, ) zu
a)12,  b)200,  c)400

mittels des euklidischen Algorithmus.

Aufgabe 9
In welchen endlichen Kérper gilt "25 divided by 5 is 14" ?

Tipp: Googeln Sie mal nach dieser englischen Aussage und genie3en Sie das Video.



