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Multivariate Differential- und Integralrechnung

In diesem Kapitel weiten wir die Infinitesimalrechnung auf Funktionen aus, bei denen
sowohl die Argumente als auch die Funktionswerte Vektoren sind.

Es geht also um Funktionen vom Typ
f:R"DDy - R", x~ f(x).

Begriffe wie Abbildungsvorschrift, Definitions- und Wertebereich haben dabei die
gewohnte Bedeutung.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Notationsfragen

Statt f ; schreibt man haufig komfortabler f(x1,...,xz,) oder f(x).

Tn

Fiir n = 2 schreibt man oft [z, y]7 statt [z, x2]T bzw. fiir n = 3 oft [x,y, 2|7 statt

[x1, 72, 23]T. Dies hilft vor allem, bei verschiedenen Indizierungen die Ubersicht zu
behalten.

Beispiele:
o f:RZ R, f(r,y)=22+3y—1

1,‘2 2 22
e g: R =5 R? g(x,y,z)z[ e ]

z+e¥
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Vektorfolgen und ihre Grenzwerte

Um den Ableitungsbegriff auf Funktionen mehrerer Variablen zu iibertragen, miissen
wir zundchst Grenzwerte von Funktionen und damit auch Grenzwerte von Folgen
zur Verfligung stellen.

Wir klaren zunichst, was wir unter einer Vektorfolge und deren Konvergenz verste-
hen. Dabei orientieren wir uns konsequent am eindimensionalen Fall.

Als erstes miissen wir beschreiben, was wir unter ,nahe beieinander liegen" fiir
Vektoren verstehen. Dabei hilft uns Euklidische Norm.

Insbesondere brauchen wir eine Verallgemeinerung der ,,e-Umgebung” — im Eindi-
mensionalen ein Intervall der Form

(x —e,x+¢).
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Multivariate Differential- und Integralrechnung
Kugeln im R™

Definition 9.1

Sei 2y € R™ und r» > 0. Dann heilt
K () ={x eR": ||z — x| < r}

n-dimensionale (offene) Kugel um xp mit Radius r.

Die Kugel K7(0) heiRt (offene) n-dimensionale Einheitskugel.

o

K, (xp) ist also die Menge aller Punkte des R™, deren Abstand zu x; kleiner als r
ist.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Vektorfolgen

Wir betrachten jetzt Folgen, deren Glieder Vektoren aus dem R™ sind.
Notation:

o fiir das m-te Folgenglied:

£ —

(der Folgenindex steht in Klammern oben, um Verwechslungen mit dem
Komponentenindex und mit Exponenten bei Potenzen vorzubeugen),

e fiir die Folge als Ganzes: (m(m))meN, (™)) oder einfach (z(™).

Die reellen Zahlenfolgen (:v;m))m (fiir j € {1,...,n} jeweils fest) heiBen Kompo-
nentenfolgen von (z(™),,
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Konvergenz von Vektorfolgen

Definition 9.2

Ein Vektor x heiBt Grenzwert der Vektorfolge (x(™)), wenn zu jedem € > 0 ein
Index mg € N existiert, so dass

2™ — x| <e firalle m > m.
Besitzt die Vektorfolge (m(m)) einen Grenzwert, so heilt sie konvergent,

anderenfalls divergent.

Schreibweisen:

o z = lim (™
m—r00

o (™ — ¢ fiir m — oo, oder kiirzer: (™ — x.

Vergleichen Sie mit der Grenzwertdefinition fir reelle Zahlenfolgen (Definition
3.7).

v
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Graphische Interpretation

S mm=

Fiir groBe m liegen die Folgenglieder beliebig nahe am Grenzwert, d.h. in einer
beliebig kleinen Kugel K (x) (,.e-Umgebung” von x).

Im hier visualisierten Fall liegen fiir m > mg = 5 alle Folgenglieder in der gewahlten
e-Umgebung.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Komponentenweise Konvergenz

Auch wenn sich eine Vektorfolge auf verschiedenste Weise dem Grenzwert nihern
kann, ist die Konvergenzanalyse einfacher als erwartet:

Satz 9.3

Sei (z(™)) C R™ eine Vektorfolge und = € R™. Dann gilt

lim z(™ = ¢
m—r 00

genau dann, wenn

li_r>n x§»m) = a; firalle 1<j<n.
m o0

vy

Die Konvergenz einer Vektorfolge ist also dquivalent zur Konvergenz samtlicher

Komponentenfolgen (ac;m))m.

Bei diesen handelt es sich um reelle Zahlenfolgen, fiir die Sie die bekannten Gesetz-
maRigkeiten verwenden kdnnen.
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Beispiele

Konvergieren die Vektorfolgen

1
], 2M = | %42 |?

2m+3
m—+2

33

1
$<m>:[n62 ] y(m>:[

Bestimmen Sie im Falle der Konvergenz den Grenzwert.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Ubertragung der Grenzwertsitze

Wegen Satz 9.3 iibertragen sich alle Rechenregeln aus Satz 3.18:
Satz 9.4

Seien (™)), (y(™)) C R™ konvergente Vektorfolgen mit =™ — x und
y™) — y. Dann gilt:

(1) Ax™ — Xz fiir jede Konstante \ € R.

() 2™ +y™ - sty

3) 2™ —y™ - = —y,

(4) 2™ . ym 5 .y

(5) Sind alle Komponenten von y von Null verschieden, so gibt es ein mg € N,

sodassyj )#O(m>m0, j=1,...,n). Die Folge (mim;) s
0

. - m
konvergiert mit z("” - Z,

Die Multiplikation und Division in (4) und (5) ist dabei komponentenweise zu
verstehen.

y
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Ubertragung der Grenzwertsitze

SchlieRlich wollen wir noch eine Verallgemeinerung von Satz 3.10 formulieren:

Seien (™)) C R™ eine Vektorfolge. Dann gilt:

™ o g = |z™ —z|| - 0. (9-1)

Die Vektorfolge (2("™)) konvergiert also genau dann gegen z, wenn der Abstand
ihrer Glieder zu « fiir groRe m beliebig klein wird.

Beachten Sie, dass die Folge in (9.1) rechts wieder eine reelle Zahlenfolge ist, die
mit herkdmmlichen Mitteln untersucht werden kann.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

In diesem Kapitel werden wir das Konzept der Stetigkeit auf Funktionen mehrerer
Variablen erweitern.

Intuitiv wollen wir mit diesem Begriff wieder folgende Eigenschaften einer Funktion
erfassen:

o (Hinreichend) kleine Anderungen an den Argumenten fiihren zu (beliebig)
kleinen Anderungen der Funktionswerte.

@ Durch hinreichend feines ,Justieren” der Eingabewerte lassen sich die
Ausgabewerte einer Funktion hinreichend fein ,einstellen".

Der Zugang zur Stetigkeit erfolgt wie im Eindimensionalen iiber Grenzwerte von
Funktionen. Erforderlich ist also die Verallgemeinerung des Grenzwertbegiffs auf
Funktionen mehrerer Variablen.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Grenzwert einer Funktion im Mehrdimensionalen

Definition 9.6

Sei f:R™ D Dy — R™ und @y € R™. Man sagt, f konvergiert fiir = gegen
gegen a, wenn fiir alle Folgen (z(™)) C D; mit

(™ 5 x und ™ £ xy  (fiir alle m € N) (9.2)
die Beziehung f(x(™) — a gilt. Man nennt a den Grenzwert von f
fiir  gegen xy.

Schreibweise: lim f(z) =a oder f(z)— a firz — xp.

T—T

o

Strenggenommen muss man natiirlich noch fordern, dass man sich dem Punkt xy
auf die beschriebene Weise aus Dy heraus ndhern kann.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Stetigkeit im Mehrdimensionalen

Definition 9.7

Die Funktion f : R™ D Dy — R™ heift stetig an der Stelle y € Dy, wenn der
Grenzwert lim f(x) existiert, und

lim f(z) = f(a0)

T— T

gilt. f heift stetig auf der Menge M C Dy, wenn f an jeder Stelle zp € M stetig
ist.

v

Machen Sie sich klar, dass es sich bei den Definitionen 9.6 und 9.7 um
Verallgemeinerungen der eindimensionalen Situation handelt.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Beispiel

Wir betrachten die Funktion
f:R2—>R7 f(iL',y)Zl—QZZ?z—yQ
und untersuchen ihr Verhalten im Punkt [zq,y0]" = [0,2]7.

Fiir jede Vektorfolge mit [, yim]? — [0,2]7 und [, ym]T # [0,2]7 gilt 2, — 0
und 4, — 2 nach Satz 9.3. Damit

f@myym) =1 —222 — 9% —1-2-02-22= -3
und somit
A ) = -8=1(0,2).
Die Funktion besitzt also fiir [z, 3] — [0,2]7 einen Grenzwert und ist dort stetig.
Natiirlich greift die Argumentation analog fiir jeden beliebigen Punkt [z, 0] -
die Funktion f ist auf R? iiberall stetig.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Beispiel

Andert man nun den Funktionswert im Punkt [0,2]7 beispielsweise
zu —42, dann bleibt der Grenzwert zwar erhalten, aber die entstehende Funktion

1—22% —y?  fiir [z,9]7 #[0,2]7;

.2 -
g:R* =R, g(x,y)= { —42, fiir [z, y]7 = [0,2]7

ist im Punkt [0,2]7 nicht mehr stetig. Es gilt

g(z,y) = =3 # —42 = ¢(0,2).

lim
[z,y]T—[0,2]T

In allen anderen Punkten bleibt die Stetigkeit dagegen erhalten.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Beispiel

Wir versuchen, die Situation graphisch umzusetzen, und zeichnen den Graphen von
z = f(x,y) als Flache iiber der z-y-Ebene.

Z=f(xy)

Wenn man sich nahe des Punktes [0,2]T oben auf der Fliche befindet, dann wird man sich in
etwa auf Héhe —3 befinden.

Wenn man dagegen an besagter Stelle ein (unendlich diinnes) Loch bis zur Tiefe —42 bohrt, kann
man zwar beliebig dicht auf altem H&henniveau herantreten, fillt allerdings bei exaktem Erreichen
des Punktes [0,2]7 in das Loch hinein.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Beispiele

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit.

2 1, firy<O0;
fR _>R7 f(xay)_{O, furyZO,

Y
9:R*>R%, g(z,y) = [ o ]

h:R - R? h(t):[;}

Greifen Sie im Falle der Stetigkeit auf eindimensionale Argumente zuriick.

Satz 9.8

| A

Eine Funktion f : R™ D Dy — R™ ist genau dann stetig in * € D¢, wenn alle
ihre Komponentenfunktionen f; : R™ D Dy -+ R (i =1,...,m) in x stetig sind.

4
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Exkurs: Die Parabelfalte — ein interessantes Lehrbeispiel

Am Beispiel der Parabelfalte kann man eindrucksvoll studieren, wie wichtig saube-
res Arbeiten bei mehrdimensionalen Grenzwertuntersuchungen ist. Sie ist gegeben
durch die Funktion

229>

frRP =R, flzy) =4 @?+yt]
0, x <0.

x>0,

e Fiir y #0ist f(0,y) =0, d.h. mit Ausnahme méglicherweise von (0, 0)
schlieBen sich beide Definitionsabschnitte stetig an.

e Fiir x > 0 gilt f(z,y) = f(x,—y), d.h. die Funktion ist symmetrisch zur
y-Achse mit f(z,0) = 0.

e Fiir y # 0 fiihrt Erweitern mit 1/y* auf

2t
flz,y) = —— mit t = =

, > 0.
t2_|_1 y2—

Wegen 2t < 1 +t2 (da (1 +t)? > 0) folgt hieraus 0 < f(z,y) < 1.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Exkurs: Die Parabelfalte — ein interessantes Lehrbeispiel

Man visualisiert die Parabelfalte wieder als ,Gebirgsoberfliche”. Frage: was pas-
siert beim , Talausgang™ (0,0)? Ist die Liicke in der Computer-Darstellung wirklich
vorhanden?

z=flxy)
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Exkurs: Die Parabelfalte — ein interessantes Lehrbeispiel

o Wir interessieren uns fiir das Verhalten dieser Funktion fir (z,y) — (0,0).

o Wir betrachten Vektorfolgen (z,, ym) — (0,0), zunidchst solche, die sich
entlang einer Geraden y = kx oder = = 0 durch (0,0) diesem Punkt nahern.

@ Fiir z = 0 erhilt man die eindimensionale Profilfunktion
f(0,y)) =0 d.h.  f(0,y) =0 fir y—0.

@ Betrachtet man die Funktionswerte entlang der Geraden y = kx (k € R), so
erhdlt man die Profilfunktion
2k%2® 2k o
Fla, k) = w2+k€w4 = 1+k4§2a fir z > 0,
’ 0, fir £ <0,

und somit ebenfalls f(x, kx) — 0 fiir x — 0 gilt.

@ Mit anderen Worten, die Profile des Funktionsgraphen der Parabelfalte
entlang von Geraden durch (0,0) sind allesamt stetig.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Exkurs: Die Parabelfalte — ein interessantes Lehrbeispiel

12 12
1 1 =
/ ~
08 7 08 / S~
7 /
06 yd 06 /
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y /
/
02 / 02 /
/ /
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02 02
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Profilbilder der Parabelfalte entlang der Geraden y = kx fiir k = 0.5, k =1, k = 2 und
k = 5. Man iibersteigt jeweils den Gebirgskamm und lduft dann {iber einen mehr oder
weniger steilen Hang zum Punkt [0,0]%.
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Exkurs: Die Parabelfalte — ein interessantes Lehrbeispiel
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Exkurs: Die Parabelfalte — ein interessantes Lehrbeispiel

Da man zu allen Geraden durch (0,0) stetige Profilfunktionen erhilt, kénnte man
versucht sein, daraus auf die Stetigkeit der Parabelfalte in diesem Punkt schlieBen.

Dies ist aber falsch! Betrachten Sie die Folge (2, ym) = (7= Hierfiir gilt

m2 m)

f(@m,yym) =1 firallem €N, und somit f(xnm,ym) — 1.

Die Parabelfalte besitzt also fiir (x,y) — (0,0) keinen Grenzwert und ist damit erst
recht nicht stetig an der Stelle (0,0).

Das folgende Bild zeigt Profilkurven mit x = ky?, d.h. x/y? = k sodass

2k

F@m) = g (93)

mit k = 1, (schwarz), k =1/9 (cyan), k = 1/25 (magenta) und & =9 (blau).
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Exkurs: Die Parabelfalte — ein interessantes Lehrbeispiel
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Exkurs: Die Parabelfalte — ein interessantes Lehrbeispiel

o Da der Ausdruck (9.3) fiir k > 0 das
gesamte Intervall [0, 1] durchlauft, sieht
man, dass es zu allen Niveaus M € [0, 1]
eine Parabelkurve gibt, langs derer der
Punkt (0,0) mit konstantem Niveau M
angesteuert werden kann. Somit existiert
tatsdchlich keine Liicke am Ende des , Tals".

o Die betrachtete Folge (=15, 1) liegt auf der Parabelkurve fiir k = 1, was dem
(hdchsten) Niveau M = 1 entspricht. Diese Folge strebt dem Punkt (0, 0)
somit ldngs dem , Gebirgskamm" entgegen.

Merke also:
Bei Grenzwerten ist es immer notwendig, in Definition 9.6 wirklich sdmtliche Még-
lichkeiten der Anniherung der Folge (£(™) an xy zu betrachten.
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Extremalwerte stetiger Funktionen

Schlieklich soll noch ein Ergebnis iiber Extrema reellwertiger Funktionen diskutiert
werden, welches Satz 4.23 verallgemeinert. (Fiir vektorwertige Funktionen macht
die Frage keinen Sinn.)

Zunichst einige Begriffe:

Definition 9.9

Eine Punktmenge M C R™ heilt offen, wenn es zu jedem Punkt © € M eine
Kugel K,.(x) gibt, die vollstindig in M enthalten ist.

Eine Menge M C R™ heiBt abgeschlossen, wenn ihr Komplement
offen ist.

Eine Menge M C R™ heiRt beschrankt, wenn ||z|| < C fiir eine Konstante C > 0
und alle x € M.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Illustration

AN zum Begriff der offenen Menge

Satz 9.10

Eine Funktion f : R™ D M — R, die auf der abgeschlossenen und beschrankten
Menge M stetig ist, nimmt auf M ihr Minimum und ihr Maximum an.

Es existieren also @i, und Ty € M mit

f(mmin) S f(il:) bzw. f(mmax) Z f(ZD)
fiir alle x € M.
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Darstellung

Bisher sind wir meist vom allgemeinen Fall f : R® — R™ ausgegangen, ohne m
und n konkret zu wihlen. Zum ErschlieRen der Theorie ist dies sinnvoll, da man alle
Falle in einem Zug behandeln kann.

In konkreten Anwendungen wird man sich jedoch immer zuerst klarmachen, welche
Objekte als Argumente und welche als Funktionswerte auftreten. Generell ist eine
gute Anschauung von Vorteil.

Wie man Funktionen mehrerer Variablen veranschaulicht, hdngt aber stark von den
gewihlten Raumdimensionen m und n ab. Wir wollen dies systematischer ergriinden.
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Skalare Felder

Unter einem skalaren Feld versteht man eine reellwertige Funktion von mehreren
Variablen, also vom Typ
f:R* = R.

Eine solche Funktion ordnet jedem Punkt/Vektor im Raum (oder in der Ebene) eine
reelle Zahl als Funktionswert zu.

Typische Anwendungsbeispiele in den Naturwissenschaften sind:

o Temperatur- oder Druckverteilungen im Raum oder an Oberflachen,

o raumlich variable Leitfihigkeiten oder Dichten im Boden/in Probekérpern/im
menschlichen Korper,

@ ortsabhingige Potentiale (z. B. Gravitationspotential der Erde),
o Hohenreliefs (z. B. Geldndeoberflichen).
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Skalare Felder

Eine vollstandige Darstellungsmoglichkeit ergibt sich meist nur fiir den Fall n = 2.
Hier kann man die Funktion in der Form

z=f(:v,y)

schreiben und als Flache (,Relief") iiber der z-y-Ebene visualisieren.

Relief zur Funktion f(z,y) = 1 — 22? — y? (vgl. S.213). Rechts eine Variante, bei
der nur Punkte zu bestimmten Hdhenniveaus gezeichnet sind.
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Skalare Felder

Eine weitere Mdglichkeit ist die Darstellung von Héhenlinien in der Ebene (Karte,

Konturplot). Diese Hohenlinien erhdlt man durch geometrische Interpretation der
Gleichung

f(x,y) =c

fir verschiedene ,Hohenniveaus” ¢ € R.

Geben Sie eine analytische Darstellung fiir die hier dargestellten Hoéhenlinien der

Funktion f(z,y) = 1 — 222 — % an. Um welche geometrischen Figuren handelt es
sich?
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Skalare Felder

Konturplots findet man hiufig zur Gelandebeschreibung auf Landkarten:

Bild links: Hohenlinien auf einem Messtischblatt von 1929 (Deutsche Fotothek, Kartenforum)

Bild rechts: farbige Gelandedarstellung auf einer topografischen Karte von China (Captain Blood,
Wikimedia Commons)
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Skalare Felder

... oder auf Wetter- und Klimakarten:

FN o : /
;e P,
B Auefiia Estatal de leteorologia ) s

Bild links: Wetterkarte mit Isobaren (AEMET)
Bild rechts: Temperaturanomalien 1970-79 und 2000-09 im Vergleich zum Mittel von 1951-80

(NASA)
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Skalare Felder

Fiir skalare Felder mit n = 3 (oder gar n > 3) ist die Darstellung schwieriger. Zum Beispiel

kann man Schnittbilder zu erstellen. Dies geschieht hiufig bei tomografischen Verfahren
(CT, MRT, PET).

CT eines menschlichen Schidels. Dargestellt sind die ortsabhingigen Schwichungskoeffizienten
fiir R8ntgenstrahlung in verschiedenen transversalen Ebenen. (Bild: Uppsala University Hospital,
Mikael Haggstrom)
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Vektorfelder

Unter einem Vektorfeld versteht man eine vektorwertige Funktion vom Typ
f:R* - R™

Eine solche Funktion ordnet jedem Punkt/Vektor im Raum (oder in der Ebene)
einen Vektor mit der gleichen Anzahl Komponenten zu.

Typische Beispiele in den Naturwissenschaften sind:

o (raumlich variable) elektrische oder magnetische Felder,

o Kraftfelder (z. B. die durch die Erde auf einen Satelliten wirkende
Gravitationskraft),

@ rdumlich variable Geschwindigkeit eines Fluids in der Stromungsmechanik,
o Gradientenfelder (dazu spater).
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Vektorfelder

Bei der Darstellung von Vektorfeldern zeichnet man zumeist eine reprdsentative

Menge von Funktionswerten f(x) als Pfeile, die man an den zugehdrigen Punkt x
anheftet (quiver plot).

Die Pfeillinge gibt wie (iblich den Betrag des Funktionswerts an.

NN = r 7 7
NN~ r
\\::‘«\\\\"/// SR =

\ NN s s . - .
PRV b R
e e
FA N A A s - SN A LIRS
YA A A A e =~ N\ ] LETFRRL
AR NN LS NS
SIS N NN e e
VO VPP EE S NN y e
VPP PE LS NN "

Quiver plots der Vektorfelder f : RZ2 — R2, f(x,y) = [Si“y] und

sin

g:R3 5 RS, g(zx,y,2) = [_zy] (Bilder: Jim.belk/Mth77777)
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Vektorfelder

.Quiver plots" entstehen manchmal auf ganz natiirliche Weise:

Die Eisenspane richten sich an den Magnetfeldlinien aus und erzeugen einen 3hnli-
chen Eindruck wie in unseren Plots.

Bild: Newton Henry Black (1913), Wikimedia Commons
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Parametrisierungen

Hier stehen zunichst Funktionen vom Typ
f:R—>R"

zur Diskussion, an die man iiblicherweise noch n3her zu spezifizierende Glattheits-
voraussetzungen stellt.

Solche Funktionen beschreiben
o fiir n = 2 Kurven in der Ebene,

o fiir n = 3 Kurven im Raum.

Zumeist interpretiert man das Argument ¢ als Zeit, so dass f(t) den Ort zur Zeit ¢
beim Durchlaufen der Kurve darstellt.
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Parametrisierungen

Bei Kurven stellt man zumeist nur die Menge der Funktionswerte dar (rechtes Bild).
Die Information liber die zugehdrigen Argumente (Zeiten) geht dabei verloren.

Bei Bedarf kann man aber zumindest einzelne Zeitpunkte wie im Bild rechts mar-

kieren (hier t = 2,2.1,2.15).

06

06

04

02

02

04

-06

08

x= cos(5 1) cos(t), y = cos(5 1) sinlt)

cos(5t) sint

Gezeigt ist ein Bild der Bliitenblattkurve f : [0, 27] — R2, f(t) = [COS(5t>C°St].

Beachten Sie, dass sich diese Kurve nicht als Funktion y = g(z) darstellen I&sst.
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Parametrisierungen

Als letzten Punkt besprechen wir die Moglichkeit der Parametrisierung von Flachen
im Raum. Dazu verwendet man Funktionen vom Typ

f:R* =R,

wieder mit entsprechenden Glattheitseigenschaften. Wie bei Kurven wird wieder nur
die Menge der Funktionswerte (also das Bild) von f dargestellt. Allerdings benétigt
man statt einem jetzt zwei Parameter.

Ein Beispiel ist der Torus
(104 5cosv) cosu

Ff:R*D0,27] x [0,27] = R3,  f(u,v) = | (10 + 5cosv)sinu
Ssinw

)

dessen Bild Sie auf der nachsten Seite finden.
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Parametrisierungen

Grafische Darstellung

Gezeigt ist ein Bild des auf S. 238 beschriebenen Torus. Zu jedem Punkt des Rechtecks links finden
Sie einen Punkt auf der Torusoberfliche.

Anschaulich kdnnen Sie sich das Netz (links) als Gummihaut vorstellen, welche Sie liber den Torus
(rechts) spannen.

Der Torus besitzt keine Funktionsdarstellung der Form z = h(z,y).
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Wiederholung

Beim Verallgemeinern des Differenzierbarkeitsbegriffs versuchen wir, analog zum
eindimensionalen Fall vorzugehen. Daher wiederholen wir zunachst die wichtigsten
Begriffe.

Eine reelle Funktion f : R D Dy — R heit in z € Dy differenzierbar, wenn der

Grenzwert
o) ot LEED =)

h—0 h (94)

existiert. Diesen hatten wir erste Ableitung von f an der Stelle z genannt.
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Wiederholung

Ersetzt man z und h gedanklich durch Vektoren z und h, sieht man, dass Gleichung
(9.4) fiir eine Verallgemeinerung nicht taugt — denn durch Vektoren kann man nicht
teilen.

Verallgemeinerungspotential hat dagegen die dquivalente Charakterisierung aus Satz
5.3:

f ist genau dann in z differenzierbar, wenn es eine Zahl a (das ist genau die Ableitung
f'(2)) und eine Funktion ¢ : Dy — R gibt, so dass

()

|z — 2|

fla) = f(z) +alz —2) + ¢(x)  mit

— 0 fir z — z. (9.5)
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Wiederholung

Das Kriterium (9.5) sagt, grob gesprochen, dass f(z) im Falle der Differenzierbarkeit
nahe z gut durch eine Tangente ¢(x) approximiert wird:

f@) = f(2) + f(2) (e —2) fire s

=: t(x)

Graphisch:

Nfeccecanana

o
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Partielle Ableitungen

In diesem Abschnitt betrachten wir stets reellwertige Funktionen mehrerer Variablen,
genauer Funktionen
f:R"D Dy — R

mit offenem Definitionsbereich Dy.

In einem ersten Ansatz wollen wir lediglich eine Komponente x; im Argument von
f variieren, wihrend wir die anderen Komponenten festhalten (d. h. als Parameter
behandeln).

Dieser Ansatz fiihrt uns direkt zum Begriff der partiellen Ableitung. Wir bendtigen
dafiir lediglich den eindimensionalen Ableitungsbegriff.
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Partielle Ableitungen

Definition 9.11

Eine Funktion f:R™ D Dy — R heilt in z € Dy partiell nach x; differenzierbar,
wenn die j-te partielle Funktion*

fj Y A e o f(Zl, e 3 Rj—1, L5 R4y e ,Zn)
in z; differenzierbar ist. Die Zahl

of
%j(z) = fi(2) (9.6)
heiBt die j-te partielle Ableitung von f an der Stelle z.

Eine Funktion f heilt an der Stelle z partiell differenzierbar, wenn sie in z nach
allen Variablen z1, ..., z, partiell differenzierbar ist.

*Beachten Sie, dass es sich hierbei um Funktionen einer Variablen handelt!
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Partielle Ableitungen

Weitere Schreibweisen fiir die partiellen Ableitungen aus (9.6):

0f(z)
8.’17j

oder  f,,(2),
seltener auch 0 f(z) oder 0., f(z).

Natiirlich kann man auch die zugrundeliegenden Differentialquotienten notieren:

of 2) = lim Qo1 hzj—1, 25t 0 241, 2n) — f(21, -, 21,25, 241, - - -5 2n)
Oz h—0 h
_ i T2t hei) — (=)
h—0 h

Aufgrund letzterer Darstellung spricht man auch von der Ableitung in Richtung des
j-ten Einheitsvektors.
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Visualisierung

i R
< AR
T
e s
e,
W
bt
S
R
sy
Naame
s
SR
Rty

Graphen der Funktion f(z,y) = 1 — 222 — y? sowie der partiellen Funktionen fi(x) (rot) und
f2(y) (blau) zum Punkt (1, —

1
3)
Die partiellen Ableitungen g—ﬁ(l, —%) und g—i(l, —%) entsprechen den Anstiegen der eingezeich-
neten Tangenten.
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Berechnung der partiellen Ableitungen

Zur Berechnung der partiellen Ableltung Ieltet man f nach z; ab und behandelt
alle anderen Variablen als Konstanten.
Dabei gelten die gewohnten Ableitungsregeln.

Beispiel: Die partiellen Ableitungen zu f(z,y) = 1 — 222 — 32 lauten

of o of
%(x,y)— 4z und 8y( T,y) = —2y.

Die Anstiege der auf S.247 visualisierten Tangenten an die partiellen Funktionen
sind also

0 0
af(1 —%) — _4(rot) und ai(l —%) — 1 (blau).
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Berechnung der partiellen Ableitungen

Man berechne samtliche partiellen Ableitungen von
o f:R2Z R, f(z,y)=ax2+2y,
e g:R2—5 R, g(x,y) =xsiny + ycosz,
o h:R* =R, h(z,y,z2)=y(l+22)>2

Wie lauten die partiellen Ableitungen der Funktionen
°o f:R* =R, f(z)=|=|
° g:R*"\ {0} =R, g(x)=z|?
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Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Die partiellen Ableitungen einer Funktion f : R™ — R sind wiederum Funktionen
vom Typ % :R™ - R.
J

Man kann sie also ggf. erneut partiell ableiten — moglicherweise nach jeder der
Variablen z, (k=1,...,n).
Die dabei entstehenden partiellen Ableitungen hdherer Ordnung bezeichnet man
mit

*f Pf Pf Pf >*f >*f

8_905’ dxOx;’ 67:;', Oxdz;’ OOz’ Omdwydz;’

bzw. fi 2,5 fo,e. €tc.

Die Differentiationsreihenfolge liest man im ,Nenner” von rechts nach links; d. h. die
zuletzt ausgefiihrte Differentiation steht ganz rechts im Nenner. Sie spielt jedoch
in den meisten praktischen Fillen keine Rolle.
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Beispiele

Berechnen Sie zu
o f:R2 R, f(r,y)=1-22%—192
0 g:R2 R, g(z,y) = xsiny + ye??,

samtliche partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung.
Was konnen Sie beobachten?

Wir gehen dem beobachteten Phanomen naher auf den Grund. Dafiir bendtigen wir
den Begriff der stetigen Differenzierbarkeit.
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Stetige partielle Differenzierbarkeit

Definition 9.12

Eine Funktion f:R™ D Dy — R heift in z € Dy (k-mal) stetig partiell
differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen (bis zur k-ten Ordnung) an der
Stelle z existieren und dort stetig sind.

f heit auf einer offenen Menge @ C Dy stetig differenzierbar, wenn
f an jeder Stelle z € () stetig partiell differenzierbar ist (Schreibweise f € C*(2)).

o’

Ist die Funktion f(z,y) = 1 — 22% — y? (zweimal) stetig partiell differenzierbar? J
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Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge

Satz 9.13 (von Schwarz*)

Sei D C R™ offen und f : D — R zweimal stetig partiell differenzierbar, d.h.
f € C%(D). Dann gilt
o f 0*f
z) = (2)
0x ;0 0x0%;

fiir alle j,k € {1,...,n} und alle z € D.

*Hermann Amandus Schwarz, 1843-1921,
deutscher Mathematiker
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Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge

Bei zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktionen (bei uns der Normalfall)
spielt also die Differentiationsreihenfolge beim zweimaligen partiellen Differenzieren
keine Rolle.

Das Ergebnis libertragt sich miihelos auf k-mal stetig partiell differenzierbare Funk-
tionen und partielle Ableitungen bis zur Ordnung k.

Berechnen Sie simtliche partiellen Ableitungen bis zur dritten Ordnung von

f:R2 3R, f(z,y) = zsin(zy).
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Differenzierbarkeit, Gradient, Richtungsableitung und totales Differential

Wie im vorherigen Abschnitt behandeln wir wieder reellwertige Funktionen
f*R"> Dy =R

mit offenem Definitionsbereich Dy.

Ziel ist die Verallgemeinerung des eindimensionalen Ableitungsbegriffs auf diese
Funktionen. Dabei werden wir uns an die Approximierbarkeit von f durch lineare
Funktionen halten.

Zunichst bendtigen wir aber noch einen weiteren Begriff.
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Gradient

Definition 9.14

Sei f:R™ D Dy — R in z partiell differenzierbar, dann heift

5L (2)

Vi(z):=

o (2)

der Gradient von f an der Stelle z.
Alternative Schreibweise: grad f(z).

Anmerkung:

Das Symbol ,, V" wird ,Nabla" ausgesprochen. Dabei handelt es sich nicht um einen Buchstaben,
sondern um eine antike Harfe mit dhnlicher Gestalt.
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Visualisierung

Der Gradient ist ein Vektorfeld — fiir eine Funktion f : R? — R? also eine Funktion
Vf:R? = R%

NN
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Graph der Funktion f(z,y) = 1 — 22? — y? und zugehériger Gradient.

Wir werden spater sehen, dass der Gradient die Richtung des steilsten Anstiegs von
f markiert.

Berechnen Sie den Gradienten der Funktion f(z,y) =1 — 222 — 3% J
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Differenzierbarkeit

Kommen wir nun zur (totalen) Ableitung.

Im Eindimensionalen bedeutete Differenzierbarkeit von f in z, dass f nahe z gut
durch die Tangente approximiert wird.

Fiir Funktionen f : R? — R tritt an deren Stelle eine Tangentialebene:

1D 2D
Diese Idee fassen wir jetzt mathematisch exakt und schlielen auch héhere Dimen-
sionen mit ein. Ausgangspunkt ist die Charakterisierung aus Satz 5.3.
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Differenzierbarkeit

Definition 9.15

Eine Funktion f: R™ D Dy — R heilt in z € Dy (total) differenzierbar, wenn es
einen Vektor a € R™ sowie eine Funktion ¢ : Dy — R gibt, so dass

flz) = f(2) + a’(z — 2) + ¢(=), (9.7)

. H(@) ..
mit =5 = 0 fir x — z.

f'(2) := aT heiRt dann die (totale) Ableitung von f an der Stelle z.

Interpretation Gleichung (9.14) besagt gerade, dass
flx)~ f(z)+ f'(z)(x— 2) firz=~z.

Die Funktion ¢ ist dabei der Approximationsfehler, der fiir z — x schneller als
linear gegen Null strebt (also fiir & &~ z sehr klein ist).
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Differenzierbarkeit

Zur konkreten Berechnung der Ableitung verwendet man allerdings nicht Definition
9.15, sondern folgenden Satz:

Ist f:R™ D> Dy — R in z € Dy differenzierbar, so ist f in z auch partiell
differenzierbar, und es gilt

£1(2) = | g2 (@) 5 (2) | = VAT, 98)

Im Fall der Existenz ist die Ableitung also die (Transponierte des) Gradienten.

Anschauliche Begriindung von (9.8): Die Tangenten der partiellen Funktionen
(vgl. S.247) miissen in der Tangentialebene liegen.
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Differenzierbarkeit

Woher wissen wir aber, dass f total differenzierbar ist? Partielle Differenzierbarkeit
allein reicht dafiir nicht!

Es reicht aber, nur ein wenig mehr zu fordern:

Ist f:R™ D Dy — R in einer offenen Umgebung des Punktes z € D partiell
differenzierbar und in z selbst stetig partiell differenzierbar, so ist f in z auch
total differenzierbar.

Insbesondere ist f auf ganz Dy differenzierbar, wenn f auf ganz Dy stetig partiell
differenzierbar ist. Fiir die meisten praktisch relevanten Beispiele ist dieses Kriterium
erfiillt.
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Differenzierbarkeit, Beispiel

Die Funktion
fla,y) =1-22° —y?
ist auf ganz R? stetig partiell differenzierbar mit
fo(@,y) = —4z  und  fy(z,y) = —2y.
Damit ist f auf ganz R? auch (total) differenzierbar mit
flay) = V()" =[~4z, -2y
Die Gleichung der Tangentialebene im Punkt (1, —%) lautet

o) = f-3) + iz | 21 ]

X
2 Y+
r—1
= —1.25 + [-4,1
[ ][y+%}
= —4xr+y+5.75.
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Differenzierbarkeit, Bild zum Beispiel
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Bemerken Sie auch, dass die Tangenten der partiellen Funktionen von S. 245 in der
Tangentialebene liegen
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Richtungsableitungen

Wenn man sich in unserem Beispiel f(x,y) = 1 — 222 — y? vom Punkt (1,—1)
aus in Richtung eines beliebigen Vektors n (||n| = 1) bewegt, entsteht auf dem

Graphen von f wieder eine reelle Funktion.

2

Dieser kann man wieder eine Tangente zuordnen, die natiirlich wieder in der Tan-
gentialebene enthalten ist. Ihr Anstieg ist die Richtungsableitung.
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Richtungsableitungen

Mathematisch exakt:

Definition 9.18

Eine Funktion f:R" D Dy — R heilt in z € Dy in Richtung eines Vektors
n € R" (||n|| = 1) differenzierbar, wenn der Grenzwert

of .\ _ .. flz+hn) - f(z)
o ?) = i h

existiert.
Wir nennen %E(z) Richtungsableitung von f an der Stelle z in Richtung n.
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Richtungsableitungen

Da der Gradient das Anstiegsverhalten der Tangential(hyper)ebene vollstindig be-
schreibt, kann man aus V f und n die Richtungsableitung berechnen:

Satz 9.19

Ist f:R™ D> Dy — R in z € Dy differenzierbar, so existiert zu jeder Richtung n
(mit ||n|| = 1) die Richtungsableitung, und es gilt

of

o (%) = Vi(z)n. (9-9)

W

Man berechne die Ableitung der Funktion f(z,y) = 1 — 22% — y? an der Stelle
(1,—1) in Richtung n = \/ii[l, 1]T. (Das Bild zu diesem Beispiel finden Sie auf
S.264.)
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Richtungsableitungen

Aus den Eigenschaften des Skalarprodukts folgt nun fiir festes z € Dy:

° g—i(z) wird maximal, wenn m in Richtung des Gradienten zeigt,

— Vi(z)
d.h. wenn n = NI
o Es gilt %E(z) = 0 genau dann, wenn n senkrecht auf dem Gradienten V f(z)

steht.

Einfacher ausgedriickt:

@ Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Anstiegs von f.

o Der Gradient steht senkrecht auf den Hohenlinien von f, genauer auf der
Tangente an die Hohenlinie durch z.
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Illustration

)

z

Der Gradient zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs und steht senkrecht auf
den Héhenlinien. Je langer der Gradientenvektor, desto steiler verlduft der Graph
von f.

Gezeichnet ist wieder das Beispiel f(x,y) = 1 — 222 — 2.
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Illustration

Berechnen Sie fiir f(z,y) = 1 — 22? — y? den maximalen Wert, den eine
Richtungsableitung a—j;(l, —2) annehmen kann.

Formulieren und beweisen Sie eine allgemeingiiltige Aussage.

In welche Richtung n ist der Anstieg einer differenzierbaren Funktion f : R™ — R
an der Stelle z minimal?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der partiellen Ableitung —aaj. (z) und
J
Richtungsableitungen?

Wie l3sst sich die Ableitung einer Funktion f : R? — R in Richtung [0, —1]7 am
einfachsten iiber partielle Ableitungen ausdriicken?
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Zusammenfassung

Wir stellen hier noch einmal kurz den Zusammenhang zwischen den einzelnen Dif-
ferenzierbarkeitsbegriffen fiir reellwertige Funktionen mehrerer Variablen dar:

f stetig partiell differenzierbar in einer offenen Umgebung von z
f (total) differenzierbar in z
Existenz sdmtlicher Richtungsableitungen von f in z

f partiell differenzierbar in einer offenen Umgebung von z

Faustregel:

Besitzt f auf ganz Dy stetige partielle Ableitungen nach allen Variablen, dann ist
alles im griinen Bereich.
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Totales Differential und elementare Fehlerrechnung

Wie im Eindimensionalen kann man zu einem gegebenen Vektor dz und einer
differenzierbaren Funktion f : R™ D Dy — R das totale Differential an der Stelle
x € Dy definieren:

df(z) := f'(z) de (9.10)

Es beschreibt die Anderung des Funktionswerts der Tangential(hyper)ebene, wenn
man von x zu x + dx ibergeht.

Fiir kleine da unterscheiden sich Tangential(hyper)ebene und Funktion im Punkt
x + da kaum. Fiir die Anderung der tatsachlichen Funktionswerte gilt also

Af = df(x) fir da klein.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Anwendung in der elementaren Fehlerrechnung

Bei der Auswertung von Experimenten mochte man oft aus den Messfehlern
Axy,...,Ax, zu MessgréRen x1,...,x, auf den resultierenden Fehler Af einer
GroRe f(x1,...,x,) schlieBen.

Im totalen Differential

8fd 8fdalcg—I—...—i—(r)—fdacn

df(ml,...,xn)za—xl l‘1+a—x2 oz,

aus (9.10) identifiziert man dazu dx; mit dem Messfehler Az; sowie df mit dem
Fehler Af, und erhilt die Abschitzung

of of of
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Anwendung in der elementaren Fehlerrechnung

Misst man die Zeit ¢, in der ein anfangs ruhender Kérper im freien Fall (im
Vakuum) den Weg s zuriickzulegt, kann man daraus iiber

2s

die Fallbeschleunigung g bestimmen.

In einer Einzelmessung ergeben sich die Werte s = (0.5000 £ 0.0002)m und

t = (0.319 £ 0.001)s. Bestimmen Sie daraus g, und schatzen Sie den zugehdrigen
Fehler mit (9.11) ab.

Wird man zur Genauigkeitsverbesserung eher an der Weg- oder eher an der
Zeitmessung arbeiten miissen?
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Anwendung in der elementaren Fehlerrechnung

Besonders einfach wird die Analyse fiir Funktionen vom Typ
flze, ..o zn) =27 23? - x) (a1,...,0 €R).
Hier gilt fiir den relativen Fehler

A$1

Az,

’I’L

\ < o) [ 2% 4 o |222) L ) (0.13)

Beachten Sie, dass mit (9.13) auch Quotienten und Wurzeln behandelt werden
konnen.

Bestatigen Sie Formel (9.13) fiir den Fall n = 2. J

Betrachten Sie das Beispiel von S. 273 mit Hilfe von (9.13) erneut. Machen Sie
sich klar, wieviel Aufwand man damit gegeniiber der Rechnung von S. 273 spart. J
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Zur Einordnung der Methode

Die hier vorgestellte Methode zur Fehlerapproximation ist sehr konservativ und geht
vom ungiinstigsten Fall der Fehlerverteilung aus.

Sie bietet sich vor allem bei Einzelmessungen und zur groben Abschitzung in ein-
fachen Experimenten an.

Eine fortgeschrittene Fehlerrechnung beriicksichtigt dagegen auch den zufilligen
Charakter der Messfehler.

Der Umgang mit Messfehlern bei der Fehlerfortpflanzung wird im ,,Guide to the

Expression of Uncertainty in Measurement” (GUM) beschrieben, der in Deutschland
Normcharakter hat.
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Differentiation vektorwertiger Funktionen

Wir kommen nun zum allgemeinsten Fall, d. h. zu Funktionen vom Typ
f:R*"D>D—R™

Auch im diesem Abschnitt setzen wir stillschweigend einen offenen Definitionsbe-
reich D voraus.

Solche Funktionen ordnen also jedem Vektor & € D mit n Komponenten einen
Vektor f(xz) mit m Komponenten zu:

Ty fi(z) filzy, ... xp)

=z — f(x)= : =

x-n fm(m) fm(ml,:“axn)

Wir nennen die Funktionen f; : D — R Komponentenfunktionen von f.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11 Sommersemester 2014 277 / 415



Multivariate Differential- und Integralrechnung

Differentiation vektorwertiger Funktionen

Samtliche Differenzierbarkeitsbegriffe greifen letztlich auf Grenzwerte zuriick.

Eine vektorwertige Funktion f besitzt fir € — z genau dann einen Grenzwert,
wenn sdmtliche Komponentenfunktionen f; (j =1,...,m)
fiir £ — z einen Grenzwert besitzen (vgl. 9.1 und 9.2).

Daher kann man die Differenzierbarkeitsbegriffe fiir vektorwertige Funktionen kom-
ponentenweise aufbauen und sich die Betrachtungen fiir reellwertige Funktionen

zum Vorbild nehmen.

Wir beginnen also wieder mit partieller Differenzierbarkeit und gehen dann zur (to-
talen) Differenzierbarkeit weiter.
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Partielle Differenzierbarkeit

Definition 9.20

Eine Funktion f : R™ D D — R™ heillt an der Stelle z partiell differenzierbar,
wenn alle Komponentenfunktionen f; (j =1,...,m)
in z partiell differenzierbar sind.

Unter der partiellen Ableitung von f nach der Variablen x; an der Stelle z
verstehen wir den Vektor

)

k()

of .
%j(z) =

Ofm
e (2)
f heilt in z stetig partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen von f
in einer Umgebung von z existieren und in z stetig sind.
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Partielle Differenzierbarkeit

Man berechne alle partiellen Ableitungen der Funktion

322 +y
f:R? 5 R3, flz,y) = | zsiny
yex2+y

Ist f stetig partiell differenzierbar?

Wie im reellwertigen Fall gibt partielle Differenzierbarkeit noch keine Garantie dafiir,
dass man f nahe z durch eine affin lineare Funktion

t(z) =f(z) + f'(z)(z — 2)

approximieren kann. Dafiir bendtigt man wieder totale Differenzierbarkeit.
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Totale Differenzierbarkeit

Definition 9.21

Eine Funktion f : R™ D D — R™ heifit in z € D (total) differenzierbar, wenn es
eine Matrix A € R™*" sowie eine Funktion ¢ : D — R™ gibt, so dass

¢(z)

|2 — z||

flx)=f(2)+ Az — z) + ¢(x), mit —0firz —2z. (9.14)

f'(2z) := A heift dann die (totale) Ableitung von f an der Stelle z.

Entscheidendes Kriterium ist also auch hier wieder die Approximierbarkeit durch
affin lineare Funktionen.

Wie im reellwertigen Fall folgt aus totaler Differenzierbarkeit die partielle Differen-
zierbarkeit.
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Totale Differenzierbarkeit

Analog zum reellwertigen Fall benutzt man zur Entscheidung liber Differenzierbar-
keit und zur Berechnung der Ableitung folgende Satze:

Satz 9.22

Ist f : R™ D D — R™ in D stetig partiell differenzierbar, so ist f in D auch total
differenzierbar.

Satz 9.23

|

Ist f :R™ D D — R™ in z € D (total) differenzierbar, so hat die Ableitung die
Form

ofi1(z Of1(z F)
Vii(z)T % % (J;;(Z)
V fa(2)T o) onG) ... onl
/(z) — _ ox1 Oz EE s RN
()7 Ofm(z) Ofm(z) ... Ofm(z)
Vfm(2) Sple) 2 ... 2fal

(Funktional- oder Jacobi-Matrix).

v
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Totale Differenzierbarkeit

Machen Sie sich klar, dass der in Folie 255 ff. behandelte Ableitungsbegriff fiir
reellwertige Funktionen einen Spezialfall von Definition 9.21 bzw.
Satz 9.23 darstellt.

Berechnen Sie die Ableitungen (Jacobi-Matrizen) zu f : R* — R3
und g : R — R? mit

a5 o cost
flz,y)=| wsiny und  g(t) = [ P } )
yez2+1

Zeigen Sie mit Hilfe von Definition 9.21, dass fiir

f:R" = R™, fx)=Az+b

mit A € R™*™ und b € R™ die Beziehung f'(z) = A gilt.

vy
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Eigenschaften differenzierbarer Funktionen, Ableitungsregeln

Wie im eindimensionalen Fall gilt fiir differenzierbare Funktionen mehrerer Varia-
blen:

Ist die Funktion f : R™ > D — R™ in z € D differenzierbar, so ist sie in z auch
stetig.

Dabei wird der reellwertige Fall f : R™ — R selbstverstandlich mit erfasst.

Beweisidee Fiir z — z gilt f(z) = f(2) + f'(2) (z — 2) +?@ — f(2).

—0 —0
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Linearitdt der Ableitung

Sind f, g : R™ D> D — R™ in z € D differenzierbar, so sind auch f + g und
Af (A € R) in z differenzierbar, und es gilt

(f+9)(2)=Ff(2)+9g'(2),
(Af)(z) = Af'(2).

Man kann also die Jacobi-Matrizen elementweise addieren bzw. mit einem Skalar A
multiplizieren.
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Kettenregel

Seien f :R" DD — RP in z € D sowie g : R? D f(D) — R™ in f(z)
differenzierbar. Dann ist h = g o f in z differenzierbar, und es gilt

h'(z) = (gof) () = g'(f(2) f'(2). (9.15)

Die Struktur von (9.15) ist die gleiche wie im Fall reeller Funktionen, allerdings sind
die Ableitungen hier Matrizen.

Man sollte daher immer die Raumdimensionen und Matrizenformate im Auge be-
halten. Die Ableitungen miissen zwischen den gleichen Rdumen vermitteln wie die
Funktionen selbst:

9(f(z)) . f(z) ! z

%
o/ (F(z) R et o
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Kettenregel

Man berechne fiir
222 +y
flz,y)=| 3ay und  g(x,y,2) = T2’ + 2
rsiny

die Ableitung der Verkettung h = g o f.

Berechnen Sie die Ableitung von

f(xay) = (x_y)Q

langs des Kreises um 0 mit Radius 2, d.h. fiir

[x(t)] _ {2 COSt} (0 <t <2m).

2sint
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Anmerkungen

Haufig ist es einfacher, die Verkettung h = g o f durch Einsetzen explizit zu
bestimmen und dann h’(z) direkt auszurechnen.

Machen Sie sich das am zweiten Beispiel von S. 287 klar. ]

Fiir den Fall f : R — R"™, g : R®™ — R (passt auf eben genanntes Beispiel) findet
man in Tafelwerken auch haufig die Formel

(g0 ) Za—g THO) (9.16)

Bestitigen Sie (9.16) mit Hilfe von Satz 9.26. J
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Implizite Funktionen

Zwei reelle Variablen x und y seien durch eine Gleichung der Form
F(z,y)=0 (9.17)

verkniipft. Kann man diese Gleichung, wenigstens in der N&he eines Punktes (g, yo),
der (9.17) selbst erfiillt, eindeutig nach y ,auflésen” ?

Gesucht ist also eine reelle Funktion f mit
Flz,y)=0 < y=f(x) fiir (x,y) nahe bei (z0, o).
Eine solche Funktion f nennt man implizite Funktion.

Manchmal ist man dabei noch nicht einmal an f(z) selbst interessiert, sondern eher
an der Ableitung f/(x).
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Beispiel

Die Gleichung
2+ —-1=0 (9.18)

beschreibt einen Kreis um (0,0) mit Radius 1.

Nahe der Punkte (‘/§ 1) und (0,—1) (griin)

202
kann man (9.18) eindeutig nach y auflésen:

y=fi(z) =+v1—22 bzw.
y= i) =

Nahe der Punkte (—1,0) und (1,0) (rot) gelingt
eine eindeutige Auflésung dagegen nicht, da man
nicht weill, fiir welchen Funktionswert man sich
entscheiden soll.
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Der Satz iiber implizite Funktionen

Satz 9.27

Die Funktion F : R2 D D — R sei auf der offenen Menge D stetig partiell
differenzierbar. Der Punkt (xq,vyo) € D erfiille die Gleichungen

OF
F(zo,y0) =0 und a—y(mo,yo)yﬁo.

Dann gibt es offene Umgebungen U,V C R von x¢ und yo und eine Funktion
f: U — R mit folgenden Eigenschaften:

@ F(z,y)=0 & y=f(z) firzeUyeV,
o f ist in xo stetig partiell differenzierbar mit

B_F(m
0;%0)
flzo) = —g——. (9.19)
a—y(g«"a,yo)
y
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Der Satz iiber implizite Funktionen

Wir betrachten das kartesische Blatt*, gegeben durch die Gleichung
F(z,y) = 2° +y* — 3zy = 0. (9.20)

Bestimmen Sie alle Punkte des 2
kartesischen Blatts, fiir die keine "
eindeutige lokale Auflésung nach 1
y moglich ist.

05
Bestimmen Sie desweiteren alle .
Punkte mit horizontaler o6
Tangente sowie den Anstieg der

1
Tangente im Punkt (1,2cos 27).

1\? 15 1 05 0 0‘5 1 15 2 25

*benannt nach dem franzésischen Mathematiker und Philosophen René Descartes.
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Losungsskizze

Die kritischen Punkte, fiir die keine Auflésung nach y moglich ist, ergeben sich aus
der Bedingung

F
a—y(x,y)=3y2—3xé0 & z=y

die man in Gleichung (9.20) einsetzt:

0= 43 + 9% — 3y
— 4% 4+ y® — 3y
=3y - 2) = y=0 oder y=+2.
Unter Beriicksichtigung von 2 = 2 erhilt man also als kritische Punkte (0,0) und
(4, 92).

Dies sind gerade die ,Kreuzung” im Ursprung sowie der Punkt mit vertikaler Tan-
gente (beide rot markiert).
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Losungsskizze

In der Nahe aller anderen Punkte der Kurve lasst sich (9.20) in die Form y = f(x)
bringen. Die konkrete Angabe von f ist aber zumindest miihsam, da (9.20) eine
Gleichung dritten Grades ist.

Dies miissen wir zur Berechnung der Ableitung aber auch gar nicht leisten, denn
Satz 9.27 liefert uns die Ableitung unmittelbar:

Fi(z,y) 307 =3y y—a®

’ _ - _ _
o) = Fy(z,y) 32 =3z 2 —u

(z # 7).

Im Punkt (1,2 cos %’r) findet man als Tangentenanstieg

5 1
= ————— =0.39493084. ..
1
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Losungsskizze

Fiir die Punkte mit horizontaler Tangente muss neben (9.20) auch f’(z) = 0 und
somit y = 2 gelten.

Nach Einsetzen in (9.20) erhdlt man damit (z,y) = (0,0) (rot) und (x,y) =
(3/2, V/4) (griin) als Kandidaten.

Der erste Punkt muss jedoch ausgesondert werden — es handelt sich um einen der
kritischen Punkte, fiir die keine Auflésung nach y moglich ist.

Warnung: Selbst die Interpretation, es gebe in (0,0) eine horizontale und eine
vertikale Tangente ist unzuldssig. Beim kartesischen Blatt ist dies zwar richtig, es
ware aber noch zu zeigen.

lllustrierendes Beispiel:
F(z,y) =y? — 23 —22 =0 (z > —1)
F.(0,0) = Fy(0,0) =0
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Implizite Funktionen

Analysieren Sie das Kreisbeispiel (S.290) im Kontext von Satz 9.27.

Gehen Sie dabei auf lokale Auflésbarkeit ein, und berechnen Sie den Anstieg der
Tangenten an den Kreis im Punkt (i 1) sowohl durch Ableiten von

fi(xz) = V1 — 22 als auch mit Hilfe von Satz 9.27.

Bestatigen Sie Formel (9.19) durch beidseitiges Ableiten der Gleichung
F(z,y) =0 (mit y = f(z)) unter Anwendung der Kettenregel.
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Extrema ohne Nebenbedingungen

Wir werden in diesem Abschnitt nach Punkten z € R™ suchen, in denen eine

reellwertige differenzierbare Funktion mehrerer Variablen ein lokales Extremum an-
nimmt.

Wir erinnern uns an das Vorgehen im Eindimensionalen, d. h. fiir f : R D (a,b) — R:

o Finde alle Punkte z € R, fiir die f'(z) = 0 gilt (notwendige Bedingung).

e Falls in einem solchen Punkt zusatzlich f”/(z) > 0 bzw. f”(z) < 0 gilt, so
handelt es sich um ein lokales Minimum bzw. Maximum (hinreichende
Bedingung).

Wir versuchen, diese Strategie zu verallgemeinern.
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Begriffsklarung

Definition 9.28
Sei f:R™ D Dy — R. Ein Punkt z € Dy heift

o globales Minimum von f, wenn f(2) < f() fiir alle € Dy,

@ globales Maximum von f, wenn f(z) > f(x) fiir alle € Dy,

@ lokales Minimum von f, wenn f(z) < f(z) fiir alle
x € Dy N K (z) mit einem € > 0,

@ lokales Maximum von f, wenn f(z) > f(z) fiir alle
x € Dy N K. (2z) mit einem € > 0.

Mit K.(z) ist dabei wieder eine Kugel um z mit Radius € gemeint.

o

Bei lokalen Extrema vergleicht man f(z) also nur mit Funktionswerten zu Argu-
menten, die nahe an z liegen.
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Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

Besitzt f : R™ — R in z ein lokales Maximum (fiir Minima analog), dann besitzt
auch die partielle Funktion

f] T = f(zla"'7zj717x72j+1u"'7z’n)

in z; ein Maximum. Diese ist eine Funktion einer Variablen, daher gilt fi(z;) =
aaTJ;(z) = 0. Das Argument greift dabei fiir jede Wahl von j.

z=f{xy)

Zusammengefasst gilt also V f(z) = 0, wie folgender Satz formuliert.
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Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

Satz 9.29 (und Definition)

Sei f : R™ D Dy — R partiell differenzierbar, und Dy offen. Besitzt f in z € Dy
ein lokales Minimum oder Maximum, so gilt

Vf(z)=0. (9.21)

Ein Punkt z, der (9.21) erfiillt, heit stationdrer Punkt von f.

Genausogut kdnnte man statt (9.21) natiirlich auch f’(z) = 07 schreiben.
Gleichung (9.21) stellt eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema dar. Mit ihr

kann man Kandidaten fiir Extrema finden; der Nachweis fiir das Vorliegen eines
Extremums ist jedoch zusatzlich zu erbringen.
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Geometrische Interpretation

In einem lokalen Extremum verlduft die Tangential(hyper)ebene horizontal. Dies
kann man an typischen Mittelgebirgsgipfeln wie dem Brocken (1142 m) gut beob-
achten:

Mittelgebirgsgipfel sind in unmittelbarer Gipfelumgebung flach.
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Extrema ohne Nebenbedingungen

Bestimmen Sie samtliche stationaren Punkte von

flz,y)=1-22> —9*> und g(z,y) = 2° + 9> — 9zy + 25.

Der Gipfel des Siniolchu in Sikkim (6887 m) ldsst scheinbar auch
»Tangentialebenen” zu, die nicht horizontal verlaufen (Bild links).

Muss fiir Indien eine separate Version von Satz 9.29 erstellt werden?
(Bild rechts: Charles Fanning, 1920)

4
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Hesse-Matrix

Wie im Eindimensionalen reicht die notwendige Bedingung (9.21) fiir einen Nach-
weis von Extrema nicht aus.

Eine horizontale Tangentialebene (V f(z) = 0) kdonnte zum Beispiel folgenderma-
RBen entstehen:

oo ty?

L

Wir wollen daher die bekannte reelle Bedingung f”/(z) # O verallgemeinern. Dazu
formulieren wir zunichst ein Analogon zur zweiten Ableitung.
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Hesse-Matrix

Definition 9.30

Sei f:R™ D Dy — Rin z € Dy zweimal partiell differenzierbar. Dann heilt

[ 9%/(2)  9%f(2) f(z) ]
81’% Ox10xo e Ox10x,
’fz)  Pf) .. )
Hf (Z) o 89&2-83:1 8953 Ox20xy,
i) i) ... @)
L Ozndz:1 Oz, 0To ox2 i

Hesse-Matrix von f an der Stelle z.

Aus dem Satz von Schwarz folgt sofort:

Ist f:R™ D Dy — R in z € Dy zweimal stetig partiell differenzierbar, dann ist
die Hesse-Matrix Hy(z) symmetrisch.
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Definitheit

Als nichstes bendtigen wir eine mehrdimensionale Entsprechung zu den Relationen
»<"und,>"in den eindimensionalen Beziehungen f"(z) < 0 bzw. f”(z) > 0.

Definition 9.32

Eine symmetrische Matrix A € R™*™ heilt

@ positiv definit, wenn ihre Eigenwerte samtlich positiv sind,
o negativ definit, wenn ihre Eigenwerte samtlich negativ sind,

@ indefinit, wenn sie sowohl positive als auch negative Eigenwerte besitzt.
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Definitheit

Im symmetrischen 2 x 2-Fall ist die Untersuchung auf Definitheit besonders leicht:

Satz 9.33

Eine symmetrische Matrix

A— [ a1 ai2 }

a12 Q22
ist genau dann
e positiv definit, wenn det A > 0 und a1 > 0,
® negativ definit, wenn det A > 0 und a1 1 <0,
@ indefinit, wenn det A < 0.
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Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema

Satz 9.34

Seien f : R™ D Dy — R zweimal stetig partiell differenzierbar und z € Dy ein
stationdrer Punkt von f (d.h. Vf(z) =0).

Dann gilt:
o Ist Hy(z) positiv definit, dann besitzt f in z ein lokales Minimum.

o /st Hy(z) negativ definit, dann besitzt f in z ein lokales Maximum.

o Ist Hy(z) indefinit, dann ist z keine Extremalstelle von f.

Stationdre Punkte, die keine Extrempunkte sind (betrifft dritten Punkt), werden
auch Sattelpunkte genannt.
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Rezept zur Bestimmung lokaler Extrema

Fiir zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen f : R" > Dy — R mit
offenem Definitionsbereich D gehe wie folgt vor:

@ Bestimme alle stationdren Punkte von f, d.h. die Ldsungen des (i. Allg.
nichtlinearen) Gleichungssystems

Vf(z)=0.

@ Berechne fiir samtliche dieser stationdren Punkte die Hesse-Matrix,
und analysiere anhand der Eigenwerte oder mit Satz 9.33 deren
Definitheitseigenschaften.

o Entscheide mit Satz 9.34, ob Extrema vorliegen und welcher Art diese
gegebenenfalls sind.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Bestimmung lokaler Extrema

Welche Definitheitseigenschaften besitzen folgende symmetrische Matrizen?

6 0 0
A=|0 -1 0 |, B:[_23 _73}
0 0 42

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von
flx,y)=1-22> —9*> und g(z,y) = 2° +y* — 9zy + 25.

Nutzen Sie dabei ihre Vorarbeiten aus der Aufgabe von S. 303.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11 Sommersemester 2014 310 / 415



Multivariate Differential- und Integralrechnung

Bestimmung lokaler Extrema

Plot der Funktion g(z,y) = 2® + y3 — 92y + 25 (zweites Beispiel S.310) aus
verschiedenen Winkeln.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Extrema am Rand des Definitionsbereichs

Ist der Definitionsbereich Dy nicht offen, so muss man ggf. dessen Randpunkte
gesondert untersuchen, denn sie werden von Satz 9.29 nicht erfasst.

Ein einfaches Beispiel ist die reelle
Funktion o5l

f:[-L1] =R, f(z) =22

Diese besitzt an den Randern des
Definitionsbereichs (in 21/, = £1) 05
lokale Maxima, in denen die 8 g o5 0 05 1 15
(einseitige) Ableitung nicht 0 ist!
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Extrema unter Nebenbedingungen

Problemstellung: Wir suchen Extrema einer gegebenen Zielfunktion

f(m) :f(x17-~-,$n),

wobei die Variablen x4, ..., z, zusatzlich m Nebenbedingungen erfiillen sollen
(m <n):

gl(il') = gl(xlv ce ,l'n) = 07

Im(x) = gm(x1,...,2,) = 0.

In den meisten Fallen betrachten wir hier den Fall n = 2 und m = 1, d.h. die
Aufgabe

f(z,y) ~ min oder max
unter g(x,y) =0. (9.22)
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Beispiel mit grafischer Interpretation

Die Aufgabe

flz,y) =1—22% —4? % max
unter  g(z,y)=¢y>*—224+1=0 (9.23)

bedeutet geometrisch: Suche den hdchsten Punkt, der beim Durchlaufen des blau
markierten Pfades auf der Fldche im linken Bild erreicht wird (rechts die Darstellung
in der Hohenkarte).

AN o on

LD S b O
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Eliminationsmethode

Bei Eliminationsmethode 18st man die Nebenbedingung(en) nach einer (bzw. m)
Variablen auf und setzt sie in die Zielfunktion ein.

Dadurch werden in der Zielfunktion eine (bzw. m) Variablen eliminiert.

Die verbleibende Funktion von n — m Variablen kann man mit den Methoden von
Abschnitt 298 behandeln.

Voraussetzung ist natiirlich, dass das Aufldsen nach einer (bzw. m) Variablen ohne
viel Aufwand mdglich ist.

Ist dies der Fall, so ist die Eliminationsmethode der einfachste und effizienteste
Weg, das Problem von S.313 zu I6sen.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Beispiel

Die Nebenbedingung in (9.23) kann man in y? = 2z — 1 umschreiben und in die
Zielfunktion f(z,y) = 1 — 222 — y? einsetzen.

Die entstehende reelle Funktion
f: —oo)—)R, f(w):—2x2—2x+2

besitzt an der Stelle 2y = % ein lokales Maximum (Achtung: Randpunkt des Defi-
nitionsbereichs). Der zugehdrige Wert yo = 0 ergibt sich aus der Nebenbedingung.

Fiihren Sie die Details dieser Argumentation aus. )

Bestimmen Sie die Abmessungen eines zylindrischen Kérpers mit 11 Volumen und
minimaler Oberfldche. J
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Lagrange-Methode

Leider l3sst sich das System der Nebenbedingungen
gi(z)=0 (j=1,...,m)

haufig nicht nach m Variablen auflésen. Insbesondere ist das der Regelfall, wenn
die Nebenbedingungen nichtlineare Gleichungen sind.

Fiir solche Fille bietet sich die Lagrange-Methode als Alternative an.

Wir machen uns diesen Ansatz am Fall

f(z,y)  min oder max
unter g(z,y) =0.

plausibel, wobei wir f, g : R — R als stetig partiell differenzierbar voraussetzen.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung
Lagrange-Methode

Wir erinnern uns zunichst, dass der Gradient Vg(z,y) senkrecht auf den Hohenli-
nien von g(x,y) steht.

Da die Nebenbedingung g(x,y) = 0 aber gerade die Hohenlinie von g zum Niveau

0 darstellt, steht Vg(x,y) senkrecht auf der durch die Nebenbedingung gegebenen
Kurve.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung
Lagrange-Methode

Zumindest im gezeichneten Beispiel erkennen wir:
@ Im gesuchten Maximum z beriihren sich die Hahenlinie f(x) = f(z) und die
Nebenbedingung g(x) = 0; sie besitzen die gleiche Tangente.
e Vf(2z) und Vg(z) stehen beide senkrecht auf dieser Tangente und sind
daher parallel. Es gilt

Vi(z)=—=AVg(z) fiirein A eR.
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Lagrange-Methode

Die gesuchten Extrema sind also Lésungen des (i.A. nichtlinearen) Gleichungssys-
tems

Vi(z,y) +AVg(z,y) =0
g(x,y) =0 (9.24)
(drei Gleichungen fiir die drei Variablen z,y und \).

Mit der ,Lagrange-Funktion”
L(z,y; A) := f(z,y) + Ag(z,y)
liest sich das System (9.24) kiirzer als
VL(z,y;\) =0. (9.25)

Machen Sie sich die Aquivalenz von (9.24) und (9.25) klar.

Welche GroRe erhalten Sie fiir die dritte Komponente von VL(z,y; A), d. h. fiir
die partielle Ableitung Ly (z,y; \)?
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Lagrange-Methode

Mathematisch prazise ergibt sich die Lagrange-Methode fiir eine Nebenbedingung
aus folgendem Satz:

Satz 9.35

Die Funktionen f,qg : R™ D D — R seien stetig partiell differenzierbar, und
Vyg(x) # 0 auf D. Dann gilt:

Ist z eine lokale Extremstelle von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0, dann
gibt es einen Lagrange-Multiplikator A\g € R, so dass

Vf(z) +XoVy(z) = 0.
Insbesondere ist [ | stationdrer Punkt der Lagrange-Funktion
L(z; A) := f(2) + Ag(x).

Wir kennen nun also eine notwendige Bedingung fiir lokale Extrema unter Neben-
bedingungen.

o’
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Lagrange-Methode

Wir betrachten wieder das Beispiel von S. 314, d.h.
flz,y) =1—22% —4? s max
unter g(z,y) =y>—22+1=0.
Die Lagrange-Funktion des Problems ist
L(z,y; \) =1 — 222 —y? + \(y? — 22+ 1).
Deren stationadren Punkte ergeben sich aus den drei Gleichungen
Ly(z,y,\) = =4z -2\ =0
Ly(z,y,\) = —2y+2\y =0
Ly(z,y,\) =y* =22 +1=0 (9.26)

Man bestimme die Lésungen des Gleichungsystems (9.26), und untersuche deren
Extremaleigenschaften anhand einer Hoéhenlinienkarte. J
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Lagrange-Methode

Fiir mehrere Nebenbedingungen verwendet man folgende Verallgemeinerung von
Satz 9.35:

Satz 9.36

Die Funktionen f,g; : R" D D — R (i =1,...,m; m < n) seien stetig partiell
differenzierbar, wobei die Gradienten Vg (), ..., Vg (x) fiir alle © € D linear
unabhéangig seien. Dann gilt:

Ist z eine lokale Extremstelle von f unter den Nebenbedingungen g;(x) = 0, dann
gibt es einen Lagrange-Multiplikator AO e R™ mit

Vi(z)+ i A0 (z) =0.
=1

Insbesondere ist [ \(o) | stationdrer Punkt der Lagrange-Funktion

L(wsA) = f() + ) Agi(a).

vy
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Lagrange-Methode

Rezept zur Lagrange-Methode:

o Ordne jeder Nebenbedingung ¢;(z1,...,2,) =0 (i =1,...,m) einen
Lagrange-Multiplikator \; zu.

o Stelle die Lagrange-Funktion auf:
L(z;N) = L(@1,. ., Tt My Am) = f(2) + ) Njgs().
j=1

o Berechne die stationdren Punkte der Lagrange-Funktion L(x; A), d. h. lése
die (n 4+ m) Gleichungen
Ly, (z; ) =0 (i=1,...,n),
L)\j(:IJ;A)ZO (j=1,...,m).

@ Untersuche die Extremaleigenschaften dieser stationdren Punkte (z. B. mittels
Hohenlinienkarte oder Kompaktheitsargument).
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Multivariate Differential- und Integralrechnung

Zwischenzielformulierung

Sie sollten nun (bzw. nach Abschluss der Ubungen/Selbststudium):

Funktionen f : R™ — R™ anhand der Dimensionen m und n typisieren
kénnen und zu den verschiedenen Funktionstypen eine gute Vorstellung
besitzen,

die verschiedenen Ableitungsbegriffe (partielle, Richtungs- und totale
Ableitungen, Gradient, Jacobi-Matrix) theoretisch gut verstanden haben und
sicher berechnen konnen,

Gradient und Héhenlinien geometrisch interpretieren kdnnen,

Ableitungen mittels mehrdimensionaler Kettenregel und des Satzes iiber
implizite Funktionen berechnen kénnen,

lokale Extrema und Sattelpunkte sicher bestimmen kdnnen,

lokale Extrema unter Nebenbedingungen sowohl mit der Eliminationsmethode
als auch mit der Lagrange-Methode bei iiberschaubarer ProblemgroRe sicher
berechnen kdnnen.
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Das Riemann-Integral im R”

Begriffsbildung und erste Eigenschaften

Im Eindimensionalen hatten wir mit dem Integral

/abf(m) dz

den Flacheninhalt unter dem Graphen von f berechnet.

A

v

Wir suchen nach einer Verallgemeinerung, mit der man z.B. Volumina unter dem
Graphen einer Funktion von zwei Variablen berechnen kann.
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Das Riemann-Integral im R”

Begriffsbildung und erste Eigenschaften

Wir formulieren den Integralbegriff zunichst allgemein im R™ und gehen erst spater
konkret auf die Falle n = 2 bzw. n = 3 ein.

Im Vergleich zum Eindimensionalen treten folgende neue Probleme auf:

o die Arbeit mit zwei (oder noch mehr) Variablen im Integranden,

@ der Integrationsbereich B kann im R"™ eine wesentlich groRere Formenvielfalt
annehmen (nicht nur das dargestellte Rechteck).

Z

o

|
|
\
\
\
\

a

X
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Das Riemann-Integral im R”

Begriffsbildung und erste Eigenschaften

Der Aufbau des Integralbegriffs erfolgt analog zum Eindimensionalen, d.h. in fol-
genden Schritten:

o Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen (stiickweise konstant iber
Rechtecken/Quadern),

@ Approximation des gewiinschten Volumens von oben und unten mit
Integralen von Treppenfunktionen (d.h. der Summe von Quadervolumina).
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Das Riemann-Integral im R”

Begriffsbildung und erste Eigenschaften

Wir beginnen mit den Treppenfunktionen. Dafiir definieren wir zunichst fiir a, b €
R™ mit a; <b; (i =1,...,n) mittels

[a, b] = [al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn]
ein abgeschlossenes Intervall. Es besitzt das Volumen

vol([a, b]) := (by —a1)(ba —az) - ... (bp — an).

Geometrisch handelt es sich bei [a@, b] um ein achsenparalleles Rechteck bzw. einen
achsenparallelen Quader mit a und b als diametralen Ecken.

asl

a b
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Das Riemann-Integral im R”

Begriffsbildung und erste Eigenschaften

Fiir eine beliebige Menge M C R™ definieren wir desweiteren die charakteristische
Funktion (auch Indikatorfunktion)

1, firxe M,
X R” = R, XM(:B)Z{
0, sonst.

Beispiel:

Charakteristische Funktion x s (z,y) fir
, . das Rechteck M = [0, 1] x [-1,1.5].
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Das Riemann-Integral im R”

Integral fiir Treppenfunktionen

Definition 9.37

Eine Funktion ¢ : R™ — R der Form

k
M®:2me,

wobei A\; € R und I; C R™ abgeschlossene Intervalle seien, heifft Treppenfunktion
auf R™.

Wir definieren deren Integral iiber

k
¢(z)da =Y A; vol(I;).
Rn =i
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Das Riemann-Integral im R”

Geometrische Interpretation

s

Graph einer Treppenfunktion ¢ auf R? (grau).

Das Integral [, ¢(x,y) d(z,y) ist die Summe der Volumina der darunterliegenden
Quader.
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Das Riemann-Integral im R”

Approximationsschritt

Fiir eine beschrankte Funktion f : B — R auf einem beschrinkten Bereich B ¢ R™
definieren wir nun Ober- und Unterintegral gemaR

/f(:v) dz = inf{ ¥(x) dx, ¥ Treppenfunktion, ¢ > f}
R'n.

/f(w) de = Sup{ ¢(x) dz, ¢ Treppenfunktion, ¢ < f}
R'n.

Dabei denken wir uns f auBerhalb von B auf ganz R™ mit dem Wert 0 fortgesetzt.
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Das Riemann-Integral im R”

Riemann-Integral

Definition 9.38

Eine beschrankte Funktion f : B — R auf einem beschriankten Bereich B C R"
heit Riemann-integrierbar, wenn ihr Ober- und Unterintegral (auf B)
iibereinstimmen. In diesem Falle definieren wir

/Bf(w) de ZZ]f(m) dw:/f(m) de.

Wie im Eindimensionalen ist eine Funktion auf einem abgeschlossenen beschrinkten
Bereich Riemann-integrierbar, wenn sie dort stetig ist.

Die Umkehrung ist natiirlich falsch, wie das Beispiel der Treppenfunktionen zeigt.
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Das Riemann-Integral im R”

Geometrische Interpretation

Das gesuchte Volumen muss sich ,von unten her" beliebig gut mit Quadern ,aus-
kleiden” lassen. Eine dhnliche Konstruktion muss ,von oben her’ méglich sein.
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Das Riemann-Integral im R”

Riemann-Integral

Wie im Eindimensionalen lassen sich Integrale mit Definition 9.38 i.A. nicht berechnen.
Aber es ergeben sich zumindest einige Rechenregeln:

Satz 9.39

Sind f,g : R™ D B — R integrierbar, so auch max{f, g}, min{f,
und fg.

Es gelten die folgenden Integrationsregeln:

J¢to@de= [ fa dwi/()d%

/()\f ) do = A /f fiir alle \ € R.

Ist weiterhin B = By U By mit By N By = (), so gilt

/B f@) do= [ f@da+ [ f@)da

V.
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Das Riemann-Integral im R”

Riemann-Integral

Satz 9.40

Sind f,g : R™ D B — R integrierbar mit f < g auf B, so gilt
/ f(z) dz S/ g(z) de.
B B
Insbesondere folgt aus ¢ < f(x) bzw. f(x) < C fiir alle € B, dass

¢-vol(B) < / flz) de  bzw. / f(z) dz < C - vol(B),
B B
wobei vol(B) das Volumen von B bezeichnet.

AuBerdem gilt

| f@ as| < [ if@) da.
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Das Riemann-Integral im R”

Integrale iiber quader/rechteckférmige Bereiche

Bei der Berechnung des Integrals fB ) dx versucht man zumeist auf eindimen-
sionale Integrale zurlickzugreifen.

Besonders einfach gestaltet sich dies, wenn der Bereich B ein abgeschlossenes In-
tervall ist.

Satz 9.41

Ist f : R™ D B — R integrierbar, und B = |a, b] ein Intervall, so gilt

by [ b2

/Bf(a:) dw:/ / /f Ziy.enyTp) day, | ... doe | da, (9.27)

falls die Integrale auf der rechten Seite existieren.

Man kann die Integration dann also komponentenweise ausfiihren.
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Das Riemann-Integral im R”

Geometrische Deutung

Im folgender Skizze ergibt sich als Volumen der markierten Schicht bei festem x
und sehr kleiner Dicke dx n3herungsweise das Volumen (f_22 f(z,y) dy) - da.

Das Aufaddieren siamtlicher Schichtvolumina entspricht gerade der Integration tiber
die Variable z, d.h. fiir das gesuchte Volumen gilt

Vz/_gz/_Zf(m,y) dy dux.
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Das Riemann-Integral im R”

Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge

In der Darstellung (9.27) kann man die Reihenfolge der Integrationen beliebig ver-
tauschen, sofern alle entstehenden Integrale wieder existieren. Dies ist insbesondere
der Fall, wenn der Integrand stetig ist.

Im zweidimensionalen Fall gilt also zum Beispiel

/ab l/cdf(x,y) dy] dxz/cd [/abf(:c,y) dx] dy.

Dies kann man sich mitunter zum bequemeren Rechnen zunutze machen.

Tiefere Erkenntnisse iiber die Existenz und die Vertauschbarkeit der iterierten Inte-
grale liefern die Satze von Fubini und Tonelli (Literatur).
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Das Riemann-Integral im R”

Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge

Bestimmen Sie das durch den Graphen der Funktion
flz,y) =20 - 22% — y?,

die z-y-Ebene sowie die Ebenen x = —2, x = 2, y = —1 und y = 2 begrenzte
Volumen.

Bestimmen Sie fol fozﬂ e siny dy dz sowohl in der vorgegebenen Form als auch
unter Vertauschung der Integrationsreihenfolge.
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Das Riemann-Integral im R”

Integration iiber Normalbereiche

Bislang kénnen wir nur Integrale iiber achsenparallel rechteckige bzw. quaderférmige
Bereiche berechnen.

Dies reicht fiir viele praktische Aufgaben nicht aus — meist ist der Integrationsbereich
B krummlinig oder zumindest anders begrenzt.

z

2= f(,y)

Die meisten praktischen Aufgaben lassen sich auf die Integration iiber sogenannte
Normalbereiche zuriickfiihren. Dies wollen wir zumindest fiir Flachen- und Volu-
menintegrale erdrtern.
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Das Riemann-Integral im R”

Ubliche Notationen

Fiir Flachenintegrale (f : R? > B — R) verwendet man neben [, f(z) dz auch
die Bezeichnungen

/B f(.y) d(z.y), /B f(,) dzdy, /B f(,y) dA
// fe,y) drdy  und // f(,y) dA

Fiir Volumenintegrale (f : R* > B — R) verwendet man neben [, f(z) dz auch
die Bezeichnungen

/Bf(x,y,z) d(z, vy, 2), /Bf(:c,y,z) dz dy dz, /Bf(:z:,y,z) dVv
o f(z,y,z) dedydz und f(z,y,z) dV.
B B
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Das Riemann-Integral im R”

Normalbereiche in der Ebene

Definition 9.42

Sind g, h : [a,b] — R reelle Funktionen mit g < h auf [a, b], so nennen wir die
Mengen

={(z,y) €R? : a <2 < bund g(z)
By :={(z,y) €R® : a <y < bund g(y)

(z)} bzw.
()}

einen Normalbereich beziiglich der z-Achse bzw. beziiglich der y-Achse.

<y <h(
<z<h

Kreise und Rechtecke sind Normalbereiche beziiglich beider Achsen.
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Das Riemann-Integral im R”

Grafische Interpretation

T

Y

y = g(x) und y = h(z) bzw. z = ¢(y) und = = h(y) lassen sich als ,Grund-"
und ,Deckelkurve” von B interpretieren. Die vertikale bzw. horizontale Verbindung
zwischen beiden liegt immer komplett in B.
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Das Riemann-Integral im R”

Sind die folgenden Mengen Normalbereiche beziiglich der - bzw. der y-Achse?
Wenn nicht — lassen sie sich zumindest in endlich viele Normalbereiche zerlegen?

Was vermuten Sie bei folgender
Menge (Mandelbrot-Menge,
auch , Apfelmannchen"
genannt)?
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Das Riemann-Integral im R”

Uber Normalbereiche I3sst sich sehr bequem integrieren:

z

+
\

Die markierte Scheibe bei x =const mit kleiner Dicke dx besitzt ndherungsweise

das Volumen o)
V(z) = V( ) [z, y) dy] - d.
g(x

Nun braucht man V(x) nur noch iiber [a, b] zu integrieren.
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Das Riemann-Integral im R”

Integral iiber ebene Normalbereiche

Satz 9.43

Seien g, h : [a,b] — R stetige Funktionen mit g < h auf [a,b] und
By:={(z,y) €R* : a<z < bundg(z) <y < h(z)},
By = {(m,y) €ER?*:a<y<bundg(y) <z < h(y)}
die zugehérigen Normalbereiche im R?.

Ist f: By — R stetig, so gilt

/ [ pw) aray = / | /g ::)f(w,y) ay| az.

Ist f : By — R stetig, so gilt

/ [ rw) avay = / b / "V ¢ o) da| dy

9(y)
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Das Riemann-Integral im R”

Integral iiber ebene Normalbereiche

Das Dreieck D mit den Ecken (0,0), (2,0) und (0, 1) stellt einen Normalbereich
beziiglich beider Achsen dar. Berechnen Sie

//D(:c2 +9?) dedy

auf beide in Satz 9.43 angegebene Weisen.
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Wichtige Flachenintegrale

o Das Integral

A://ldxdy
B

ergibt die Flache von B. Fiir einen Normalbereich bzgl. der x-Achse erhalten
wir daraus die bekannte Formel

A= /ab /g:)w) 1dyde = /ab(h(x) —g(x)) daz.

e Interpretiert man p(z,y) als ortsabhingige Flichendichte (Einheit kg/m?), so

erhilt man mit
m:// p(z,y) dedy
B

o 5 =% [[po dzdy und ys = % [[, y dzdy sind die Koordinaten des
Flachenschwerpunkts (xg,ys) von B.

die Masse von B.
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Vorzeichenfragen

Interpretiert man [[, f(z,y) dz dy als Volumen zwischen der 2-y-Ebene und dem
Graphen von f iiber dem Bereich B, so werden die Teile unterhalb der x-y-Ebene
negativ gewichtet.

Ist man an einer nicht vorzeichenbehafteten Angabe interessiert, so muss man an-
stelle von f die Funktion |f| integrieren. Dazu teilt man B in die Bereiche

By = {(z,y) €R? : f(z,y) > 0},
B_ = {(z,y) eR® : f(z,y) <0}

und berechnet (sofern das mdglich ist)

//BW”““’@/)' d”’dy:/3+ f(a,y) dwdy—//B_ f(z,y) dzdy.
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Integration iiber dreidimensionale Normalbereiche

Bei Volumenintegralen gibt es leider keine geometrische Veranschaulichung wie bei
Flachenintegralen.

Am ehesten kann man sich B noch als Kdrper mit ortsabhangiger Dichte f(z,v, 2)
vorstellen, und [[[; f(x,y,z) dV als dessen Masse interpretieren.

Zumindest bleibt aber der Integrationsbereich selbst geometrisch darstellbar.

Wie bei den Flachenintegralen kann man die meisten praktisch auftretenden Berei-
che auf Normalbereiche zuriickfiihren.
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Definition 9.44

Seien f1, fa : [a,b] — R stetige Funktionen mit f; < fo auf [a,b]. Wir definieren
den 2D-Normalbereich

G = {(x,y) c R? - a<z<bund f1($) Sy§f2(l’>}

Seien auBerdem g1, g2 : G — R stetige Funktionen mit g; < go auf G. Dann
nennen wir

B ={(z,y,2) eR?:a<z<bund fi(z) <y < faolx)
und g1(z,y) < 2 < ga(x,9) }

einen (3D)-Normalbereich.

4

Vertauscht man die Rollen von z, y und z, so entstehen fiinf weitere Mengen, die
auch Normalbereiche genannt werden.
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Geometrische Interpretation

z = ga(w,
>

N

2
SRBRERIRANS
AR

Y

5
S
Y

SV

e z=gi(x,y) und z = go(z,y) stellen die ,Grund-" und ,Deckelflache” von B
dar — die vertikale Verbindung zwischen beiden muss immer komplett in B
liegen.

@ Der Normalbereich G ist die senkrechte Projektion von B in die z-y-Ebene.
Dessen ,Grund-" und ,Deckelkurve” sind durch y = fi(x) und y = fo(x)
gegeben.
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Man berechne das Dreifachintegral
1 0 10(z*+y)
/ / / 2%y dzdydz.

z=0 y=1-x 2=0

(Hinweis: Die hier verwendete Notation der Integralgrenzen hilft, die Ubersicht
iiber die Variablen zu behalten, ist aber entbehrlich.)
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Sei B C R? der durch die Flichen z =1 und (2% 4+ y*) = 5 — z begrenzte
Korper. Wie lautet das Dreifachintegral

J[] = av

mit explizit angegebenen Grenzen in kartesischen Koordinaten?

(Wenn Sie das Ergebnis berechnen wollen, reservieren Sie sich viel Zeit oder
warten Sie besser bis zum nichsten Abschnitt.)

S b Lo 2w ow s oo
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Wichtige Volumenintegrale

o Das Integral

Vz///ldmdydz
B

ergibt das Volumen von B. Fiir einen Normalbereich gemaR Definition 9.44

erhilt man
b f2($) 7y)
:/ / / 1 dzdydx
fi(z) Jgi(z.y)

fa(x)
/ /f() g2(z,y) — g1(z,y)) dyda.

e Interpretiert man p(z,y) als ortsabhingige Dichte (Einheit kg/m?), so erhilt

man mit
m = /// plz,y,2z) dedydz
B

die Masse von B.
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@ Der Schwerpunkt (zg5,%s,2s) von B C R? besitzt die Kordinaten

1

Ty = —/// zp(r,y,z) dzdydz,
m B
1

ys = —/// yp(z,y,z) dedydz,
m B
1

zg = — /// zp(x,y,z) dedy dz.
m B

In homogenen Kérpern kann man dabei p = 1 und m =V setzen.

o Das Tragheitsmoment von B bei Rotation um eine Achse ergibt sich iiber

J = /// d(z,y,2)°p(z,y, 2) dedydz
B

Dabei ist d(x,y, z) der Abstand des Punktes (z,y, z) zur Drehachse. Fiir die
Rotation um die z-Achse ist zum Beispiel d(z,y, 2)? = 2% + y? zu setzen.
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Die Transformationsformel

Haufig sind kartesische Koordinaten fiir die Berechnung von Integralen eher unge-
eignet — z.B. wenn man Symmetrien beziiglich gewisser Punkte oder Achsen nutzen
will.

Daher behandeln wir als nichstes Variablentransformationen vom Typ
P :R" > R"

und verallgemeinern die 1D-Substitutionsregel

o(b) b
/ f(z) da = / F(6(0)6 (1) dt (9.28)
¢(a) a

(mit f stetig, = = ¢(t), ¢ : [a,b] — I stetig differenzierbar, I Intervall, vgl.
Satz 6.11).
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Lokaler Verzerrungsfaktor von Koordinatentransformationen

Erinnern wir uns an die lineare Algebra (S. 361). Das Bild des Einheitsquadrats/-
wiirfels unter der linearen Abbildung

d:R" > R", &(x)=Az (AeR™™)

ist ein Parallelogramm mit Flache |det A].

\

Dies bleibt wahr, wenn man zur affin-linearen Abbildung ®(z) = Az + b libergeht
— es kommt lediglich eine Verschiebung hinzu.
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Lokaler Verzerrungsfaktor von Koordinatentransformationen

Betrachtet man nun eine geniigend glatte nichtlineare Transformation
® : R™ — R", so gilt zumindest nahe eines festen Punktes xg € R™:

B(x) ~ B(x) + B (m)(x — ap).

Die rechte Seite stellt gerade eine Abbildung vom Typ Az + b dar, wobei die
Jacobi-Matrix ®'(xg) € R™*" die Rolle von A iibernimmt.

Somit ist der lokale Flichenverzerrungsfaktor von ® gegeben durch |det ®'(x)],
d.h. durch den Betrag der Jacobi- oder Funktionaldeterminante.

Die lokale Flachenverzerrung muss bei der Substitution in Integralen beriicksichtigt
werden (denn diese berechnen lokal Fliche mal Funktionswert), und zwar in der
Form

ydz = |det ®'(y)| dy", falls z = ®(y).
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Geometrische Darstellung im R?

Ein sehr feines quadratisches Koordinatengitter wird durch @ : R™ — R"™ in erster
Naherung auf ein Parallelogrammgitter abgebildet.

- NN\ _| [ /
- -

A

—

X9

Die Flachen der einander entsprechenden markierten Vierecke unterscheiden sich
gerade um den Faktor | det ®'(z;)| bzw. | det ®'(x;)|
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Transformationsformel

Seien U,V C R™ offen, ® : U — V bijektiv und stetig differenzierbar,
det ®'(y) # 0 fiir alle y € U, sowie f : V — R stetig. Dann gilt

/f da:—/f ) | det & (y)| dy.

Die Aussage bleibt richtig, wenn man
o lediglich die Bijektivitdt von ® : U\M — V\N oder
o det ®'(y) # 0 nur fiir y € U\ M’

fordert, solange M, M’ und N das Volumen (die Fliche) 0 besitzen.
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Ebene Polarkoordinaten

Im R2? ist die Transformation in Polarkoordinaten mit Abstand die Wichtigste:

® : [0,00) x [0,2m) = R?, [;]HH%H:[??M

Sie haben sie bereits im Kontext der komplexen Zahlen in Abschnitt 1.6 kennenge-
lernt.

A
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Ebene Polarkoordinaten

Den lokalen Verzerrungsfaktor fiir Polarkoordinaten kann man sich bereits anhand
der Gitternetze erschlieBen:

Y
2

2 3 r
Die lokale Verzerrung ist offenbar proportional zu r.

Die Proportionalitdtskonstante ist 1, da ¢ als Lange des Bogens auf dem Einheits-
kreis definiert ist, d.h. nahe dem Einheitskreis findet keine Flichenverzerrung statt.
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Ebene Polarkoordinaten

Priifen wir die so gewonnene Vermutung anhand von Satz 9.45. Tatsichlich gilt

xr(r7¢) $¢(T,¢) ‘:
Yr(r,0)  yo(r, @)

r(cos? ¢ + sin® )
=r.

cos¢ —rsing
sing rcos¢

det ®'(r, ¢) =

Bei der Substitution in Polarkoordinaten gilt also

/L(B)f(%y) dx dyZ//Bf(rcosqS,rsinqb)r dr do.
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Ebene Polarkoordinaten

Berechnen Sie fiir den Bereich B C R? im Bild unten links das Integral

//}3(932 +9?) dedy

unter Verwendung von Polarkoordinaten.

Koénnte man auch die Erkenntnisse aus Abschnitt 6.4 iiber das Volumen von
Rotationskérpern nutzen?

YA

e
0 42 X

y
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Zylinderkoordinaten

Méchte man in Volumenintegralen Rotationssymmetrie beziiglich einer Koordina-
tenachse (hier: z-Achse) ausnutzen, verwendet man hiufig Zylinderkoordinaten.

Bild: Honina/Ichijiku,
Wikimedia Commons

Die x-y-Anteile werden dabei in Polarkoordinaten transformiert und die z-Koordinate
beibehalten.
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Zylinderkoordinaten

Die Transformationsgleichungen bzw. die Transformationsabbildung lauten

r x(r, ¢, z) T COS ¢
®:[0,00) x [0,27) x R — R3, ¢ || y(r,¢,2) | =] rsing
z 2(r, @, 2) z

Somit gilt

cos¢ —rsing 0
det ®'(r,¢,2) = | sing rcos¢p 0 |=r.
0 0 1

Bei der Substitution in Zylinderkoordinaten gilt also
/// flz,y,z) de dy dz = /// f(rcosg,rsing, z)r dr d¢ dz.
®(B) B

Berechnen Sie das Integral aus dem Beispiel von S. 357 mit Hilfe von
Zylinderkoordinaten. J

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11 Sommersemester 2014 370 / 415



Das Riemann-Integral im R”

Kugelkoordinaten

Bei Punktsymmetrie zum Koordinatenursprung bieten sich desweiteren Kugelkoor-
dinaten an.

r ... Radius
¢ ... (8stl.) geogr. Linge
6 ... Poldistanz

Bild: Honina/Ichijiku,
Wikimedia Commons

Anstelle der Poldistanz wird gelegentlich auch die geografische Breite verwendet. In
den folgenden Formeln ist dabei jeweils sin 0 statt cos 6 zu schreiben und umgekehrt.
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Kugelkoordinaten

Die Transformationsabbildung lautet bei Kugelkoordinaten

r x(r, ¢, 0) r cos ¢ sin 6
® : 0,00)x[0,27) x [0, 7] — R3, o |—=|ylr,¢,0) |=| rsing sind
0 z(r,¢,0) rcos 6

und damit
| det @' (7, ¢, 0)| = 72 sin .
Bei der Substitution in Kugelkoordinaten gilt also

/// flz,y,2) dedydz

= // f(rcos¢ sinf,rsing sinf,rcosf)r?sind drdpdd. (9.29)
B

Bestitigen Sie die Beziehung | det ®'(r, ¢,0)| = r? sin 6. ]
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Kurven und Kurvenintegrale

Wir wenden uns nun der Integration von Funktionen entlang Kurven oder Wege zu.
Motivierende Fragestellungen sind:

@ Wie kann man die Lange einer krummlinigen Kurve berechnen?

@ Welche mechanische Arbeit wird bei der Bewegung eines Massepunktes durch
ein Kraftfeld entlang einer bestimmten Kurve verrichtet?

Wir klaren zundchst, was eine Kurve ist. In Abschnitt 9.3 hatten wir Kurven als
Abbildungen vom Typ
v:R—=R"

mit gewissen Glattheitseigenschaften kennengelernt, die wir spezifizieren miissen.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11 Sommersemester 2014 374 / 415



Das Riemann-Integral im R”
Kurvenbegriff

Definition 9.46

Eine stetig differenzierbare Abbildung « : [tq, te] — R™ heilt Kurvenstiick.

Unter einer Kurve verstehen wir eine stetige, stiickweise stetig differenzierbare
Abbildung v : [ta,te] — R™. Sie besteht aus endlich vielen Kurvenstiicken

7i1[ti,1,ti]—>Rn, izl,...,k, ta =t <t <...<tgp ="t
die miteinander verbunden sind, d.h. es gilt

Das Argument t € [t,, to] wird Kurvenparameter genannt.
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Geometrische Interpretation

Der Kurvenparameter wird meist als Zeit interpretiert und (t) : t € [tq,te]} als
Bahn eines Punktes beim ,Durchlaufen” der Kurve.

Meist visualiert man nur diese Bahnkurve (d.h. das Bild von ), wobei die Zeitin-
formation verloren geht (vgl. Abschnitt 9.3).

= cosE 1) cos(t), y = cos(s 1) sing)

08

06

04

0z

= 0
t 0.2
; Y
0 2 4 6 — o4

06

08
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Geometrische Interpretation

Die Kurve
~: 0,67 — R3, v(t) = |sint

beschreibt eine Schraubenlinie
mit 3 Windungen, die auf Héhe
0 startet und auf Hohe 187
endet.
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Geometrische Interpretation

Beschreiben Sie den Bahnverlauf der Kurve

) 2 | 2cost
vilar o R, a0=| 52 ).

Achten Sie genau auf den Definitionsbereich.

Geben Sie zwei verschiedene Kurvendarstellungen (,,Parametrisierungen®) zum
Geradenstiick im R? an, welches in (0,0) beginnt und in (1,2) endet.

Eine der gewahlten Parametrisierungen sollte eine nichtlineare Funktion von t sein.

v
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Interpretation der Ableitung

Die Ableitung

V) = O, A0 Aty i= 1, k= 1)

wird in diesem Kontext als Geschwindkeitsvektor im Punkt ~(¢) interpretiert. Er
verlauft tangential zur Bahnkurve.

7() (te)

Zu welchen Zeiten bewegt sich ein Punkt auf der ersten Kurve von S.378 in

Richtung [0, 1]7? Wie groR ist der Betrag der Geschwindigkeit fiir diese Kurve in
Abhangigkeit von der Zeit ¢?
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Bogenelemente

Sei dt eine beliebige reelle Zahl, v : [t4,te] — R™ eine Kurve und ¢ € [t,, te]. Dann
heillt

de :=~/(t) dt
vektorielles Bogenelement.

Es beschreibt die Anderung des Ortes entlang der Tangente ausgehend vom Punkt
~(t), wenn man sich mit Geschwindigkeit +'(¢) eine Zeit dt lang auf dieser fortbe-
wegt.

Fiir sehr kleine Zeiten dt stimmt die Anderung des Ortes dz entlang der Tangente
nahezu mit der Ortsénderung entlang der Kurve «y iiberein.

Die Lange des vektoriellen Bogenelements ist
ds = [|v/(#)]] dt

und wird als skalares Wegelement oder Langenelement bezeichnet.
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Kurvenintegral erster Art (skalares Kurvenintegral)

Fiir sehr kleine Zeiten dt entspricht das Langenelement ds = ||4/(¢)|| dt der in
dieser Zeit auf der Kurve ~ zuriickgelegten Wegléange.

Es ist naheliegend, die Lange der Kurve durch Integration iiber die Langenelemente
zu berechnen.

Zudem kann man die Bogenelemente beim Integrieren unterschiedlich gewichten.
Dabei entsteht eine Konstruktion, die lokal vom Typ ,Bogenldnge mal Zahl" ist.
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Kurvenintegral erster Art (skalares Kurvenintegral)

Definition 9.47

Sei v : [ta,te] — R™ eine Kurve und f : R™ — R stetig. Dann heilt

/f@—/’f )l @)1 dt

das skalare Kurvenintegral oder Kurvenintegral erster Art von f.

Speziell mit f =1 ergibt sich die Linge der Kurve ~ iiber

te
L= [Tivona= [ e a
ta

Man kann zeigen, dass die so definierte Lange unabhangig von der Wahl der Para-
metrisierung einer Kurve ist.
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Beispiel

Die Lange der Schraubenlinie
cost
~:[0,6m] = R® ~(t)= | sint
3t

von S. 377 ergibt sich wegen

gemal

67 67
L:/ \/sin2t+c032t+9 dt = V10 dt = 6V10 7.
0 0
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Beispiel

Eine besonders einfache Formel ergibt sich fiir ebene Kurven y = f(z) mita < x <
b und stetig differenzierbarer Funktion f : [a,b] — R.

Diese lassen sich in der Form

parametrisieren, so dass

Fiir die Bogenlange gilt somit

L= /b VIF @2 da.
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Kurvenlange

Berechnen Sie die Lange der Kurve

~ 1 [0,47] — R, ’y(t):[ 2cost ]

—2sint

(vgl. S.378). Warum ergibt sich nicht einfach der Umfang eines Kreises mit
Radius 27

Berechnen Sie die Lange des Parabelbogens
Y= :r2, 0<z< 1.

Hinweis: [ V22 + a2 dz = § (#v2? + a® + a* In(z + V22 + a?)).
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Eine weitere geometrische Interpretation

Das skalare Kurvenintegral f,y f ds iiber einer ebenen Kurve v : R — R2 kann man

desweiteren als Flache eines ,Gartenzauns” lber dieser Kurve mit variabler Hohe
visualisieren.
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Kurvenintegral zweiter Art (Arbeitsintegral) und Potentialfelder

Eine weitere Moglichkeit, Kurvenintegrale zu definieren, ergibt sich mit der Verwen-
dung eines Vektorfelds F' : R™ — R™ als Integrand.

Lokal multipliziert man F dabei skalar mit dem vektoriellen Bogenelement da und
erhdlt eine Zahl

dW = F(y(t))" dz = F(~(t))"+'(t) dt.

Als typische Anwendung integriert man ein Kraftfeld F entlang eines Weges und
erhalt mit dW bzw. dem entstehende Integral f,y F(z) dx die mechanische Arbeit.
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Kurvenintegral zweiter Art (Arbeitsintegral) und Potentialfelder

Definition 9.48

Sei v : [ta,te] = R™ eine Kurve und F : R™ — R™ ein stetiges Vektorfeld. Dann
heilt

/ F(z) dz = / " F(v(6)T(8) dt
~ ta

das Kurvenintegral zweiter Art oder Arbeitsintegral von F entlang der Kurve ~.

V.
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Kurvenintegral zweiter Art (Arbeitsintegral) und Potentialfelder

Das Vektorfeld

0
F: R® - R?, F(x,y,z) := —mge, = 0
—myg
beschreibt die auf einen Kérper mit Masse m nahe der Erdoberfliche wirkende
Schwerkraft.

Man berechne

W:/yF(:c) de

langs der Kurve
t
~:[0,1] — R3, ~(t) = 0
2(t —1)?
(Herabgleiten auf ,Parabelrutsche™). Wie groR ist die Endgeschwindigkeit, wenn
die Masse aus der Ruhe startet und reibungsfrei rutscht?

4
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Potentialfelder und Potentiale

In der Schulphysik haben Sie wahrscheinlich die mechanische Arbeit auf S.389
einfach als Differenz der potentiellen Energie berechnet:

W = |AEpot| = mg|Az| = 2my.

Um das auch mathematisch zu verstehen, miissen wir den Begriff der Stammfunk-
tion auf Vektorfelder verallgemeinern.
Kurze Erinnerung;:

Zu einer stetigen reellen Funktion f hatten wir Stammfunktionen iiber die Beziehung
F’" = f definiert. Verschiedene Stammfunktionen von f unterscheiden sich nur um
eine Konstante.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

b
/ f(x) dz = F(b) - F(a)

fiir jede Stammfunktion F von f.
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Potentialfelder und Potentiale

Definition 9.49

Sei F : R® — R” ein Vektorfeld. Ein Skalarfeld V' : R™® — R, welches

gradV=VV=F

erfullt, heilt Potential oder Stammfunktion von F'.

Gibt es zu einem Vektorfeld F ein Potential, so nennt man F' ein Potentialfeld,
Gradientenfeld oder auch konservatives Feld.

Zwei Potentiale zum gleichen Vektorfeld unterscheiden sich wieder nur um eine
Konstante, solange man als Definitionsbereich zumindest eine ,,zusammenhangende”
offene Teilmenge des R™ wahlt.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11 Sommersemester 2014 391 / 415



Das Riemann-Integral im R”
Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals

Sei U C R™ offen und F : R™ D U — R™ ein stetiges Potentialfeld mit Potential
V. Dann gilt fiir jede komplett in U verlaufende Kurve ~ : [to,t.] — U:

/ F(z) dz = V(v(t)) - V(7(ta)). (9.30)
]

Das Kurvenintegral ist also in diesem Falle unabhingig vom gewahlten Integrati-
onsweg — es hiangt lediglich vom Potential am Anfangs- und Endpunkt der Kurve
ab.
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Das Riemann-Integral im R”

Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals

Bestatigen Sie (9.30) durch Anwendung der Kettenregel sowie des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung auf F o ~. Beachten Sie, dass im HDI die
Stetigkeit des Integranden vorausgesetzt wird.

Bestatigen Sie, dass im Beispiel von S. 389 durch
Vi(z,y,z) = —mgz

ein Potential zum Kraftfeld F(z,y,z) = —mge, gegeben ist.

Machen Sie sich klar, warum der Rechenweg aus der Schulphysik funktioniert.
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Das Riemann-Integral im R”

Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals

Neben Satz 9.50 gilt noch wesentlich mehr:

Satz 9.51

Sei U C R"™ offen und F : R™ D U — R™ ein stetiges Vektorfeld.
Dann sind adquivalent:

o F st ein Potentialfeld.

o Das Integral

LF(:}:) dx

ist unabhangig vom gewahlten Integrationsweg v : [tq,t.] — U.
Es hdngt nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve ~ ab.

o Fiir alle geschlossenen Kurven = : [tq,te] = U, d.h. v(t,) = v(t.), gilt

%yF(iB) dx = 0.

y
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Das Riemann-Integral im R”

Integrabilitatsbedingung

Wie erkennt man aber, dass F' ein Potentialfeld ist? Wir analysieren dies am Fall
n=2:

Setzt man F(x,y) als stetig differenzierbar voraus, so gilt im Falle der Existenz
eines Potentials V' (z,y):

F,y) = VV(2,y) = [ vy } .

Nach dem Satz von Schwarz ist die Hesse-Matrix von V,

me (217, y) ny(fll, y) _ VFl (.T, y)T . ,
‘/;/E(xay) Vyy(way) :| N |: VFQ(x,y)T :| =F ($),

symmetrisch und stimmt augenscheinlich mit der Jacobi-Matrix von F' iiberein.
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Das Riemann-Integral im R”

Integrabilitatsbedingung

Dies motiviert folgendes Ergebnis:

Ein stetig differenzierbares Vektorfeld F : R™ — R"™ st genau dann
ein Potentialfeld, wenn die Jacobi-Matrix F'(x) fiir alle x € R™ symmetrisch ist.

Fir n =2, F = F(x,y), ergibt sich als Integrabilitadtsbedingung
oF, 0F

Ty o
und firn =3, F = F(z,y,2),
OF, _0F, OF OB . OF OB
oy Oz’ 0z  Ox 9z Oy’
Vorsicht: Nimmt man aus dem Definitionsbereich R™ von F' in obigem Satz auch
nur einzelne Punkte heraus, wird der hinreichende Teil falsch.
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Das Riemann-Integral im R”

Integrabilitatsbedingung

Priifen Sie anhand der Integrabilitdtsbedingung, ob folgende Felder Potentialfelder
sind:

o F: R2 5 R?2  F(x,y) = [zy,2]T,

o F:R2R2  F(zx,y) =[y 2|7

o F:R* > R3 F(z,y,2) = —mge, (vgl.S.389).
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Das Riemann-Integral im R”

Berechnung von Potentialen

Nach Priifung der Integrabilitdtsbedingung mochte man das Potential natiirlich
auch bestimmen. Dies geschieht z. B. durch abwechselndes Integrieren und Diffe-
renzieren eines Ansatzes.
Wir illustrieren dies am Beispiel F : R?> — R?, F(x,y) = [y,z].
Fiir ein Potential V =V (z,y) von F gilt
!
Vz(xay) = Fl(x7y) =Y.

Integration beziiglich x liefert

V(z,y) =zy + C(y).
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Das Riemann-Integral im R”

Berechnung von Potentialen

Durch Differenzieren nach y erhilt man

Vy(z,y) = 2+ C'(y) = z = Fy(,y).

Somit gilt also
C'(y) =0
d.h. C(y) = c fiir ein beliebiges ¢ € R. Jedes Potential von F ist also von der Form
V(z,y)=zy+c, ceR.

Alternativ kann man die Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals zur Bestimmung
von V nutzen. Wir parametrisieren z.B. die geradlinige Verbindung zwischen (0, 0)
und einem gegebenen Punkt (z,y) gemiR

VD USR, a0=] .
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Das Riemann-Integral im R”

Berechnung von Potentialen

Fiir diese Kurve ~ gilt dann

V(Qj,y) - V(Oa 0) =

1 ¢ T
tx Y
——
1 =v'(t)

= / 2txy dt
0

= t?2yli_,
= 2v.

Setzt man V(0,0) = ¢, so erhilt man fiir das Potential wie gehabt

V(z,y) =zy+ec.
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@ Lineare Algebra

@ Lineare Algebra Il

O Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen von mehreren Variablen

9.9 Oberflachen und Oberflachenintegrale

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11 Sommersemester 2014 401 / 415



Oberflachen und Oberflachenintegrale

Flachen

Sei D C IR? abgeschlossen. Das Bild einer stetigen Funktion
& : D R3, [Z]»—)@(um): y(u,v

ist eine Fliche im R3.

D heiBt Parameterbereich, u und v sind die Parameter, @ ist eine Parametrisierung
der Fliche (Flichen und ihre Parametrisierung werden hier mit demselben Symbol
bezeichnet).

Neben dieser expliziten Paramterdarstellung kann eine Fliche auch implizit, also
durch F(x,y, z) = 0 gegeben sein.

Die Flache heiBt [stetig] differenzierbar, wenn @ (d.h. z, y und z) [stetig] differen-
zierbar sind.
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Oberflachen und Oberflachenintegrale

Flachen

Bekannt sind uns bereits Flichen vom Typ
z= f(x,y) (Graph einer Funktion f: D — R).

Hier ist ®(z,y) = [z, y, f(z,v)]T ((z,y) € D) eine Parametrisierung.
Flichen im R?, die nicht Graph einer Funktion f:R? O D — R sind:
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Oberflachen und Oberflachenintegrale

Flachenkurven

Sind die Parameter v = u(t) und
v = v(t) stetige Funktionen einer
Variablen t € I C R, so ist

eine Kurve, die in der durch &
definierten Flache verlduft.

Man spricht von einer Flachenkurve.
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Oberflachen und Oberflachenintegrale

Parameterlinien

D =konstant

tant

Spezielle Kurven auf einer Flache sind ihre Parameterlinien, bei denen ein Parameter kon-
stant gehalten wird:

P (uo,v) (uo konstant, (ug,v) € D) und
P (u,vo) (vo konstant, (u,vo) € D).
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Oberflachen und Oberflachenintegrale

Regulire Flachen

Die Fliache in der vorigen Abbildung ist die Einheitskugel:

cos(v) sin(u)
®:D=10,7 x[0,27] 5 (u,v) — | sin(v)sin(u)
cos(u)

S

Die Tangentenvektoren an die Parameterlinien im Punkt ®(ug,vg) sind durch

2—2(uO,vo) %(Uo,vo)
tu(uo,v0) = %(Uo,vo) bzw.  t,(uo,v0) = %%(uo,vo)
g—i(uo,vo) %(uowo)

gegeben. Sind die Vektoren t, und t, linear unabhingig (¢, x t, # 0), so spannen
sie die Tangentialebene der Fliche ®(u,v) im Punkt ®(ug,v) auf:

D (ug,vo) + Aty (uo, vo) + pty(ug,v9) (A, p € R).

In diesem Fall nennt man die Flache glatt oder regulr in diesem Punkt.
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Oberflachen und Oberflachenintegrale

Metrische FundamentalgroRen

o Ist ® injektiv auf D und fiir alle (ug,vo) € D in ®(ugp,vo) reguldr, so heilit
P eine reguldre Flache. Eine stiickweise regulare Flache setzt sich aus endlich
vielen reguldren Flachen zusammenen.

o Sind ® = ®(u,v) eine regulére Fliche und o = o (t) = ®(u(t),v(t)),

t € [, B], eine glatte Flachenkurve, so ist der Tangentenvektor an o im
Punkt (ug, vo) = (u(to),v(to)) durch

O'I(to) = tu(u(), ’Uo)u/(to) + tv(uO,’UQ)U/(to)

gegeben (Kettenregel).
@ Wir setzen

(metrische FundamentalgroBen der Fliche). Diese GroBen bestimmen die
Lange von Kurven auf der Flache und den Inhalt von Teilflachenstiicken.
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Oberflachen und Oberflachenintegrale

Flacheninhalt

Die Bogenliange von o ist

t

= | VIW)PE(@(s)) + 2 (s)v'(s)]F(o(s) + [ (5)2G(a(s) ds.

e

Der Flicheninhalt des von ¢, und ¢, aufgespannten Parallelogramms ist

1t (u,v) X ty(u,v)|| = V/E(u,v)G(u,v) — F2(u,v).
Der Flacheninhalt eines reguldren Flachenstiicks
® = ®(u,v) = [2(u,v),y(u,v), 2(u,v)]" : D - R3

wird definiert durch

o(®) :z/DHtu(u,U)xtv(um)H dudv:/D\/E(u,v)G(u,v) — F?(u,v) dudv.
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Oberflachen und Oberflachenintegrale

Flachenelement

o Mit der Abkiirzung
dO := ||t (u,v) x t,(u,v)| dudv

(skalares Oberflachenelement) schreibt man oft O(®) = [, dO.
o Ist f = f(x) : ® — R stetig, so heift

/ f(x) dO ::/ F(@(u,v))||tu(u,v) x t,(u,v)| dudv
S D
das Oberflachenintegral von f iiber ®.

o Ist @ stiickweise reguldr, d.h. @ ist aus endlich vielen, (im Wesentlichen)
disjunkten, reguldren Flachenstiicken ®; zusammengesetzt, dann:

Lf(ac) do = ZL f(z) dO.
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Oberflachen und Oberflachenintegrale

Flachen vom Typ z = f(z,y)

Satz 9.53

Es sei f : R? D D — R zweimal differenzierbar. Die Fliche » = f(z,y) besitzt die
Parametrisierung

® = B(z,y) = [z,y, f(z,y)]" mit (z,y) € D.

Die Tangentenvektoren an die Parameterlinien sind durch

od aof1* od of1*
T — . — 17 s o o = 55 = ) 17 a_
t o [ 0 89:] bzw. t, By [0 61/}

gegeben. Das Oberflachenintegral von f : ® — R (stetig) ist

| f@ao= [ f@.) [(gp (%)24—1
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Oberflachen und Oberflachenintegrale

Rechenregeln fiir Oberflachenintegrale

Satz 9.54

Es seien ® eine (stiickweise) reguldre Fliche und f, g : ® — R stetig. Dann gelten die
folgenden Regeln:

| ¢@ +a(@) 0= [ j() 10+ [ g(a) a0
und A(Af(a;)) o = AL f(x) dO (A€R).
Aus f(x) < g(=) fir x € ® folgt

L f(z) dO < L 4(x) dO.

Ist ® = &, U Py aus (stiickweise) reguliren Flachen zusammengesetzt, so dass ® = ®; N Py
aus endlich vielen glatten Kurven besteht, dann

/}f(w) dO:L f(=) dO+A2 f(z) dO.
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Oberflachen und Oberflachenintegrale

Beispiel
Parametrisierung:
D ={(u,v) : u* +0* <1}, &(u,v) = [u,v,u* +v*]7T.
Tangentenvektoren:
t,=[1,0,2u]", ¢, =1[0,1,20]".
Metrische FundamentalgroRen:

E(u,v) =1+ 4u?,  F(u,v) = 4uv, G(u,v) =1+ 40°

[t (1, 0) X ty(u,0)|| = /E(u, 0)G(u,v) — F2(u,v) = /1 + 4u? + 402,

Oberflache:

V1+4u? + 402 dvdu

1 pV/1—u?
0(¢)=/D||tu(u,v)xtv(u,v)” dudv:4/0 0
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Oberflachen und Oberflachenintegrale

Beispiel

Parametrisierung:

D={(p,¢) : 0<p<1,0< ¢ <27}, ®(p,¢) = [pcos,psing, p*]”.

Tangentenvektoren:

t, = [cos ¢, sin ¢, 207, t, = [—psing, pcos #,0]7.

Metrische FundamentalgroRen:

E(p,¢) =1+4p*, Flp.¢) =0, Glp,¢)=p"

1,(p, &) X ts(p, &) = V/E(p,$)Gp, d) — F?(p, §) = pv/1 + 4p.
Oberfliche:
1 27
®) = [ It.0) xt¢<p,¢>|\ dpdo= [ [ pVTTaR dsdp
1 T
=21—(1+4 s/a) = (542 -1).
ngg(l+ 47| = 56 -
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Das Riemann-Integral im R”

Ziele erreicht?

Sie sollten nun (bzw. nach Abschluss der Ubungen/Selbststudium):

die Zwischenziele von S. 325 erreicht haben,

den Begriff des Riemann-Integrals im R™ zumindest grob verstanden haben
und fiir n = 2,3 anschaulich deuten kénnen,

tiber 2D- und 3D-Normalbereiche sicher integrieren kdnnen,

Substitutionen zumindest in Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten sicher
ausfiihren konnen,

mit Kurven und deren Ableitungen sicher umgehen konnen,
Bogenlénge und Arbeitsintegral sicher berechnen kdnnen,
tiber Wegunabhingigkeit und Potentialfelder bescheidwissen,

die Integrabilitdtsbedingung sicher anwenden und Potentiale in einfachen
Fallen berechnen kdnnen.
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