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Orthogonale Abbildungen

Eine groRe Klasse linearer Abbildungen sind die orthogonalen Abbildungen.

Sie spielen insbesondere bei geometrischen Transformationen eine Rolle und zeich-
nen sich durch die Eigenschaft aus, Langen und Winkel unverandert zu lassen.

So lassen sich zum Beispiel Drehungen und Spiegelungen mit orthogonalen Abbil-
dungen mathematisch beschreiben.

Drehungen des R2 um einen Winkel o und Mittelpunkt in 0 sind zunichst lineare
Abbildungen, wie an folgenden Skizzen deutlich wird:
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Orthogonale Abbildungen

Drehung als lineare Abbildung
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Orthogonale Abbildungen

Drehung und Spiegelung als lineare Abbildung

Zeichnen Sie eine analoge Skizze fiir Spiegelung des R? an einer Geraden durch 6.J

Natiirlich l3sst sich dieses geometrische Argument analog auf Drehungen und auf
Spiegelungen an Ebenen im R? anwenden.

Sowohl Drehungen um den Ursprung als auch Spiegelungen an einer Geraden (Ebe-
ne) durch den Ursprung kénnen also als Matrix-Vektor-Multiplikationen beschrieben
werden.

Wir begeben uns auf die Suche nach den Abbildungsmatrizen zu diesen Abbildungen.
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Orthogonale Abbildungen

Drehungen um den Ursprung im R?
Die Spalten der gesuchten
Abbildungsmatrix sind gerade die Bilder

der Einheitsvektoren unter der Drehung.

Es gilt

und

Damit ist die gesuchte Abbildungsmatrix

cosa —sina ]

D,=| .
sinav  cosa
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Orthogonale Abbildungen

Drehungen um den Ursprung im R?

Die Matrix D,, ist invertierbar, denn
det D, = cos® a + sin® a = 1.
Ihre Inverse realisiert gerade die Drehung um —a;, d. h.

D'=D_, = cos(—a) —sin(—a) ] _ { cosa  sina }

sin(—a)  cos(—a) —sina  cosa
Fir D, gilt also die bemerkenswerte Beziehung

D;' = DT,

Berechnen Sie Drehmatrix fiir eine Drehung um den Ursprung mit o = 30°. Geben
Sie das Bild des Vektors [2,3]7 an. J

Wiederholen Sie bei Bedarf die Begriffe Inverse, Invertierbarkeit und Determinante
aus Kap. 7.4 und 7.5. J
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Orthogonale Abbildungen

Drehungen im Raum

Drehungen im R3 werden durch eine
Drehachse (die den Ursprung enthilt)
und einen Drehwinkel « festgelegt.

Die Drehachse wird dabei durch einen
Vektor d festgelegt, der in die positive
Achsenrichtung zeigt.
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Orthogonale Abbildungen

Drehungen im Raum

Besonders einfach wird die Angabe der Drehmatrizen, wenn man die Einheitsvek-
toren (also die Koordinatenachsen) als Drehachsen verwendet:

1 0 0 cosa 0 sina
Dya=1|0 cosa —sina |, Dy.= 0 1 0 ,
0 sina cosa —sina 0 cosa

cosa —sina 0
D,,=|sina cosa 0
0 0 1

Jede beliebige Drehung im R3 lisst sich als Komposition von Drehungen um die
Koordinatenachsen schreiben.

Physiker sprechen daher haufig von drei moglichen Freiheitsgraden der Rotation.
Machen Sie sich an einem der obigen Beispiele klar, dass die angegebene Matrix

die gewiinschte Transformation realisiert. Berechnen Sie dazu das Produkt DZ fiir
die gewihlte Drehmatrix D.
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Orthogonale Abbildungen

Exkurs: allgemeine Drehmatrix

Natiirlich kann man auch im allgemeinen Fall die Drehmatrix angeben. Bei vorge-
gebenem Achsvektor d (mit ||d|| = 1) und Winkel « lautet diese

cosa + (1 — cosa)d? (1 — cosa)didz — ds sin
(1 — cosa)didz + ds sin cosa + (1 — cos a)d3
(1 —cosa)dids — dp sin

(1 — cosa)dids + da sin

(1 — cosa)dads — di sin
(1 — cosa)dads + di sina cosa + (1 — cos a)dg

Eine explizite Abbildungsvorschrift ist gegeben durch

—

F(&) = cosa i+ (1 —cosa) (@ d)d +sin(a)(d x T).

Dies alles schaut man bei Bedarf aber am besten in der Literatur nach.
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Orthogonale Abbildungen

Spiegelungen in der Ebene

Wir betrachten zunichst Spiegelungen im R2 an einer Geraden durch 0 senkrecht
zum Vektor 7. Dabei sei 7 auf Lange 1 normiert (||7i|| = 1).

—

Wir lesen das Spiegelbild f(z) von & aus folgender Skizze ab:

A
’, fla) =7 —2(iT%)A
‘\
3 ,ITL' )
A -
A
A —
,’/ A ) .I
. .
.
A Y
=, . . 3
f(:/E) \‘ Beachten Sie dabei, dass wegen der
& g Normierung von 7i die Lange der
\‘ Projektion von Z auf @i gerade 77 ist.
‘\
.
S
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Orthogonale Abbildungen

Spiegelungen in der Ebene

Es gilt also
flz) = —2@"7)7A
=7 —2i(d’ %)
=7 —2(in’)z,

d.h. die Spiegelung wird durch Multiplikation mit der Matrix

1—-2n2 —2nin na—n? —2nin
LT _oprT = 1 me | 2 1 1n2
Sn I 2nn —2711712 1-— 271% :| |: —2’/7,1712 ’I’L% - n%
beschrieben (beachte n? +n2 = 1).
Geben Sie die Spiegelungsmatrix fiir die Spiegelung an der Geraden o = —xz an.

Multiplizieren Sie diese Matrix mit einem Vektor #. Kann man das Ergebnis auch

rein geometrisch begriinden?
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Orthogonale Abbildungen

Spiegelungen im Raum

Bei Spiegelungen im R? verwendet man statt der Spiegelachse eine Spiegelebene
durch den Ursprung, welche ganz analog durch den Normalenvektor 7 festgelegt ist

(7l = 1).

Die Spiegelungsmatrix besitzt jetzt drei Zeilen und Spalten, allerdings die gleiche
Struktur:

Sz =1—27m’.

Zeichnen Sie eine geeignete Skizze, in welcher die Analogie sichtbar wird. Wie
lautet die Matrix Sy in ausgeschriebener Form? J
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Orthogonale Abbildungen

Allgemein

Drehungen und Spiegelungen gehéren zur Klasse der orthogonalen linearen Abbil-
dungen, die sich auch fiir héhere Dimensionen erklaren lassen:

Definition 8.1

Eine Matrix U € R™*"™ heifit orthogonal, wenn sie das Innenprodukt nicht
verandert, d. h. wenn

Uy) ' (Uz) =yTz firalle ¢,y € R™.

Insbesondere ist eine orthogonale Matrix
@ langenerhaltend, d.h. ||[Uz| = ||z|| fiir alle  und
o winkeltreu , d.h. L(Uz,Uy) = L(x, y) fiir alle z, y.
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Orthogonale Abbildungen

Allgemein

Satz 8.2 (Charakterisierung orthogonaler Matrizen)

Sei U € R"*™. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
e U ist orthogonal.
o Die Spalten (Zeilen) von U bilden eine Orthonormalbasis des R™.

e U ist invertierbar mit U= = UT .

Machen Sie sich klar, warum aus Punkt 1 Punkt 2 und daraus wiederum Punkt 3
folgt. J

Bestitigen Sie mit Punkt 3, dass die 2D-Spiegelungsmatrix S = I — 2ii !
orthogonal ist.
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Orthogonale Abbildungen

Exkurs: Unitdre Abbildungen

Die Entsprechung zu orthogonalen Matrizen im C™ sind unitire Matrizen. Auch hier
verwendet man das unveranderte Skalarprodukt zur Definition.

Dabei muss natiirlich statt y” = immer das komplexe Skalarprodukt ¢z verwendet
werden.

Die Aussagen von Satz 8.2 gelten dann analog — die Beziehung im letzten Punkt
lautet dabei

vt=vuf.

Unitdre Abbildungen werden lhnen moglicherweise in der Quantenmechanik begeg-
nen.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Motivation: Resonanzphidnomene

Wir betrachten ein Flugzeug, das auf einer holprigen Piste landet.

Modell des Flugzeugs:

@ drei Massen: my (Rumpf und Motor); ma, ms (Fliigel),
o drei Steifigkeiten (ki, k2, k3) fiir die ,federnde” Verbindung der Teile.

Die Piste wird durch eine Sinuskurve
r(t) = ro sin(wot)
modelliert. Der Rumpf ist dann einer externen Kraft
f1(t) = kyro sin(wot)

ausgesetzt. Die Frequenz wy hangt von der Landungsgeschwindigkeit v ab.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11 Sommersemester 2014 161 / 193



Eigenwerte und Eigenvektoren

Motivation: Resonanzphidnomene

X, Txl %3
T 6x10° N/m 6x10° N/m

300 kg ﬁ/\/L 1300 kg ﬁ/\/L 300 kg

1.7x10° N/m

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11 Sommersemester 2014 162 / 193



Eigenwerte und Eigenvektoren

Motivation: Resonanzphidnomene

Die mathematische Analyse des Beispiels wird erst am Ende des Semesters gelingen.
Wir zeigen hier aber schon die Losungen x123(t) [in m] iber ¢ [in s] fir v =
120 km/h und v = 108 km/h:

. w,=10,1,=2
x10° 0 0

Wy = 0y, 1y =2

-100

-200

=300
0

Beachten Sie, dass sich die Amplitudén bei den verschiedenen
Landungsgeschwindigkeiten um 7 GréBenordnungen(!!!) unterscheiden.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Motivation: Resonanzphidnomene

Im zweiten Fall tritt ein Resonanzphdnomen auf: Wenn die Anregungsfrequenz wg

(nahezu) mit einer der Eigenfrequenzen wy 2,3 des Flugzeugs iibereinstimmt, kommt
es zu gefdhrlich groRen Oszillationen.

Die Nichtbeachtung von Eigenfrequenzen und Resonanz kann z. B. bei Briicken oder
Hochh3usern katastrophale Auswirkungen haben:

Tacoma Narrows Bridge (WA, 1940).
Bild: Prelinger Archives

Weitere Beispiele:

Broughton suspension bridge, Manchester 1831;
Millennium footbridge, London 2000.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition

Um z.B. Resonanzphdnomene zu analysieren, bendtigt man die folgenden Begriffe:

Definition 8.3

Sei A € R™*™ (oder C™*™). Eine Zahl A\ € C heifit Eigenwert von A, wenn es
einen Vektor v € C", v # 0, gibt, so dass

Av = M. (8.1)

Jeder Vektor v € C™ \ {0}, der (8.1) erfiillt, heiBt Eigenvektor von A zum
Eigenwert .

o

Achtung: Auch wenn wir nur reelle Matrizen betrachten: bei Eigenwerten und
Eigenvektoren ldsst man immer auch komplexe Zahlen zu!
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition

Die Richtung eines Eigenvektors wird durch die lineare Abbildung A nicht verdndert
— der Eigenvektor wird lediglich gestreckt.

Das rechte Bild entsteht z. B. aus dem linken durch eine ,Scherung” der Leinwand.

Bild: Wikimedia Commons

Der rote Vektor bleibt unverdndert und ist damit ein Eigenvektor zum Eigenwert
1. Der blaue Vektor dndert hingegen seine Richtung und ist daher kein Eigenvektor
der Scherungsabbildung.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Welche reellen Eigenwerte besitzt eine Drehung im Raum um die 21 —Achse, und
welcher reelle Eigenvektor kommt in Frage?

Wie verhilt es sich mit einer Spiegelung in der Ebene an einer Geraden durch 0
und senkrecht zu 7?

Argumentieren Sie rein geometrisch!

Bestitigen Sie, dass A = 1 Eigenwert von A = [ ° *] mit zugehérigem
Eigenvektor v = [2,1]7 ist.

Zeigen Sie, dass jedes komplexe Vielfache des Vektors [1,i]” ein Eigenvektor von
01

B =1[09¢] zum Eigenwert A = i ist.
Formulieren Sie eine allgemeingiiltige Aussage und bestdtigen Sie diese durch
Einsetzen in (8.1).

v

Anmerkung: Bislang wissen wir weder, wie man EW und EV berechnet, noch ob
in den Beispielen alle EW und EV erfasst wurden.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Berechnung von Eigenwerten

Wir benutzen zur Herleitung der Formel fiir die Eigenwertberechnung folgende Aqui-
valenzkette:

A € C ist Eigenwert von A € R"*",
< Es gibt einen Vektor v # 0 mit Av = \v.
< Ein Vektor v # 0 l6st das homogene LGS (4 — AI)v = 0.
< det(A— M) =0.

Die Eigenwerte sind also gerade die Nullstellen der Funktion
ca(A) :=det(A — AI).

Diese Funktion ist ein Polynom vom Grad n und wird das charakteristische Polynom
von A genannt.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Berechnung von Eigenwerten

Satz 8.4

Fiir A € R"*™ st das charakteristische Polynom c4(\) = det(A — AI) ein
Polynom vom exakten Grad n mit reellen Koeffizienten und Héchstkoeffizienten 1
oder —1.

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von ca, also die Lésungen der
Gleichung
ca(N) = det(A — AI) = 0. (8.2)

4

Berechnen Sie simtliche Eigenwerte der Matrizen

5 S) [ 4]

(vgl. 2. und 3. Kasten auf S.167).
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Berechnung von Eigenvektoren

Sei A Eigenwert der Matrix A. Die zugehdrigen Eigenvektoren von A sind die (nicht-
trivialen) Losungen des homogenen Gleichungssystems

(A= A)v =0. (83)

Zusammen mit O bilden sie einen Unterraum des C”, den sogenannten Eigenraum
von A zum Eigenwert A\,

Eig(A,\) :={x € C" : Az = \z}

={zeC": (A- )z =0}
= N(A— )

Berechnen Sie samtliche Eigenvektoren zu den Eigenwerten der Matrizen A und B
von Seite 169. J
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Vielfachheiten von Eigenwerten

Definition 8.5

Die algebraische Vielfachheit v,g()) eines Eigenwerts A von A ist seine
Vielfachheit als Nullstelle des charakteristischen Polynoms ¢4 von A.

Die geometrische Vielfachheit vgeom(A) eines Eigenwerts A von A ist die
Dimension des zugehdrigen Eigenraums dim(Eig(A, A)).

Anmerkung zur Berechnung Um die algebraischen Vielfachheiten zu bestimmen,
muss man nur das charakteristische Polynom ¢4 kennen. Um die geometrische
Vielfachheiten zu berechnen, reicht die Kenntnis von c4 allein nicht aus.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Vielfachheiten von Eigenwerten

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra summieren sich die algebraischen Vielfach-
heiten der Eigenwerte einer Matrix A € R™"*" zu n.

Die Summe der geometrischen Vielfachheiten kann dagegen kleiner sein. Es gilt
folgender Satz:

Satz 8.6

Sei A Eigenwert der Matrix A € R™*™ mit algebraischer Vielfachheit v,g(\) und
geometrischer Vielfachheit Vgeom(). Dann gilt:

1 S Vgeom()\) S Valg(A) S n.

Machen Sie sich am Beispiel der Matrix [2 ] klar, dass die geometrische
Vielfachheit eines Eigenwerts tatsichlich kleiner sein kann als die algebraische.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Vielfachheiten von Eigenwerten

Beim Beispiel im Kasten auf S. 172 handelt es sich um einen sogenannten Jordan-
Block, d. h. eine Matrix der Form

c Ran.
1

A

Dieser besitzt nur den Eigenwert A mit geometrischer Vielfachheit 1 und algebrai-
scher Vielfachheit n.

Bestatigen Sie diese Aussagen. Fiir die geometrische Vielfachheit nutzen Sie am
besten die Beziehung

Vgeom(A) = dim(Eig(A4, X)) = n — rang(A — \I).
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Mbgliche Konstellationen fiir A € R2%2

Das charakteristische Polynom einer reellen 2 x 2-Matrix A besitzt die Struktur
calz)=a®+pr+q  (mitp,q€eR).
In Kombination mit Satz 8.6 ergeben sich verschiedene Moglichkeiten fiir die Ei-

genwerte. Es existieren

@ entweder zwei verschiedene reelle Eigenwerte \; und \s, die geometrische
und algebraische Vielfachheit 1 haben. Zu jedem Eigenwert gibt es reelle
Eigenvektoren.

@ oder zwei verschiedene konjugiert-komplexe Eigenwerte Ay und Ao, die
geometrische und algebraische Vielfachheit 1 haben. Zu jedem Eigenwert gibt
es komplexe Eigenvektoren.

(b.w.)
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Mbgliche Konstellationen fiir A € R2%2

@ oder nur einen Eigenwert A, der dann zwangslaufig reell ist.
Er besitzt die algebraische Vielfachheit 2 und

o entweder die geometrische Vielfachheit 2, d. h. jeder Vektor aus C? ist
Eigenvektor. A besitzt dann die Form

o oder die geometrische Vielfachheit 1.

Ordnen Sie die Beispiele von S.169 und S. 172 den entsprechenden Fillen zu. J

Fiihren Sie eine dhnliche Analyse fiir den 3 x 3-Fall durch. (Auf die Unterscheidung
zwischen reellen und komplexen Eigenwerten kénnen Sie dabei verzichten.) J
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenschaften von Eigenvektoren

Wir widmen uns nun der Frage, wie groll die Dimension des von den Eigenvektoren
einer Matrix A € R™*"™ aufgespannten Unterraums ist.

Insbesondere wollen wir wissen, wann es eine Basis des C™ aus Eigenvektoren von
A gibt.

Wir beginnen mit folgendem Satz:

Gehéren die Eigenvektoren vy, . . ., v, zu verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., \.
der n X n-Matrix A, dann sind sie linear unabhingig.

Machen Sie sich dies zumindest fiir den Fall » = 2 klar. )
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenschaften von Eigenvektoren

Wenn es n verschiedene Eigenwerte zur Matrix A € R™*" gibt, existiert also eine
Basis des C", die nur aus Eigenvektoren von A besteht.

Allgemeiner gilt sogar:

Sei A € R"*". Es existiert genau dann eine Basis des C" aus Eigenvektoren von
A, wenn die geometrische und algebraische Vielfachheit fiir jeden Eigenwert von A
iibereinstimmen.

Die Matrix A = [ ° 3°] besitzt die Eigenwerte A; = 1 und Ay = 7 mit den
Eigenvektoren v; = [2,1]T und vy = [—4,1]T (vgl. S.169f.). Sie bilden eine Basis
des C? (und in diesem Falle auch eine Basis des R?).
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte spezieller Matrizen

Sei A € R™ ™. Dann gelten:

o A und AT besitzen dasselbe charakteristische Polynom, also dieselben
Eigenwerte (mit i. A. verschiedenen Eigenrdumen).

@ Besitzt A den Eigenvektor & zum Eigenwert )\, dann besitzen
aA, A™ A+ BI,, p(A) =A™ + -+ 1A+ agl,
denselben Eigenvektor x, allerdings zum Eigenwert
aX, A A+ B, p(A) = apA™ + -+ an A + .

o A ist genau dann invertierbar, wenn alle Eigenwerte von A von 0 verschieden
sind. Ist dann X ein Eigenwert von A mit Eigenvektor x, so ist A\~! ein
Eigenwert von A= mit demselben Eigenvektor x.

Verifizieren Sie einige dieser Aussagen. )
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte spezieller Matrizen

Weiterhin kann man Eigenwerte sehr einfach bestimmen, wenn A bestimmte struk-
turelle Eigenschaften besitzt:

Satz 8.10

Ist A eine (untere oder obere) Dreiecksmatrix, so sind die Hauptdiagonaleintrige
von A genau die Eigenwerte von A.

Dies trifft insbesondere dann zu, wenn A eine Diagonalmatrix ist. In diesem Fall
sind die Einheitsvektoren zugehérige Eigenvektoren.

Erinnerung/Bemerkung: Eine Diagonalmatrix enthalt nur auf der Hauptdiagona-
len Eintrdge ungleich Null. Sind A4, ..., A\, € C die Eintrége entlang der Diagonalen,
so schreibt man D = diag(A1,..., \n).

Bei Dreiecksmatrizen sind alle Elemente ober- bzw. unterhalb der Hauptdiagonalen
gleich Null.
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Eigenwerte und Eigenvektoren
Ahnliche Matrizen

Definition 8.11

Zwei Matrizen A, B € C™*™ heilen dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix
V € C™*™ gibt, so dass
A=V"'BV. (8.4)

Eine Matrix A € C™*"™ heillt diagonalisierbar, wenn A dhnlich zu einer
Diagonalmatrix D € C™*™ ist, d. h. wenn es eine invertierbare Matrix V' € C"*"
gibt mit

D=Vv"1tAV.

Bemerkung: Gleichung (8.4) ist dquivalent zu
VA=BV und B=VAV L
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Ahnliche Matrizen

Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom, wie folgende Rech-
nung zeigt:

cy-1gy(N) = det(V 1BV — AI)
=det(V"HB - AI)V)
= (det V)"t det(B — A\I)det V
=cp(N).

Wir fassen zusammen:

Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom und damit die
gleichen Eigenwerte.

Die Eigenvektoren zu einem Eigenwert X\ sind dabei allerdings verschieden: ¥ ist
genau dann Eigenvektor von A = V~'BV, wenn
Va Eigenvektor von B ist.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Hintergrund: Ahnlichkeit und Basistransformation

Um den Ahnlichkeitsbegriff vollstindig zu verstehen, muss man sich mit Basistrans-
formationen auseinandersetzen. Wir gehen dabei von der Darstellung B = VAV !
von S.180 aus.

Zu einem gegebenen Vektor x ldsst sich V& als Linearkombination der Spalten
v1,..., U, von V schreiben:

Ve =x1v1 + 2212+ ... +T,v,.

Fasst man & als Koordinatenvektor beziiglich der Basis &y = {v,...,v,} auf, so
ist V& gerade der zugehérige Koordinatenvektor beziiglich der Standardbasis.

Man sagt daher auch, V stellt eine Basistransformation von der Basis %y in die
Standardbasis dar.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Hintergrund: Ahnlichkeit und Basistransformation

Die Abbildung V= macht die Transformation riickgingig und stellt somit eine
Basistransformation von der Standardbasis nach %y dar.

Verifizieren Sie beide Aussagen am Beispiel der Basis % = {\/Li [i], \% [_11]}

und des Vektors [\/5] =[5

5 Iz

In B = VAV 'z kann man die rechte Seite nun von rechts nach links wie folgt
lesen:

o Stelle = als Koo rdinatenvektor beziiglich der Basis By = {v1,...,v,} dar
(d. h. Multiplikation mit V).

o Fiihre die durch B beschriebene lineare Abbildung in den Koordinaten
beziiglich Zy aus (d. h. Multiplikation mit A).

o Transformiere das Ergebnis wieder zuriick in die Standardkoordinaten
(Multiplikation mit V).
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Hintergrund: Ahnlichkeit und Basistransformation

Wir haben somit erkannt:

Ahnliche Matrizen stellen die gleiche lineare Abbildung beziiglich verschiedener
Basen dar.

Folglich besitzen dhnliche Matrizen

o dieselbe Determinante,
o denselben Rang und
o denselben Defekt.

Auch die Aussage von Satz 8.12 wird mit dieser Erkenntnis noch ein Stiick ver-
standlicher.
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Diagonalisierbare Matrizen

Sei A € C™*" eine Matrix, fiir eine Basis des C™ aus Eigenvektoren von A existiert
(vgl. Satz 8.8).

Dann kann die Abbildung A beziiglich dieser Basis nur durch Streckungen der
Basisvektoren ausgedriickt werden (Multiplikation mit einer Diagonalmatrix).

Beispiel Die Matrix A = [_51 _38] besitzt die Eigenwerte A\; = 1 und Ay = 7 mit

den Eigenvektoren v; = [2,1]7 und vy = [—4,1]7 (vgl. S.169f./177). Es gilt die
Darstellung

-1
B 4 [2 —41[1 02 -4
a=vov= [T 7T

In der Diagonalmatrix D stehen die Eigenwerte und in den Spalten von V die
Eigenvektoren.
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Diagonalisierbare Matrizen

Die allgemeine Situation beschreibt folgender Satz:

Satz 8.14

Eine Matrix A € C™*™ jst genau dann diagonalisierbar, wenn die algebraische und
geometrische Vielfachheit fiir jeden Eigenwert iibereinstimmen.

Sind A1, ..., \, die Eigenwerte und vy, ..., v, zugeordnete Eigenvektoren, die
eine Basis des C™ bilden, so gilt die Darstellung

A=VDV~L

Dabei gilt D = diag(A\1,...,A\n), und vy, ..., v, sind in dieser Reihenfolge die
Spalten von V.
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Eigenwerte symmetrischer Matrizen

Eine Matrix A € R™ ™ heift symmetrisch, wenn A = AT gilt, d.h. die Eintrige
symmetrisch zur Hauptdiagonalen liegen.

Symmetrische Matrizen haben bemerkenswerte Eigenschaften:

Satz 8.15

Ist A € R"*™ symmetrisch, so besitzt A nur reelle Eigenwerte. Es gibt eine
Orthonormalbasis des R", die aus Eigenvektoren von A besteht.

Es gibt also eine Diagonalmatrix D € R™*™ und eine orthogonale Matrix
UeR™ (dh UT =U!), so dass

A=UDUT.

Insbesondere ist A diagonalisierbar.
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Eigenwerte orthogonaler Matrizen

Fiir orthogonale Matrizen gibt es ein dhnliches Ergebnis. Beachten Sie aber, dass
die Eigenwerte hier i. A. komplex sind!

Satz 8.16

Ist A € R™"*™ orthogonal, so besitzt A nur Eigenwerte mit Betrag 1. Es gibt eine
Orthonormalbasis des C", die aus Eigenvektoren von A besteht.

Es gibt also eine Diagonalmatrix D € C™*™ und eine unitdre Matrix U € C™*"
(d.h. UH =U1), so dass
A=UDUX.

Insbesondere ist A diagonalisierbar.

vy

Bemerkung: Die Klasse der Matrizen, welche eine Basis aus orthonormalen Eigen-
vektoren besitzen, ist groRer als die der symmetrischen (Hermiteschen) Matrizen.
Genau trifft dies zu fiir normale Matrizen. Diese sind charakterisiert durch die Ei-
genschaft

AAT = ATA,  bzw. AAH = AH A,
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Eigenwerte orthogonaler Matrizen

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrizen

0 O

A= g 1 =3 | und D,=| ®* —sna
- 0 -3 1 *7 | sina cosa

Geben Sie in beiden Fillen eine Darstellung der Form VDV ~! an. Erkennen Sie
die Matrix B von S.169f. wieder?
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Anwendung: Hauptachsentransformation

Jede quadratische Funktion ¢ : R™ — R besitzt die allgemeine Form
p(x) =2 Az + b7z + ¢
mit einer symmetrischen Matrix A € R”*", einem Vektor b und einer Zahl ¢ € R.
Beispiel: n = 2
d(x1,22) = alef + a122122 + a2,122%1 + a2,2$§ + b1z + baxa +c

Die Aufgabe der Hauptachsentransformation besteht darin, durch einen geeigneten
Basiswechsel im R™ die quadratische Funktion in eine einfache Form zu bringen, an
der man leicht ihren Typ ablesen kann.

Dies ist auch hilfreich bei der Klassifikation von Quadriken (auch Kegelschnitte
genannt), also den Punktmengen

Q={xz eR": ¢(x)=0}.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11 Sommersemester 2014 190 / 193



Eigenwerte und Eigenvektoren

Anwendung: Hauptachsentransformation

Da die Matrix A ohne Beschrankung der Allgemeinheit als symmetrisch angenom-
men werden kann besitzt diese eine Basis aus orthonormalen Eigenvektoren, d.h.
eine orthogonale Matrix @ mit

QTAQ = D = diag(\1,..., \n)
mit reellen Eigenwerten Ay,..., \,.

Fiir die neue Variable y := QT x gilt dann = Qv und, mit dem neuen Vektor
d := Q7'b erhalten wir

p(x) =z Az +bTz +c= (Qy)"AQy) + b"(Qy) + ¢
=y"QTAQy +b"Qy+c=y"Dy+d"y+c

= Z Ajy? + Zdjyj +c.
=1 j=1
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Anwendung: Hauptachsentransformation

Als letzter Schritt folgt nun quadratisches Ergdnzen in jeder Variablen y;:

d; \*> d?
Njyi +djy; = A (yj + j) -
J J

Mit einer weiteren Substitution z; = y; + 2% j=1,...,n erhalten wir

$(@) =D Njzg+d =Mz +- + M2+ d.
j=1

mit

— e — _J
d:=c Z4>\j.
Jj=1
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Ziele erreicht?

Sie sollten nun (bzw. nach Abschluss der Ubungen/Selbststudium):
@ iiber die Zusammenhinge zwischen Matrizen und linearen Abbildungen
bescheidwissen,

o einfache geometrische Transformationen wie Drehungen und Spiegelungen
mit Hilfe orthogonaler Matrizen beschreiben kdnnen,

@ wissen, was orthogonale Matrizen charakterisiert,

o die Begriffe Eigenwert, Eigenvektor und Vielfachheit tiefgreifend verstanden
haben,

o Eigenwerte und Eigenvektoren sicher berechnen kénnen, ggf. auch unter
Beachtung der Matrixstruktur,

@ wissen, was es mit Basen von Eigenvektoren und Diagonalisierbarkeit auf sich
hat.
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