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Werfen Sie einen kurzen Blick auf folgende lyrische Einlassung:

f R — R stetig in z¢
& Ve>030 >0: |z —ao| <d=|f(x) — f(zo)] <€) J

Méglicherweise bewegen Sie jetzt Fragen wie
® Wie kann man jemals einen solchen Ausdruck durchschauen?

® Wozu muss man sich iiberhaupt derart kompliziert ausdriicken?
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Méglicherweise bewegen Sie jetzt Fragen wie
® Wie kann man jemals einen solchen Ausdruck durchschauen?

® Wozu muss man sich iiberhaupt derart kompliziert ausdriicken?

Lassen Sie uns dazu ein kleines Experiment durchfiihren:

Erklaren Sie lhrem Nachbarn in einer Minute, was eine reelle Zahl ist, und warum
fiir diese das Kommutativgesetz der Addition gilt.
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® Wie kann man jemals einen solchen Ausdruck durchschauen?

® Wozu muss man sich iiberhaupt derart kompliziert ausdriicken?

Lassen Sie uns dazu ein kleines Experiment durchfiihren:

Erklaren Sie lhrem Nachbarn in einer Minute, was eine reelle Zahl ist, und warum
fiir diese das Kommutativgesetz der Addition gilt.

Wabhrscheinlich (hoffentlich) ist Ihnen aufgefallen, dass die Umgangssprache fiir eine
prazise Beschreibung nicht ausreicht. Wir brauchen eine Fachsprache zur mathema-
tischen Kommunikation. Diese muss erst erlernt werden.
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Elemente der Aussagenlogik

Aussagen

Eine Aussage p ist ein sprachliches oder formelmaRiges Gebilde, dem man entweder
den Wahrheitswert ,wahr" oder ,falsch" zuordnen kann.

Sprechweisen
e .p ist eine wahre (richtige) Aussage.”, ,,p gilt."
®  pist eine falsche Aussage.”, ,,p gilt nicht."

Insbesondere kann keine Aussage gleichzeitig wahr und falsch sein.

Sind folgende Konstrukte Aussagen? Was ist ggf. ihr Wahrheitswert?

,Wir sprechen gerade iiber Aussagenlogik.”;
,Wie soll ich bloR die Priifung schaffen?";

.62 = 36"

W7 =48

V145

Rettet den Euro!";

,Wir befinden uns in Dresden oder Chemnitz."
,Diese Aussage ist falsch.”

o
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Elemente der Aussagenlogik

Verkniipfung von Aussagen

Eine Aussagenverkniipfung liefert eine neue Aussage, deren Wahrheitwert sich aus
den Wahrheitswerten der verkniipften Aussagen ergibt.

Seien p und ¢ Aussagen, dann heift
® P (auch —p) Negation von p (sprich: ,nicht p"),
® pV g Disjunktion von p und ¢ (sprich: ,,p oder ¢"),
® p A g Konjunktion von p und ¢ (sprich: ,p und ¢").
Die Wahrheitswerte werden durch folgende Tabellen festgeschrieben:

P g |pVg|pPAg
p|D w o w w w
w | f w f w f
flw f w w f

f f f f

Beachten Sie den rot markierten Wahrheitswert bei ,oder" — umgangssprachlich
meint man mitunter nicht dasselbe!
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Elemente der Aussagenlogik

Geben Sie den Wahrheitswert der Aussage
.Wir gehen heute abend ins Kino oder ins Theater"

in Abhangigkeit von der tatsichlich durchgefiihrten Aktivitdten an. Machen Sie
sich den Unterschied zur Umgangssprache klar.

Geben Sie die Wahrheitswerte und Negationen zu folgenden Aussagen an:
® p: ,Unsere Vorlesung findet heute am Nachmittag statt.”
® ¢: ,Unsere Vorlesung findet heute am Abend statt.”

Warum ist g nicht die Negation von p?
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Elemente der Aussagenlogik

Implikation und Aquivalenz

Ein zentrales Element beim Aufbau mathematischer Theorie ist das logische Schlie-
RBen. Dafiir bendtigen wir zwei weitere Verkniifungen.
Seien p und ¢ Aussagen; dann heilt

® p = ¢ Implikation (,,Aus p folgt ¢"; ,Wenn p gilt, so gilt ¢."),

® p < g Aquivalenz (,p gilt genau dann, wenn ¢ gilt.”).

Eine Implikation ist genau dann falsch, wenn man aus wahren Aussagen die falschen
Schliisse zieht (p wahr, g falsch).

Eine Aquivalenz bedeutet, dass p und ¢ immer den gleichen Wahrheitswert besitzen.

Die zugehorige Wahrheitswerttabelle spielt fiir den Praktiker kaum eine Rolle — die
sprachliche Fassung der Begriffe ist handlicher:

p q |p=q|q=Dp|p=(q
W w w w w
w f f w f
f w w f f
f f w w w
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Elemente der Aussagenlogik

Wichtig sind aber folgende alternative Sprechweisen:
e fiir p = q: ,,p ist hinreichend fiir ¢." oder “q ist notwendig fiir p.”
e fiir p < ¢: ,p ist hinreichend und notwendig fiir ¢."

und folgender Satz:

Seien p und q Aussagen. Dann gilt:
*(peq & (p=q) und(q=p)
*(p=>q9 & (@=D0

Die zweite Aussage bildet die Grundlage fiir das indirekte Beweisen (,,Angenommen
q gilt nicht, dann kann auch p nicht gelten.").

Interpretieren Sie die Aussage ,Wenn n gerade ist, so ist auch n? gerade.” vor dem
Hintergrund der zweiten Beziehung in Satz 1.1.
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Elemente der Aussagenlogik

Rechenregeln

Satz 1.2

Es seien p, q und r beliebige Aussagen. Dann gelten immer:

*pEp (doppelte Verneinung),
°* pVp (Satz vom ausgeschlossenen Dritten),
* (pVg) < (¢Vvp)

(pAq) < (¢AD) (Kommutativgesetze),
*(pvgVvrlelpVigvr),

[(pAg)AT] < [pA(gAT)) (Assoziativgesetze),
*pA(gvr)ellprg VAT,

pV(gAnr)]elpve AV (Distributivgesetze),
*pVqge (PATG),

pAge (PVY) (De Morgansche Regeln).

Punkte 1-4 scheinen sofort klar. Im Zweifel erfolgt der Nachweis solcher Aquivalen-
zen durch Aufstellen von Wahrheitstabellen.
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Elemente der Aussagenlogik

Exkurs: Anwendung in der Digitaltechnik

In der Digitaltechnik gibt es genau zwei Zustinde (hohe/niedrige(keine) Spannung;
1/0), die man als logisches ,wahr" bzw. ,falsch” interpretiert.

Schaltungen bestehen haufig aus ,Logikgattern” (engl. gates).
Diese besitzen z.B. 2 Eingidnge (A,B) und einen Ausgang (Y) und reproduzieren
logische Verkniifungen.

Eine wichtige Anwendung von Satz 1.2 liegt in der Analyse und Vereinfachung
logischer Schaltnetzwerke.

Beispiel: Schaltsymbol und Wahrheitstabelle fiir ein UND-Gatter

ATB Y
A— & 1111
—Y 1/01|0

ol1]o0

B olo]o
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Elemente der Aussagenlogik

Aussageformen, Quantoren

Eine Aussageform ist ein Gebilde, welches eine oder mehrere Variablen enthalt,
und das nach dem Ersetzen der Variablen durch konkrete Werte in eine Aussage
ibergeht.

Schreibweise: p(z), falls 2 als Variable verwendet wird.

Mit p(z) sei die Aussageform = < 1 bezeichnet, wobei x eine reelle Variable sei.
Wie lauten die Aussagen p(0) und p(4) und was ist ihr Wahrheitswert? J

Eine weitere Moglichkeit, Aussageformen in Aussagen zu iiberfiihren, ist die Bindung
der Variablen an Quantoren. Die wichtigsten sind:

o vV — firalle...glt..."
® 3 — es existiert (mindestens) ein ..., so dass ..."
Beispiel: ,Fiir alle reellen Zahlen z gilt © > 1."

Es gibt eine reelle Zahl z mit 22 = —1."
(Beide Aussagen sind natiirlich falsch.)
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Elemente der Aussagenlogik

Negation von Aussagen mit Quantoren

Definition 1.3

Sei p(z) eine Aussageform; dann meinen wir mit

® der Negation von ,Fiir alle z gilt p(x)" die Aussage ,Es existiert ein z, fiir das
p(z) nicht gilt"; symbolisch:
Ve :p(z) = (3 : p(z))
® der Negation von ,Es existiert ein z, fiir das p(z) gilt* die Aussage ,Fiir alle
gilt p(z) nicht"; symbolisch:

Jz : p(x) := (Vo : p(x))

Natiirlich erfolgt diese Definition im Einklang mit unserer Intuition — die Intuition
wird lediglich sinnvoll formalisiert.

4

Formulieren Sie die Negationen von “Fiir alle reellen Zahlen z gilt x > 1.", “Es gibt
eine reelle Zahl z mit 22 = —1.“, “Jeder Haushalt gibt ein Drittel seines
Einkommens fiir Wohnen aus.” (SZ, 8.9.12) und “Alle Politiker liigen gelegentlich."
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Elemente der Aussagenlogik

Axiome und Satze

Geriistet mit diesen Vorkenntnissen lassen sich die gebrduchlichen Sprachkonstrukte
der Mathematik grob typisieren.

Ein Axiom ist eine Aussage, die innerhalb einer Theorie nicht begriindet oder her-
geleitet wird. Axiome werden beweislos vorausgesetzt. Wichtige Eigenschaften von
Axiomensystemen sind Widerspruchsfreiheit und Vollstindigkeit.*

Beispiel: Kommutativgesetz fiir reelle Zahlen, siehe spater.
Ein Satz ist eine Aussage, die mittels eines Beweises als wahr erkannt wurde. Den

Beweis bildet dabei eine Kette von Schlussfolgerungen, die nur von Axiomen oder
bereits bewiesenen Satzen ausgeht.

Beispiel: /2 ist keine rationale Zahl."
Gebrauchliche Auspragungen von Sitzen sind auch
® Lemma (Hilfssatz) — ein Satz, der als Zwischenstufe in einem Beweis dient,

e Korollar (Folgerung) — ein Satz, der ohne groBen Beweisaufwand aus einem
anderen folgt.

Die Abgrenzung zum Satz ist jeweils flieBend und subjektiv.

Lvgl. D. Hofstadter: Gédel, Escher Bach. Basic Books, New York NY 1979
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Elemente der Aussagenlogik

Definitionen

Eine Definition dient zur Festlegung eines mathematischen Begriffs. Hier sind eher
Wertungen wie ,sinnvoll/nicht sinnvoll” statt ,wahr/falsch” angebracht. Sinnvolle
Definitionen erfiillen unter anderem folgende Anforderungen:

o Widerspruchsfreiheit,

® Zirkelfreiheit (das zu Definierende darf nicht selbst Bestandteil der Definition
sein),

® Angemessenheit (nicht zu eng und nicht zu weit gefasst),
® Redundanzfreiheit (keine Bestandteile enthalten, die aus anderen logisch
folgen).

Haufig schreibt man Definitionen in der Form von Gleichungen oder Aquivalenzen
und verwendet die Symbole := und :<-. Der zu definierende Ausdruck steht immer
auf der Seite des Doppelpunkts.

Beispiel: a° := 1 fiir o € R.
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Elemente der Aussagenlogik

Zum mathematischen Wahrheitsbegriff

Da in der Mathematik alle Aussagen per logischem Schluss bewiesen werden, ent-
steht ein sehr scharfer Wahrheitsbegriff.

In den (experimentellen) Naturwissenschaften ist der Wahrheitsbegriff stirker an Be-
obachtungen gekoppelt und daher weniger scharf (deduktive vs. induktive Schluss-
weisen).

Die Mathematik ist also im logischen Sinne praziser, dies erfordert aber eben auch
eine kompliziertere Fachsprache.

Fiir unsere Vorlesung: Ein strenger Aufbau der Theorie kostet Zeit und ist nicht
Aufgabe des Anwenders, daher folgender Kompromiss:

® Reihenfolge von Axiomen, Satzen und Definitionen entspricht weitgehend
dem strengen Aufbau der Theorie,

® Beweise und Beweisideen werden dort skizziert, wo sie dem Verstandnis des
Stoffes dienen,

e technische" und aufwindige Beweise werden weggelassen — verwenden Sie
bei Interesse entsprechende Literatur.
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Elemente der Mengenlehre

Definition 1.4 (,,naive” Mengendefinition, Cantor*, 1895)

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Die erwahnten Objekte heifen Elemente dieser Menge M.
Schreibweise: © € M (bzw. z ¢ M).

* Georg Cantor (1845-1918), deutscher Mathematiker, lieferte
u.a. wichtige Beitrdge zur Mengenlehre.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik | Winterersemester 2017/18 29 /315




Elemente der Mengenlehre

Darstellungsmaglichkeiten fiir Mengen

® aufzihlende Darstellung — Elemente werden explizit aufgelistet, z.B.:

A = {Chemnitz; Dresden; Freiberg; Leipzig},
B = {2;3;5;7}.

® beschreibende Darstellung — Elemente werden durch eine Eigenschaft
charakterisiert, z.B.:

A = {x: x ist sichsische Universitatsstadt.},
B = {p: pist Primzahl und p < 10}.

Die Gesamtheit, die kein Element enthalt heilt leere Menge.
Symbol: () oder {}.
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Elemente der Mengenlehre

Mengenbeziehungen
Seien A und B Mengen.
® A heiRt Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch Element von B

ist. Schreibweise: A C B.

® A und B heiBen gleich, wenn jedes Element von A auch Element von B ist
und umgekehrt (A C B und B C A).
Schreibweise: A = B.

® A heiBt echte Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch Element
von B ist, und ein Element von B existiert, das nicht zu A gehért. (A C B
und A # B). Schreibweise: A C Bf.

Die Teilmengen einer Menge M kdnnen wiederum zur sogenannten Potenzmenge
zusammengefasst werden:

P(M)={A: AC M}

Man gebe die Potenzmenge von A = {1;2;4} an. |

T Aufgepasst: Manche Autoren benutzen das Symbol C auch fiir die allgemeine
Teilmengenbeziehung (Gleichheit eingeschlossen) und fiir die echte Teilmengenbeziehung C.
Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik | Winterersemester 2017/18 31/315



Elemente der Mengenlehre

Mengenoperationen

Seien A und B Teilmengen einer Grundmenge X. Dann heift
® AUB:={z: z € A oder x € B} die Vereinigung von A und B,
® ANB:={z: z € Aund z € B} der Durchschnitt von A und B,

® A\B:={z: z € Aundx ¢ B} die (mengentheoretische) Differenz von A
und B (sprich ,,A ohne B"),

e A:= X\ A das Komplement von A in X.

Geben Sie zu A = {1;2;3;4;5;6} und B = {0;4;5} die Mengen AU B, AN B,
A\ B und B\ A an.
Wie lauten Vereinigung und Durchschnitt der Mengen

C = {p: pist Primzahl} und

D = {p: pist Primzahl und p < 10}?
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Elemente der Mengenlehre

Visualisierung

Visualisierung von Mengenoperationen und -beziehungen erfolgt haufig im soge-

nannten Venn-Diagramm:
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Elemente der Mengenlehre

Rechenregeln fiir Mengenoperationen

Vereinigung (U), Schnitt (N) bzw. Komplement wurden letztlich iiber die logischen
Junktoren ,oder(V), ,und" (A) bzw. Negation definiert. Daher gelten fiir Mengen-
operationen analoge Regeln zu Satz 1.2:

Satz 1.5 (Regeln fiir das Operieren mit Mengen)

Es seien A, B,C Mengen. Dann gelten:

e ANB=BNA, AUB=BUA,

°* AN(BNC)=(ANnB)NC, AU(BUC)=(AUuB)UC,
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC), ANn(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
ANA=A AUA=A,

AND=0, Aub=A,

A\B=A< AnB=0), A\B=0& ACB,

A\ (BNC)=(A\B)U(A\0),

A\ (BUC)=(A\B)n(A\ ).
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Elemente der Mengenlehre

Kartesisches Produkt

Seien A und B Mengen. Dann heilit die Menge aller geordneten Paare (a,b) mit
a € A und b € B kartesisches Produkt von A und B, kurz

Ax B:={(a,b): a€ Aund b€ B}
Analog definiert man fiir Mengen A1, Ao, ..., A,
Ay X Ay X -+ x Ay = {(a1,a2,...,a,): a1 € A1 a2 € Ag, ... a, € Ay}
und schreibt im Falle der Gleichheit aller A; kiirzer
A" :=Ax Ax---x A (n Faktoren).

Als wichtigste Beispiele werden uns R? und R3 begegnen — das sind die Entspre-
chungen von Anschauungsebene und -raum.
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Relationen

Aquivalenzrelationen

Mit Relationen werden Beziehungen zwischen Objekten ausgedriickt. Eine (binire)
Relation R auf einer Grundmenge M ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts
M x M, also
RC M x M.
Wichtige Eigenschaften von Relationen sind
(a) Reflexivitét. Vo € M : (z,z) € R.
(b) Symmetrie. Vz,y € M : (z,y) € R= (y,z) € R.
(c) Transitivitdt. Ve,y,z € M : (z,y) € RA (y,2) € R= (z,2) € R.
Eine Relation, die alle drei Eigenschaften erfiillt, heift Aquivalenzrelation.

Fiir (z,y) € R schreibt man auch xRy (manchmal auch z ~ y).

Eine Partition & einer Menge M bezeichnet eine Zerlegung in disjunkte Teilmen-
gen, d.h.
M= U T und SNT = ( fiir je zwei verschiedene S, T € Z.

Tew
Jede Partition einer Menge erzeugt eine Aquivalenzrelation auf ihr und umgekehrt.
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Relationen

Ordnungsrelationen

Weitere wichtige Eigenschaften von Relationen:
(d) Antisymmetrie. Yo,y € M : xRy NyRx = = = y.
(e) Asymmetrie. Vz,y € M : xRy = —(yRzx).

Eine Relation auf M heilt Ordnungsrelation, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv ist.

Besipiel: <, C.

Eine Ordnungsrelation auf M heiBt vollstindig oder linear, falls fiir alle x,y € M
gilt: xRy vV yRx.

Eine Relation auf M heillt strenge Ordnungsrelation, wenn sie asymmetrisch und
transitiv ist.

Beispiel: <.

Eine strenge Ordnungsrelation heift vollstindig, wenn fiir alle z,y € M mit = # y
gilt xRy V yRx.
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Die reellen Zahlen

Erinnern Sie sich an unser Experiment in der allerersten Stunde?

Obwohl jeder von uns schon seit Jahren reelle Zahlen verwendet, fallt es uns extrem
schwer, das Wesen der Zahl in Worte zu fassen.

Es lohnt sich also eine ndhere Betrachtung — gerade auch weil Messwerte fiir viele
physikalische GréBen als reelle Zahlen aufgefasst werden kdnnen.

Einen (eher historisch interessanten) Anfangspunkt
liefert uns folgendes beriihmte wie umstrittene Zitat:

“Die natiirlichen Zahlen hat Gott gemacht, alles
andere ist Menschenwerk."

(Leopold Kronecker, deutscher Mathematiker, 1823-1891)
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Die reellen Zahlen

Zahlbereichserweiterungen

Skizzieren wir zunichst das klassische Vorgehen iiber Zahlbereichserweiterungen.

Wir starten mit
e N:={1,2,3,...} — natiirliche Zahlen
(what Gott gemacht” oder werden iiber Peano-Axiome beschrieben)
e No:=NuU{0} ={0,1,2,3,...}
Nach Einfiihrung der Addition stellt man fest, dass Gleichungen wie x +9 =1 in
N nicht I6sbar sind, daher Erweiterung zu

e Z:={...,—-2,—-1,0,1,2,...} — ganze Zahlen
Nimmt man die Multiplikation hinzu, sind wiederum Gleichungen wie (—=2) -z =1
in Z nicht |6sbar, daher Erweiterung zu
° Q:= {g | pyq € Z,q# 0} — rationale Zahlen (alle endlichen und
periodischen Dezimalbriiche)

Wahlt man die Zahlengerade als Modell, so kann man mit den rationalen Zahlen
zumindest beliebig feine Einteilungen realisieren.
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Die reellen Zahlen

Liicken in Q

Aber: Bereits Euklid (ca. 360-280 v. Chr.) iiberlieferte uns den Beweis zu

V2 ¢ Q, dh. \/2 ist keine rationale Zahl.

Die rationalen Zahlen erfassen also nicht die gesamte Zahlengerade.
Erst durch “Vervollstandigen” gelangt man zu den reellen Zahlen R.

-7}/4 1 -1/}\/5 0 1/2 1 7{/2 2

Jedem Punkt der Zahlengeraden entspricht genau eine reelle Zahl.

Die erste exakte Formulierung dieses Vervollstindigungsprozesses
stammt dbrigens nicht aus der Antike. Dies gelang erst Karl
WeierstraB (deutscher Mathematiker, 1815-1897).
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Die reellen Zahlen

Moderner axiomatischer Ansatz

Klassische Zahlbereichserweiterungen sind anschaulich, erweisen sich aber im Detail
als kompliziert, z. B. bei

® Einfiihrung von Addition und Multiplikation sowie der damit verbundenen
Rechengesetze,

e Einfilhrung einer Ordnungsrelation (,,groRer/kleiner"),

® Ausformulieren des Vervollstindigungsschritts.
Moderne Ansitze definieren daher R direkt liber Axiome, die unmittelbar die Re-
chengesetze liefern. Man bendtigt:

® Korperaxiome (liefern Rechengesetze),

® Anordnungsgesetze (liefern Ordnungsrelation),

® Vollstandigkeitsaxiom.

N, Z und Q werden als entsprechende Teilmengen von R aufgefasst.
Wir verzichten auf eine formale Angabe der Axiome, geben aber die unmittelbar
resultierenden Gesetze an.
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Die reellen Zahlen

Die arithmetischen Gesetze in R

(1) (a+b)+c=a+(b+c) Va,b,ceR (Assoziativgesetz der Addition),
(2) a+0=a VaeR (neutrales Element der Addition),
(3) a+(—a)=0 VYaeR (inverse Elemente der Addition),
(4) a+b=b+a Ya,beR (Kommutativgesetz der Adddition),
(5) (ab)e =a(be) Ya,b,c € R (Assoziativgesetz der Multiplikation),
(6) a-1=a VaeR (neutrales Element der Multiplikation),
(7) at =1 VaeR,a#0 (inverse Elemente der Multiplikation),
(8) ab=ba Va,beR (Kommutativgesetz der Multiplikation),
(9) a(b+c¢) =ab+ac Ya,b,c € R (Distributivgesetz).

Diese Gesetze korrespondieren mit den Kdrperaxiomen.
Eine Menge die die Kdrperaxiome erfiillt, heift (Zahl-)Kérper.
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Die reellen Zahlen

Die arithmetischen Gesetze in R

Wir definieren fiir a € R und n € N:

a":=a-a-...-a (n Faktoren), a°:=1
und, falls @ > 0: )
a "= —.
an

Dann folgen aus den arithmetischen Gesetzen weitere Rechenregeln:

Satz 1.7

Fiir alle a,b € R gelten
®a-0=0,
® ab=0 = a=0oderb=0,
° 2 =02 & a=>odera= —b,
¢ (—a)=a, —(a+b)=-a-0,
® (—a)b=a(-b) = —ab, (—a)(=b) =ab,
® q"a™m =a"t"™ Vm,n €Z (falls a #0),
® a"b" = (ab)™ Vn € Z (falls a,b #0).
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Die reellen Zahlen

Binomische Formeln

Weiterhin lassen sich mit den arithmetischen Gesetzen folgende wohlbekannte Aus-
sagen beweisen:

Satz 1.8 (Binomische Formeln)

Fiir alle a,b € R gilt
® (a+b)2 =a?+ 2ab+1?,
® (a—b)?=a%—2ab+1?
® (a+b)(a—0b)=a®— b

Natiirlich kann man auch Binome hoheren Grades so auswerten. Z. B. gilt
(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b°.
Einen allgemeingiiltige Formel fiir (a + )™, n € N, finden Sie in der Literatur unter

dem Namen ,,Binomischer Lehrsatz".
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Die reellen Zahlen

Die Ordnungsrelation in R

(10) Zwischen zwei reellen Zahlen a und b besteht immer genau eine der folgenden
drei Grokenbeziehungen:
a < b (a kleiner b), a =1 (a gleich b), a > b (a groBer b).
(11) (a<bundb<c) = a<c Va,b,ceR (Transitivitat),
(12) a<b ©a+c<b+c Va,bceR (Monotonie der Addition),

(13) (a<bund 0<¢c) & ac<bc Va,bceR
(Monotonie der Multiplikation).

Definition:
a < b (a kleiner oder gleich b) bedeutet a < b oder a = b.
a>b (a groRer oder gleich b) bedeutet a > b oder a = b.

Diese Gesetze korrespondieren mit den Anordnungsaxiomen.
Korper, die die Anordnungsaxiome erfiillen, heien geordnete Korper. Beispiele sind
R, aber auch Q.
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Die reellen Zahlen

Die Ordnungsrelation in R

Aus den Anordnungsaxiomen folgen weiterhin die Regeln fiir den Umgang mit Un-
gleichungen:

Satz 1.9

Fiir a,b,c,d € R gelten:

e g<bundec<d = at+c<bi+d,
® g<bundc<0 = achcund%Zl—;,
®* a<b = b

< —a,
*0<a<b = 0<ji<i
*a<b<0 = :<lco,
*a<0<b = 1<0<i.
Finden Sie die Losungen der Ungleichung i—jré <2 (z#£-3). J
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Die reellen Zahlen

Definition 1.10 (Obere und untere Schranken)

Sei M # (), eine Teilmenge der reellen Zahlen.
® M heilt nach oben beschrankt, wenn es eine Zahl C' € R gibt mit

z<C firallez e M.

Jede solche Zahl C heiBt obere Schranke von M. Die kleinste obere Schranke
einer nach oben beschrankten Menge M heit Supremum von M
(Schreibweise: sup M).
® M heilt nach unten beschrankt, wenn es eine Zahl C € R gibt mit
z>C firallez e M.

Jede solche Zahl C heillt untere Schranke von M. Die groBte untere
Schranke einer nach unten beschrankten Menge M heilt Infimum von M
(Schreibweise: inf M).

M heilt beschrankt, wenn M sowohl nach oben wie auch nach unten beschrankt
ist. Gilt sup M € M [inf M € M], so heiRt sup M [inf M] auch Maximum
[Minimum] von M.
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Die reellen Zahlen

Beispiele:
Ist die Menge
1
M, Z:{—ZTLEN} CcR
n

beschrinkt? Geben Sie falls moglich obere und untere Schranken, Supremum und
Infimum sowie Maximum und Minimum an.

Betrachten wir weiterhin
My:={q€Q:¢*<2} CQ.

Offenbar ist My nach oben beschrankt, denn 42 ist obere Schranke. Ein Supremum
besitzt die Menge in den rationalen Zahlen jedoch nicht, da v/2 ¢ Q.

In den reellen Zahlen ist die Angabe des Supremums jedoch unproblematisch:
sup Mo = V2.
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Die reellen Zahlen

Vollstandigkeit

Das letzte Beispiel liefert den Schliissel fiir den noch fehlenden Vervollstandigungs-
schritt bei der Konstruktion von R.

(14) Jede nach oben beschriankte Menge reeller Zahlen besitzt ein Supremum in R.

Folgerungen:
® Jede nach unten beschrinkte Menge reeller Zahlen besitzt ein Infimum in R.

® Jede beschrinkte Menge reeller Zahlen besitzt ein Supremum und ein
Infimum in R.

Damit ist die axiomatische Konstruktion von R komplett. Kurz zusammenfassen
kann man (1)-(14) in folgendem Satz:

R ist ein ordnungsvollstandiger geordneter Korper. )
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Die reellen Zahlen

Intervalle

Intervalle sind ,,zusammenhingende” Teilmengen von R. Es wird dabei nach Inklu-
sion der Randpunkte unterschieden.

Fiir a,b € R mit a < b:

[a,0] :={z e R
(a,b] :={z eR
[a,b) :={x eR
(a,0) :={z €R
[a,00) :={z €R
(a,00) :={x eR
(—o0,b]:={z €eR
(—00,b) :={z eR
(—o0,00) =R

s a<x<b}
s a<ax<b}
ca<z<b}
ta<x<b}
:a<al,
©a <zl
: x < b},
: oz < b},

(abgeschlossenes Intervall),
(halboffenes Intervall),
(halboffenes Intervall),

(offenes Intervall),

Auf dem Zahlenstrahl lassen sich Intervalle als zusammenhidngende Bereiche dar-

stellen.
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Die reellen Zahlen

Betrag

Der Betrag von a € R ist durch

u > .
la| := { e, fiira>0, definiert.

—a, fira<o0

Satz 1.11 (Rechnen mit Betragen)

Fiir a,b € R, ¢ > 0 gelten
® |a| >0, wobei |a] =0 < a=0,

® laj=c = a=codera=—c,

® |a|=|—a|l und |a—b]=1]b—al,

® |abl = |al0],

® |a+b| <|a|+ |b|] (Dreiecksungleichung),

la| <ec & —c<a<ec
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Die reellen Zahlen

Betrag und Abstand

Fiir den Betrag gibt es eine einfache aber wichtige Interpretation am Zahlenstrahl.
Fir z,a,b e R

® gibt |x| den Abstand von 2 zur Null an,

® gibt |a — b| = |b — a| den Abstand zwischen a und b an.

b —al
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Die reellen Zahlen

7 = 3.2 per Gesetz? The ,Indiana Pi Bill".

Zum Abschluss dieses Abschnitts ein Kuriosum aus der mathematischer Unterhal-
tungsliteratur. Es geht um eine Gesetzesvorlage vom Ende des 19. Jahrhunderts im
Landesparlament des US-Bundesstaates Indiana..

ab 1892 verdffentlicht der Arzt (und Hobby-Mathematiker) Edward J.
Goodwin mehrere Arbeiten zur Quadratur des Kreises.
Eine Behauptung darin: 7 = 3.2

1897 Gesetzesvorlage fiir Parlament von Indiana zur Festlegung von .
Angebot: Staat Indiana darf ,Resultat” gebiihrenfrei verwenden.

Entwurf durch Unterhaus zunichst an Ausschuss fiir Sumpfgebiete3, dann an
Bildungsausschuss verwiesen, von letzterem befiirwortet.

Entwurf passiert Unterhaus nach 3 Lesungen mit 67:0 Stimmen.

Mathematik-Professor Clarence Abiathar Waldo (Purdue University)
interveniert, ,berat” einige maBgeblichen Senatoren.

Entscheidung auf unbestimmte Zeit vertagt (Wert der Vorlage nicht
einschitzbar, Sache aber nicht fiir Gegenstand der Gesetzgebung gehalten)

3u

‘where the bill could find a deserved grave.”
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Inhalt

@ Grundlagen

1.4 Natiirliche Zahlen und Induktionsprinzip

@ Lineare Algebra
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Natiirliche Zahlen und Induktionsprinzip

Ausgehend von den reellen Zahlen findet man leicht folgende Charakterisierung der
natlirlichen Zahlen:

Die natiirlichen Zahlen sind die kleinste Teilmenge von R, die sowohl| die Zahl 1
und mit jeder Zahl n auch deren Nachfolger n -+ 1 enthilt. J

Visualisierung am Zahlenstrahl:

A Vi VA Vi Vi Vi
1 2 3 4 5 6 7

Daraus kdnnen wir nun ein wichtiges Beweisprinzip ableiten.
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Natiirliche Zahlen und Induktionsprinzip

Satz 1.12 (Prinzip der vollstandigen Induktion)

Eine Aussageform A(n) ist genau dann fiir alle n € N wahr, wenn
e A(1) wabhr ist (,,Induktionsanfang”),

® aus der Gliltigkeit von A(n) fiir ein beliebiges n € N stets die Giiltigkeit von
A(n + 1) folgt (,Induktionsschritt”).

Der Induktionsschritt sichert also folgende , Kette" von Implikationen:
A1) = A2) = AB)=...= A(n) = An+1)=>...

Man ist natiirlich nicht zwingend auf den Startwert 1 festgelegt. Man kann im
Induktionsanfang auch bei einem beliebigen ng € Z starten, muss dann aber auch
den Induktionsschritt fiir n > ng beweisen.
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Natiirliche Zahlen und Induktionsprinzip

Beispiel 1.13 (Bernoullische Ungleichung)

Man beweise folgende Ungleichung mittels vollstandiger Induktion:

(I+2z)">1+nx firallexe[-1,00),n €N. (1.1)

Wir fiihren eine vollstindige Induktion liber n aus.

Induktionsanfang:

Firn =1 gilt
l+z)"=14z=1+n-uz,

d. h. die Aussage ist fiir alle x > —1 wabhr.
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Natiirliche Zahlen und Induktionsprinzip

Induktionsschritt:

Angenommen, (1.1) sei fiir ein n € N wahr, d.h.
1+x)">14nz (z>-1) (Induktionsannahme, 1A).
Dann gilt

(1+2)" = (14+2)"(1+w)
(I+nz)(1+x) (nach IA)
1+ (n+ 1)z + na?

1+ (n+ 1)z (da nz? > 0).

v

Y

Aus der Giiltigkeit von (1.1) fiir n folgt also die Giiltigkeit fiir n + 1.
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1.5 Abbildungen und Funktionen

@ Lineare Algebra
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Abbildungen und Funktionen

Hier sollen nur die grundlegenden Begriffe bereitgestellt/wiederholt werden. Eine
intensive Beschaftigung mit der Materie erfolgt spater.

Definition 1.14 (Funktion)

Seien A und B Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f: A — B ist eine
Vorschrift, durch die jedem x € A genau ein y = f(z) € B zugeordnet wird.

A heiBt Definitionsbereich von f und f(A) := {f(z) : z € A} C B heiit
Wertebereich oder Bild von f.

Fiir z € A heift y = f(z) Bild von z unter f oder Funktionswert von f an der
Stelle x.

Zwei Funktionen f: Dy — B,  +— f(x), und g : Dy — C, x — g(z), heilen
gleich (f = g), wenn Dy = D, und f(x) = g(x) fiir alle z € Dy = D, gelten.
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Abbildungen und Funktionen

Schreibweisen:
f:A—B oder f:A—B
y = f(x) i f(z).

Beschreibung von Funktionen

Eine Funktion f : A — B kann man auf verschiedene Weisen beschreiben:

® analytisch, d.h. durch Angabe der Zuordnungsvorschrift,
e tabellarisch, d.h. durch eine Wertetabelle,
® graphisch, d.h. durch Visualisierung der Menge

Graph(f) :=={(z, f(x)):x € A} C Ax B,

des sogenannten Graphen von f.
(Fiir f : R — R ist der Graph von f eine ,Kurve" im R2.)
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Abbildungen und Funktionen

Definition 1.15
Sei f : A — B eine Funktion. Zu einer Menge A’ C A heift
f(A)={f(z):2€ A} C B
das Bild von A’ unter f. Zu einer Menge B’ C B heift
fUB) = {we A: f() € B}
das Urbild von B’ unter f.

Man bestimme f([1,2]) und f=1([1,4]) fir f: R = R, f(z) =22 |
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Abbildungen und Funktionen

Umkehrbarkeit von Abbildungen

Definition 1.16

Eine Funktion f : A — B heilit

® injektiv (eineindeutig), wenn fiir alle 21,22 € A mit 21 # x2 stets

f(x1) # f(x2) gilt,

® surjektiv, wenn es zu jedem y € B ein x € A gibt mit y = f(x),
® bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Ist f bijektiv, so existiert die Umkehrfunktion

fFleB= A iy =2 e y=f(a)
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Abbildungen und Funktionen

Umkehrbarkeit von Abbildungen

: ;fh ; :31 : EAQ § ::Bz : §A3 § :32
bl fa f3

surjektiv, nicht injektiv injektiv, nicht surjektiv bijektiv

Ist die Funktion f; : R — R, fi(x) = 2? injektiv/surjektiv/bijektiv?
Wie verhilt es sich mit

* fo: NN, fo(z) =22,
® f3:[0,00) = R, f3(x) =22,
® f4:[0,00) = [0,00), fa(x)=2??
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Abbildungen und Funktionen

Umkehrbarkeit von Abbildungen

Beispiel 1.17 (n—te Wurzel)

Die Funktion f : [0,00) — [0,00), f(x) = a™ ist fir alle n € N bijektiv. Die
Umkehrfunktion ist die n—te Wurzel:

f7:0,00) = [0,00), x = Yz

Beachten Sie: die n—te Wurzel ist fiir negative Zahlen nicht definiert. Statt &=
schreibt man kurz /z.

4

1()=x"

172

o=
! Situation fiir n = 2. Wie bei allen reellen Funktionen

entsteht der Graph von f~! durch Spiegeln des Graphen
% 1 2 3 . von f an der Geraden y = .
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1.6 Komplexe Zahlen
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Komplexe Zahlen

Motivation

Erinnern Sie sich an die Zahlbereichserweiterungen? Unser Ziel war dabei, bestimmte
Gleichungstypen uneingeschrankt I6sen zu kdnnen.

Z.B. hatte x +5 = 2 in N keine Losung. Erweitert man den Zahlbereich zu Z, so
|dsst sich eine Lésung angeben (z = —3).

In den reellen Zahlen sind quadratische Gleichungen nicht immer l6sbar: 22 = 1
hat in R zwei Losungen (/5 = £1), dagegen hat * = —1 in R keine Lésung.

Um diesen ,,Mangel" zu beheben, kann man eine weitere Zahlbereichserweiterung
durchfiihren. Der initiale Schritt ist dabei das Hinzufiigen einer neuen Zahl 7, die
i2 = —1 erfiillt.
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Komplexe Zahlen

Definition

Definition 1.18 (Komplexe Zahl)

Eine komplexe Zahl z ist ein Ausdruck der Form

z=a+1t mita,beR,

Die Zahl i (mit der Eigenschaft 2 = —1) heiRt imaginire Einheit.

a =: Re z heillt Realteil von z,
b =: Im z heilt Imaginarteil von z.

Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn sowohl die Realteile als auch
die Imaginarteile iibereinstimmen.

Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet.

Statt 4140 schreibt man z, d.h. reelle Zahlen sind komplexe Zahlen mit Imaginarteil
0. In diesem Sinne gilt also R C C.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik | Winterersemester 2017/18 69 /315



Komplexe Zahlen

GauBsche Zahlenebene

Definition 1.19

Sei z =a+ib (a,b € R) eine komplexe Zahl. Dann heift
® Z:=qa — ib die zu z konjugiert komplexe Zahl.
® |z| := va? + b? der Betrag von |z|.

AIm z
=a+1ib
Re z
Eine komplexe Zahl z veranschaulicht man sich
>—a—1ib als Punkt der GauBschen Zahlenebene mit den
Koordinaten (Re z,Im z).
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Komplexe Zahlen

Rechenregeln

Rechenoperationen in C
Fir z=a+1ib, w=c+id € C (a,b,c,d € R) definiert man

z+w = (a+c)+i(b+d),
z—w = (a—-c)+i(b—d),

(ac — bd) + i(ad + be),
gt +ibgmed  (w#0).

A =

g

v

Diese Operationen sind so definiert, dass man die gewohnten Vorstellungen von den
reellen Zahlen unter Beachtung von i? = —1 direkt iibertragen kann.

Die Division lasst sich als ,Erweitern” mit dem Konjugiert-Komplexen des Nenners

auffassen:
z  (a+ib)(c—id) (a+1ib)(c—id) zw

w  (c+id)(c—id) c2 4 d? |w]?
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Komplexe Zahlen

Addition und Subtraktion in der GauRschen Zahlenebene

Man gebe zu z; =1, 25 = —i, 23 = =3+ 2i, z4 = 1 + i Real- und Imaginarteil
an und zeichne die zugehdrigen Punkte in die GauBschen Zahlenebene. Man
berechne z5 + 24, 23 — 24, 23 - 24 SOwWie 23/24.

Wie lautet die kartesische Form der Zahl 17

Im 2 Im =z

21— 22
21 i

% 21
21+ 29 —Z2

0 Re 2 0 Re 2z
) 22

Beachten Sie die Analogie zur Vektorrechnung!
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Komplexe Zahlen

Geometrische Interpretation des Betrags

In der GauBschen Zahlenebene charakterisiert
® |z| den Abstand einer Zahl z zum Koordinatenursprung
® |21 — 29| = |22 — 21| den Abstand zwischen z; und zo in der GauBschen
Zahlenebene.
® die Menge M ={z € C:|z— 2| <r}fiirr >0 und zy € C eine
Kreisscheibe um 2y mit Radius r.

Im = Im =
Z1 — %29
P
|
—Z2 //, |Zl,
LS ’
21— 2]
"Re 2 Re 2
|32| 29
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Komplexe Zahlen

C als Zahlkorper

Mit der eingefiihrten Addition und Multiplikation bildet C einen Zahlkdrper. Kon-
sequenzen sind:

Die arithmetischen Gesetze der reellen Zahlen (vgl. S. 43) gelten auch fiir
komplexe Zahlen.

4

Satz 1.20

Die Rechenregeln fiir reelle Zahlen (Satz 1.7) sowie die binomischen Formeln und
deren Verallgemeinerungen (vgl. S. 45) gelten auch fiir komplexe Zahlen.

Wie gewohnt schreiben wir dabei fiir z € C,n € N

1
no.__ 0._ —-n ._
Zti=z-z-...-z (n Faktoren), 2°:=1, 2z ":= P (z #0).

Finden Sie die komplexen Lésungen der Gleichung 22(z + 1)(z — 4 +4) = 0. )
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Komplexe Zahlen

Rechenregeln fiir z und z

Satz 1.21

Fiir z,w € C gelten

* Z=12¢,
e fu=ztw, T wW=23, (2)=2,
° 2z=|2|%, |z| = |2|,

®* Rez=1(2+2), Imz=5(z—2),

® =2z & zelR.

Beweisen Sie einige dieser Regeln.
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Komplexe Zahlen

Rechenregeln fiir Betrage

Satz 1.22
Fiir z,w € C gelten

® 2| >0, wobei |z]=0 & z=0,

© Jo=|-2

1

* |zw| = |z[|w

1

® |z4+w| < |z|+|w| (Dreiecksungleichung).

Warum lassen sich die Regeln
® lal=¢c = a=codera=—c
®laj<c e —c<a<ec

fir a € R, ¢ > 0 nicht auf komplexe Zahlen anwenden?
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Komplexe Zahlen

Die Polarform einer komplexen Zahl

Eine komplexe Zahl z # 0 ist auch iiber ihre Polarkoordinaten in der GauBschen
Zahlenebene eindeutig charakterisiert:

Y Im 2

Dabei ist
® r = |z| der Abstand von z zu 0,

® o der ,Drehwinkel” des Ortsvektors zu z, gemessen von der reellen Achse im
Gegenuhrzeigersinn.
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Komplexe Zahlen

Die Polarform einer komplexen Zahl

Mir den klassischen Definitionen von Sinus und Kosinus am Einheitskreis gilt also
fiir z = a + ib:

z=rcos@—+i-rsinp = |z|(cosp+isinp).

Definition 1.23 (Polarform)

Fiir z=a+1b (a,b € R),z # 0, heilt ¢ = arg(z) Argument von z, falls
|z|cosp=a und |z|sing =b. (1.2)

Die Darstellung
z = |z|(cos ¢ + isin ).

heift Polarform von z.

o’

Das Argument ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 festgelegt. Man wahlt
haufig ¢ € [0,27), um Eindeutigkeit zu erhalten, und spricht dann vom Hauptwert
des Arguments.
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Komplexe Zahlen

Umwandlungsarbeiten

® Von der Polarform z = |z|(cos ¢ + i sin ¢) zur kartesischen Form gelangt man
durch Ausmultiplizieren.

® Von der kartesischen Form z = a + ib zur Polarform gelangt man mit

|z| = Va? + b2 und (1.2).
Zur Bestimmung des Arguments kann man auch
b
tanp = — (a#0)
a
benutzen, muss dabei aber auf Quadrantenbeziehungen achten

(der Fall @ = 0 ist trivial).

Wie lautet die Polarform von 2i, —1, —3 + 2¢7 )

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik | Winterersemester 2017/18 79 /315



Komplexe Zahlen

Die komplexe Exponentialfunktion

Die Zahl e (¢ € R) spielt im Zusammenhang mit der Polarform eine wichtige
Rolle. Da uns noch keine Potenzreihen zur Verfiigung stehen, definieren wir sie
vorlaufig mittels

Eulersche Formel

e’ ;= cosp +isinp (p €R)

Damit kann man jede komplexe Zahl z # 0 schreiben als
z = |z|(cos p + ising) = |z|e"® (¢ = arg(2)).

Diese Darstellung nennt man Eulersche, Exponential- oder einfach wieder Polar-
darstellung von z.

Im Einklang mit den Potenzgesetzen schreiben wir ferner e* = e®e® fiir eine
beliebige komplexe Zahl z = a + ib (a,b € R). Auch dies wollen wir vorliufig als
Definition verstehen.
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Komplexe Zahlen

Die komplexe Exponentialfunktion

Es ldsst sich zeigen, dass die komplexe Exponentialfunktion dhnlichen Gesetzen
geniigt, wie die reelle:

Satz 1.24

Fiir z,w € C, n € N gelten:
eZ
ez+w — % . e'w7 eiTW — E’ (ez)n _ enz’
insbesondere also fiir ¢, € R:
ip
i) — oiv . oY Gile=¥) — © , (&) = ¢ine
et
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Komplexe Zahlen

Die komplexe Exponentialfunktion

Die Eulersche Formel ¢ = cos p+isin ¢ (¢ € R) liefert den Schliissel fiir folgende
Beobachtung:

® % ist die komplexe Zahl auf dem Einheitskreis, deren Argument ¢ ist.
Im 2

el

Bild rechts: Leonhard Euler (1707-1783), Schweizer Mathematiker.
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Komplexe Zahlen

Multiplikation und Division in der Polarform

Fiir zwei komplexe Zahlen z,w # 0 mit den Polardarstellungen
z = |z| € = |z|(cos + ising),
0] % = Jwl(cost+ising) (¢ €R)

w
erhilt man

zow = |z|jw| e
= |zw| &PV

= |zw]|(cos(¢ + ¥) + isin(¢ + ¥)),
|2] ¢
wl o7

— ‘i‘ eile—)
w

SHR

- ’g‘ (cos(p — ) + isin(p —¥)),

d.h. arg(zw) = arg(z) + arg(w) und arg(Z) = arg(z) — arg(w)
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Komplexe Zahlen

Geometrische Darstellung von Multiplikation und Division

$Im:z

wz w

[wz| z
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Komplexe Zahlen

Potenzen und Wurzeln

Fiir eine komplexe Zahl z # 0 mit Polardarstellung 2 = |2| € und n € N gilt
weiterhin

2= (l2] )" = |2" ()" = |2]" €™ = [2]"(cos(np) + i sin(ng)).
Bei der Ermittlung der Lésungen von w™ = z zu einer gegebenen komplexen

Zahl z = |z| €' ist zu beachten, dass ¢ — e im Gegensatz zum reellen Fall
271 —periodisch ist, d.h.

¢i# = ilpt2hm) (k € 7).

Somit liefert die (formale) Anwendung der Potenzgesetze

if+2k""

wn:\Z| PPN w:|z|%e r _n |Z| ei(%+%Tﬂ)_

Auch die Periode 27 wird also durch n geteilt, wodurch n verschiedene ,n-te
Wourzeln" von z entstehen.
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Komplexe Zahlen

Potenzen und Wurzeln

Wir fassen unsere Voriiberlegung folgendermaRen zusammen:

Satz 1.25 (Potenzieren und Radizieren in C)

Sein € N, dann gilt:
® Die n-te Potenz von z = |z|e"¥ = |z|(cos ¢ + isinp) (¢ € R) ergibt sich zu
2" = |2|™ e = |z|™(cos(ny) + isin(nep)).
Insbesondere gilt die de Moivresche Formel
(cos p + isinp)™ = cos(nyp) + isin(nep).

® Fiir jede Zahl z = |z| ¥ besitzt die Gleichung w™ = = genau n verschiedene
Lésungen

3 = 2k 2k
wi = V/|7| el ETET) = Yz [cos (% + TW) + isin <% + —7T>]

n

mitk=0,...,n—1.
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Komplexe Zahlen

Geometrische Darstellung der n—ten Wurzeln

Die n-ten Wurzeln von |z|e?® liegen auf einem Kreis mit Radius {/|z| um den
Nullpunkt und bilden ein regelmaBiges n—Eck.

lllustration am Beispiel der 8-ten Wurzeln von —256 = 256¢'".

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik | Winterersemester 2017/18 87 /315



Komplexe Zahlen

Exkurs: Mehrfachwinkelformeln und Additionstheoreme

Mit Hilfe der Eulerschen und der de Moivreschen Formel lassen sich Beziehungen
fiir trigonometrische Funktionen zeigen, z. B.

® sin(z +y) =sinzcosy + coszsiny,
® cos(x £ y) = cosxcosy Fsinzsiny,
® sin2z = 2sinz cosz,

2

® c0s 2z = cos? x — sin?

x (sin” z := (sinx)", analog fiir cos)
® sin3x = 3sinz — 4sin® T,

® cos3z =4cos®x — 3cosz.

Beweisen Sie einige dieser Beziehungen. J
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Komplexe Zahlen

Exkurs: Komplexe Polynome

Bei der Bestimmung n—ter Wurzeln wurden Gleichungen der Form

geldst. Wir wollen die Frage der Losbarkeit algebraischer Gleichungen allgemeiner
untersuchen. Hierzu folgende Terminologie:

Eine Abbildung der Form
p:C—C, p(2) = a2 +an_12"" ... Farz+ag

mit festen Zahlen (,Koeffizienten") ag,aq,...,a, € C heit komplexes Polynom
vom Grad deg(p) = n.

Eine Zahl w € C heit Nullstelle von p, falls p(w) = 0.
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Komplexe Zahlen

Abspalten von Linearfaktoren, Existenz von Nullstellen

Besitzt ein Polynom p vom Grad n > 1 eine Nullstelle w, so Idsst sich p ohne Rest
durch (z — w) teilen, d.h. es gibt ein Polynom ¢ von Grad n — 1 mit

p(z) = (z—w)q(z) (2€C).

Anders als in R gilt in den komplexen Zahlen folgende Aussage:

Satz 1.26 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes Polynom vom Grad n > 1 besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.
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Komplexe Zahlen

Zerlegung in Linearfaktoren

Von jedem Polynom p mit Grad n > 1 kann man also einen Linearfaktor abspalten.
Ist der verbleibende Rest mindestens vom Grad 1, kann man dies naturlich erneut
tun usw. .. Wir halten fest:

Folgerung 1.27

Das Polynom p : C — C sei gegeben durch
p(2) = apz" + 12"t + ...+ a1z + ap.
Dann existieren komplexe Zahlen wq, . .., w, mit
p(z) = an(z —w1)(z — wa) ... (2 — wy). (1.3)

Jedes komplexe Polynom hat also sogar n Nullstellen (Vielfachheiten mitgezahlt)
und zerfallt vollstandig in Linearfaktoren.
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Komplexe Zahlen

Quadratische Gleichungen

Die Berechnung der Nullstellen gem&R Satz 1.26 und Folgerung 1.27 ist i. Allg. nur
numerisch moglich. Ausnahmen bilden n-te Wurzeln oder quadratische Gleichungen
mit reellen Koeffizienten:

Satz 1.28

Die komplexen Lésungen der quadratischen Gleichung

224+ pz+q=0, p,q €ER,

sind gegeben durch

L4\ JE g fllsE —g>0,

i 2
—gj:z\/q—p;, falls - — q < 0.

Verifizieren Sie den zweiten Fall durch Modifikation der bekannten Herleitung der
p—q—Formel. Geben Sie die komplexen Lésungen von 22 — 4z +5 =0 an.

212 =

3
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Komplexe Zahlen

Nullstellen reeller Polynome

Das Auftreten konjugiert komplexer Zahlen in der p-g-Formel lasst sich verallgemei-
nern:

Satz 1.29

Sind die Koeffizienten des Polynoms

1

p:C—C, pi)=a,z"+a,-12"" " +...+ a1z + ap.

allesamt reell, so sind die Nullstellen reell (\; € R) oder treten in konjugiert
komplexen Paaren (o £if;, oy, B; € R) auf. Es existiert eine Zerlegung der Form
k
p(2) :anH H z—aj)? 2), (1.4)
j=1 =i
wobei k + 2m = n. Jedes reelle Polynom |isst sich also als Produkt von
Linearfaktoren und quadratischen Polynomen schreiben.

Geben Sie Zerlegungen von p(z) = 23 + z gemiR (1.3) und (1.4) an. |
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Komplexe Zahlen

Exkurs: Komplexe Wechselstromrechnung

In der Wechselstromtechnik treten haufig zeitharmonische (sinus-/cosinusférmige)
Spannungs- bzw. Stromverliufe auf:

i(t) = Iy, cos(wt) I, Up, - Amplituden,
u(t) = Uy, cos(wt + ) t: Zeit,
w =27 f : Kreisfrequenz,
f : Frequenz (Netz in D: f = 50 Hz)

Der Winkel o charakterisiert die i. Allg. auftretende Phasenverschiebung zwischen
Strom und Spannung.

R c L

Quelle: E-Learning Physik, Uni Frankfurt
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Komplexe Zahlen

Exkurs: Komplexe Wechselstromrechnung

Ursache fiir die Phasenverschiebung sind verschiedene , Arten” von Widerstanden
im Wechselstromkreis:

® Ohmscher Widerstand R

Un=RIL,, keine Phasenverschiebung,

® Induktivitdt L (Spule), Selbstinduktion/Lenzsches Gesetz
U, =wLI,, Phasenverschiebung %,

e Kapazitat C (Kondensator), fortwihrende Ladungs-/Entladungsvorgénge.

1 ) T
U, = el I,,, Phasenverschiebung — 5

Es miissen also nicht nur die reellen Proportionalitatsfaktoren, sondern auch die
Phasenverschiebungen beachtet werden.
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Komplexe Zahlen

Exkurs: Komplexe Wechselstromrechnung

Trick: Verwende zur Berechnung komplexe Stréme und Spannungen und interpre-
tiere dabei nur den Realteil:

i(t) =Ime™,  u(t) =Uy e o).
Mit folgenden komplexen Widerstinden R gilt das Ohmsche Gesetz
u(t) = Ri(t)

in allen Fallen
® Ohmscher Widerstand R € R:
u(t) = Uy, " = RI,, ™" = Ri(t),

® |nduktiver Widerstand R; = iwL:

u(t) = Uy, @ %) =L 1, ™t = Rpi(t)  (beachte i = ¢'%)

* Kapazitiver Widerstand R¢ = —i—L=:

u(t) = Uy, e'@=3) = _(.%Im et = Roi(t) (beachte —i= e '%)
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Komplexe Zahlen

Exkurs: Komplexe Wechselstromrechnung

Fiir einen komplexen Widerstand R bezeichnet man Re R als Wirk- und Im R als
Blindwiderstand. Ohmsche Widerstande sind reine Wirkwiderstiande, kapazitive
und induktive reine Blindwiderstande.

Vorteile der komplexen Wechselstromrechnung:

® Das Ohmsche Gesetz gilt wie gewohnt (fiir die Realteile gilt es nicht!),

® Phasenverschiebung arg R und Scheinwiderstand |R| = U, /I, werden
gleichzeitig erfasst,

® Die Kirchhoffschen Gesetze und ihre Folgerungen gelten damit auch im
Wechselstromkreis, z. B.

1 1 1

R=Ri+ Ry zZW R R1+R2

fiir Reihen-/Parallelschaltung zweier Widersténde.
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Komplexe Zahlen

Weitere Anwendungen

Weitere Anwendungen der komplexen Zahlen finden sich an verschiedensten
Stellen. Einige werden Sie im Laufe ihres Studiums sicher kennenlernen, z.B.

® Die mit bestimmten Differentialgleichungen verkniipften ,Eigenwerte” sind
komplexe Zahlen. Standardanwendungen sind Federschwinger oder
Fadenpendel.

® |n der Signal- oder Bildanalyse verwendet man oft die komplexwertige
Fouriertransformierte, um Frequenzanalysen oder -filterungen durchzufiihren.

® |n der Quantenmechanik werden Teilchen durch ihre komplexwertige
Zustandsfunktion beschrieben. Interpretiert wird nur deren Quadrat
(,.Ortsauffindungswahrscheinlichkeitsdichte™)
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Ziele erreicht?

Sie sollten nun (bzw. nach Abschluss der Ubungen/Nacharbeiten des Stoffes):
® sicher mit reellen Zahlen, Gleichungen und Ungleichungen umgehen kdnnen,

® sicher mit komplexen Zahlen umgehen kdnnen (Arithmetik in kartesischer
und Polarform, Potenzen und Wurzeln, einfache Gleichungen,
Veranschaulichungen in der GauBschen Zahlenebene),

® einfache bis maRig schwierige logische Zusammenhange und Schliisse erfassen
kdnnen,

e Uberblickswissen iiber den Aufbau mathematischer Theorie im allgemeinen
besitzen,

® cine grobe Vorstellung vom axiomatischen Aufbau von Zahlenbereichen
haben,

® erste Vorstellungen entwickelt haben, wozu man das bisher vermittelte
Wissen in der Informatik/Elektrotechnik braucht.

Sie sind sich nicht sicher oder meinen ,,nein”? Dann werden Sie aktiv!
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