PoI1SSON eine gute Naherung, da np =1 < 10 und 1500p = 15 < 100 = n. Wir erhalten somit
als Naherung

10
P2 <X <10) =) m(k) =0,264241.
k=2

Exakte Rechnung ergibt

10

1

PR<X<10)=) ( 20>0,01’fo,99100k = 0,264238.
k=2

1.4.2.4 Bemerkung zur hypergeometrischen Verteilung

Es lassen sich auch Grenzverteilungssétze fiir eine hypergeometrisch verteilte Zufallsgrofie X ~
H(n, N, M) formulieren. Wenn z.B. N — oo, M — oo und % — p fiir n — oo gilt, so nutzt
man die Naherung

(o) (k)
POr=iy = B = (ko
n

d.h man ersetzt die hypergeometrische Verteilung nédherungsweise durch eine entsprechende
Binomialverteilung. Es gibt jedoch keine handhabbaren Faustregeln fiir die Nutzung dieser
Approximation. Um die so erhaltene Binomialverteilung auszuwerten, kann man dann den
Grenzverteilungssatz von MOIVRE/LAPLACE oder den Grenzverteilungssatz von POISSON ver-
wenden.

1.5 Mehrdimensionale Verteilungen

Bisher wurden ausschlieflich reellwertige, d.h. eindimensionale, Zufallsgrofsen betrachtet. Wir
haben also stets nur ein Merkmal des zu beobachtenden Objekts bei unseren Untersuchungen
berticksichtigt. Haufig sind aber bei praktischen Modellierungsproblemen mehrere Merkmale
der Beobachtungsobjekte gleichermafsen von Interesse. Somit benétigen wir mehrdimensionale
Zufallsgrofien.

1.5.1 Einfiihrung

Definition 1.5.1. Sei X = (X3, Xs,...,X,,) eine Zusammenfassung von n Zufallsgrofen
X1, Xs,...,X,. Dann heiftt das Objekt X n-dimensionale Zufallsgrifie oder zufilliger Vektor.

Definition 1.5.2. Die durch
F(xl,...,xn) = P(Xl <x,...,X, < .%'n)

fiir alle Vektoren (x1,...,z,) € R™ definierte reelle Funktion F' heiflt Verteilungsfunktion des
zufalligen Vektors X = (X1,...,Xn)-

Wir werden im Folgenden nicht immer den allgemeinen Fall X = (X3,..., X,,) betrachten,
sondern uns auf n = 2, d.h. X = (X,Y), beschrinken, wenn dies das Verstidndnis erleichtert.
Ein Grofteil der Aussagen gilt dann analog fiir allgemeines n.

48



Definition 1.5.3. Fiir einen zuféilligen Vektor X = (X,Y") heifen die Funktionen

Fx(z):= lim F(z,y) und Fy(y) := lim F(z,y)

Yy—00 T—00

Randverteilung von X bzw. Y. Die zu einer Randverteilung gehérende Wahrscheinlichkeits-
bzw. Dichtefunktion bezeichnen wir ebenfalls als Randverteilung.

Eigenschaften der Verteilungsfunktion
e 0 < F(x,y) <1 Vz,yeR

e lim F(zr,y)=0 VYyeR, lim F(z,y) =0 VzeR.
T——00 y——00

e Die Randverteilungen F'x und Fy sind die Verteilungsfunktionen der eindimensionalen
Zufallsgrofen X und Y, d.h.

Fx(z)=P(X <z) VzreR und Fy(y)=P(Y <y) YyeR.
o lim F(z,y) =1.
Yy—00

e F(z,y) ist in beiden Komponenten monoton wachsend, d.h.

x1 < xg = F(x1,y) < F(xz2,y) Yy € R,
y1 <y2 = F(x,y1) < F(z,y2) VreR.

e F(z,y) ist in beiden Komponenten linksseitig stetig, d.h.

lim F(x — h,y) = F(z,y) = lim F(z,y —h) Vz,y € R.
h—0 h—0
h>0 h>0

1.5.1.1 Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Fiir einen zufélligen Vektor (X,Y') bezeichnen wir mit py := EX den Erwartungswert und mit
O'g( := D2X die Varianz der Randverteilung von X. Analog py := EY und 052/ = D?Y fiir die
Randverteilung von Y.

Definition 1.5.4. Seien X und Y zwei Zufallsgrofen. Dann heift die Grofe
oxy :=Cov(X,Y):=E(X —EX)(Y —EY)

Kovarianz der Zufallsgréfsen X und Y. Die Kovarianz ist ein Maf fiir das stochastische Ver-
halten der Zufallsgrofsen zueinander. Die Zufallsgrofen X und Y heiflen wunkorreliert, wenn
Cov(X,Y) =0 gilt.
Eigenschaften der Kovarianz

e Cov(X,Y)=E(XY)—-EXEY = Cov(Y, X),

e Cov(a+bX,c+dY)=0bdCov(X,Y),
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e Cov(X,X)=D?X.

Satz 1.5.5. Euxistieren die zweiten Momente der Randverteilungen von X und Y, so existiert
auch die Kovarianz Cov(X,Y).

Definition 1.5.6. Besitzen die beiden Zufallsgrofen X und Y endliche Streuungen, so heifst

die Grofe
oXy

PXY =
oxXOoy

Korrelationskoeffizient von X und Y.

Satz 1.5.7. Fiir den Korrelationskoeffizienten zweier Zufallsgrofien X und Y gilt
—1<pxy=pyx <1

Der Korrelationskoeffizient pxy zweier Zufallsgrofsen X und Y ist also ein normiertes Mafs
flir das stochastische Verhalten beider Zufallsgrofen zueinander. X und Y sind offensichtlich
genau dann unkorreliert, wenn pxy = 0 gilt. pxy &~ —1 driickt starke negative Korrelation und
pxy ~ 1 starke positive Korrelation aus.

1.5.1.2 Diskrete Verteilungen

Definition 1.5.8. Ein zufélliger Vektor X = (X1,...,X,,) heilt diskret verteilt, wenn alle
eindimensionalen Randverteilungen diskrete Verteilungen sind.

Die Komponenten eines diskret verteilten zufélligen Vektors X = (X7q,...,X,,) nehmen die
Werte X1 = x14y, ..., Xn = Tni, an, wobei fiir endliches X i; € {1,...,l;} =: Ix; mit [; € N
und fiir abzahlbar unendliches X; i; € N =: Iy, gilt. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X
lasst sich als n-dimensionales Feld schreiben:

Dir.in = P(X1 =213y, ..., Xon = Zniy,)-

Im Fall n = 2 bezeichnen wir die Werte der beiden Komponenten X und Y des zufilligen
Vektors X mit x; und y;, wobei j € Ix und k € Iy. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X
lésst sich dann als endliche oder unendliche Matrix mit Eintrdgen der Form

pik = P(X =2;,Y = yi)

schreiben. Fiir die Randverteilungen von X und Y erhalten wir

pj. = Z pjr und  pp= Z Djk-

kely Jjelx

Fiir Erwartungswert, Varianz und Kovarianz von X und Y gilt:

e EX =pux = Z TPy EY = puy = Z YkD -k
jelIx kely
e D2°X =0% = Y (zj —px)’pj, DY =0} = 3 (yk — py)*pers
jelx kely
o Cov(X,Y)=o0xy = > > (zj—px)(yr— py)pji-
jelx kely
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Beispiel. In einer Urne befinden sich 12 Lose: 2 Geldgewinne, 4 Freilose und 6 Nieten. Es
werden ohne Zuriicklegen 2 Lose gezogen. Wir bezeichnen mit X die Anzahl der gezogenen
Geldgewinne und mit Y die Anzahl der gezogenen Freilose. Gesucht werden die Wahrschein-
lichkeitsfunktion p;, = P(X = z;,Y = y;) des zufélligen Vektors (X,Y’) und die zugehorigen
Randverteilungen p;. und p., seiner Komponenten X und Y. Aus kombinatorischen Uberlegun-
gen ergibt sich:

()

Pjk = (122)
0, Tj+ Yy > 2

y 0<xj+uy <2

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion lésst sich zusammen mit den Randverteilungen wie folgt als
Tabelle darstellen:

Tk Pk

0 1 2 !

0ls 2 1| 1

22 11 66 33

A 4 4 16
yi 1|17 33 0 33
1 1

2 i 0 0 i1
. 15 10 1 _
Pi-— |3 Bm 66| =

Die Randverteilung p;. bzw. p.;, von X bzw. Y erhélt man dabei aus den Spalten- bzw. Zeilen-
summen der 3 x 3-Matrix. Da die Randverteilungen eindimensionale Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen sind, sind die Summen der Werte der Randverteilungen stets 1.

1.5.1.3 Stetige Verteilungen

Definition 1.5.9. Ein zufilliger Vektor X = (X7,..., X)) heifit stetig verteilt mit der Vertei-
lungsfunktion F', wenn es eine integrierbare Dichtefunktion f gibt mit

x1 ZTn
F(,Il,...,xn):P(Xl<$1,...,Xn<$n):/---/f(tl,...,tn)dtl---dtn.
) )

Definition 1.5.10. Sei g eine reelle Funktion von n reellen Verénderlichen und sei X =
(X1,...,X,) eine stetig verteilte n-dimensionale Zufallsgrofe. Dann ist der Erwartungswert
Eg(X) gegeben durch

BoX)i= [ [ glorem)f o ) de s

Definition 1.5.11. Sei (X,Y) ein stetig verteilter zufalliger Vektor und f seine Dichtefunktion.
Dann heifsen die Funktionen

fx(x) = /f(%y)dy und  fy(y) = /f(%y)dw

Randdichten der Komponenten X und Y.
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Die Randdichten sind eindimensionale Dichtefunktionen. Fiir Erwartungswert, Varianz und
Kovarianz von X und Y erhalten wir:

e EX =y = ?O rfx(z)dr, EY =py = ?O yfy(y)dy,
e DX =0% = Ofo (z — px)*fx(z)dz, D?Y =03 = ?(y — wy)? fy(y) dy,

e Cov(X,Y)=0xy = 70 Ofo(x—ux)(y—uy)f(x,y)dxdy.

—00 —O0

Beispiel. Als Beispiel fiir eine mehrdimensionale Verteilung betrachten wir die zweidimensio-
nale Normalverteilung. Ein zufélliger Vektor (X,Y") ist normalverteilt, wenn er die Dichtefunk-

tion ) )
exp <—2(1_—po) [(magx) —2p (mggx) <yggv> + <y;5y> })
2roxoyy/1— p?

mit den Parametern ox > 0, oy > 0 und —1 < p < 1 besitzt. Als Randdichten ergeben sich
die Funktionen

() = — exp(—w> wd  fy(y) = — exp<—M>,

2mox 20 3( 2roy 2052/

flz,y) =

d.h. die Randverteilungen sind eindimensionale Normalverteilungen. Der Parameter p = pxy =
ZXv st der Korrelationskoeffizient und somit ist Cov(X,Y) = oxy = poxoy. Ist p =0, so

X0y

sind X und Y also unkorreliert und fiir die Dichtefunktion f gilt die Produktdarstellung

! (r—px)® (- m)?)
27TO')(0'yeX <_ 20‘%{ - 20% )-fX(CE)fY(y)

flz,y) =

1.5.1.4 Stochastische Unabhingigkeit

Definition 1.5.12. Zwei Zufallsgrofen X und Y heifen stochastisch unabhdngig, wenn fir den
zufilligen Vektor (X,Y) gilt:

F(z,y) = Fx(2)Fy(y) Va,y eR.

Bemerkung. Handelt es sich bei den stochastisch unabhéngigen Zufallsgréften X und Y um
diskrete Verteilungen, so gilt
Pjk = Ppj-pr Vr,y €R.

Im stetigen Fall gilt analog
flz,y) = fx(x)fy(y) Vz,yeR.

Satz 1.5.13. Seien X und Y stochastisch unabhingige Zufallsgrifien mit D?X < oo und
D2Y < oo. Dann gilt Cov(X,Y) = 0, d.h. aus der stochastischen Unabhingigkeit folgt stets
die Unkorreliertheit.
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Beweis (fir stetige Zufallsgroffen). Da X und Y stochastisch unabhéngig sind, gilt:

Cov(x.v) = [ [ =)y = )ity dedy

—00 —00

- 7 7 (& = ux)(y = ) fx (2) fy (y) da dy

= /(CU—MX)fX(CU)dﬂ?/(y_m/)f’/(y)d:C

= (E(X = px))(EY — py)) = (ux — px)(py —py) =0
O

Wie wir am vorhergehenden Beispiel gesehen haben, folgt im Falle einer zweidimensiona-
len Normalverteilung aus der Unkorreliertheit der beiden Komponenten deren stochastische
Unabhéngigkeit. Zusammen mit dem vorhergehenden Satz erhalten wir also die nachfolgende
Aussage.

Satz 1.5.14. Sei (X,Y) ein (zweidimensional) normalverteilter zufilliger Vektor. Dann sind
die Komponenten X und Y genau dann stochastisch unabhdngig, wenn sie unkorreliert sind.

1.5.2 Bedingte Verteilungen

In diesem Abschnitt betrachten wir nur den Fall n = 2, d.h. zuféllige Vektoren der Form
X =(X,Y). X und Y seien dabei stetig verteilte Zufallsgrofen.

Bei bedingten Verteilungen wird nur eine der beiden Komponenten eines zufélligen Vektors
betrachtet, d.h. die andere Komponente bleibt konstant. Wir erhalten also z.B. Aussagen iiber
die Verteilung der Zufallsgréfe X, wenn Y einen festen Wert hat.

Definition 1.5.15. Seien X und Y stetig verteilte Zufallsgrofen mit den Randdichten fx und
fy, wobei fx(z) >0 und fy(y) > 0 fir alle z,y € R. Dann heifien die Funktionen

_fy) _ [f(=zy)
Ixly=y(7) = () d  fyix=2(y) = Fx(@)

bedingte Dichten.

Bemerkung. fx|y—y (x) ist eine eindimensionale Dichtefunktion, da f X|y=y(z) >0 und

r Ty A
_ZO fX|Y=y(x)dm __OO fY(y) dr = fY(y)_é f(l',y)d.%'— fY(y) -

Ix|y=y ist also die Dichtefunktion der Zufallsgrofe X unter der Bedingung Y = y. Analoges
gilt fir fy|x—o(y)
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Definition 1.5.16. Die Grofe

[e o]

E(X|Y = y) = / iy (@) dz

—00

heifst bedingter Erwartungswert der Zufallsgrofse X unter der Bedingung, dass Y den Wert y
annimmt.

Beispiel. Wir betrachten nochmals einen normalverteilten Zufallsvektor (X,Y"). Als bedingte
Dichte haben wir

f(z,y) 1 1({*— <MX +p5x(y — ,UY)) i

exp | —=
2 oxy/1— p?

fX\Y:y(x)— Fr(y) :\/%UX /—1—[)2

Daraus ergibt sich der bedingte Erwartungswert
ox
EX|Y =y) = pux +p_ "y~ pv).

Die Gerade x = E(X|Y = y) heifst Regressionsgerade im (z,y)-Koordinatensystem und gibt
fiir jedes y den Wert (x,y) des Zufallsvektors an, fir den X den Erwartungswert unter der
Bedingung Y = y annimmt. Ist p = 0, d.h. X und Y sind unkorreliert und damit stochastisch
unabhéngig, so ist die Regressionsgerade x = p, parallel zur y-Achse und es gilt fx|y—, (z) =

fx(2).
1.5.3 Erwartungswertevektor, Kovarianzmatrix, Normalverteilung

Da wir in diesem Abschnit mit Matrizen rechnen, schreiben wir Vektoren immer als Spalten-
vektoren. Wir betrachten den n-dimensionalen Fall, d.h.

X1
X=|:
Xn
Definition 1.5.17. Den Vektor
1 EX;
p=EX=| = :
Hn EX,
der Erwartungswerte der Komponenten X1, ..., X, eines zuféilligen Vektors X nennen wir Er-

wartungswertevektor von X.

Definition 1.5.18. Sei X ein zufilliger Vektor mit den Komponenten X7, ..., X,,. Dann heifst
die Matrix

¥ = CovX = <Cov(XZ-, Xj)> — E(X - EX)(X - EX)T

ij=1..n

Kovarianzmatriz von X.
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Satz 1.5.19. FEuzistiert die Kovarianzmatriz X des Zufallsvektors X, so ist sie symmetrisch,
d.h. £ =XT, und positiv semidefinit, d.h. fiir alle v € R™ gilt (Zv,v)=v"2v>0.

Beweis. Die Symmetrie der Kovarianzmatrix folgt direkt aus Cov(X;, X;) = Cov(X}, X;) und
es gilt
VTS0 =" (B(X - EX)(X —EX)")v=E (" (X — EX))” > 0. O

Definition 1.5.20. Ein Zufallsvektor X mit den Komponenten X, ..., X, heifst nichtsinguldr
n-dimensional normalverteilt mit den Parametern p = EX und ¥ = Cov(X), geschrieben
X ~ N(u,X), wenn ¥ symmetrisch und positiv definit ist und die Dichtefunktion f die Form

flz) = exp (—5(z— )"z - p))

besitzt, wobei [£7!| die Determinante der Inversen der Kovarianzmatrix bezeichnet.

Falls fiir X ~ N(p,X) die Komponenten X; ~ N(u;, 0?) paarweise disjunkt sind, d.h.

so gilt /|27 = —1— und

s (2 — pi)?
0= gmgre (-5

Die Dichte f des Zufallsvektors X ist also in diesem Fall gleich dem Produkt der Randdichten
seiner Komponenten X;.
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