1.3.2.5 Hypergeometrische Verteilung

Als Referenzmodell dient die bereits bekannte Urne mit N Kugeln, von denen M Kugeln
schwarz und N — M Kugeln weift sind. Wir ziehen ohne Zuriicklegen n Kugeln, wobei unsere
Zufallsgroke X die Anzahl der entnommenen schwarzen Kugeln ist. Dann gilt:

() G
P(X =m) = ——~,
(W)

wobei max(0,n — (N — M)) <m < min(n, M) ist.

Definition 1.3.19. Eine Zufallgrofe X mit der obigen Wahrscheinlichkeitsfunktion heifst hy-
pergeometrisch verteilt und wir schreiben X ~ H(n, N, M).

P(X :m) A

=
1 2 3 5 6 7

m

0 4

Erwartungswert Der Erwartungswert fiir X ~ H(n, N, M) betragt:
M
EX =n—.
"N

Varianz Die Varianz fir X ~ H(n, N, M) betrégt:

D2X:nM<1—M)N_n.

N N/ N-1

1.3.3 Stetige ZufallsgroBen

Im Abschnitt {iber Wahrscheinlichkeitsrdume haben wir bereits die Brenndauer einer Gliihlam-
pe und die Reichweite eines Fahrzeugs bei begrenztem Treibstoffvorrat als Beispiele fiir stetige
Zufallsgrofen betrachtet. Da stetige Zufallsgréfien iiberabzéhlbar unendlich viele Werte besit-
zen und somit deren Werte ganze Intervalle der reellen Achse ausfiillen kénnen, ist es nicht mehr
moglich, die Wahrscheinlichkeit fiir jeden einzelnen Wert in einer Wahrscheinlichkeitsfunktion
auszudriicken. Jedoch kann man mit Hilfe sogenannter Dichtefunktionen die Verteilung der
Wahrscheinlichkeitsmasse auf der reellen Achse angeben und so die Wahrscheinlichkeit dafiir
charakterisieren, dass der Wert der Zufallsgrofie in einem gegebenen Intervall liegt.

31



Definition 1.3.20. Eine Zufallsgrofie X heiflt stetig, wenn es eine integrierbare reelle Funktion
f gibt, so dass fiir beliebige reelle Zahlen a < b gilt:

b
Pla< X <b) :/f(x)dx

Die Funktion f heifst Dichtefunktion der Zufallsgrofe X.

Eigenschaften von Dichtefunktionen

e f(x) >0 fiir alle x € R,

o0

3 7f f(z)dx = 1.

Das Integral ist dabei im Sinne von RIEMANN oder LEBESGUE zu verstehen. Als Dichtefunk-
tionen f treten vorzugsweise stetige und stiickweise stetige Funktionen auf, die auch schwache
Polstellen besitzen diirfen. Die Flache unter dem Graphen von f bleibt mit dem Wert 1 jedoch
stets endlich. Wegen

P(X—a)—P(aSXﬁa)—/f(x)dx—O

ist die Wahrscheinlichkeit, dass X genau einen festen Wert annimmt, immer gleich Null.

Definition 1.3.21. Die durch
Plz) = P(X < ) / () dt

definierte reelle Funktion F' heifst Verteilungsfunktion der stetigen Zufallsgrofe X.

Eigenschaften der Verteilungsfunktion

o lim F(z)=0.

P a——"
o zh_)rr;OF(:L”) =1

o 11 < xy= F(x1) < F(x2), d.h. F ist monoton wachsend (nicht notwendigerweise streng).
e Pla< X <b)=F(b)— Fla).

e F ist stetig in allen Punkten x € R.

e Falls die Dichtefunktion f in zg stetig ist, so ist F' in x¢ differenzierbar und es gilt
F'(z0) = f(z0).
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1.3.3.1 Erwartungswert und Varianz

Definition 1.3.22. Der Erwartungswert einer stetigen Zufallsgrofe X ist gegeben durch

[e.o]

EX — / 2f(z) da.

—00

EX ist eine endliche Zahl, wenn gilt
o
/ |z| f(z) dz < oo.
—00
Definition 1.3.23. Sei X eine stetige Zufallsgrofe. Der Erwartungswert einer Funktion g(X)

ist gegeben durch

Eg(X) ist eine endliche Zahl, wenn gilt

/ l9()] f(z) dz < oo.

Definition 1.3.24. Die Varianz (oder Streuung) einer stetigen Zufallsgrofe X ist wie im
diskreten Fall definiert durch
o? :=D’X :=E(X - EX)2%

Die folgenden Sétze aus Abschnitt 1.3.2.1 gelten auch fiir stetige Zufallsgrofen:

Hilfssatz 1.3.8: E(aX +b) = aEX +b.

Hilfssatz 1.3.10: D?(aX +b) = a’D?X.

Satz 1.3.11: D?X = EX? — (EX)2.

Satz 1.3.15 (TSCHEBYSCHEFF’sche Ungleichung): Fiir ¢ > 0 gilt:

2

P(|X —EX|>¢) <
( >0 <=

Beweis. Sei M :={x : |x — EX| > ¢}. Dann gilt:
D%X = /(x —EX)*f(z)dz > /(a: —EX)*f(x)dx
—00 M

> g2 / f(z)dz = *P(M) = 2P(jz — EX| > ¢).
M
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1.3.3.2 Gleichverteilung

Als erste stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung betrachten wir die recht einfache Gleichvertei-
lung. Wir nennen eine Zufallsgrofe X gleichverteilt auf dem Intervall [a, b], wenn X nur Werte
aus dem Intervall annehmen kann und diese gleichwahrscheinlich iiber das Intervall verteilt
sind. Fiir die Dichtefunktion ergibt sich also:

wobei ¢ = const eine Konstante ist. Wegen

c(b—a):/bcda::/bf(x)dx: 7f(a:)d:c:1

|
erhalten wir ¢ = ;—.

Definition 1.3.25. Ein stetige Zufallsgrofe X mit der Dichtefunktion

2 = ﬁ, x € [a,b]
f@) {O, x & la,b]

heifit gleichverteilt mit den beiden Parametern a und b.

f(z) 4

\ 4

Die Verteilungsfunktion F' nimmt offensichtlich fiir x < a den Wert 0 und fiir z > b den Wert 1
an. Fir a <z < b ergibt sich:

t | x—a

F(x):/f(t)dt:/bicldt:b_a =222

a
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also ist

0, r<a
Fl)=¢F2, a<xz<b.
1, x>b

Erwartungswert Fiir den Erwartungswert einer gleichverteilten stetigen Zufallsgrofse X erhal-

ten wir: ,
* 2 b 2 92
T T b* —a a+b

b—a)|, 2(0b-a) 2

a

Zur Berechnung der Varianz benétigen wir noch EX?2.

b B b — a? B a? + ab + b2

3(b—a) 3

Varianz Fiir die Varianz einer gleichverteilten stetigen Zufallsgrofe X erhalten wir also:

D?X = EX? (EX)Q—C”QJ”“’“’2 a?+2ab+b*  a?—2ab+b>  (a—b)?
- N 3 4 B 12 T2

1.3.3.3 Exponentialverteilung

Definition 1.3.26. Besitzt eine stetige Zufallsgrofe X die Dichtefunktion

(@) = {0’ e

Xe ™M x>0

so nennen wir X ezponentialverteilt mit dem Parameter A > 0 und schreiben X ~ Ex(\).

fx) A

\ A

Aus der Dichtefunktion f erhélt man die Verteilungsfunktion

F(x):{o, <0

1—e ™ >0
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Zusammenhang zwischen Exponential- und PoissoN-Verteilung Im Unterabschnitt {iber
die Poisson-Verteilung haben wir als Modell eine Telefonzentrale betrachtet, wobei die Zufalls-
grofe X; die Anzahl der Anrufe in einem Zeitintervall der Lange ¢ beschrieb. X; war POISSON-
verteilt mit dem Parameter . Dabei gab p die durchschnittliche Anrufanzahl pro Zeiteinheit
an. Dieses Modell kénnen wir auch nutzen, um die Exponentialverteilung zu veranschaulichen.
Betrachten wir als Zufallsgrofe T die Léange des Zeitintervalls zwischen zwei eingehenden An-
rufen, so ist T exponentialverteilt mit demselben Parameter p wie bei der POI1SSON-Verteilung.

Beispiel. In einer Telefonzentrale kommen im Mittel 20 Anrufe pro Stunde an. Gesucht ist
die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen zwei Anrufen 3 bis 6 Minuten vergehen. Rechnen wir in
Minuten, so ist p = % = % Wir erhalten dann:

PB<T<6)=F06)—F@)=(1-e%)—(1-e?)=c'-e?=0,2325.

Exponentialverteilung als Lebensdauerverteilung Wartezeiten, Reparaturzeiten und die Le-
bensdauer von Bauelementen kénnen als exponentialverteilt angenommen werden. Wie die
folgende Uberlegung zeigt, muss dabei jedoch beachtet werden, dass keine Alterungseffekte
modelliert werden kénnen: Fiir X ~ Ex()) gilt

Plxg < X < Ia _F
P(X §$‘0—|—$|X 21‘0) _ (JJ() > _I'()—i-ilf) . (fEO‘f’I’) (£B0)

P(X > xg) - 1 — F(xo)
(1 o e—/\(xo—i-x)) _ (1 - e—)\zo) ef)\xo _ ef)\(:p0+ac)
N 1— (1 — e—20) N e Ao

—1-eM=PX <),

d.h. wenn wir als Zufallsgrofie X die Lebensdauer eines Bauelements betrachten, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dass das Bauelement innerhalb einer Zeitdauer z eine Stérung aufweist,
unabhéngig davon, ob es bereits iiber eine Zeitdauer zy in Betrieb war oder ob es neu ist.

Erwartungswert Der Erwartungswert fiir X ~ Ex()\) betragt:

-z — —t\ |00 _
EX:/er dx:)\/tetdt:)\ t(—e t)0+/e tdt =5
0 0 0

In ahnlicher Weise berechnet man EX?2 = %

Varianz Die Varianz fiir X ~ Ex(\) betragt:

, 2 1 1
NN

D’X = EX? — (EX)

Beispiel. Als Zufallsgrofle X betrachten wir die Zeitdauer fiir eine PKW-Inspektion in einer
Werkstatt. Im Mittel dauert eine Inspektion 2 Stunden. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Inspektion ldanger als 3 Stunden dauert? Als Einheit fiir unsere Berechnung wéhlen

wir Stunden und es sei X ~ Ex()). Somit erhalten wir aus EX = 2 den Parameter A = % Es
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ergibt sich
P(X>3)=P(X>3)=PB<X<o0)=F(0)—F(3)=1— (1 - e_3>‘) = e % = 0,223,
d.h. in durchschnittlich 22,3 % aller Félle dauert die Inspektion langer als 3 Stunden.

1.3.3.4 Normalverteilung

Die Normalverteilung (oder auch GAuss’sche Verteilung) ist die wichtigste stetige Verteilung,
da sie in der Praxis eine Vielzahl von Anwendungen hat.

Definition 1.3.27. Besitzt eine stetige Zufallsgrofe X die Dichtefunktion

1 —e-w?
f(z) = T

2o

so nennen wir X normalverteilt mit den Parametern p und o2 (o0 > 0) und schreiben X ~
N(p, 0?).

Interpretation der Parameter Die Dichtefunktion der Normalverteilung wird aufgrund ihrer
Form als Glockenkurve bezeichnet. Glockenkurven sind symmetrische, eingipfelige Kurven mit
Wendestellen bei x = £ ¢ und einem auf der Symmetrieachse liegenden Maximum (Top der

Glocke) von \/2170' Wir nennen p € R den Lageparameter, da u die Lage der Symmetrieachse

angibt, und o2 > 0 den Formparameter, da o? den Breitenverlauf der Glockenkurve festlegt.
Bei groftem o ist die Glockenkurve breit gezogen, bei kleinem o ist sie nadelformig.

fx) A

>
>

p—o p  pto x

Verteilungsfunktion Die Verteilungsfunktion F' einer normalverteilten Zufallsgrofe ist gege-

ben durch N N
1 —(t=pw)?
F(:c):/f(t)dt:/ 2t dt.

e
2ro

F' ist nicht durch einen geschlossenen analytischen Ausdruck darstellbar. Die Funktionswerte
miissen mittels nummerischer Integration oder durch andere Techniken ndherungsweise be-
stimmt werden. Weiter unten werden wir sehen, dass es geniigt, die Werte der Verteilungsfunk-
tion fiir 4 = 0 und ¢ = 1 zu kennen. Diese sind in Tabellen erfasst.
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Erwartungswert und Varianz Fiir X ~ N(u,0?) ist der Erwartungswert EX = p und die
Varianz betrigt D?X = o2,
Standardisierung einer Zufallsgr6Be Die lineare Transformation

X -EX
D2X

Y:

einer Zufallsgrofse X heiltt Standardisierung von X. Aufgrund der Linearitét dieser Transfor-
mation besitzt Y die gleiche Verteilungsart wie X. Fiir den Erwartungswert von Y erhalten
wir

X —EX 1
EY =E = EX-EX)=0
D2X D2X ( )
und die Varianz betrégt
D2Y:EY2:E(X_EX)2: ! E(X —EX)? = D?X =1
D2X D2X D2X '

Standardisierung einer normalverteilten Zufallsgr6le Wenden wir das beschriebene Standar-
disierungsverfahren auf eine Zufallsgrofe X ~ N(u,0?) an, so erhalten wir die entsprechende
standardisiert normalverteilte Zufallsgrofe Y ~ N(0,1) mit Y = % Als Dichtefunktion der
standardisierten Normalverteilung ergibt sich

1 a2
p(r) = NGE

[ 2

und somit ist die Verteilungsfunktion

x 1 )
O(z) = / e 7 dt.

Ver

Fiir x > 0 sind die Funktionswerte von ® tabelliert. Fiir x < 0 nutzt man den aus der Symmetrie
der Glockenkurve resultierenden Zusammenhang ®(—z) =1 — ®(z).

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten In der Praxis miissen oft Wahrscheinlichkeiten des
Typs P(a < X < b) mit einer Zufallsgroke X ~ N(u,o?) berechnet werden. Durch Ausnutzung
der Standardisierung einer Zufallsgrofe fithrt man solche Berechnungen auf die Berechnung
einer Differenz zweier Werte der Verteilungsfunktion ® der standardisierten Normalverteilung
zuriick, da diese Werte in Tabellen erfasst sind:

_ X _ _ _ _
P(agxgb)zp(a o po_b u>:P<a byt u)

c -~ o 0 o o

- (54) -+ (50)
o o
Anwendung normalverteilter Zufallsgréen Stetige Fehlergrofen (Messfehler usw.) konnen

im Allgemeinen in guter Ndherung als normalverteilt angenommen werden. Die Normalvertei-
lung ist insbesondere dann fiir die Beschreibung von stochastischen Modellen geeignet, wenn
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sich die betrachtete Zufallsgrofe als Summe einer grofen Anzahl von unabhéngigen Einfliissen
ergibt (z.B. als Summe zahlreicher kleiner Fehler oder Storungen).

Satz 1.3.28 (Additionssatz). Seien X; ~ N(u;,02) fiiri =1,2,...,n vollstindig unabhingige
normalverteilte Zufallsgréfsen. Dann gilt

n n n
7 = ZXZ ~ N (ZM’ZU@‘2> )
=1 =1 =1

d.h. die Summe Z ist wieder eine normalverteilte Zufallsgrofe.

Beispiel. Der Kern eines Transformators bestehe aus 25 Blechen und 24 zwischen diesen Ble-
chen liegenden Isolierschichten. Fiir die Dicken (in Millimeter) X; der Bleche und Y; der Iso-
lierschichten gelte X; ~ N(0,8;0,04%) und Y; ~ N(0,2;0,032). Uns interessieren die folgenden
beiden Fragen:

1. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Bleche und eine Isolierschicht zusammen
dicker als 1,85 mm sind?

2. Die Spulenéffnung sei 25,3 mm breit. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Kern
zu dick ist?

Wir wissen aus dem vorhergehenden Satz, dass Z := X7 + Y] + X ~ N(1,8;0,0041) ist. Somit
erhalten wir als Antwort auf Frage 1:

Z —1.8 S 1,85 - 1,8
v/0,0041 — 4/0,0041

P(Z>185) =P ( > =1— ®(0,7809) = 0,2174.

25 24
Mit Z := > X;+ > Y; ~N(24,8;0,0616) ergibt sich fiir Frage 2:
i=1 j=1

Z —248 253 —-248
>

P(Z>253)=P
( ) (N/;o,om = /0,0616

) =1—®(2,015) = 0,022.

1.3.3.5 Schiefe und Exzess

Wir betrachten neben der Varianz 02 = D?X, d.h. neben dem zweiten zentralen Moment o
(siehe Definition 1.3.12), nun auch die dritten und vierten zentralen Momente u3 = E(X -EX)3?
und gy = E(X — EX)* einer Zufallsgroke X.

Definition 1.3.29. Sei X eine Zufallsgrofe. Dann heifien

_ s p
o* (Vi)

Schiefe von X und FEzzess von X.

v und Yo i=——3

Die Schiefe ~; ist ein Maf fiir die Asymmetrie der Verteilung, also fiir die Abweichung des
Verhaltens der Zufallsgrofie X von dem einer symmetrischen Verteilung. Da bei einer symme-
trischen stetigen Zufallsgrofe X fiir alle z € R f(u — x) = f(u + x) gilt, wobei z = p = EX
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die Symmetrieachse der (symmetrischen) Dichtefunktion f ist, erhalten wir

00 n 0o
i =B(X ~EXP = [ (@ f@do= [@-ni@det [@-nio)ds
—00 —0o0 14
:—/xSf(u—x)dx—i—/x?’f(u—i—x)dx:0
0 0

und somit ist die Schiefe v einer symmetrischen Zufallsgrofe gleich Null.

Der Exzess g ist ein Maf fiir die Abweichung der Zufallsgrofie X von der Normalverteilung.
Den Quotienten % nennt man Wolbung. Der Exzess ist also die um 3 verminderte Wélbung.
Wie wir weiter unten sehen werden, gilt fiir eine normalverteilte Zufallsgroke py = 3. Somit

ist der Exzess einer normalverteilten Zufallsgrofse gleich Null.

Satz 1.3.30. Schiefe und Exzess einer Zufallsgréfie X bleiben bei Standardisierung unverdndert,
d.h. mit Y = 222 gilt 41 (X) = 31 (Y) und v2(X) = v2(Y).

[

Beweis. Da Y eine standardisierte Zufallsgrofe ist, gilt EY = 0 und D?Y = 1. Somit erhalten
wir

E(Y — EY)3 X —pu\® EX-EX)?
71(Y):3:EY3:E( > 272;271()().
(VDY)
Der Beweis fiir v, erfolgt analog. O

Satz 1.3.31. Euxistieren fiir eine Zufallsgriffe X die ersten vier zentralen Momente, so gilt
Y2 > - 2.
Satz 1.3.32. Sei X ~ N(u,02) eine normalverteilte Zufallsgrife. Dann gilt fir k =1,2,. ..

2k)!
Hok—1 = 07 Mok = (2kk’)' U2k

und y1 = v2 = 0.

1.3.3.6 Die charakteristische Funktion

Zur Charakterisierung der Verteilung einer Zufallsgrofse X kann neben der Verteilungsfunkti-
on F(z) auch die (komplexwertige) charakteristische Funktion ¢x(t) verwendet werden. Wir
betrachten dies fiir stetige Zufallsgrofsen X.

Definition 1.3.33. Sei X eine stetige Zufallsgrofse. Dann heifst

ox(t) = Ee'¥ (t e R)
= / e f(z)da

charakteristische Funktion von X . Dabei bezeichnet f(x) die Dichtefunktion von X.
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Bemerkung.  a) Aus der trigonometrischen Darstellung einer komplexen Zahl folgt

ex(t) =E(costX +isintX) = EcostX +i EsintX

Realteil Imaginérteil
— Jex(®< [ | f@)de=$ [ fe)de=1 WeR
-0 S~~~ —c0

=4/ cos? p+sin? p=1
b) ¢x(t) = ox(—t) = EcostX + iEsintX

¢) Sei Y = aX + b. Dann ist gy (t) = BEe(@X+b) = ¢itbEeitaX — cithy, \ (qt)

Speziell bei der Standardisierung: b = —£, a = % = py(t) = e_HTit(pX(t

o’ o

d) ¢x(t) ist eine gleichmékig stetige Funktion, d. h. es gilt

lox(t) — ox(t')| < &, sobald |t — t'| < d(¢)
z—it)?
Beispiel. Sei X ~ N(0,1). Unter Benutzung des komplexen Integrals ffooo 67( = dx = 27
gilt

oo oo

i 1 a? 1 L2
QOX(t) = /eltx e 2dr = —— en‘/xde;C
Vr 27

—00 —0o0

1 / ,(m—;w? *éd
= — e e Xz
V2T

oo
t2

= e 2
Daraus berechnet man die charakteristische Funktion fiir X ~ N(u,0), X = 0 X + p:

pg(t) = e"ox(ot)

02t2

= eitue_ 2
. 0'2t
= (reellwertig fiir )

Die charakteristische Funktion wird zudem zur Berechnung von Momenten genutzt:

o

ex(t) = /eimf(:r)dx

S(t) = / iz f(z)de

o (0) = i/xf(x)dx:iEX =m; =EX =

—00
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Analog folgt:

Bemerkung.

Beispiel. Sei X ~ N(u, o) eine normalverteilte Zufallsgrofe. Die zugehérige charakteristische
Funktion ist

0'2152

px(t) =™ 2

und die erste Ableitung ist

@'y (t) = (ip — o’t)e’

Mit obiger Formel berechnet sich der Erwartungswert durch

sowieso analog die Varianz als D?X = ¢2.

Die charakteristische Funktion ist auch interessant fiir Summen von Zufallsgrofen:

Satz 1.3.34. Secien X undY stochastisch unabhdangige Zufallsgréfien mit den charakteristischen
Funktionen @x(t) und py(t). Dann gilt fir die charakteristische Funktion der Zufallsgrofie
Z=X+4+Y

ez(t) = ex(t)ey ().
Beispiel. Seien X ~ N(ux,0%) und Y ~ N(uy,o0%) normalverteilte Zufallsgrofen mit den
) 02 i2 2 2
charakteristischen Funktionen oy (t) = e#x*~ % und @y (t) = e™'="2 . Dann folgt

' (02 402 )2
prlt) = et S0

=7 ~ N(ux+py,0% +0y).
Satz 1.3.35. Euxistieren alle Momente, so gilt

ox kaf
k=1

o0

k=0



falls die charakteristische Funktion in to = 0 in eine Potenzreihe entwickelt werden kann.
Bemerkung. Die charakteristische Funktion ist die Fourriertransformierte der Dichtefunktion.
Die Riicktransformation ist moglich:

00
1

fx(@) = o e py (t)dt.

—00

1.4 Das Gesetz der groBen Zahlen und Grenzverteilungssatze

In vielen Anwendungen, vor allem in der mathematischen Statistik, treten Folgen von Zufalls-
grofen X, Xo,..., X, und deren Linearkombinationen

Y, =a1 X1 +asXo+ -+ ap, X,

auf. Dabei gilt nach Hilfssatz 1.3.14

n
EY, = Z a;EX;
=1

und, falls X1q,..., X, vollstdndig unabhéngig sind,

D%V, = zn: a?D?*X;.

i=1

Definition 1.4.1. Die Zufallsgrofen X1, ..., X, heiflen unabhdingig und identisch verteilt oder
vom Typ i.i.d. (von ,independent and identically distributed®), wenn sie vollstdndig unabhéngig
sind, identische Verteilungen aufweisen und die Erwartungswerte und Streuungen existieren. Es
gilt also

EX,=---=EX, = pueR, DX, =--- =D?X,, =: 0% < .

Sind X1, ..., X, Zufallsgrofen vom Typ i.i.d. und ist

X, - X1+ + X,
n
ihr arithmetisches Mittel, so gilt
EX :ilﬂzﬂ D*X :iiﬁ: ‘12. (1.4.1)
! im1 " ’ ! i=1 n? n

1.4.1 Das Gesetz der grollen Zahlen

Satz 1.4.2 (schwackles Gesetz der grofen Zahlen). Sind Xy,..., X, Zufallsgrifien vom Typ
i.5.d. und ist p = EX,, = EX; deren einheitlicher Erwartungswert, so gilt fir alle € >0
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d.h. das arithmetische Mittel X,, konvergiert fiir wachsendes n im Sinne der Wahrscheinlichkeit
gegen den einheitlichen Erwartungswert der Zufallsgrofien X1, ..., X,.

Beweis. Mit 02 = D2X; = --- = D?X,, erhalten wir aus der TSCHEBYSCHEFF’schen Unglei-
chung und den Formeln (1.4.1):

2v 2
P(IXy—p<e)=1-P(|Xy—EX,|>e)>1-22n 1 ©

- g2 ne?’
Fiir n gegen unendlich ergibt sich also:
_ o2
1> lim P (| X, —pl<e)> lim (1—2>:1. O
n—00 n—00 ne

Am Ende von Abschnitt 1.3.2.1 haben wir die Aussiige des obigen Satzes bereits verwendet,
um zu zeigen, dass die relative Haufigkeit H,(A) = X,, eines Ereignisses A fiir wachsendes n
(Versuchsanzahl) gegen die Wahrscheinlichkeit p = P(A) strebt. Dabei waren X7, ..., X, mit
X — 1, wenn A im i-ten Versuch eintritt

C 0, wenn A im i-ten Versuch nicht eintritt

Zufallsgroken vom Typ i.i.d. und es galt 4 = EX,, = p und 02 = D?X,, = w. Also ist nach
obigem Satz

lim P(|H,(A) —p| <e)=1.

n—oo
Beispiel. Uns interessiert, wie viele Versuche zu einer Zufallssituation durchgefiihrt werden
miissen, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % die relative Haufigkeit H,,(A)
und die Wahrscheinlichkeit p = P(A) eines Ereignisses A bis zwei Stellen nach dem Komma
iibereinstimmen. Wir setzen also ¢ = 0,005 und erhalten mit p(1 —p) = —(p — 3)? + 1 < 1
analog zum obigen Beweis:

D?(H,(A)) p(1—p) 1 10000
P(lH,(A) —p|<eg)>1l—-—F———=1—-"—-+2>1-— =1- .
(| n( ) p| = 5) 82 n€2 — 4n€2 n
Wenn fiir ein n die Gleichung 1 — % = 0,95 erfiillt ist, so kénnen wir also sicher sein, dass

P(|H,(A) — p| <€) > 0,95 gilt. Wir erhalten somit als Lésung n = 200000 (oder grofer). Wie
wir weiter unten sehen werden, ist diese Abschétzung sehr grob.

1.4.2 Grenzverteilungssitze
1.4.2.1 Zentraler Grenzverteilungssatz

Das schwache Gesetz der groften Zahlen liefert nur eine Aussage iiber den stochastischen Grenz-
wert des arithmetischen Mittels X, einer Folge von Zufallsgroken Xi,..., X,. In vielen An-
wendungen wird aber auch die Grenzverteilung des standardisierten arithmetischen Mittels

g = An —BXn  Xoop Xop o
D2X, v o

n —

bendtigt.
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Satz 1.4.3 (Zentraler Grenzverteilungssatz von LINDEBERG /LEVY). Sei X,, das arithmetische
Mittel einer Folge X1, ..., X, von Zufallsgréfien vom Typ i.i.d., p = EX; € R und 0 < o? =
D2X < co. Weiter sei Fy,(x) die Verteilungsfunktion der Zufallsgréfie Y, = @\/ﬁ, d.h.

Foo) = P (R <) < p (Kb TR

no?

fiir alle x € R. Dann gilt fir alle x € R

nl;rgo F.(z) = ®(x),
wobei @ die I_/erteilqusfunktion der standardisierten Normalverteilung bezeichnet. Die Stan-
dardisierung Y, von Xy, ist also asymptotisch N(0, 1)-verteilt (Schreibweise: X, ~ N(0,1)).

Anwendung Das arithmetische Mittel einer Folge von Zufallsgrofien kann also in guter Nahe-
rung als normalverteilt angenommen werden. Somit motiviert der zentrale Grenzverteilungssatz
die Annahme, dass eine durch Uberlagerung zahlreicher unabhéingiger Einzeleinfliisse entste-
hende Zufallsgrofe (z.B. Messfehler) als normalverteilt aufgefasst werden kann.

1.4.2.2 Grenzverteilungssatz von MOIVRE /LAPLACE

Wir betrachten nun einen Spezialfall des zentralen Grenzverteilungssatzes. Zu einer Zufallssitua-
tion werden n Versuche durchgefiihrt, wobei die Zufallsgrofen X; angeben, ob das Ereignis A im
i-ten Versuch eingetreten ist (X; = 1) oder nicht (X; = 0). Wir setzen p = P(A) = P(X; = 1)
und Y, = X1+ - -+ X,,. Die Zufallsgrofte Y,, gibt also an, wie oft das Ereignis A bei n Versuchen
eingetreten ist. Es gilt Y, ~ B(n,p) und somit EY;, = np und D?Y,, = np(1 — p). Fiir geniigend
groRe n erhalten wir mit X, = 1t=dXn — };;’ aus dem zentralen Grenzverteilungssatz die

n
Beziehung

X B Y, —np Y, — EY,
\/DZX \/ 1— \/np(l —p) VD%, '

d.h. Y,, & N(np,np(l — p)). Damit haben wir die Aussage des Grenzverteilungssatzes von
MoOIVRE/LAPLACE hergeleitet.

N(0,

Satz 1.4.4 (Grenzverteilungssatz von MOIVRE/LAPLACE). Sei X ~ B(n,p) eine binomi-
alverteilte Zufallsgroffe und Fy(x) die Verteilungsfunktion der standardisierten Zufallsgrofie
Y = %. Dann gilt fiir alle v € R

np(1—p

lim F,(z) = ®(z),

wobei © die Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung bezeichnet. Die binomi-
alverteilte Zufallsgrofie X ist also asymptotisch N (np,np(1 — p)) verteilt.

Faustregel Der Grenzverteilungssatz von MOIVRE/LAPLACE ist in guter Ndherung anwend-

bar, wenn np(1 — p) > 9 gilt. Selbst fiir np(1 — p) > 4 erhélt man noch eine brauchbare
Néherung.
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Anwendung Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ist bei binomialverteilten Zufallsgro-
fen extrem rechenaufwéindig. Mit Hilfe des obigen Satzes kann man diese aufwéndigen Rech-
nungen auf die einfacher handhabbare Normalverteilung zuriickfiihren.

Beispiel. Nun haben wir eine weitere Moglichkeit zur Losung des Problems aus dem vor-
hergehenden Beispiel. Gesucht war die Versuchsanzahl n, die benétigt wird, damit mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % die relative Haufigkeit H,(A) und die Wahrschein-
lichkeit p = P(A) eines Ereignisses A bis zwei Stellen nach dem Komma tibereinstimmen. Wir
suchen also ein n, so dass P(|H,(A) — p| < &) > 0,95 gilt, wobei ¢ = 0,005 ist. Unter Verwen-
dung des Grenzverteilungssatzes von MOIVRE/LAPLACE und den Bezeichnungen aus dessen
Herleitung erhalten wir zunéchst:

P(|Hn(A) —pl <) = P(|X, — p| <€) = P(|Y,, — np| < ne)
_ Y,—np ne
_P< )|~ np(l—p)>
p ( —ne < Y, —np < ne >
Vnp(L=p) ~ /np(1—p) = /np(1—p)
() () - () -
p(1 —p) p(1 —p) p(1 —p)

Es muss also 2@ ( v/ne > — 1> 0,95 gelten, d.h. ® < v/ne ) > 0,975. Dies ist dquivalent

p(1-p) p(1-p)

;ﬁip) > 1,96. Da p(1 —p) = —(p — %)2 + % < %, ist letztere Beziehung erfiillt, wenn

2y/ne > 1,96 gilt. Als Ergebnis erhalten wir also n = 38416 (oder grofer). Diese Abschéitzung ist
deutlich besser als die vorhergehende, die wir mit Hilfe der TSCHEBYSCHEFF’schen Ungleichung
erhalten hatten.

Methode der Stetigkeitskorrektur Mit der hier vorgestellten Methode erhélt man bessere
numerische Ergebnisse bei Verwendung des Grenzverteilungssatzes von MOIVRE /LAPLACE zur
néherungsweisen Berechnung von Wahrscheinlichkeiten der Form P(a <Y, < b) einer binomi-
alverteilten Zufallsgrofe Y;, ~ B(n,p), wobei a und b positive ganze Zahlen sind. Es gilt also
Y, ~ N(np,np(1 — p)). Die Idee der Methode der Stetigkeitskorrektur ist, die Grenze a um 3
zu verringern und b um % zu erhchen. Wir erhalten also:

b+ 1 _1_
SYn§b+%):(I) b5 —mp _ & 4= =" )
np(1 —p) np(1 —p)
Beispiel. Wir wollen nun die Verbesserung der Ergebnisse durch die Methode der Stetigkeits-
korrektur an konkreten Zahlen demonstrieren. Sei dazu Y,, ~ B(100;0,25), a = 15 und b = 30.
Da np(1 — p) = 18,75 > 9 gilt, ist der Grenzverteilungssatz von MOIVRE/LAPLACE in guter

Néherung anwendbar. Es gilt also Y;, ~ N(25;18,75). Als exaktes, aber sehr rechenaufwéindiges
Ergebnis erhalten wir:

P(a<Y, <b)~ P(a-—

N |—

30
P(15 <Y, <30) = > 0,25%0,75'"% = 0,8908.
k=15
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Ohne Stetigkeitskorrektur liefert die standardisierte Normalverteilung;:

15 — 25 30 — 25
P(15 <Y, <30)~ ® ) = 0,8645.
(15 < ¥y < 30) <F8,75> (W&%)

Unter Verwendung der Methode der Stetigkeitskorrektur erhalten wir:

14,5 — 25 30,5 — 25
P(145<Y, <305) ~® | ——22) — o [ 222 —22) =0,8003.
(14,5 < Yn < 305) ( VIS5 ) ( VI8 75 )

Wir sehen also deutlich, dass durch die Methode der Stetigkeitskorrektur eine bessere Naherung
erreicht wird.

1.4.2.3 Grenzverteilungssatz von POISSON

Wir haben bereits zur Herleitung der Wahrscheinlichkeitsfunktion der PoOISSON-Verteilung
einen Zusammenhang zwischen Binomial- und POI1SSON-Verteilung hergestellt. Allgemeiner er-
halten wir den folgenden Satz.

Satz 1.4.5 (Grenzverteilungssatz von POISSON). Gegeben sei eine Folge von binomialverteilten
Zufallsgrofen Y, ~ B(n,p,) mit p, — 0 und np, — X\ > 0 fiir n — co. Dann gilt

lim P(Y, = k) =m\(k),

n—oo

d.h. die Zufallsgrofien Y, sind asymptotisch POISSON-verteilt mit dem Parameter \.

Bewets. Es gilt

lim P(Y, =k)= lim <n>pﬁ (1—pp)"*
n—»00 n—oo \ k
— lim n(n — - (n—k+1) (np,)* (1 _ npn)” 1
n—00 nk k! n (1 —pn)k
~~ —— N —
—1 LAk e ]
)\k:
ﬁ@ = TF)\(IC)

O]

Faustregel Den Grenzverteilungssatz von POISSON kann man ohne Bedenken anwenden, wenn
die Ungleichungen np < 10 und 1500p < n erfiillt sind.

Anwendung Wie der Grenzverteilungssatz von MOIVRE/LAPLACE, so verringert auch der
Grenzverteilungssatz von P0OISSON den Rechenaufwand bei einer binomialverteilten Zufalls-
grofle erheblich. Sollte der Parameter p der Binomialverteilung zu klein sein, um mit dem
Grenzverteilungssatz von MOIVRE/LAPLACE eine ausreichend gute Ndherung zu erzielen, so
kann der Grenzverteilungssatz von POISSON genutzt werden.

Beispiel. Fiir eine binomialverteilte Zufallsgrofse X ~ B(100;0,01) soll die Wahrscheinlichkeit
P(2 < X < 10) berechnet werden. Wegen np(1 — p) = 0,99 < 4 sollte der Grenzverteilungs-
satz von MOIVRE/LAPLACE nicht genutzt werden. Jedoch liefert der Grenzverteilungssatz von
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PoOISSON eine gute Néherung, da np =1 < 10 und 1500p = 15 < 100 = n. Wir erhalten somit
als Naherung

10
P2< X <10) =) m(k)=0,264241.
k=2

Exakte Rechnung ergibt

10
100
P2<X<10)=) ( L )0,01’“0,99100—’f = 0,264238.
k=2

1.4.2.4 Bemerkung zur hypergeometrischen Verteilung

Es lassen sich auch Grenzverteilungssétze fiir eine hypergeometrisch verteilte Zufallsgrofe X ~
H(n, N, M) formulieren. Wenn z.B. N — oo, M — oo und % — p fiir n — oo gilt, so nutzt
man die Ndherung

YO (m) et
P(X =k) = “—g—= =~ |, |p"(1—=p)"7",
(n) k

n
d.h man ersetzt die hypergeometrische Verteilung ndherungsweise durch eine entsprechende
Binomialverteilung. Es gibt jedoch keine handhabbaren Faustregeln fiir die Nutzung dieser
Approximation. Um die so erhaltene Binomialverteilung auszuwerten, kann man dann den
Grenzverteilungssatz von MOIVRE/LAPLACE oder den Grenzverteilungssatz von POISSON ver-
wenden.

1.5 Mehrdimensionale Verteilungen

Bisher wurden ausschlieflich reellwertige, d.h. eindimensionale, Zufallsgrofien betrachtet. Wir
haben also stets nur ein Merkmal des zu beobachtenden Objekts bei unseren Untersuchungen
beriicksichtigt. Haufig sind aber bei praktischen Modellierungsproblemen mehrere Merkmale
der Beobachtungsobjekte gleichermafien von Interesse. Somit bendtigen wir mehrdimensionale
Zufallsgrofen.

1.5.1 Einfiihrung

Definition 1.5.1. Sei X = (Xi,Xo,...,X,,) eine Zusammenfassung von n Zufallsgrofen
X1,Xo,...,X,,. Dann heifst das Objekt X n-dimensionale ZufallsgrifSe oder zufdlliger Vektor.

Definition 1.5.2. Die durch
F(xy,...,2p) = P(X1 <w1,..., X5 < Tp)

fir alle Vektoren (x1,...,z,) € R™ definierte reelle Funktion F' heift Verteilungsfunktion des
zufilligen Vektors X = (X1,...,Xn).

Wir werden im Folgenden nicht immer den allgemeinen Fall X = (X7,...,X,,) betrachten,
sondern uns auf n = 2, d.h. X = (X,Y), beschrinken, wenn dies das Versténdnis erleichtert.
Ein Grofteil der Aussagen gilt dann analog fiir allgemeines n.
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