1.3 ZufallsgroBen und Verteilungsfunktionen

1.3.1 Einfiihrung

Vielfach sind die Ergebnisse von Zufallsversuchen Zahlenwerte. Haufig méchte man aber auch in
den Fillen, wo dies nicht so ist, Zahlenwerte zur Charakterisierung der Ergebnisse von Zufalls-
situationen verwenden. Dies geschieht mit Hilfe von Zufallsgréften X, indem jedem Ergebnis w
aus der Ergebnismenge Q) eine relle Zahl X (w) als Wert der Zufallsgrofe zugeordnet wird.

Definition 1.3.1. Sei (©2,2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum zu einer festen Zufallssituation.
Dann heifit eine Abbildung X : Q — R Zufallsgrifie oder Zufallsvariable iiber (2,21, P), wenn
fiir alle Intervalle I C R gilt:

{lwe: X(w)el}eql

Fiir die Wahrscheinlichkeit P({w € € : X (w) € I}) schreiben wir verkiirzt P(X € I).

Beispiel. In einer Hithnerhaltung wird das Gewicht von Eiern in Gramm ermittelt. Das Ge-
wicht w eines Eies ist eine zuféllige positive reelle Zahl. Die Zufallsgrofie X = X (w) ordnet den
Eiern eine der drei Gewichtsklassen 1, 2 oder 3 zu:

1, w<40
X(w):=4¢2, 40<w<60.
3, w>60

Beispiel. Beim Werfen zweier idealer Wiirfel erhélt man die Ergebnismenge
Q={(i.j) 4,5 € {1,2,3,4,5,6}}.
Die Augensumme X (w) := i+ j ist dann eine Zufallsgrofe.

Beispiel. Es wird die Lebensdauer von n Gliihlampen betrachtet, wobei w; die Brenndauer
der i-ten Gliithlampe in Stunden bezeichnet. Haben also

Q={w=(w1,...,wn) 1 w; >0}
als Ergebnismenge. Sowohl X (w) := wy (Lebensdauer der k-ten Glithlampe) als auch X (w) :=
@itetn (mittlere Lebensdauer der Glithlampen) stellen Zufallsgrofen dar.
1.3.2 Diskrete ZufallsgroBen

Definition 1.3.2. Eine Zufallsgrofse X heifit diskret, wenn sie nur endlich oder abzéhlbar
unendlich viele Werte annehmen kann.

Definition 1.3.3. Sei X eine diskrete Zufallsgrofe mit den Werten z1,z3,... (endlich oder
abzéhlbar unendlich viele) und p; := P(X = x;). Dann heift die Zuordnung z; — p; Wahr-
scheinlichkeitsfunktion der Zufallsgrofe X.

Eine diskrete Zufallsgrofe wird vollstdndig durch ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion bestimmt.

Beispiel. Beim Werfen eines idealen Wiirfels ist die Anzahl der moglichen Augenzahlen x;
endlich. Somit kann man die Wahrscheinlichkeitsfunktion als Tabelle darstellen.
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i |1 2 3 45 6
|1 2 3 4 5 6
. 1 1 1 1 1 1
Pils 6 6 6 6 6

Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsfunktion
e 0< bi < 1a
b sz = 17
(2

e Pa<X<b)= > pi

a<z;<b

Definition 1.3.4. Sei X eine Zufallsgrofe. Dann heift die Funktion F(z) := P(X < x)

Verteilungsfunktion von X. Fiir eine diskrete Zufallsgrofse X mit den Werten x1, xo, . .. gilt also
r;<x

Bei diskreten Zufallsgrofen ist die Verteilungsfunktion immer eine reine Treppenfunktion.
Die Punkte x; kennzeichnen die Sprungpunkte und die Werte p; die zugehorigen Sprunghohen.

Eigenschaften der Verteilungsfunktion

o lim F(z)=0,

T—r—00

o lim F(x)=1,

T—r00

o 11 < xy= F(x1) < F(x2), d.h. F ist monoton wachsend (nicht notwendigerweise streng),

e lim F(z)= F(xg), d.h. F ist linksseitig stetig.

r—xo—0

Bekannte Zahlenreihen Wir setzen die folgenden drei Zahlenreihen als bekannt voraus und
werden sie im Weiteren benutzen:

00 A 1
> oal = T fir fo] <1, (1.3.1)

Ooz:O :
D it = a7 fiir || <1, (1.3.2)

. =1 ,
Zi(i—l)xi_2 = =P fir |z| < 1. (1.3.3)

1.3.2.1 Erwartungswert und Varianz

Beispiel. Eine neue Maschine zur Produktion elektronischer Bauteile wird iiber eine Dauer
von n Tagen getestet, um herauszufinden, wie viele fehlerfreie Teile sie im Durchschnitt am
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Tag liefert. Dabei bezeichne n; die Anzahl der Tage, an denen genau 4 funktionstiichtige Teile
hergestellt wurden. Es gilt also ) .2 n; = n und wir erhalten als Ergebnis

oo n: oo o
' Oi# = Z%z’Hn(X = i) nzoo, Z;ip(x =i).
1= 1= 1=

Definition 1.3.5. Ist p; = P(X = z;) die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Zufalls-
grofe X, so wird
EX = Z Tipi
i

Erwartungswert oder Mittelwert der Zufallsgrofe X genannt. Der Erwartungswert ist eine end-
liche reelle Zahl, falls gilt
Z |zi|pi < o0.
i

Beispiel. Beim Wiirfeln mit einem idealen Wiirfel sei X die gewiirfelte Augenzahl. Dann ist

d.h. im Mittel wird die Augenzahl 3,5 erreicht.

Neben dem Erwartungswert fiir eine Zufallsgroffe X kann auch der Erwartungswert von
Funktionen g(X) einer Zufallsgrofe X betrachtet werden, z.B. fiir g(X) = X? oder g(X) =
sin(X).

Definition 1.3.6. Ist p; = P(X = z;) die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Zufalls-
grofe X, so wird

Eg(X) =3 g(xp

Erwartungswert der Funktion g(X) genannt. Der Erwartungswert einer Funktion ist eine end-
liche reelle Zahl, falls gilt

S Lol < oo.

Definition 1.3.7. Die Grofe
0% :=D?X := E(X — EX)?

heift Varianz (oder Streuung oder Dispersion) der Zufallsgrofe X und gibt die mittlere qua-
dratische Abweichung der Zufallsgrofe X von ihrem Erwartungswert EX an. Die Grofke o :=
VD2X heikt Standardabweichung der Zufallsgrofe X.

Beispiel. Wir betrachten nochmals das Wiirfeln mit einem idealen Wiirfel (siehe vorherge-
hendes Beispiel). Haben also EX = 3,5. Setzen wir g(X) := (X — EX)2, so erhalten wir als
Varianz der Zufallsgrofe X

6 6
D’X =E(X - EX)’ =Eg(X) =Y —g(i) = % > (i-35)% =292
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Die Standardabweichung betragt somit o = 1,71.

Hilfssatz 1.3.8. Fir eine Zufallsgréfse X gilt mit a,b € R:
E(aX 4+ b) =aEX + 0.
Beweis (fir diskrete Zufallsgrofien).

E(aX +b) :Z ax; + b)p; = Zaxlpz—}—prz —aZavlpl—{—prz =aEX + 0.

\—v—/ \v-/
EX 1

Hilfssatz 1.3.9. Fir zwei Funktionen f(X) und g(X) einer Zufallsgrifie X gilt:
E(f(X) +9(X)) = Ef(X) + Eg(X).

Beweis (fir diskrete Zufallsgrofien).

BU(X) +9(00) = S0/ + g(a)pi = 3wl + S olwps = BFCO) + By(X).

i

Hilfssatz 1.3.10. Fir eine Zufallsgrofie X gilt mit a,b € R:
D?(aX +b) = a’D*X.
Bewets.

D?(aX +b) = E(aX +b— E(aX 4+ 0))? = E(aX — adEX)? = ¢’E(X — EX)? = ¢’D?X.
——
aEX+b

Satz 1.3.11. Fiir eine Zufallsgrifie X gilt:
DX = EX? — (EX)2.
Bewets.

D?X = E(X - EX)?=E(X? - 2XEX + (EX)?)
= EX? - E(2XEX)+(EX)? = EX? - (EX)>.
———

2(EX)?2

Definition 1.3.12. Die Grofen
mi = EX*

fiir k =1,2,... heifen k-te Momente der Zufallsgrofe X und die Grofsen

e = B(X —EX)
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fir kK =1,2,... heifen k-te zentrale Momente der Zufallsgrofe X.

Offensichtlich ist m; = EX und py = E(X — EX)? = D2X. Weiterhin gilt u; = E(X —
EX) = EX — EX = 0 und nach Satz 1.3.11 ist ug = my — m3. Hiufig wird fiir den Erwar-
tungswert m; = EX ebenfalls das Symbol p verwendet.

Definition 1.3.13. Eine Folge von Zufallsgrofen Xy, Xo, ..., X, heilst vollstandig unabhdingig,
wenn sich der zuféllige Charakter aller beteiligten Zufallsgréfen nicht beeinflusst.

Hilfssatz 1.3.14. Seien X1, ..., X, n Zufallsgroffen mit endlichen Erwartungswerten EX; und
endlichen Streuungen D?X;. Dann gilt fiir beliebige reelle Zahlen a;:

E(a1 X1+ - +an X)) = a1 EXy + - + 0, EX,,.
Falls die Zufallsgrofien X1,..., X, vollstindig unabhdingig sind, gilt aufSerdem:
D¥*(a1 X1 4 -+ apXy) = a?D2X; + --- + a2D%X,,.

Satz 1.3.15 (TSCHEBYSCHEFF’sche Ungleichung). Fir alle € > 0 gilt:

2
P(|X —EX|>¢) <

e2

Setzt man k = = <, so erhalt man:

1
P(|X —EX| > ko) < 72
Beweis (fir diskrete Zufallsgrifien). Sei M = {i : |x; — EX| > ¢}. Dann gilt
DX =) (2, —EX)’p; > Y (2, —EX)’p; > Y p; =e*P(|X — EX| > ¢)
i ieM €M

und somit ist )

P(IX ~EX|>¢) < —

O]

Nachweis der schwachen Konvergenz der relativen Haufigkeit Wir werden nun die TSCHE-
BYSCHEFF'sche Ungleichung zum Nachweis der schwachen Konvergenz (Konvergenz im Sinne
der Wahrscheinlichkeit) der relativen Haufigkeit eines Ereignisses gegen die Wahrscheinlichkeit
dieses Ereignisses nutzen.

Dazu realisieren wir n unabhéngige Versuche zu einer Zufallssituation mit dem Wahrschein-
lichkeitsraum (2,2, P). Hy(A) sei die relative Haufigkeit des Eintretens eines Ereignisses
A € 2. Zu zeigen ist nun, dass H,(A) in einem gewissen Sinn gegen die Wahrscheinlichkeit
p := P(A) strebt. Wir setzen

X — {1, wenn A im i-ten Versuch eintritt
1

0, wenn A im i-ten Versuch nicht eintritt
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und erhalten somit eine Zufallsgrofe

X, = Hp(A) = M

Aus P(X; =1) =pund P(X; =0) =1 —p folgt

EX;=1p+0(1—-p) =p,
EX? = 1%p+0*(1 - p) = p,
D’X; =EX}? — (EX;)> =p—p® =p(1—p)

und nach Hilfssatz 1.3.14 gilt
_ 1 1 1
n n n
und ebenfalls nach Hilfssatz 1.3.14 ist

o 1 1 1 1—
D2Xn:—2D2X1+~--+72D2Xn:n.ﬁp(l_p):u_
n n n n

Die TSCHEBYSCHEFF’sche Ungleichung liefert somit

DZXTL _ p(l _p)

P(|Ho(A) — P(A)] > €) = P(|1X,, — EX,| > ¢) <

g2 ne2
und daraus erhalten wir
lim P(|H,(A) — P(A)| >¢) < lim M =0
n—oo n T n—oo n52 ’

d.h. H,(A) strebt fiir n — oo gegen P(A) (Konvergenz im Sinne der Wahrscheinlichkeit):

stoch

Hy(A) P(A).

n—o0

1.3.2.2 Geometrische Verteilung

Als erste diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung wollen wir die recht einfache geometrische Ver-
teilung und ihre Kenngrofsen betrachten und an ihr die Verwendung der obigen Begriffe de-
monstrieren.

Als Standardbeispiel fiir die geometrische Verteilung dient ein Automat, der sofort anhilt,
wenn er ein fehlerhaftes Teil produziert hat, wobei die Qualitdt der einzelnen Teile von den
anderen Teilen unabhéngig ist. Wir verwenden die folgenden Bezeichnungen:

Wahrscheinlichkeit p — Wahrscheinlichkeit, dass ein Teil fehlerhaft ist;
Zufallsgrofe X — Anzahl der produzierten fehlerfreien Teile;

Ereignis A; — i-tes produziertes Teil ist defekt.
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Also ist P(A4;) = p und P(A;) =1 — p. Somit ergibt sich

P(X =0) = P(Ay) = p,

P(X =1)=P(A1NAy) = (1—p)p,

P(X =2) = P(A{ N 43N A3) = (1-p)°p,
P(X =3)=P(A NA;NA3N Ay = (1 - p)°p,

und allgemein erhalten wir als Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(X=i)=p(1-p)' (i=0,1,2,...).

Definition 1.3.16. Ein diskrete Zufallsgrofe X mit der obigen Wahrscheinlichkeitsfunktion
heilst geometrisch verteilt mit dem Parameter p.

Wie bereits am Anfang des Abschnitts tiber diskrete Zufallsgrofien erwéhnt, muss fiir diskrete
Zufallsgrofen zum einen 0 < P(X = ;) < 1 und zum anderen ), P(X = z;) = 1 gelten.
Ersteres ist offensichtlich bei der geometrischen Verteilung erfiillt:

0<p(l—p) <L

Und auch die zweite Eigenschaft gilt:

p(l=p)=p- ) Q1-p)=p —F—====1
; ; 1-(1-=p) p
—_———
geometrische
Reihe

HDUTTTT

X

Beispiel. Fiir das Zahlenbeispiel p = 0,01 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir gesucht, dass we-
nigstens 50 fehlerfreie Teile produziert werden. Wir erhalten

o o o
P(X250)= > p(l—p)' =p(l—p)*° Y (1) =p(l-p)*° Y (1-p)
i=50 i=50 =0
1
=p(1 —p)0— = (1 - p)* = 0,99°° = 0,605.

1-(1-p)
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Erwartungswert Wir berechnen nun den Erwartungswert einer geometrisch verteilten Zufalls-
grofe:

EX =) iP(X =i) =" ip(l-p)
=0 1=0
=p(1-p) {001 —p)~" +;i(1 -
=0 B
1
=p(1 _p)(l—(l——p))2 (nach Formel (1.3.2))
_Ll=p
o

Beispiel. Fiir p = 0,01 produziert die Maschine also im Mittel g’g? = 99 fehlerfreie Teile.

Fiir die Berechnung der Varianz benétigen wir neben EX auch noch die Groke EX?:

EX* =3 i®p(1—p)' =) (—ip(l—p)'+ ) ip(1-p)
=0 =0 =0

EX

=p(1-p)* |01 =p) 2 +0(1 —p)~* +§:z’(z‘ -1)(1-p)? | +EX
=2

1=0 1=1

=p(1— p)2p23 +EX (nach Formel (1.3.3))
20-p)?® 1-p_ (p—1-2)

p? p p?

Varianz Die Varianz einer geometrisch verteilten Zufallsgrofe ist somit:

o_(p=D=-2 (@1-p°® 1-p

DX = EX? - (EX
(BX) p? p? p?

1.3.2.3 Binomialverteilung

Beispiel. Ein Automat erzeugt nacheinander Teile mit einer Ausschusswahrscheinlichkeit von
jeweils p = 0,01. Die Produktionsqualitit ist von Teil zu Teil unabhéngig. Gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit, dass unter n = 10 kontrollierten Teilen genau ein fehlerhaftes Teil ist.

Die Zufallsgrofe X sei die Anzahl der Ausschussteile unter den n kontrollierten Teilen. Sie
kann also die Werte 0,1,2,...,n annehmen. Mit A; bezeichnen wir das Ereignis, dass das i-te
Teil fehlerhaft ist. Dann gilt:

P(X=1)=P((AinAn---NAp)UAiNAn---NAp)U---UA NA NN Ap))
=10p(1 — p)? = 0,091.
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Verallgemeinerung Sei (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum zu einer Zufallssituation und
A € 2 sei ein festes Ereignis. Wiederholen wir einen dieser Situation entsprechenden Versuch
(unabhéngig) n mal und bezeichnen wir mit der Zufallsgrofe X die Anzahl der Versuche, bei
denen A eintritt, dann gilt mit P(A) = p:

n

P(X =k)= <k>pk(1 )" (k=0,1,...,n). (1.3.4)

Definition 1.3.17. Eine Zufallsgroffe X mit der obigen Wahrscheinlichkeitsfunktion heifst be-
nomialverteilt mit den Parametern n (Zahl der Freiheitsgrade) und p (Fehlerrate). Ist X bino-
mialverteilt, so schreiben wir X ~ B(n,p).

P(X =k) 4

I_IH
0o 1 2

Beispiel. Ein idealer Wiirfel wird n = 20 mal geworfen. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit,
dass mindestens zweimal eine 6 gewlirfelt wird. Die Zufallsgrofie X ist die Anzahl der geworfenen
Sechsen und A sei das Ereignis, dass eine 6 gewiirfelt wird. Dann ist p = P(A) = % und

6
X ~ B(20, %) Wir erhalten somit als Ergebnis

i
4 5 6 7

k

3

P(X>2)=1-P(X<1)=1-P(X=0)—P(X =1)
20\ (1\? 5\ 20\ [1\'/5\"
—1- ) (2) - =) (2) =0,8696.
0 6 6 1 6 6
Erwartungswert Der Erwartungswert fiir X ~ B(n,p) betragt:

S ([ U EH R W

B Lt [ (Ut R Lt VRSV T

P (k—1)!
. " /n—1 k1 ek
=npY_ <k ~ 1)29 (1-p)
k=1
n—1 n—1 . '
= npz < . )p](l —p)n=b=i (binomischer Satz)
; J
7=0
=np(p+ (1 —p)" ' =np-1"""
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Um die Varianz zu berechnen, berechnen wir zunichst EX? (analog zu EX):

Varianz Die Varianz fiir X ~ B(n,p) betrégt:

D?X = EX? — (EX)? = n(n — 1)p* + np — n’p* = np — np?
=np(1 —p).

Beispiel. Im obigen Wiirfelbeispiel ist EX = 20 - % = 3,33. Es werden also bei 20 Wiirfen
im Mittel 3 bis 4 Sechsen gewiirfelt. Die Varianz betrigt DX = 20- -2 = 2 = 278,
Nun interessiert uns noch, mit welcher Wahrscheinlichkeit die tatséchlich erreichte Anzahl von
Sechsen um mehr als 3 vom Mittelwert abweicht. Dazu nutzen wir die TSCHEBYSCHEFF’sche
Ungleichung:

1 5 1 25

Somit tritt in durchschnittlich 31 % aller Falle eine so grofse Abweichung vom Mittelwert auf.
Wenn wir diese Wahrscheinlichkeit exakt berechnen, so erhalten wir:

P(X=0)+P(X=T7)+P(X =8+ + P(X =20) = 0,063.

Es sind also in Wirklichkeit nur reichlich 6 % aller Fille, bei denen eine Abweichung von mehr
als 3 vom Mittelwert auftritt. Die TSCHEBYSCHEFF’sche Ungleichung liefert insofern eine recht
grobe Abschétzung.

Rekursionsformel Fiir eine binomialverteilte Zufallsgrofse X ~ B(n, p) gilt:

—k
2P p(x =k

PX =kt 1) =g

Somit ist > ;_, P(X = k) von der unteren Indexgrenze beginnend leicht mit einem Taschen-
rechner auszuwerten.
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1.3.2.4 PoissoN-Verteilung

Als Referenzmodell fiir die Poisson-Verteilung dient eine Telefonzentrale: Innerhalb eines Zeit-
intervalls der Lénge ¢ kommen X; Anrufe (= Ereignisse) an und es gelten die sogenannten
PoissoN’schen Voraussetzungen:

e Stationaritdt: Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten einer bestimmten Anzahl von
Ereignissen im betrachteten Zeitintervall hangt nur von der Intervalllange und nicht von
der Lage des Intervalls auf der Zeitachse ab.

e Homogenitit: Die Ereignisfolge ist nachwirkungsfrei, d.h. die Anzahl von Ereignissen im
Zeitintervall [to, t1] hat keinen Einfluss auf die Anzahl von Ereignissen in einem spéteren
Zeitintervall [to, t3], wobel t1 < ta.

e Ordinaritdt: Die Ereignisse treten fiir hinreichend kleine Zeitintervalle einzeln auf, d.h. fiir
gentigend kleine At gilt entweder Xa; = 0 oder Xa; = 1. Zudem gilt P(Xa; = 1) = pAt
mit 0 < p < 0o. Der Parameter p heifst Intensitdt.

Unter diesen Voraussetzungen gilt:

P(X;=k) = (‘;f,)ke“t (k=0,1,2,...). (1.3.5)

Diese Formel erhalten wir, indem wir die beschriebene Verteilung als Grenzfall der Binomi-
alverteilung auffassen: Wir teilen das Zeitintervall der Lénge ¢ in n hinreichend kleine Teil-
intervalle mit Lange At = % und betrachten den Fall n — oo. Fiir endliches n ist X; bino-
mialverteilt (k Teilintervalle mit einem Anruf, n — k Teilintervalle mit null Anrufen) und mit
p = P(Xa: = 1) = pAt erhalten wir aus Formel (1.3.4):

roxe= = (st wsat= () () (-5)

_ ()" n(n—=1)---(n—k+1) <1_Mt>n <1_Mt>_k

k! nk n n
—1 —e—Ht —1

— (:Ut)k —ut
n—00 k" € :

Definition 1.3.18. Eine Zufallsgrofe X; mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion (1.3.5) heift
PoissoN-verteilt und wir schreiben X; ~ m,;. Oft wird A := ut gesetzt. Ist X; POISSON-verteilt
mit dem Parameter A, so schreiben wir X; ~ ).

Die Wahrscheinlichkeiten 7y (k) = P(X; = k) findet man fiir iibliche Parameterwerte A in
Tabellen.
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B[

o 1 2 3
k

Beispiel. Wir betrachten die Anzahl der eingehenden Anrufe in einer Telefonzentrale. Wir
rechnen in Minuten und setzen p = %, d.h. mit einer Wahrscheinlichkeit von % kommt inner-
halb einer Minute genau ein Anruf an. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in einer
Viertelstunde wenigstens 3 und hochstens 7 Anrufe ankommen. Unsere Zufallsgrofe X ist also
die Anzahl der innerhalb von ¢ = 15 Minuten eingehenden Anrufe und A = ut = 5. Da X; ~ 73,
erhalten wir:

d LML
PB<X <T)=) ms(k)=) e = (),742.
k=3 k=3 ’

Rekursionsformel Fiir eine PoIssON-verteilte Zufallsgrofe X; ~ my gilt:

Ak+1 s A )\k a A

K=kt D=0 “hx1 W¢ " h+d

P(X, = k).

Somit ist Y_p_ P(X; = k) von der unteren Indexgrenze beginnend leicht mit einem Taschen-
rechner auszuwerten.

Erwartungswert Der Erwartungswert fiir X; ~ ) betrigt:

EX, — i AL i AH e Z e e = A
t k=0 k! k=1 (k '

Somit gibt der Parameter u = % = % die mittlere Ereignisanzahl pro Zeiteinheit an. Um die
Varianz zu berechnen, benétigen wir noch EX?:

o0 Ak o0 o0 A\e—2
EXE:Zkzﬁe Zk —1 —e_’\+EX —AQe—AZ(k_w +EX,
! — !

—AZ*AZ—+EXt MNE A+ EX, = A2+ )\
J
7=0

Varianz Die Varianz fiir X; ~ 7 betragt:

D?X; =EX? — (EX)? =M+ A - 2=\
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1.3.2.5 Hypergeometrische Verteilung

Als Referenzmodell dient die bereits bekannte Urne mit N Kugeln, von denen M Kugeln
schwarz und N — M Kugeln weift sind. Wir ziehen ohne Zuriicklegen n Kugeln, wobei unsere
Zufallsgroke X die Anzahl der entnommenen schwarzen Kugeln ist. Dann gilt:

() G
P(X =m) = ——~,
(W)

wobei max(0,n — (N — M)) <m < min(n, M) ist.

Definition 1.3.19. Eine Zufallgrofe X mit der obigen Wahrscheinlichkeitsfunktion heifst hy-
pergeometrisch verteilt und wir schreiben X ~ H(n, N, M).

P(X :m) A

=
1 2 3 5 6 7

m

0 4

Erwartungswert Der Erwartungswert fiir X ~ H(n, N, M) betragt:
M
EX =n—.
"N

Varianz Die Varianz fir X ~ H(n, N, M) betrégt:

D2X:nM<1—M)N_n.

N N/ N-1

1.3.3 Stetige ZufallsgroBen

Im Abschnitt {iber Wahrscheinlichkeitsrdume haben wir bereits die Brenndauer einer Gliihlam-
pe und die Reichweite eines Fahrzeugs bei begrenztem Treibstoffvorrat als Beispiele fiir stetige
Zufallsgrofen betrachtet. Da stetige Zufallsgréfien iiberabzéhlbar unendlich viele Werte besit-
zen und somit deren Werte ganze Intervalle der reellen Achse ausfiillen kénnen, ist es nicht mehr
moglich, die Wahrscheinlichkeit fiir jeden einzelnen Wert in einer Wahrscheinlichkeitsfunktion
auszudriicken. Jedoch kann man mit Hilfe sogenannter Dichtefunktionen die Verteilung der
Wahrscheinlichkeitsmasse auf der reellen Achse angeben und so die Wahrscheinlichkeit dafiir
charakterisieren, dass der Wert der Zufallsgrofie in einem gegebenen Intervall liegt.

31



