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1 Einfihrung in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Ziel dieses Kapitels ist die Einflihrung in mathematische Modelle zur Behandlung von zu-
fallsbeeinflussten Vorgéangen (Zufallssituationen). Dazu betrachten wir zunéchst zwei einfache
Beispiele.

Beispiel (Geburtstagsaufgabe). In einem Raum befinden sich n Personen. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei der n Personen am selben Tag Geburtstag haben?
Wie muss n gewahlt werden, damit die Wahrscheinlichkeit dafiir grofser als % ist? Wir werden
diese Aufgabe in Abschnitt 1.1.3 I6sen.

Beispiel. Zwei Personen A und B spielen mehrere Runden eines Spiels mit Geldeinsatz, bei
dem jeder Spieler gleiche Gewinnchancen hat. Gesamtsieger ist, wer zuerst 4 Siege erreicht. Bei
einem Stand von 3 : 1 fiir A wird das Spiel abgebrochen und die beiden Spieler teilen das Geld
anhand der Wahrscheinlichkeit eines Gesamtsieges unter sich auf. Wie viel bekommt jeder?
Losung: Um Gesamtsieger zu werden, miisste B die néchsten 3 Spiele gewinnen: % . % . % = %.
In allen anderen Féllen gewinnt A als erster 4 Spiele. Somit erhélt Spieler A % und Spieler B

% des Einsatzes.

Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
e Statistische Qualitatskontrolle,
e Fehlerrechnung,
e Versicherungswesen,

e stochastische Finanzmathematik.

1.1 Wahrscheinlichkeitsraume

Zufallssituation: Eine Zufallssituation ist dadurch gekennzeichnet, dass sie (zumindest gedank-
lich) beliebig oft wiederholbar ist und das Ergebnis absolut nicht vorhersagbar ist.

Wabhrscheinlichkeitsraum: Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist die Zusammenfassung aller Teile
eines mathematischen Modells zur Beschreibung einer Zufallssituation. Verschiedene Zu-
fallssituationen fiihren im Allgemeinen auch auf verschiedene Wahrscheinlichkeitsraume.

Versuch: Ein Versuch ist die Realisierung einer Zufallssituation.

Mit Q bezeichnen wir die Ergebnismenge eines Versuchs, d.h. die Menge aller moglichen
Ergebnisse, und mit w ein konkretes Ergebnis, also w € ). Dabei gehen wir davon aus, dass
jedem Ergebnis eines Versuchs eindeutig ein Element w der Ergebnismenge {2 zugeordnet ist.



Beispiel. Beim Werfen eines idealen Wiirfels ist 2 = {1,2,3,4,5,6} eine endliche Ergebnis-
menge mit 6 moglichen verschiedenen Ergebnissen.

Beispiel. Ein Fahrzeug kann mit einem begrenzten Treibstoffvorrat nur eine bestimmte Strecke
zuriicklegen. Somit ist 2 = {w € R : w > 0} eine iiberabzdhlbar unendliche Ergebnismenge.

Beispiel. Es soll der Zustand von n elektrischen Geréten iiberpriift werden. Wir bezeichnen
den Zustand des i-ten Gerdtes mit

)1, Gerit in Ordnung
L 0, Geréat defekt '
Somit ist Q@ = {(w,...,wyn) € R" : w; € {0,1}} eine endliche Ergebnismenge mit n Elementen.

Beispiel. Bei der Bestimmung der Lebensdauer von n Lampen, wobei w; die Lebensdauer der
i-ten Lampe bezeichnet, ist die Ergebnismenge Q2 = {(w1,...,w,) € R™ : w; > 0} iiberabzahlbar
unendlich.

Definition 1.1.1. Ein zufdlliges Ereignis ist eine Teilmenge A C € der Ergebnismenge. Man
sagt, dass das Ereignis A eingetreten ist, wenn das Versuchsergebnis w in A liegt, d.h. wenn
w € A gilt.

Nicht jede Teilmenge A C 2 muss sich als zufélliges Ereignis betrachten lassen, aber alle
zufélligen Ereignisse sind Teilmengen von 2.

Beispiel. Wir betrachten beim Wiirfeln mit einem idealen Wiirfel das Ereignis ,,gerade Zahl
gewtirfelt“. Haben also A = {2,4,6}.

Beispiel. Fiir ein Fahrzeug mit begrenztem Treibstoffvorrat interessiert das Ereignis ,fihrt
mindestens 150 km*“. Haben dann A = {w € R: w > 150}.

Beispiel. Bei der Uberpriifung von n Geriten sollen ,mindestens 2 in Ordnung® sein, d.h.
A={(wi,...,wn) ER" :w; € {0,1} und wy + ... +w, > 2}.

Beispiel. Die mittlere Brenndauer von n Lampen soll ,zwischen 500 und 5000 Stunden‘ be-

tragen, d.h. A = {(wi,...,wy) € R™ : 500 < “teten < 5000},

1.1.1 Rechnen mit zufilligen Ereignissen

Oder-Ereignis: Das Ereignis C = ,,A oder B* tritt ein, wenn entweder A oder B oder beide
eintreten, d.h. C = AU B.

Und-Ereignis: Das Ereignis C' = ;A und B* tritt ein, wenn sowohl A als auch B eintritt, d.h.
C=AnNB.

Komplementirereignis (Gegenereignis): Das Ereignis C = A = nicht A“ tritt ein, wenn A
nicht eintritt, d.h. C = Q\ A.

Sicheres Ereignis: A = Q.
Unmaégliches Ereignis: A =Q = o.

Elementarereignis: A = {w}, d.h. A enthilt genau ein Element der Ergebnismenge €.



Unvereinbare Ereignisse: A und B heifsen unvereinbar, wenn AN B = & gilt.

Man kann ,oder und ,,und“ auch auf endlich bzw. abzdhlbar unendlich viele Ereignisse an-
wenden:
n n [e.@] o0
U A, und ﬂ Az bzw. U Az und ﬂ Al
i=1 i=1 i=1 i=1

Definition 1.1.2. Eine Menge 2 von Ereignissen, d.h. von Teilmengen der Ergebnismenge €2,
heift bezogen auf eine feste Zufallssituation Ereignisfeld (auch Ereignisalgebra oder o-Algebra),
wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

e QA (sicheres Ereignis gehort dazu),

e AcA=AcA VAcA (mit Ereignis gehort auch Komplementirereignis dazu),

e A1 Ay, ...eA= | A e VA, Ag, ... €20 (abzdhlbare Vereinigungen ebenfalls).
i=1

Satz 1.1.3 (Rechenregeln). Fir zufillige Ereignisse A und B bzw. Ay, Aa, ... gilt:

AUB=BUA o
 ANB—BNA (Kommutativitdt),
(AUB)UC =AU (BUC) o
. (ANB)NC = AN (BnC) (Assoziativitit),
(AUB)NC =(ANnC)u(BNCQC) PR
o (ANB)UC = (AUC) N (BUC) (Distributivitdt),
AUB=ANB ;
* TA"B_AUB (DE MORGAN ’sche Regeln),
Udi=N4 Udi=NA4
o =1 =1 = =l (verallgemeinerte DE MORGAN ’sche Regeln),
mAz:UKm ﬂAz:UE
=1 =1 =1 =1

e AU =A, ANo =02,
e AUQ=0, ANQ=A.

Falls w € A = w € B fiir alle w € A gilt, so sagen wir ,,A zieht B nach sich“ und schreiben
A C B. Dazu dquivalente mathematische Beschreibungen sind

ACcB < AnNnB=A < AUB=B & ANnB=9 < BCA.

Venn-Diagramme sind hilfreich bei der Illustration des Ereignis-Kalkiils!



1.1.2 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Definition 1.1.4. Sei A € 2 ein festes Ereignis innerhalb einer Zufallssituation. Wir Bezeich-
nen dann mit n die Anzahl der ausgefithrten Versuche, mit n4 die Anzahl der Versuche, bei
denen A eingetreten ist, und mit
H, = Hy(A) = "4
n
die relative Hiufigkeit fiir das Eintreten von A bei n Versuchen. Erfahrungsgemif strebt Hy,(A)
unter Verwendung eines speziell zugeschnittenen Grenzwertbegriffs gegen eine feste Zahl, die
Wahrscheinlichkeit P(A) fiir das Eintreten von A:

P(A) = lim H,(A).
n—oo
Beispiel. Beim Werfen einer Miinze wird das Ereignis A = ,Kopf liegt oben* betrachtet. Schon
in den vergangenen Jahrhunderten galten Miinzexperimente als interessant. Sie wurden z.B. von
Comte de Buffon (1707-1788) und K. Pearson (1857-1936) durchgefiihrt.

n ng H,(A) P(A)
BUFFON 4040 2048 0,5069 0,5
PEARSON | 24000 12012 0,5005 0,5

Eigenschaften der relativen Haufigkeit
e Offenbar ist 0 < H,(A) < 1.
e Ebenfalls offenbar ist H,(Q2) = 1.

e Fiir unvereinbare Ereignisse A und B, d.h. ANB = @, addieren sich offenbar die relativen
Héaufigkeiten:
NAUB na+npg naA Npg

Hy(AUB) = =208 = ZAT28 = 28 4 28 = [,(A) + Ha(B).

Diese Eigenschaften der relativen Haufigkeit bilden die Grundlage des Axiomensystems zum
Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten nach KOLMOGOROV (verdffentlicht 1933 im Springer-Verlag
in seinem in deutscher Sprache verfassten Buch Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung).

Definition 1.1.5 (KOLMOGOROV’sches Axiomensystem). Gegeben sei eine Zufallssituation,
die durch eine Ergebnismenge 2 und ein Ereignisfeld 2l beschrieben wird. Jedem A € 2l ist dann
eindeutig eine reelle Zahl P(A), die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A, zugeordnet.
Dabei gelten die folgenden Axiome.

Al: Es gelte 0 < P(A) < 1.
A2: Es gelte P(Q) = 1.

A3: Fiir paarweise unvereinbare Ereignisse 4; € 2, d.h. A; N A; = @ mit i # j gelte stets

(04) -
=1 =1



Folgerungen aus den KOLMOGOROV'schen Axiomen Fiir beliebige Ereignisse A, B € 2

gilt:

P(@) =0.

Beweis. Seien A = @ und Az = @ unvereinbare Ereignisse (A; N Ay = @). Haben dann
unter Verwendung von A; U A = @ und Axiom A3

P(A1UAy) = P(A)) + P(4)) = P()=2P(@) = 0. O
P(A)=1— P(A).

Beweis. Es gilt AUA =Q und AN A = @. Axiom A3 liefert also P(Q2) = P(A) + P(A)

und aus Axiom A2 folgt somit 1 = P(A) + P(A). O
P(AnB)=P(A) - P(ANB).

Beweis. Es gilt A= ANQ =AN(BUB) = (ANB)U (AN B). Aus Axiom A3 folgt
somit P(A) = P(AN B)+ P(ANB). O

P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Beweis. Es gilt AUB = (ANB)UB = (AN ANB) U B und somit ist nach dem
vorhergehenden Punkt und Axiom A3

P(AUB)=P(ANANB)+ P(B) = P(A) — P(ANB) + P(B). 0

Methode der klassischen Wahrscheinlichkeit Fiir eine endliche Ergebnismenge €2 mit N
Elementen wq,...,wy und

Plwi}) = - = P{{wn}) = % (LAPLACE-Annahme)

gllt mit A = {wi17 e ’wi]bf}

M Anzahl der giinstigen Falle

P(A)=— = .
(4) N Anzahl der méglichen Félle

Beispiel. Beim Wiirfeln mit einem idealen Wiirfel wird das Ereignis A = , Primzahl gewiirfelt“

betrachtet. Haben dann A = {2,3,5}, M =3, N = 6 und somit P(4) = 3 = 1.

2

Definition 1.1.6. Durch die Ergebnismenge €2, das Ereignisfeld 2 und das Wahrscheinlichkeits-
maf P sei eine Zufallssituation gegeben. Das Tripel (2,2, P) heifst Wahrscheinlichkeitsraum
dieser Zufallssituation.



1.1.3 Grundformeln der Kombinatorik

Aus einem Gefdaf mit n Kugeln, die (z.B. durch Nummerierung) unterscheidbar sind, sollen
m Kugeln entnommen werden. Uns interessiert die Anzahl der mdoglichen Ergebnisse. Dabei
beriicksichtigen wir, ob die Reihenfolge eine Rolle spielt und ob eine entnommene Kugel vor
der Entnahme der nachsten wieder zuriickgelegt wird.

e Variationen (Reihenfolge wichtig):
Anzahl mit Zuriicklegen! = “V™ = n™

Anzahl ohne Zuriicklegen = V/* =n(n —1)(n—2)...(n —m +1) = 2

—m)l"
e Kombinationen (Reihenfolge unwichtig):

Anzahl mit Zuriicklegen = *C)' = (”*ﬂfl),

Anzahl ohne Zuriicklegen = C/" = (") = Wlm)'

Beispiel. In einem Raum befinden sich n Personen, von denen keine am 29. Februar Geburtstag
hat. A, sei das Ereignis, dass mindestens 2 der n Personen am gleichen Tag Geburtstag haben,
wobei wir davon ausgehen, dass alle 365 moglichen Tage gleichwahrscheinlich sind. Wir betrach-
ten A, und berechnen dann P(A,) durch P(A,) = 1— P(A,,). Wir ziehen unter Beachtung der
Reihenfolge und mit Zuriicklegen n Tage aus 365 und erhalten somit N = 365" mogliche Félle.
Ziehen von n Tagen aus 365 ohne Zuriicklegen und unter Beachtung der Reihenfolge ergibt
M =365-364-...- (365 —n+ 1) giinstige Ergebnisse. Haben somit

M 365-364-...- (366 —n)
P(An) = 3y = 3657 ‘

Fiir konkrete n erhalten wir die folgenden Wahrscheinlichkeiten.

n P(A,) | n P(4,) n P(A4,)

1 0 15 0,253 50 0,970

2 0,003 |20 0411 60 0,9941

3 0,008 |22 0,476 70 0,99916

4 0,016 |23 0,507 80  0,999914

5 0,027 |30 0,706 90 0,9999938
10 0,117 | 40 0,891 100  0,99999969

Ab n = 23 Personen im Raum ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei am gleichen Tag Geburtstag
haben, also grofer als 50 %.

Beispiel. Es werden 6 aus 49 nummerierten Kugeln ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der
Reihenfolge gezogen. Zuvor wird ein Tipp abgegeben, welche Kugeln dies sein werden. Ay mit
k =0,...,6 bezeichne das Ereignis, dass genau k Kugeln richtig getippt wurden. Wir erhalten

SO O
mogliche Falle (469) 13983816

unstige Falle
P(Ay) = 5278

Dies ergibt die folgenden Wahrscheinlichkeiten.

Lw steht fiir ,,mit Wiederholung®
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k  glnstige Falle P(Ag) ‘ k gilinstige Falle P(Ay)

0 6096454 0,436 | 4 13545 0,0009686

1 5775588 0,413 | 5 258 0,00001845
2 1851150 0,132 | 6 1 0,000000072
3 246820 0,018

1.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

In bestimmten Zufallssituationen kann es vorkommen, dass sich die Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreten eines Ereignisses dndert, wenn man beachtet, dass ein anderes Ereignis bereits
eingetreten ist.

Als Motivation fiir die Einfiihrung bedingter Wahrscheinlichkeiten betrachten wir die relative
Héaufigkeit: Es werden n Versuche durchgefiihrt. Die relative Haufigkeit fiir das Eintreten von
Ereignis A als Folge des Eintretens von B berechnet sich durch

_ nAnB nAnB _ H,(ANDB)

n

Definition 1.2.1. Sei (Q, %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien A und B zwei zuféllige
Ereignisse mit P(B) > 0. Dann heifst die Grofse

P(ANB)

P(A|B) := P(B)

bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von Ereignis A unter der Bedingung, dass B
bereits eingetreten ist.

Beispiel. Mit einem idealen Wiirfel werden zwei Wiirfe ausgefiihrt. Wir betrachten die beiden
Ereignisse

A = erster Wurf ist eine 6“ = {(6, 1), (6,2), (6, 3), (6,4), (6,5), (6,6)},
B = ,Augensumme beider Wiirfe ist 8 = {(6,2), (5, 3), (4,4), (3,5),(2,6)}.

Offensichtlich ist P(4) = & = &, P(B) = & und P(AN B) = 4. Somit ist P(4|B) = 1.

Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten

o P(AC) =1— P(A|C).

Beweis.
P(ANC) P(ANC)
P(C) T PQC)
P(ANC)U(ANC)) P(AUA)N(AuC)N(CUA)N(CUCQO))

P(A|C) + P(A|C) =

P(C) B P(C)
_ P(Qm(ALJC)ﬁ(CuZ)mC)_P(QﬂCﬁC)_P(C)_1
- P(C) -~ P(C) PO

11



e P(AUBI|C) = P(A|C)+ P(B|C) — P(AN B|C).

Beweis.
P(AUB|C) = P((A;(g; neC) _ P((Am?(g)(BmC))
_ P(AnC)+P(BNC)—-PANBNCO)
a P(C)
_P(AnC) P(BNC) PH(ANB)NC)
-~ PO PC) PO
= P(A|C) + P(B|C) — P(ANn B|C). O
e« P(C|C) =1
Beweis.
P(C‘C):P(CHC):P(C):L .

P(C) P(C)

Beispiel. Torsten durchsucht 7 gleichgrofse CD-Stapel nach einer ganz bestimmten CD. Die
Wahrscheinlichkeit, dass die gesuchte CD iiberhaupt in einem der Stapel vorhanden ist, sei
%. Er hat bereits 6 Stapel erfolglos durchsucht. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, die CD
im 7. Stapel zu finden? A; mit ¢ = 1,...,7 sei das Ereignis ,,CD im i-ten Stapel”, wobei
P(A;) =...= P(A7). Haben dann

1 1 1 4 4
P(A;)) = =(P(A ...+ P(A7)==-P(A LUA) = o= —
(A;) 7( (A1) +...+ P(A7)) - (A1U...UAy) -5 35
und somit
— — P(A7NAIN...NAg) P(A7) = 4
P(A7|A1N...NAg) = — — = s = —.
(Arldy 0) P(AN...NA) 1-P(AU...UAs) 1-6-4 11

1.2.1 Multiplikationsregel, totale Wahrscheinlichkeit, Satz von BAYES

Stellt man die Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) (siehe Definition 1.2.1) nach
P(ANB) um, so erhdlt man die einfache Multiplikationsregel:

P(ANB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).

Beispiel. An einer Universitat schliefen 70 % eines Jahrgangs das Fach Mathematik wenigstens
mit der Note 3 ab (Ereignis B). Unter diesen Studenten erreichen 25 % sogar eine der Noten 1
oder 2 (Ereignis A). Mit welcher Wahrscheinlichkeit schliefst ein beliebig ausgewéhlter Student
des Jahrgangs das Fach mit 1 oder 2 ab? Losung: Mit P(B) = {5 und P(A|B) = ; liefert die
Multiplikationsregel

T 017,

P(A)=P(ANB)=P(AB)P(B) =~ - 110 =10

=

12



Satz 1.2.2 (erweiterte Multiplikationsregel). Seien Aj, Ao, ..., A, Ereignisse aus dem Ereig-
nisfeld A einer festen Zufallssituation mit P(A1 N AaN...NA,—1) > 0. Dann gilt

P(A1 NAsN...N An) = P(Al)P(AQIAl)P(AﬂAl N Ag) oo P(An‘Al NAsN...N An—l)-
Beweis. Der Satz folgt durch vollstandige Induktion aus der einfachen Multiplikationsregel:

PAiN...NA,) =PAJAiN...NA,_1)P(AiN...NA,_1)
P(Al N...N An—l) = P(An_1|A1 Nn...N An_g)P(Al n...N An_g)

P(Al N Ay N Ag) = P(Ag‘Al N AQ)P(Al N AQ)
P(A1ﬂA2) :P(AQ‘A]_)P(A]_) ]

Definition 1.2.3. Eine Menge von Ereignissen Bi, Bs, ..., B, heiltt vollstdndiges Ereignissys-
tem, wenn gilt:

n
e BiUByU...UB, = U B, =Q,
i=1
e die Ereignisse sind paarweise unvereinbar (disjunkt), d.h. B; N B; = @ fiir ¢ # j.
Satz 1.2.4 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei die Menge der Ereignisse By, . .., By,
ein vollstandiges Ereignissystem. Dann gilt fiir ein beliebiges (anderes) Ereignis A die Formel

P(A) =Y P(A|B;)P(B;).

i=1
Beweis. Es gilt
A=ANQ=AN(B1U...UB,)=(ANB1)U...U(ANBy,)
und da die Ereignisse AN B; (i = 1,...,n) paarweise unvereinbar sind, kénnen wir die Multi-

plikationsregel anwenden und erhalten

P(A) = P((ANB)U...U(ANB,)) = Zn: P(ANB;) = Zn: P(A|B;)P(B;).
i=1 i=1

O
Satz 1.2.5 (Satz von BAYES). Sei die Menge der Ereignisse By, ..., By, ein vollstindiges Ereig-

nissystem. Dann gilt fiir ein beliebiges (anderes) Ereignis A mit P(A) > 0 und firj=1,...,n
die Formel

P(A[B;j)P(Bj) _  P(A|B))P(B;)
P(A) 2.i=1 P(A|Bi) P(B;)

P(Bj|A) = ( BAYES ’sche Formel).

Beweis. Der Satz ist eine direkte Folgerung aus der Multiplikationsregel und aus dem Satz von
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der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(A]B))P(B;)

P(ANBy) = P(AIB;)P(B)) = P(Bj|A)P(4) = P(Bjl4) = ——p 5

O

Beispiel. Aus der Jahresstatistik einer grofsen deutschen Pannenhilfsorganisation geht hervor,
dass bei vorgefundenen Schiaden im Bereich der Motorausfélle die folgende Schadenstypenver-
teilung zu verzeichnen war:

e 50 % Storungen der Ziindanlage (davon 50 % vor Ort behoben),
e 30 % Storungen der Kraftstoffzufuhr (davon 30 % vor Ort behoben),
e 20 % sonstige Stérungen (davon 5 % vor Ort behoben).

Uns interessiert nun, wie viel Prozent der Motorausfille vor Ort behoben werden konnten und
wie sich die vor Ort behobenen Motorausfille auf die einzelnen Schadensarten verteilen.

Wir bezeichnen die Ereignisse einer Stérung mit B; (Ziindanlage), Bz (Kraftstoffzufuhr)
und Bj (sonstige Storungen) und das Ereignis, dass ein Motorausfall vor Ort behoben werden
konnte mit A. Die Ereignisse By, Bo, B3 bilden ein vollstdndiges Ereignissystem. Aus dem Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir

P(A) = P(A|By) P(B1) + P(A|Bs) P(Bs) + P(A|Bs) P(Bs) = 0,35,
0,5 0,5 0,3 0,3 0,05 0,2

d.h. in 35 % aller Féalle konnte vor Ort geholfen werden. Die Aufteilung der vor Ort behobenen
Motorausfalle auf die einzelnen Schadensarten erhalten wir mit dem Satz von BAYES:

P(A|By)P(By)

P(By|A) = BOA) = 0,714,
) = PO o
) = PAPED

1.2.2 Stochastische Unabhangigkeit zufilliger Ereignisse

Definition 1.2.6. Zwei Ereignisse A, B € 2 heifsen stochastisch unabhdngig, wenn gilt
P(ANB) = P(A)P(B).

Bemerkung. ,Stochastisch unabhéngig“ bedeutet also P(A|B) = P(A) und P(B|A) = P(B),
d.h. der Zufallscharakter der Ereignisse A und B beeinflusst sich nicht.

Satz 1.2.7. Wenn die Ereignisse A und B stochastisch unabhdngig sind, so sind auch die
FEreignisse A und B stochastisch unabhdngig.

Beweis. Es gilt
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d.h. A und B sind stochastisch unabhiingig, woraus analog die stochastische Unabhiingigkeit
von A und B folgt. O

Beispiel. Ein elektrisches Gerét besteht aus zwei Bauteilen T und 75, bei denen unabhéngig
voneinander Defekte auftreten konnen. Wir betrachten die stochastisch unabhéngigen Ereig-
nisse A; = ,Bauteil T} funktioniert“ mit P(A4;) = p; und Ay = ,Bauteil T funktioniert” mit
P(A3) = po.

Eine Serienschaltung der beiden Bauteile funktioniert, wenn sowohl 77 als auch T funktio-
niert:

P(Al N Az) = P(Al)P(AQ) = p1p2.

Fiir das Zahlenbeispiel p; = ps = 0,9 ergibt dies eine Wahrscheinlichkeit fiir das Funktionieren
des Geriéts von 0,81.
Eine Parallelschaltung funktioniert, wenn 77 oder T5 oder beide funktionieren:

P(A1UA2>:1—P<A1UA2):l—P(EﬁIQ):1—(1—p1)(1—p2>.

Fiir das Zahlenbeispiel p; = ps = 0,9 ergibt dies eine Wahrscheinlichkeit fiir das Funktionieren
des Geréts von 0,99.

Definition 1.2.8. Die Ereignisse Ay, ..., A, heiflen vollstdndig stochastisch unabhdngig, wenn
fiir jede Auswahl von k Ereignissen aus den n gegebenen gilt:

Aus dieser Definition ergibt sich fiir vollstdndig stochastisch unabhéngige Ereignisse der
folgende wichtige Zusammenhang;:

P(AJU---UA)=1—-PAU---UA,)=1-PA1N---NA,)
=1-(1—=P(A1))-- (1= P(An)).

Beispiel. Paarweise stochastisch unabhéngige Ereignisse miissen nicht gleichzeitig vollstédndig
stochastisch unabhéngig sein. Sei z.B. = {1, 2, 3,4} mit

P({1}) = P({2}) = P(BY) = P({(4) = ; wd A={1,2}, B={1,3), C= {23}

Dann ist P(4) = P(B) = P(C) = 3 und

P(ANB) = P({(1}) = ; = P(A)P(B),
P(ANC) = P({2}) = | = P(A)P(O),
P(BAC) = P({3}) = § = P(B)P(C)

Also sind die Ereignisse A, B, C paarweise stochastisch unabhéngig, aber
1
P(ANBNC)=P(@)=0# 3= P(A)P(B)P(C),

d.h. die Ereignisse A, B, C sind nicht vollstdndig stochastisch unabhéngig.
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1.2.3 Methode der geometrischen Wahrscheinlichkeit

Die Methode der geometrischen Wahrscheinlichkeit ist ein Spezialfall der klassischen Wahr-
scheinlichkeit (siche Abschnitt 1.1.2). Die Ergebnismenge € ist tiberabzidhlbar unendlich und
verkorpert ein geometrisches Objekt, d.h. eine Menge von Punkten in der Ebene oder im Raum,
wobei die folgenden zwei Bedingungen gelten:

o (2 ldsst sich als geometrisches Objekt mit endlichem Inhalt darstellen,
e Teilmengen von 2 mit gleichem Inhalt sind gleiche Wahrscheinlichkeiten zugeordnet.

Exemplarisch kann das Schieflen auf eine Dartscheibe Q betrachtet werden. Das Ereignis A
tritt ein, wenn ein bestimmtes Feld (z.B. innerer Ring) getroffen wird, d.h. A ist die Fliche
dieses Feldes als Teilmenge von ). Dann gilt

_ giinstige Félle  Inhalt von A

P(A) =

mogliche Fille  Inhalt von

Dabei gibt es Ereignisse A mit Inhalt 0 (und damit P(A) = 0), die aber keine unméglichen
Ereignisse sind, z.B. Kurvenstiicke in der Ebene oder Flachenstiicke im Raum.

Beispiel. Eine Funkstation sendet zu zwei zufilligen Zeiten ¢; und to im Zeitintervall [0, 7] je
ein punktférmiges Signal aus. Ein Empfinger kann diese beiden Signale getrennt empfangen,
wenn fiir ihre Zeitdifferenz |t; — to] > 7 > 0 gilt. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
beiden Signale getrennt empfangen werden kénnen? Wir haben

Q= {(t1,t2) € [0, T] x [0, TT}
und betrachten das Ereignis

A= {(tl,tg) €0 ‘tl —t2’ ZT}

to A
T
A
Q\ A
.
0 T T

Dann gilt

_ Flichevon A (T —7)* <T—T>2_ <1_1>2

P(A) = —
(4) Flache von T2

1.2.4 Ergdnzende Beispiele zur Einfiihrung von Wahrscheinlichkeiten

Beispiel. In einem Rechnerpool befinden sich 75 Computer an festen Standorten. Genau einmal
im Jahr wird der Pool modernisiert. Jeder Computer wird regular nach zwei Jahren durch
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ein moderneres Modell ersetzt. Falls jedoch ein Computer im ersten Jahr durch mindestens
flinf erforderliche Reparaturen auffillt, so wird er bereits nach einem Jahr ausgetauscht. Das
Ereignis A = ,Computer féllt im ersten Jahr auf“ habe die Wahrscheinlichkeit p und Ay =
,Computer wird im k-ten Jahr ausgetauscht“ habe die Wahrscheinlichkeit pi. Wie grofs ist die
Wahrscheinlichkeit pg, dass an einem fixierten Standort im k-ten Jahr ein Computeraustausch
stattfindet?

Es gilt Ay = Ap_1 U (A;_1 N A) und somit ist

pr = P(Ay) = P(A_1) + P(Ap_y N A) = 1 — P(A1) + P(A|A,_1) P(Ay1)
—_—

P
=1=pp-1+ppe—1=1-(1=ppr—1 =1+ (p— 1)p-1.
Aus dieser Rekursionsvorschrift ergibt sich
pr=p=1+(p—1) (ohne Rekursionsformel)
pr=1+(p-1)+(p-1)7°
pa=1+@-D+@-1)"+@-1)°
k .
Pr = Z(p —-1) (endliche Summe einer geometrischen Reihe)
i=0
B 1— (p_l)k+1 _ 1_(p_1)]€+1
1-(p—1) 2-p
Fiir p = 0,1 ergeben sich die folgenden Wahrscheinlichkeiten.
k|1 2 3 4 5 10 20 21 oo

pr | 0.1 091 0181 0837 0247 0,691 0584 0474 0,526

Beispiel. Wir betrachten die Geschlechterverteilung bei der Geburt von Zwillingen. Dabei
sind die Ereignisse K1 N Ko (zwei Knaben), K1 N My (erst Knabe, dann Méadchen), My N Mo
(zwei Méadchen) und M; N Ko (erst Méadchen, dann Knabe) mdoglich. Es sind die folgenden
statistischen Informationen bekannt:

e Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Geburt ein Knabe zur Welt kommt, betragt 51 %,
d.h. P(K;) = P(K3) =0,51.

e Bei Zwillingsgeburten ist die Wahrscheinlichkeit gleichgeschlechtlicher Zwillinge 64 %,
d.h. P((Kl N Kg) U (Ml N Mg)) = 0,64.

e Bei einer Zwillingsgeburt sind K; N My und M; N K5 gleichwahrscheinliche Ereignisse,
d.h. P(K1 N MQ) = P(Ml N KQ)

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass der zweite geborene Zwilling ein Knabe ist, wenn der

zuerst geborene Zwilling auch ein Knabe war?
Wir haben = (K1 N Ka) U (M N M) U (K1 N M) U (M NKs). Zusammen mit der zweiten
und dritten statistischen Information folgt daraus

1— 0,64

P(KlﬂMQ):P(MlﬂKQ): 5

=0,18
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und unter Verwendung von P(K1) = P((K; N Ms) U (K1 N K3)) und der ersten statistischen
Information ergibt sich

P(Kl N Kz) = P(Kl) — P(Kl N Mz) = 0,51 - 0,18 = 0,33.
Somit ist unsere gesuchte Wahrscheinlichkeit

P(KiNKy) 033

P(Ks|K;) = _
(K| K1) P(K) 0,51

= 0,647.

Weiterhin gilt

P(My|My) = 0,633,  P(My|Ky) =0,353,  P(Ky|M;) = 0,367.
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