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Vorwort

Es ist ein natiirlicher Wunsch des Menschen und vielfach auch eine Notwendig-
keit, inverse Probleme zu l6sen, d.h. nach Ursachen von Zustdnden, Entwick-
lungen und Phanomenen zu forschen, die man in der Natur, in Wirtschaft und
Gesellschaft oder im téglichen Leben beobachten kann. Gelingt es, aus den erleb-
ten Wirkungen die dafiir entscheidenden Ursachen zu identifizieren, so bestehen
gute Aussichten, dafl bisher unbekannte Zusammenhénge erkannt, notwendige
Entscheidungen getroffen und zukiinftige Entwicklungen vorhergesagt werden
kénnen.

Mit dem vorliegenden Buch wird einem méglichst grofien Interessentenkreis die
Gelegenheit geboten, die Formulierung inverser Aufgaben mit mathematischen
Mitteln an iiberschaubaren Beispielen kennenzulernen. Dariiber hinaus zeigt
das Buch dem Leser, welche Werkzeuge die Mathematik bereithdlt, um inverse
Probleme mathematisch einheitlich zu beschreiben, zu klassifizieren und zu ana-
lysieren sowie ndherungsweise stabil zu 16sen. Dem mit mathematischen Grund-
kenntnissen ausgestatteten Leser wird es wenig Miihe bereiten, die kleine Zahl
von vorgestellten Bausteinen der Funktionalanalysis kennenzulernen, die nétig
sind, um inverse Probleme effizient beschreiben zu kénnen. Insofern wendet sich
das Buch gleichermaflen an Studierende mathematisch-naturwissenschaftlicher,
technischer und wirtschaftswissenschaftlicher Fachrichtungen als auch an Ab-
solventen, Naturwissenschaftler und Ingenieure, Forscher und Manager, die in
ihrem Aufgabenkreis auf inverse Probleme stoflen und diese mathematisch hand-
haben wollen.

Bei der mathematischen Modellierung von Prozessen in Natur, Wirtschaft und
Technik mit Hilfe von algebraischen Gleichungen, linearen oder nichtlinearen
Gleichungssystemen, Integral- und Differentialgleichungen bestehen inverse Pro-
bleme vielfach darin, skalare bzw. vektorielle Parameter oder Parameterfunk-
tionen in den Modellgleichungen, aber auch in Anfangszustdnden oder Rand-
bedingungen zu bestimmen, die man nicht direkt messen kann, deren Wirkung
uns aber bei der Beobachtung von Prozeflzustédnden entgegentritt. Ursachenfor-
schung besteht dann in der Identifikation von Parametern auf der Grundlage der
Interpretation indirekter Messungen, wobei aus den beobachteten Wirkungen
ein Hochstmaf an Information {iber die zu bestimmenden Ursachen gewonnen
werden soll. Zu den inversen Problemen zidhlen auch alle Diagnoseaufgaben, die
in der Medizin sowie in der Technik auftreten und das Ziel haben, aus Mef}-
daten die entscheidenden biophysikalischen Zustdnde im menschlichen Koérper
oder wichtige technische Parameter von Geréten und Bauteilen rekonstruieren
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zu koénnen. An einigen Stellen werden wir zuséatzlich solche inversen Probleme
in die Betrachtungen einbeziehen, bei denen die gesuchten Parameter optimal
so gesteuert werden sollen, daf} sie gewiinschte Wirkungen hervorbringen.

In allen geschilderten Anwendungssituationen erweisen sich die betrachteten
inversen Probleme in der Regel als inkorrekt, d.h., ihre Lésungen, wenn solche
denn existieren, sind nicht immer eindeutig bestimmt und hangen vor allen Din-
gen nicht stabil von den gegebenen Eingangsdaten ab. Der Untersuchung dieses
sehr nachteiligen Phanomens der Inkorrektheit inverser Probleme und seiner
Uberwindung durch Nutzung von Regularisierungsmethoden ist ein Grofteil
des Buches gewidmet. Regularisierung bedeutet ganz allgemein den Finsatz
von objektiven oder subjektiven Zusatzinformationen iiber die gesuchten Para-
meter sowie iiber den Vorgang der Datengewinnung bei der Konstruktion von
Néaherungslosungen. Dabei spielen die Kenntnisse und Erfahrungen von Spezia-
listen unterschiedlichster Fachrichtungen, welche die Mathematik zur Losung
ihrer Probleme einsetzen wollen, eine entscheidende Rolle bei der Formulierung
solcher Zusatzinformationen. In diesem Sinne wird eine praktisch erfolgreiche
Losung inverser Probleme meist durch interdisziplindre Zusammenarbeit er-
reicht. Diese setzt jedoch bei allen Beteiligten Grundkenntnisse der Mathematik
inverser Probleme voraus. Das Studium des vorliegenden Buches kann zu deren
Erwerb gewif} einiges beitragen.

Ich danke Herrn Prof. Dr. Christian Grofimann (Dresden) sehr fiir die wertvollen
Hinweise bei der Vollendung des Buches. Mein besonderer Dank gilt auch Herrn
Diplom-Mathematiker Gunter Fleischer (Chemnitz) fiir die mit groler Sorgfalt
vorgenommene Priifung und Korrektur des Manuskripts in allen Phasen seiner
Entstehung sowie die interessanten inhaltlichen Anregungen und die Beratung
in Softwarefragen. Auch spreche ich dem Verlag B. G. Teubner, insbesondere
Herrn J. Weif}; meinen Dank fiir die verstdndnisvolle und gute Zusammenarbeit
aus.

Chemnitz, im Januar 1999 Bernd Hofmann
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1 Direkte und inverse Probleme

In der zweiten Hélfte des 20. Jahrhunderts wuchs mit der schnellen Entwicklung
verschiedenster Zweige der modernen Mathematik, aber auch mit der explo-
sionsartigen Entwicklung der Rechentechnik und mit der breiten Verfiigbarkeit
immer schneller werdender Computer das Interesse an der Simulation realer
Prozesse in Natur und Technik auf der Grundlage mathematischer Modelle.
Komplexe Prozesse, die sich in Raum und Zeit vollziehen, lassen sich heute in
ihren fundamentalen Zusammenhé&ngen mathematisch umfassend modellieren.
Solche Modelle miissen dann aus der Sicht der Mathematik detailliert analysiert
werden, um grundlegende Eigenschaften und Verhaltensweisen der den Model-
len zugrundeliegenden Komponenten charakterisieren zu kénnen. Dies erst bil-
det die Grundlage fiir ein mathematisch fundiertes numerisches Nachvollziehen
bzw. Vorwegnehmen der ProzeBentwicklung auf leistungsféhigen Computern,
eine Arbeitsrichtung, die heute unter dem Begriff Scientific Computing zusam-
mengefaBft wird. So gelingt die Simulation von Luftstrémungen in der Erdat-
mosphére. Die Ausbreitung von eingeleiteten Schadstoffen in ein Gewésser oder
die Aufheizung des Warmeschutzschildes eines Weltraumshuttles bei der Lan-
dung kénnen modelliert und bei Vorhandensein geeigneter Daten in ihrer ort-
lichen und zeitlichen Entwicklung berechnet werden. Solche mathematischen
Modelle ermoglichen auch das zeitlich verkiirzte Durchspielen langer dauern-
der Vorgénge und damit verbunden die Vorhersage von Werten physikalischer
Groflen wie Temperatur, Luftfeuchtigkeit oder Druck. Diese Gréflen spielen bei
der heutigen Wettervorhersage eine wichtige Rolle. Dariiber hinaus bietet ein
solches mathematisches Modellexperiment oft die einzige Gelegenheit, quanti-
tative Aussagen iiber technische Gréflen zu bekommen, die wegen grofler Hitze
oder einer aggressiven Umgebung mit iiblichen Mefivorgdngen nicht beschafft
werden konnen. Hinzu tritt noch der positive wirtschaftliche Effekt des Nach-
vollziehens oder des Vorwegnehmens von Vorgangen mittels mathematischer
Modelle im Vergleich zur traditionellen technisch-experimentellen Arbeitsweise.
Auch wenn die Aufstellung und Analyse der Modelle Zeit und Geld kosten und
der Computer als letztes Element in der langen Kette des Modellierungs- und
Losungsprozesses betréchtliche Ressourcen wie Rechenzeit und Speicherplatz
bendtigt, so sind diese Kosten doch meist gering im Verhéltnis zu dem erforder-
lichen Aufwand einer realen mechanischen Nachgestaltung der Vorgénge, sofern
ein solches Laborexperiment iiberhaupt realisierbar ist.

Obwohl die heute {iblichen Farbbilder oder Farbfilme zur Présentation von Er-
gebnissen der Computersimulation realer Prozesse und die damit zusammen-
hangende Hardware und Software meist das vordergriindige Interesse des Be-
trachters genieflen, sollte man das Geschehen im Hintergrund, namlich das ma-
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thematische Modell und seine seriése Analyse, nicht vergessen. Diese ermégli-
chen erst das Aufstellen eines geeigneten Losungsalgorithmus und gewéhrlei-
sten nicht zuletzt die Richtigkeit des sichtbaren Simulationsergebnisses. Immer
eingedenk der Tatsache, dafl auf modernen Computern auch Simulationen mit
unzureichenden Eingangsinformationen sowie dem Problem nicht angepafiten
Algorithmen schon aussehende, aber leider in Wirklichkeit unbrauchbare Ergeb-
nisbilder liefern kénnen, widmet sich das Buch eben diesem Geschehen im Hin-
tergrund. Von entscheidender Bedeutung ist dabei der Einsatz leistungsfahiger
und in den Resultaten mit der Realitdt gut iibereinstimmender mathematischer
Modelle der nachzugestaltenden Prozesse. In solchen Modellen wird mit Hilfe
von mathematischen Formeln, algebraischen Gleichungen, Gleichungssystemen,
Integralgleichungen und Differentialgleichungen die Koppelung aller physikali-
schen Gréflen so beschrieben, dafl die interessierenden Zustandsgréfien, seien
sie nun statischer oder dynamischer Natur, ndherungsweise berechnet werden
kénnen.

Leistungsfahige mathematische Modelle wurden insbesondere méoglich durch ei-
ne zunehmende interdisziplinidre Zusammenarbeit zwischen Vertretern der An-
gewandten Mathematik, der Naturwissenschaften und der Ingenieurwissenschaf-
ten. Fortschritte gab es dabei speziell durch die wechselseitige Beeinflussung
von Modell und Experiment. Von seiten der Mathematik flossen in den letz-
ten Jahren moderne Entwicklungen der Analysis, Algebra, der numerischen
Mathematik, mathematischen Optimierung und Stochastik in diese Modellie-
rungsvorgange ein. Dariiber hinaus gab es Fortschritte durch Einbeziehung von
Gebieten, die mathematische Denkweisen nutzen, wie z.B. der Systemtheorie
oder des Konzepts der Fuzzy-Set-Methoden.

In jedem Falle bestehen mathematische Modelle aus Kopplungskomponenten,
die man in einem sehr allgemeinen Sinne als Gleichungen auffassen kann. In
diesen Gleichungen kommen neben den Gréflen, welche Zusténde beschreiben
und die den Charakter von reellen Zahlen, Vektoren oder Funktionen besit-
zen konnen, auch Parameter oder Parameterfunktionen vor, die das Verhalten
von Materialien charakterisieren oder typische Verhaltensweisen der betrach-
teten Vorgénge ausdriicken. Solche Parameter sind wichtige Bestandteile des
mathematischen Modells. Auf ihre Bedeutung werden wir noch zurtickkommen.
Vielfach beschreiben die Gleichungen allein den Prozefl nicht vollstandig. Es
miissen noch zusdtzliche Bedingungen vorgegeben werden. Dies geschieht in
der Regel mit Hilfe von Anfangsbedingungen bzw. von Randbedingungen. An-
fangsbedingungen charakterisieren den Anfangszustand eines in der Zeit ver-
laufenden Prozesses, wahrend Randbedingungen Informationen {iber wichtige
physikalische Groflen am Rand des fiir den Prozefl interessierenden Ortsgebiets
sammeln. In solchen Bedingungen kénnen ebenfalls wieder Parameter enthalten
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sein, deren Kenntnis erst eine Anfangs- oder Randbedingung komplettiert.

Es sei vermerkt, dafl in bestimmten Situationen die Notwendigkeit zur Einbe-
ziehung zufélliger (stochastischer) Komponenten in das Modell besteht. Denken
wir nur an zuféllige Schwankungen von Mefiwerten oder das zuféllige Streuen
von auf eine Flache gerichteten Strahlen um einen gedachten Zielpunkt herum.
Bei der Abschédtzung des Einflusses stochastischer Fehler in solchen Modellen
treten wiederum Parameter auf, deren Kenntnis die Problemlosung entschei-
dend beeinfluit. So kommt es bei Verwendung der Normalverteilung oder Gauf3-
Verteilung N(p,o?) mit ihrer wohlbekannten Glockenkurve als Dichtefunktion
sowohl auf die Lage, als auch auf die Form der Kurve an. Diese Figenschaften
werden mit Hilfe des Lageparameters Mittelwert ¢ und des Formparameters
Streuung o? in eindeutiger Weise zum Ausdruck gebracht.

Wir wollen uns nun der Begriffswelt der direkten und inversen Probleme
nahern, die in engem Zusammenhang mit der eingangs erwdhnten Simulation
realer Vorgange mittels mathematischer Modelle steht. Diese Begriffswelt ist
eigentlich keine mathematische, sondern eine physikalische oder technische. Es
handelt sich bei direkten und inversen Problemen um Aufgabenstellungen und
Probleme, die bei der Betrachtung eines modellierten und damit meist ein wenig
vereinfacht und tiberschaubarer dargestellten realen Vorgangs oder Zusammen-
hangs als praktische Fragestellungen auftreten. Im allgemeinen 148t sich das je-
weils betrachtete Modell in einen Kausalzusammenhang von Ursache und
Wirkung einbetten. Will man beispielsweise ausgehend von einem aktuellen
Zeitpunkt ¢ = 0 das zukiinftige Verhalten eines physikalischen Systems vorher-
sagen, so kann man die Gesamtheit der Werte der einbezogenen physikalischen
Groflen zum Zeitpunkt ¢ = 0 als Ursachen auffassen. Die daraus resultieren-
den Werte dieser Groflen zum spéteren Zeitpunkt ¢t = T > 0 haben dann den
Charakter von Wirkungen. Wir bezeichnen als Ursache-Wirkungs-Abbildung
die Zuordnung der Wirkungen zu den entsprechenden Ursachen. Diese Abbil-
dung ist nur dann vollstandig nachvollziehbar, wenn auch die Umsténde, unter
denen der betrachtete Kausalzusammenhang besteht, vollsténdig bekannt sind.
Die Gesamtheit dieser Umstdnde bezeichnen wir als Bedingungsgefiige. Fiir
die eben erwdhnte Vorhersage physikalischer Wirkungsgréfen anhand ihrer Ur-
sachen wird das Bedingungsgefiige entscheidend durch die relevanten physikali-
schen Gesetze bestimmt, die den Kausalzusammenhang beschreiben und die im
mathematischen Modell vielfach durch gewoéhnliche oder partielle Differential-
gleichungen ausgedriickt werden. Aber auch geometrische Gegebenheiten und
Randbedingungen kénnen zum Bedingungsgefiige gehoren.

Nun spielen, wie bereits erwahnt, Parameter in mathematischen Modellen eine
grofle Rolle. Ob es sich um die Warmeleitfahigkeit von Koérpern, die Licht-
durchléssigkeit von optischen Materialien oder die Viskositat von Fliissigkeiten
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handelt, in jedem Fall beeinflussen solche die Eigenschaften des Materials kenn-
zeichnenden Parameter einen physikalischen Vorgang und den damit verbun-
denen Kausalzusammenhang entscheidend. Parameter sind dabei in der Regel
als Komponenten des Bedingungsgefiiges anzusehen. In einem solchen Fall tre-
ten sie zum Beispiel als Parameter in Gleichungen auf, wie die Warmeleitzahl
in der Wérmeleitungsgleichung. Ebenso kénnen sie aber in Randbedingungen
eingehen. Dies ist bei der Warmeiibergangszahl der Fall, die als Proportiona-
litdtsfaktor den Wéarmeflul iber den Rand eines Korpers hinweg zu beschrei-
ben hilft. Parameter kénnen aber auch als Komponenten in den Ursachen selbst
verborgen sein, zum Beispiel als Parameter in den Anfangsbedingungen eines
zeitabhéngigen Modells.

Das direkte Problem ist im Rahmen eines festen Kausalzusammenhangs ein-
deutig bestimmt. Es besteht darin, die Ursache-Wirkungs-Abbildung nachzu-
vollziehen. Bei vollstdndig gegebenem Bedingungsgefiige und vollsténdig gege-
benen Ursachen werden die daraus resultierenden Wirkungen gesucht. Dabei
ist klar, dafl alle Parameter in Bedingungsgefiige und Ursachen als bekannt
vorausgesetzt werden miissen. Neben der Tatsache, dafl es unter den genann-
ten Umstédnden genau ein direktes Problem gibt, sind direkte Probleme durch
weitere gutartige FEigenschaften ausgezeichnet. Wenn es moglich ist, den Kausal-
zusammenhang richtig und vollstdndig zu beschreiben, so ergibt sich zu eindeu-
tiger Ursache auch eine eindeutige Wirkung. Wenn man einmal von chaotischen
Prozessen absieht, sind Wirkungen in der Regel stabil, d.h., kleine Anderun-
gen in den Parametern der Ursachen oder des Bedingungsgefiiges ziehen auch
nur kleine Verdnderungen in den Wirkungen nach sich. Diese fiir die mathe-
matische Simulation von realen Prozessen hochwichtige Eigenschaft werden wir
spater unter dem Begriff der Korrektheit in den mathematischen Modellen
weiter verfolgen.

Zielt nun eine Problemstellung darauf ab, die Ursache-Wirkungs-Abbildung
in irgendeiner Weise umzukehren, so handelt es sich dabei um ein inverses
Problem. Es gibt sehr viele verschiedene Méglichkeiten, solche Umkehrpro-
bleme zu formulieren. Allen inversen Problemen gemeinsam ist die Suche nach
geeigneten Parametern, wobei diese als spezielle Ursachen oder aber als spezielle
Bedingungen im Rahmen des Bedingungsgefiiges auftreten kénnen. Die restli-
chen Ursachen und die restlichen Teile des Bedingungsgefiiges werden dabei als
bekannt angenommen. Diese Parametersuche setzt voraus, dafl man iiber einige
Informationen beziiglich der erzielten Wirkungen verfiigt.

In der Praxis treten zwei typische Situationen auf: Die erste Situation ist in der
Regel verbunden mit Problemen der Interpretation indirekter Messungen
in Naturwissenschaft und Technik. Da die gesuchten Parameter selbst nicht
direkt beobachtbar bzw. mefibar sind, werden spezielle Wirkungen derselben



1 Direkte und inverse Probleme 13

beobachtet und mit den zu identifizierenden Parametern abgeglichen. Solche
indirekten Messungen bilden die Datengrundlage dieser ersten Klasse inverser
Probleme, die wir Identifikationsprobleme nennen wollen. Den Identifika-
tionsproblemen liegen im Normalfall eindeutig bestimmte reale Parameter als
gesuchte Losungen zugrunde. Das fiir den Datenabgleich benutzte mathema-
tische Modell des inversen Problems kann aber sehr wohl zu mehrdeutigen
Losungen fithren. Im Rahmen des Modells ergeben dann eben verschiedene
Ursachen die gleiche Wirkung. Aber nur eine der Ursachen entspricht der Rea-
litdt. Dies ist ein erstes unangenehmes Phénomen bei der praktischen Losung
inverser Aufgaben. Ein zweites, mindestens genauso unangenehmes Phanomen
von Identifikationsproblemen, die Instabilitét, resultiert aus dem Fakt, daf
die Ursache-Wirkungs-Abbildung in der Regel glattend wirkt, d.h., sehr un-
terschiedliche Werte eines Parameters l6sen vielfach nahezu die gleiche Wirkung
aus. Solche benachbarten Wirkungen sind aber kaum unterscheidbar, zumal ihre
Beobachtung meist mit einem Meffehler {iberlagert ist. Kleine Stérungen in den
Beobachtungsdaten ziehen dann beim Parameterabgleich gegebenenfalls grofie
Storungen in den identifizierten Parametern nach sich. Diese unangenehmen
Phdnomene werden wir unter dem Sammelbegriff Inkorrektheit als charakte-
ristische Eigenschaft inverser Probleme erfassen.

Es moge nicht unerwdhnt bleiben, dafl zu den Identifikationsproblemen auch
die grofe Klasse von Diagnoseproblemen gehért. Das kénnen zum einen me-
dizinische Diagnoseprobleme sein, bei denen aus der Beobachtung quanti-
fizierbarer Krankheitssymptome auf deren Ursachen, also den Charakter, Art
und Umfang einer bestimmten Krankheit geschlossen werden soll. Ursache und
Wirkung miissen dabei, damit mathematische Modelle zum Einsatz kommen
kénnen, durch biophysikalische Gréflen darstellbar sein. Fine wichtige Klasse
von Identifikationsaufgaben der medizinischen Diagnostik besteht in der nichtin-
vasiven Beschaffung von Informationen iiber das Kérperinnere durch duflere
Messung von Strahlungsintensitéten oder Magnetfeldern, z.B. die Rekonstruk-
tion von Dichteverteilungen im Kopf oder Bauchraum eines Menschen zur Fest-
stellung von Tumoren. Die gesuchten Parameter sind dann vorzugsweise Funk-
tionen zweier reeller Veranderlicher (Querschnittsbilder). Als Methoden zum
Erhalt solcher Bilder kennt man u.a. die Réntgentomographie und die wesent-
lich schonendere Magnetresonanztomographie. Diese heute in Rontgenpraxen
routineméfig eingesetzten Diagnoseverfahren beruhen in jedem Falle auf einer
stabilen und effektiven numerischen Losung der damit verbundenen inversen
Probleme. Zu Finzelheiten und offenen Fragen dieses Problemkreises sei auf
den Artikel [ANGY97] von G. Anger verwiesen. Diagnoseprobleme treten aber
auch im technischen Anwendungsbereich auf, wie z.B. bei der zerstérungsfreien
Werkstoffpriifung durch Tomographieverfahren.



14 1 Direkte und inverse Probleme

Bedingungsgefiige
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Bild 1.1 Direkte und inverse Probleme
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Eine zweite Klasse inverser Probleme bilden die Steueraufgaben. Wir wollen
darunter Aufgaben verstehen, bei denen auch Parameter gesucht werden, aber
solche, die eine gewiinschte Wirkung hervorbringen. Hierbei ist es kein Nach-
teil, wenn mehrere Parameterkonstellationen zu dieser gewiinschten Wirkung
fiihren. Entscheidend ist, dafl man solche geeigneten bzw. optimalen Parameter
finden kann. In technischen Prozessen werden die Parameter dann so eingestellt
bzw. gesteuert, daf} sie die gewiinschte Wirkung erreichen. Zu dieser Aufgaben-
klasse gehéren auch Optimal-Design-Probleme, z. B. die optimale Kombination
von Konstruktionselementen zu einem Gerét mit gewiinschter Funktion. Auch
Steueraufgaben konnen inkorrekt sein. Dies ist unter anderem der Fall, wenn
gar keine optimalen Parameter existieren oder wenn die Parameter, die zu be-
nachbarten Wirkungen fithren, sich stark unterscheiden.

In Bild 1.1 sind einige Zusammenhénge schematisch dargestellt. Im folgenden
wollen wir die eingefithrten Begriffe der direkten Aufgabe und der damit zusam-
menhéngenden inversen Aufgaben an einem konkreten Beispiel deutlich machen.

Beispiel 1.1 Wir betrachten einen technischen Ofen, in dessen Innenraum
zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein langer gerader Metallstab mit kreisférmigem Quer-
schnitt vom Radius R eingebracht wird. Unter der Voraussetzung, dafl Gas-
brenner im Ofen zu allen betrachteten Zeiten ¢ eine einheitliche Lufttemperatur
p(t) (0 <t < T) erzeugen konnen, werde der Stab im Zeitintervall ¢ € [0, 7]
aufgeheizt. Dies wird durch die Wahl einer monoton wachsenden Funktion ¢
erreicht.

Technischer Ofen

N\

W\ Gastemperatur () v

7
/

C O

Stab mit Radius R

Bild 1.2
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Das radialsymmetrische Profil des Stabes 1a8t die Annahme verniinftig erschei-
nen, dafl die von Ort und Zeit abhéngige Temperatur u(r,?) (0 < r < R,
0 <t < T)im Stab beziiglich des Ortes nur vom Abstand r der jeweiligen
Stabpunkte von der Symmetrieachse bestimmt wird. Dabei bezeichnen r = 0
einen Punkt auf der Symmetrieachse und r = R einen Punkt auf der Oberflache
des Stabes. Die Anfangstemperatur ug(r) (0 < r < R) des Stabes zum Zeit-
punkt ¢ = 0 weise ebenfalls dieses rotationssymmetrische Verhalten auf. Unter
diesen Umsténden geniigt die Temperaturfunktion u der in Polarkoordinaten
geschriebenen Wérmeleitungsgleichung

pqm&gf)zégéQA@ﬁE%Q) 0<r<R,0<t<T). (L1)
Dies ist eine quasilineare parabolische partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung, welche die Parameter bzw. Parameterfunktionen p (Dichte
des Stabes), c¢(u) (spezifische Warme als Funktion der Temperatur) und A(u)
(Warmeleitfahigkeit als Funktion der Temperatur) enthilt. Die Situation zur
Zeit t = 0 148t sich durch die Anfangsbedingung

u(r,0) = uo(r) (0<r<R) (1.2)

beschreiben. Hier tritt die Anfangsfunktion ug als Parameterfunktion auf. We-
gen der radialsymmetrischen Struktur des Problems ergeben sich zwei Rand-
bedingungen. Die erste Randbedingung

0u(0,1)
ar
bringt die Tatsache zum Ausdruck, daf aus Symmetriegriinden kein Warmeflufl

iiber die Symmetrieachse des Stabes hinweg auftritt, wéhrend in der zweiten

Randbedingung

=0  (0<t<T) (1.3)

) Py i ) <i<T) (L)

der Wéarmeflufl iiber den dufleren Rand des Stabes als proportional zur Diffe-
renz zwischen Oberflichentemperatur u(R,t) des Stabes und Lufttemperatur
Y(t) um den Stab herum erklart wird. Als Proportionalitatsfaktor tritt u(w)
(Wéarmetibergangszahl als Funktion der Temperatur) auf. Neben p(u) enthélt

diese Randbedingung auch die in der Differentialgleichung auftretende Funk-
tion A(u) als Parameterfunktion. Vorausgesetzt, dafi die Werte aller Parameter
und Parameterfunktionen bekannt sind, besteht in unserem Beispiel die direkte
Aufgabe in der Bestimmung des Temperaturfeldes

u(r,t) 0<r<R0<t<T) (1.5)
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im Stab als Funktion von Ort r und Zeit ¢. Zu diesem Zweck ist das Anfangs-
Randwertproblem (1.1) — (1.4) zur Warmeleitungsgleichung zu lésen. Wéhrend
Differentialgleichung, Anfangs- und Randbedingungen Ursache und Bedingungs-
gefiige umfassen, beschreibt das komplette Temperaturfeld (1.5) die sich erge-
benden Wirkungen. Als spezielle Wirkungen kann man dabei zum Beispiel die
Temperaturen

ulrt) (=12, k 0<t<T) (1.6)

zu allen Zeiten 0 < ¢ < T an k& Punkten des Stabes mit Abstinden 0 < r; <
ry < ... < rg < R von der Symmetrieachse betrachten. Die Daten (1.6) lassen
sich mit Hilfe von k durch Bohrungen im Stab an entsprechenden Stellen an-
gebrachten Temperatursonden gewinnen. Ein praktisch interessantes inverses
Problem auf der Grundlage der indirekten Messungen von (1.6) stellt dann die
Bestimmung der Warmeiibergangsfunktion

IM(U) (umzn S u S umax)

dar, wenn p, A(u),®(t) und ug(r) als bekannt angenommen werden konnen.
Das Temperaturintervall [t,,;, Umq,] muB natiirlich so gewahlt werden, daf die
gemessenen Temperaturen diesen Bereich in jedem Falle umfassen. Ein anderes
inverses Problem ist die Bestimmung des Anfangstemperaturprofils ug(r)
mit Hilfe von Temperaturdaten

u(r,T) (0<r<R) (1.7)

zur Endzeit T', wenn alle weiteren Parameter verfiigbar sind. Fine solche manch-
mal als History-Match-Problem bezeichnete Aufgabe entspricht praktisch der
Losung der Warmeleitungsgleichung mit umgekehrter Zeit. Beide erwahnten
inversen Probleme sind Identifikationsprobleme. Fiir die Beispielsituation sind
aber ebenso Steueraufgaben formulierbar. Dazu gehort die Bestimmung einer
optimalen Gastemperatursteuerung

()  (0<t<T)

im Zeitintervall [0, 7], so da} zur Endzeit T' das resultierende radiale Tempe-
raturprofil (1.7) moglichst gut mit einem gewiinschten Temperaturprofil uz(r)
iibereinstimmt. Dabei miissen die restlichen Parameter und Parameterfunktio-
nen natiirlich auch wieder mit einer akzeptablen Genauigkeit bekannt sein. O

Im Prinzip ist die Suche nach jedem Parameter, jeder Parameterfunktion und
jeder Kombination von Parametern als Identifikationsproblem formulierbar. Um
eine reale Chance der Rekonstruktion der gesuchten Groflen zu erhalten, sollte
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aber beachtet werden, daf} ein geniigend grofler Bereich von Wirkungen ein-
bezogen wird, so dal die Beobachtungsdaten tatsachlich ausreichend Informa-
tionen tiber die zu bestimmenden Parameter enthalten. Ohne die Feinstruk-
tur des Problems analysieren zu miissen, kann man diese Voraussetzung grob
durch Vergleich der Qualitét von gesuchten Parametern und Daten tiberpriifen.
Strebt man fiir das inverse Problem die eindeutige Losbarkeit an, so diirfen nicht
mehr Parameter gesucht werden, als Daten vorhanden sind. Diese Erkenntnis ist
z.B. bei der Losung von Gleichungssystemen jedem stets gegenwértig, denn von
unterbestimmten Gleichungssystemen kann man keine wohlbestimmten Lésun-
gen erwarten. Da aber in der Regel von fehlerbehafteten Daten ausgegangen wer-
den muf, sollte der Datenumfang sogar grofler sein als der Umfang der gesuchten
Parameter. Solche iiberbestimmten Systeme bieten die Moglichkeit, den Einflufl
von Datenfehlern auf die Losung zuriickzudrangen. In der Stochastik wird diese
Vorgehensweise mit dem Prinzip der Regression beschrieben. Will man im Rah-
men einer inversen Aufgabe nicht endlich viele Parameter, sondern unendlich
viele Werte in Gestalt einer Parameterfunktion von £ reellen Verdnderlichen
identifizieren, so scheint es ein erlaubter Analogieschlufl der eben gemachten
Uberlegungen zu sein, daf dann auch die Daten in Gestalt einer Funktion von
wenigstens k reellen Verdnderlichen vorliegen miissen.

Um mit Hilfe eines Computers gesuchte Parameter oder Parameterfunktionen
im Rahmen eines inversen Problems an beobachtete oder gewiinschte Wirkun-
gen anpassen zu koénnen, mufl man die direkte Aufgabe auf dem Computer fiir
alle in Frage kommenden Parameterkonstellationen mit hinreichender Genau-
igkeit 16sen kénnen. So miissen etwa in Beispiel 1.1 fiir alle denkbaren Mate-
rialparameter die auftretenden Anfangs-Randwertprobleme fiir die Warmelei-
tungsgleichung (1.1) auf dem Computer ndherungsweise l6sbar zu sein, um die
Temperaturwerte u zu erhalten, die mit den Daten abgeglichen werden sollen.
Dies erfordert im konkreten Beispiel Kenntnisse tiber die numerische Losung
partieller Differentialgleichungen (s. [GRRO92]) bis hin zur Nutzung geeigneter
Algorithmen und Software fiir solche Probleme. Welchen Loésungszugang man
auch immer fiir ein inverses Problem wé&hlt, stets ist die mehrfache Losung
der entsprechenden direkten Aufgaben damit verbunden. In der Praxis miissen
oft einige Tausend direkte Aufgaben mit unterschiedlichen Parametern gel6st
werden, um eine befriedigende Naherungslésung fiir ein inverses Problem zu
erhalten.

Wihrend sich die Mathematik lange vorwiegend mit der Formulierung und Be-
handlung direkter Probleme beschéftigte, entwickelte sich in den letzten Jahr-
zehnten die Untersuchung inverser Probleme aus Naturwissenschaften und Tech-
nik zu einem wichtigen Teilgebiet der Angewandten Mathematik. Dies hatte sei-
ne Ursachen natiirlich auch im Wunsch nach immer genauerer Losung direkter



1 Direkte und inverse Probleme 19

Aufgaben, welche aber nur zu erreichen ist, wenn die auftretenden Parameter
hinreichend genau bekannt sind. In der Folge ergaben sich immer mehr Forde-
rungen nach der Bestimmung der fehlenden Parameter im Rahmen der Losung
inverser Probleme. Die allerdings meist englischsprachige Literatur zu konkre-
ten inversen Problemen aus den unterschiedlichsten Anwendungsgebieten ist
allein im letzten Jahrzehnt kaum noch zu tiberschauen. Eine schéne und leicht
verstdndliche Beispielsammlung solcher angewandter inverser Probleme findet
der interessierte Leser im Buch von C. W. Groetsch (s. [GRO93]). Wir wer-
den in den folgenden Kapiteln vielfach konkrete Beispiele zur Illustration der
Mathematik inverser Probleme in den Text einflechten.

Inverse Problemstellungen traten auch schon vereinzelt im 19. Jahrhundert bei
der Formulierung verschiedenartiger Fragestellungen der Mechanik und Poten-
tialtheorie auf, so bei N. H. Abel 1823 und G. G. Stokes 1867. In der ersten
Halfte des 20. Jahrhunderts war die Geophysik Ausloser zahlreicher inverser Fra-
gestellungen. Inverse Probleme der Seismik (H. Benndorf 1905), der Gravimetrie
(C. Neumann 1906) und der Geoelektrik bzw. Magneto-Tellurik (R. E. Langer
1933) fanden allgemeines Interesse. Seit den Untersuchungen von H. A. Lorentz
1906 und J. Radon 1917 war das inverse Problem der Bestimmung von Funk-
tionen aus der Kenntnis ihrer Integralwerte auf Linien Gegenstand mathe-
matischer Untersuchungen, welches uns unter dem Begriff Tomographie be-
gegnet. Die heute als bildgebendes Verfahren aus der medizinischen Diagno-
stik nicht mehr wegzudenkende Computertomographie (zum mathematischen
Hintergrund s. F. Natterer [NATS85] und [NATS86]) entwickelte sich aber erst
nach Arbeiten von A. M. Cormack 1963 und ausgehend von den nunmehr zur
Verfiigung stehenden rechentechnischen Moglichkeiten. Ebenso gehérten inver-
se Spektralprobleme und inverse Streuprobleme zu Aufgabenklassen, die An-
fang des 20. Jahrhundert speziell aus physikalischer Sicht Interesse fanden. Die
genannten Namen stehen nur exemplarisch fiir die Wissenschaftler, die sich
als Pioniere der inversen Theorie verdient gemacht haben (s. ausfiihrlicher bei
L. v. Wolfersdorf [WOL94]). In der 2. Halfte des 20. Jahrhunderts entwickelten
sich Theorie und Praxis inverser Probleme sehr rasch. Neue Anwendungsberei-
che kamen hinzu, von denen hier als Beispiel nur die inversen Warmeleit- und
Diffusionsprobleme genannt werden sollen. Insbesondere wurden aber unter dem
Begriff der Regularisierung analytische und numerische Zugéange zur stabilen
Losung inverser Probleme systematisch entwickelt und erprobt. Eine umfassende
Ubersicht iiber diese Entwicklungen, die mit Arbeiten von A. N. Tikhonov 1963
ihren Anfang nahmen, bis hinein in die 90er Jahre gibt H. W. Engl in [ENG93].
Beziiglich einer kurzen Einfithrung in die Numerik des inversen Problems sei
andererseits auf die Ubersichtsarbeit [LOU90] von A. K. Louis verwiesen.
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Wihrend die Behandlung von linearen inversen Aufgaben, bei denen zwi-
schen den zu bestimmenden Groéflen und ihren Wirkungen ein linearer Zusam-
menhang besteht, heute im wesentlichen auf der Grundlage einer abgeschlosse-
nen Theorie erfolgen kann, sind Untersuchungen zu nichtlinearen inversen
Problemen ein aktueller Gegenstand der Forschung auf dem Gebiet der Ange-
wandten Mathematik. Grundlegende Ergebnisse der Mathematik linearer und
nichtlinearer inverser Aufgaben sollen in diesem Buch ihren Niederschlag finden.
Fiir den Leser, der sich dariiber hinaus noch tiefer in die Mathematik inverser
Probleme und ihre Anwendungen einarbeiten und dabei vielleicht auch die Be-
weise weiterer wichtiger Satze kennenlernen méchte, kénnen die Lehrbiicher
und Monographien [BAUS7], [ENG97], [EHN96], [HAN9g], [HOF86], [KIR96],
[KRE89] und [LOU89]| eine Hilfe sein. Weitere ausgewihlte Biicher, Sammel-
bande und Artikel findet man im Literaturverzeichnis. Bei der Auswahl von
Titeln fiir ein weiterfithrendes Studium leistet auch die kommentierte Referenz-

liste am Schlufl von [GRO93] gute Dienste.



2 Mathematische Beschreibung von Identifi-
kationsproblemen und Steueraufgaben

Im vorausgegangenen Kapitel haben wir den Unterschied zwischen direkten und
inversen Problemen kennengelernt und uns einen ersten Eindruck von der Viel-
falt moglicher inverser Aufgaben bei einem mathematischen Modell aus den
Naturwissenschaften oder der Technik verschafft. Es wurde erwéhnt, dafl es da-
bei sinnvoll ist, zwei klar getrennte Zielstellungen inverser Art zu unterscheiden.
Auf der einen Seite stehen die Identifikationsprobleme. Bei diesen ist ei-
ne fest umrissene und damit in eindeutiger Weise existierende physikalische
Grofle x nicht direkt beobachtbar oder mefibar, sondern mufl aus Wirkungen
der gesuchten Grofle auf andere tatsachlich beobachtbare physikalische Gréfien
y rekonstruiert werden. Das Ziel einer solchen inversen Aufgabe besteht in der
Identifikation von & durch mathematische Interpretation indirekter Messungen.
Dabei kann x beispielsweise ein einzelner Materialparameter, aber auch eine
Zusammenfassung von endlich vielen solchen Parametern zu einem Parameter-
vektor sein. Haufig wird die gesuchte Grofle = eine reelle Funktion einer oder
mehrerer reeller Veranderlicher darstellen. In diesem Falle mufl man eigentlich
sogar liberabz&dhlbar unendlich viele Werte identifizieren, etwa eine Funktion auf
einem Intervall. Wie wir spiter sehen werden, bleibt uns aber im numerischen
Prozel der nédherungsweisen Losung nichts anderes iibrig, als die Anzahl der
Unbekannten wieder auf eine endliche Zahl zu reduzieren. Nur auf diese Weise
kénnen wir moderne numerische Algorithmen auf leistungsfédhigen Computern
zur Losung derartiger Aufgaben einsetzen.

Die zweite Klasse inverser Aufgaben ist so beschaffen, dafl physikalische Gréflen
x gesucht werden, die gewisse gewiinschte Wirkungen y in optimaler Weise her-
vorbringen. Solche Aufgaben nennen wir hier Steueraufgaben. Die Auswahl
der GroBe x soll ndmlich so gesteuert oder eingestellt werden, dafl die damit er-
zielte Wirkung bestméglich zur vorgegebenen bzw. erwarteten Wirkung y paft.
Zu dieser Klasse zdhlen praktische Aufgabenstellungen, die mit Mitteln der
mathematischen Optimierung behandelt werden koénnen. Eine wichtige Rolle
spielen auch die Probleme der optimalen Steuerung. Optimierung und optimale
Steuerung bilden heute eigenstiandige Teilgebiete der Angewandten Mathema-
tik, die in diesem Buch jedoch nur kurz gestreift werden.

Wie wir an den zahlreichen Beispielen sehen koénnen, die in allen Kapiteln
des Buches zur Illustration der abstrakten Theorie eingestreut sind, erfolgt die
mathematische Beschreibung der verschiedenartigen Identifikationsprobleme in
Abhéngigkeit von der Natur der zugehérigen spezifischen direkten Aufgaben
in sehr unterschiedlicher Weise. So finden lineare und nichtlineare Gleichun-
gen und Gleichungssysteme, Integralgleichungen sowie gewéhnliche und parti-
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elle Differentialgleichungen gleichermaflen Anwendung. Ebenso vielfiltig sind
die Méglichkeiten der Beschreibung von Steueraufgaben.

Unser Ziel soll es in diesem Kapitel sein, eine einheitliche mathematische
Beschreibung von Identifikationsproblemen einzufithren, die fiir alle derar-
tigen Aufgaben Giltigkeit hat. Ebenso wird eine einheitliche mathematische
Beschreibung der Steueraufgaben erwéhnt. Wir nutzen dazu, soweit dies erfor-
derlich ist, elementare Begriffe und Zusammenhéange der Funktionalanalysis,
die der Leser entweder unmittelbar im Text erklart findet oder aber in den
tibersichtlich gestalteten Nachschlagewerken [GORI94] bzw. [TTB95, Kap. 11]
des Teubner-Verlages zur Funktionalanalysis nachlesen kann. Unsere Proble-
me formulieren wir mit Hilfe von Operatoren, also von Abbildungen, welche in
Vektor- oder Funktionenrdumen wirken. Im Kapitel 2 sind die dazu betrachte-
ten Rdume allgemein Banachrdume, in denen zu jedem Element des Raumes
eine Norm existiert, mit Hilfe derer man auch Abstidnde zwischen verschiede-
nen Elementen messen kann. Dagegen konzentrieren wir uns im Kapitel 3 auf
Hilbertraume als spezielle Banachrdume, die mit einem Skalarprodukt ausge-
stattet sind. Dies erlaubt eine Verallgemeinerung des aus der analytischen Geo-
metrie bekannten Begriffes der Orthogonalitét auch auf Funktionenrdume und
macht so weitergehende Untersuchungen moglich. Die im folgenden dargestellte
mathematische Beschreibung der Identifikationsprobleme in Form von Opera-
torgleichungen bzw. der Steueraufgaben mit Hilfe von Extremalproblemen
erscheint auf den ersten Blick ein wenig kompliziert. Wenn man sich jedoch die
Miihe macht, die wenigen verwendeten Bausteine der Funktionalanalysis et-
was ndher kennenzulernen, so staunt man {iber die kurze und pragnante Art,
Probleme zu beschreiben, die sich daraus ergibt. Der entscheidende Vorteil be-
steht aber wohl darin, dafl wir in den meisten Fallen aufgrund der einheitlichen
Beschreibung der Probleme auch einheitliche Lésungszugéinge formulieren
kénnen. Nicht jedes inverse Problem benétigt also einen speziellen Losungsan-
satz. Wir werden uns auf dieser Grundlage im Kapitel 4 ausfiithrlich mit der
Beschreibung der stabilen ndherungsweisen Losung von Identifikationsproble-
men befassen. Viele Ansétze sind dabei auch auf Steueraufgaben tibertragbar.
Wir wollen diese zweite Klasse inverser Aufgaben jedoch im einzelnen nicht wei-
ter verfolgen und verweisen den Leser auf die einschlagige Literatur zu diesem

eigenstandigen Gebiet (s. z.B. [[OTI79], [VASS81], [KATI94] und [LEXS86]).

2.1 Operatorformulierung inverser Aufgaben

In diesem Abschnitt werden wir zur mathematischen Beschreibung der inversen
Probleme Operatorgleichungen bzw. von diesen abgeleitete Extremalprobleme
benutzen. Nun sieht man es einer solchen Operatorgleichung erst einmal nicht
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immer an, ob sie eine direkte oder eine inverse Aufgabe beschreibt. Das heifit,
auch direkte Aufgaben lassen sich als Operatorgleichungen schreiben. Der ent-
scheidende Unterschied besteht in den Losungseigenschaften solcher Gleichun-
gen. Wihrend Operatorgleichungen fiir direkte Aufgaben in der Regel korrekt
sind, erweisen sich, wie schon in Kapitel 1 angedeutet, die hier ausschliellich
betrachteten Operatorgleichungen fiir die inversen Aufgaben als inkorrekt. Bei
den inkorrekten Operatorgleichungen gibt es Schwierigkeiten mit der Losbar-
keit, mit der Eindeutigkeit von Lésungen und vor allem mit der Stabilitat der
Loésungen in bezug auf Stérungen in den Fingangsdaten. Der Abschnitt 2.2 wird
sich ganz ausfithrlich mit dem Phdnomen der Inkorrektheit befassen.

2.1.1 Wichtige Eigenschaften zugrundeliegender Riume

Die Grundlage unserer weiteren Betrachtungen bilden reelle normierte
Raume Z. Das sind spezielle lineare Réaume (s. [TTB95, S.361]) iiber dem
Korper der reellen Zahlen IR, bei denen jedem Element z des Raumes Z eine
nichtnegative Zahl ||z||, als Norm des Elements zugeordnet wird. Dabei gelten

die Normaxiome
o, =0 & :=o0.
[Azll, = [Alll=]l,

sowie als drittes Normaxiom die Dreiecksungleichung

21+ 2l < llall, + [z,

fiir alle z, 24,22 € Z und A € R.

Um eine inverse Aufgabe mit Hilfe von Operatoren formulieren zu kénnen, wahlt
man zuerst zwei geeignete normierte Raume X und Y mit zugehorigen Normen
||'||x und ||-]|y. Die Elemente dieser Raume werden in der Regel durch reellwerti-
ge Vektoren oder durch reelle Funktionen einer oder mehrerer reeller Verander-
licher gebildet. Aus dem normierten Raum X kommen die gesuchten Losungen
x der Aufgabe, wihrend mogliche Eingangsdaten y sich als Elemente von Y
betrachten lassen. Eingangsdaten sind dabei sowohl die beobachtbaren Grofien
bei den indirekten Mefproblemen bzw. Identifikationsproblemen als auch die
Groflen gewiinschter Wirkungen bei den Steueraufgaben.

Ein wichtiger Begriff in normierten R&umen ist der Begriff der starken
Konvergenz oder Normkonvergenz einer unendlichen Folge {x,} C X von
Elementen aus X gegen ein Grenzelement x¢o € X. Darunter versteht man die
Konvergenz nlggo |2, — xo||x = 0, die bedeutet, daf} es fiir eine beliebig kleine

Zahl ¢ > 0 einen Index ng = no(e) gibt mit

|en, — xo||x < e fiir alle n > ny.
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) ) ) X .

Als Schreibweisen werden auch z, — x¢ In X bzw. z, — z¢ fir n — o

oder zo = li_>m z, verwendet. Wenn wir der Einfachheit halber im weiteren
n o0

nur von konvergenten Folgen in normierten Ré&umen sprechen, werden wir stets
die starke Konvergenz meinen. Zur Schreibweise von Elementefolgen sei all-
gemein noch bemerkt, dafl wir unter dem Symbol {x,} stets eine unendliche
Folge {z,}>2, verstehen wollen, deren Index n alle positiven natiirlichen Zah-
len durchlduft. Jede konvergente Folge {x,} in einem normierten Raum X ist
auch eine Cauchyfolge. Das heifit, fiir eine beliebig kleine Zahl ¢ > 0 gibt es
einen Index ng = ng(e), so daf} gilt

|en — @m||x <&, sobald n,m > ng. (2.1)

Ist andererseits in X jede Cauchyfolge eine konvergente Folge, so ist der nor-
mierte Raum X vollsténdig, und wir nennen ihn Banachraum (s. [GORI94,
S.39]).

Die beiden normierten Réume X und Y sollen in unseren Betrachtungen im-
mer Banachraume sein. Dabei ist auch die Tatsache wichtig, dal Banachraume
spezielle metrische Rdume (s. [GORI94, S.7]) sind. Man kann namlich im
Banachraum X mittels der Beziehung d(x1,22) = |21 — @2]|x mit 1,22 € X
einen Abstand d(-,-) zwischen zwei Elementen des Raumes festlegen und so
eine Metrik einfithren. Wenn es das Problem zulafit, wahlt man fiir X und Y
Hilbertraume (s. [GORI94, S.9 und 57]). Das sind Banachraume X bzw. Y,
die zusétzlich mit einem Skalarprodukt (-,-)x bzw. (-,-), ausgestattet sind. In
solchen Hilbertrdumen X, welche fiir # € X Norm und Skalarprodukt {iber die
Beziehung ||z||x = 1/{(x,x)x verbinden, lassen sich zahlreiche mathematische
Sachverhalte einfacher formulieren und bequemer behandeln als in allgemeinen
normierten Raumen (s. Kapitel 3).

Die Elemente zy, z3, ..., 21 eines linearen Raumes Z heiflen linear unabhéngig,
wenn aus

Mz +doze oo +F Az =0 (0 — Nullelement von Z; Ay, ..., A\r € R)

stets Ay = ... = Ay = 0 folgt. Die Dimension dim(7) eines linearen Raumes
7 ist dann die Maximalanzahl von linear unabhéngigen Elementen in Z. Falls
diese Zahl endlich ist, so heifit der Raum 7 endlichdimensional. Existieren
k in Z linear unabhingige Elemente zy, ..., z; fiir jede natiirliche Zahl &, so ist
dim(Z) = oo, und der Raum Z wird unendlichdimensional genannt.

Besteht die inverse Aufgabe von vornherein darin, einen Vektor x = (24, ..., 2,,)"
aus R" mit n reellen Komponenten z; (¢« = 1,...,n) auf der Grundlage von
Eingangsdaten in Form eines Vektors y = (y,,...,y )" € IR™ mit m reellen
Komponenten Y, (j = 1,...,m) zu bestimmen, so werden die Réume X = IR"
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bzw. Y = IR™ der n- bzw. m-elementigen reellwertigen Spaltenvektoren mit
geeigneten Vektornormen (s. Formel (2.36) in Abschn. 2.2.3) als Banachraume
gewdhlt. Das Symbol (-)" bezeichnet im weiteren stets transponierte Vektoren

und Matrizen. Unter IR”*" wollen wir den Raum der Matrizen A = (Qﬁ) mit
m Zeilen, n Spalten und den Eintrégen a;; (7 =1,...,m; ¢ =1,...,n) verstehen.
Wir werden in diesem Buch Vektoren und Matrizen sowie deren Komponenten
bzw. Eintrége stets durch Unterstreichung ithrer Symbole charakterisieren. Die
Zahlen n, m und m x n geben auch die Dimensionen der endlichdimensionalen
Réaume IR", IR™ und IR”*” an. Unendlichdimensionale Riume X und Y treten
in der Regel auf, wenn inverse Probleme in der Bestimmung von Funktionen
x bestehen, wobei dann sinnvollerweise auch die Eingangsdaten y Funktionen
sein sollten. Wir werden eines der Symbole & oder x(-) benutzen, wenn wir die
Funktion als Element eines Funktionenraumes beschreiben wollen. Hingegen
bezeichne das Symbol x(t) den Wert der Funktion @ zum Argument t.
Fiir eine inverse Aufgabe mit realem Hintergrund mufl die Wahl der Réume
X und Y so erfolgen, daf} die entsprechenden Normen auf sinnvolle Abstands-
begriffe beziiglich der Losung und beziiglich der Eingangsdaten fithren. Wollen
wir etwa eine auf dem endlichen abgeschlossenen Intervall [«, b] definierte reelle
stetige Funktion x(¢) ausgehend von MeBdaten einer auf dem gleichen Inter-
vall definierten reellen Funktion y(s) bestimmen, so macht es hdufig Sinn, das
Raumpaar X := Cla,b] der auf [a, b] stetigen Funktionen und Y := L?*(a,b) der
auf demselben Intervall quadratisch integrierbaren Funktionen zur Modellierung
zu verwenden. Beide linearen Raume X und Y sind unendlichdimensional. Sie
werden zu Banachrdumen durch Einfithrung entsprechender Normen. Um die
Genauigkeit von Losungen zu charakterisieren, mifit man den Abstand zweier
Elemente # und & aus dem Raum Cfa, b] mit der Maximumnorm

o = e = ma (1) — (1), (2:2)
wahrend fiir die Fingangsdaten der auf einer quadratischen Mittelbildung be-
ruhende L?-Abstand zweier Elemente y und g

b

P ap) P /(y(s) —§(s))*ds (2.3)

a

ly — g

zugrundegelegt wird.
Wenn wir in einem linearen Raum Z zwei Normen || - ||, und || - ||3 betrachten,
so heiBen die Normen fAquivalent, wenn es Konstanten 0 < K < K < oo gibt
mit

Kzl < Izl £ K22 fiir alle z € Z. (2.4)
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Die Konvergenz li_>m ||z, — 20||z = 0 einer Folge {z,} C Z in der Norm || - ||,
zieht dann die Konvergenz li_>m |z, — zol|z = 0 in der Norm || - ||3 nach sich

und umgekehrt. Man kann sagen, dafl dann keine der beiden Normen starker
ist als die andere. Alle Vektornormen || - ||g» im n-dimensionalen Raum IR" sind
aquivalent. Im unendlichdimensionalen Raum Z kann es jedoch sein, daf§ zwar

lzllz < K 2|, fiir alle z € 7, (2.5)

jedoch keine Beziehung der Gestalt (2.4) gilt. Dann ist die Norm || - ||, stérker
als die Norm || - ||5.

Vergleicht man unter diesem Aspekt fiir den linearen Raum der auf [a, b] defi-
nierten stetigen reellen Funktionen die Normen

Iz = 1= leton = ma (1) (2.0
und
b
I2llz i= elizun = || [ (@), 2.7)

a

so findet man eine Ungleichung (2.5) mit der Konstanten K = v/b — a, wohin-
gegen eine Konstante A > 0 im Sinne von Ungleichung (2.4) nicht existiert.
Geht also eine Fehlergrofie in der Norm || - || o1 gegen Null, so strebt sie eben-
falls in der Norm || - ||,2(,, gegen Null. Die Umkehrung dieser Aussage gilt
nicht. Es sei vermerkt, daf§ der lineare Raum Cla,b] der stetigen Funktionen
mit der Norm (2.6) einen Banachraum bildet. Wahrenddessen bilden die steti-
gen Funktionen mit der schwicheren Norm (2.7) nur einen (nicht vollstandigen)
normierten Raum, dessen Vervollsténdigung auf den schon erwdhnten Banach-
raum L?*(a,b) der quadratisch integrierbaren Funktionen iiber [a,b] fithrt. Am
Rande soll hier erwéhnt werden, dafl unter der Integrierbarkeit dabei die FExi-
stenz endlicher Lebesgue-Integrale (s. [FLO81, §8]) verstanden wird. In diesem
Sinne identifiziert man zwei reelle Funktionen x1(¢) und x(t) tiber dem In-
tervall [a,b] als zum gleichen Element des Raumes L?(a,b) gehérig, wenn sich
ihre Funktionswerte nur auf einer Menge von Argumentwerten ¢ vom Lebes-
guemafl Null unterscheiden. Man kann also beispielsweise die Funktionswerte
einer Funktion aus L*(a,b) in endlich oder abzihlbar vielen Punkten des Inter-
valls [a, b] abdndern, ohne daf sich deswegen ein anderes Element des Raumes
L*(a,b) ergibt.

Man sieht leicht ein, dafl die Maximumnorm bei der Bewertung von Abstédnden
stiarker ist als die im Mittel ausgleichende L?*-Norm. Um mit einer vorgegebe-
nen kleinen reellen Zahl ¢ > 0 als Ma$ fiir den erlaubten Fehler die Forderung



2.1 Operatorformulierung inverser Aufgaben 27

|2 — Z||cay < € zu erfiillen, dirfen fir alle ¢ € [a,b] die Abweichungen
|z(t) — ()] nicht groBer als € sein. Diese C[a, b]-Norm orientiert also auf einen
kleinen Fehler gleichmifBig fiir alle ¢. Andererseits geniigt es bei Vorgabe einer
kleinen Zahl & > 0 fiir die Erfiillung der Ungleichung ||z — 2||,2(,, < ¢, daB im
Intervall [a, b] die Flache zwischen der t-Achse und dem Graphen der Funktion
f(t) := (z(t) — 2(¢))* nicht grofer als e? ist. GroBere Abweichungen |z(t) — #(¢)|
in gewissen Teilbereichen von [a, b] konnen durch sehr kleine Abweichungen in
anderen Teilbereichen wieder ein wenig kompensiert werden. Die L?(a,b)-Norm
charakterisiert in diesem Sinne bis auf einen Proportionalitdtsfaktor, der die
Intervallinge zum Ausdruck bringt, einen iiber das gesamte Intervall [a, b] ge-
nommenen quadratischen Mittelwert von Abweichungen.

Die Entscheidung, ob das oben gewéhlte Raumpaar X und Y praktischen
Erfordernissen standhélt, ist in der Regel nicht allein vom mathematischen
Standpunkt aus zu treffen, sondern erfordert die Kenntnis des physikalisch-
technischen Problemhintergrunds. Die Mathematik stellt fiir diesen Zweck al-
lerdings eine breite Palette von Banachraumen mit unterschiedlichen Normen
zur Verfligung. So kénnte es etwa sein, dafl man die Genauigkeit von Loésungen
gar nicht in der starken C-Norm bewerten will. Dann kann z.B. auch fiir X der
Raum L?*(a,b) betrachtet werden, welcher im Gegensatz zu Cla,b] sogar einen
Hilbertraum bildet. Ebenso ist es haufig der Fall, dal nicht nur die Werte x(t)
einer gesuchten Funktion, sondern auch die Werte «'(¢) ihrer Ableitung von In-
teresse sind und in die Bewertung von Abstdnden einbezogen werden miissen.
Dann wire die Wahl des Raumes C'[a,b] der auf [a,b] stetig differenzierba-
ren Funktionen mit der gegeniiber der einfachen Maximumnorm in Cla, b] noch
weiter verstiarkten Norm

|l — &||c1pey := max |x(t) — 2()] + max |2'(t) — &'(t)] (2.8)

a<t<b a<t<b
angemessen. Eine solche Variabilitdat der Raumwahl hat man auch in bezug auf
den Raum Y, wobei aber die Beschaffenheit und das Format der Eingangsdaten
diese Moglichkeiten stark eingrenzen kénnen.

2.1.2 Der Operator der direkten Aufgabe

Neben der Raumwahl spielt bei der Formulierung inverser Aufgaben auch die
Wahl eines geeigneten Definitionsbereichs D C X eine wichtige Rolle. Alle
Elemente = dieser Menge D kommen als Losungen des inversen Problems in
Frage. Die Menge D darf natiirlich nur solche Parameter = enthalten, fiir welche
die zugehorige direkte Aufgabe iiberhaupt l6sbar ist.

Die eingangs erwdhnten Ursache-Wirkungs-Beziehungen werden allgemein mit
Hilfe einer Abbildung = — y zwischen Banachrdumen oder mit anderen Wor-
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ten durch einen Operator F' : D C X — Y charakterisiert. Jedem Element
x € D (Urbild), das eine Ursache oder eine Komponente des Bedingungsgefiiges
beschreibt, wird mittels F' in eindeutiger Weise eine Wirkung y € Y (Bild des
Operators) zugeordnet. Diese Richtung des Kausalzusammenhangs ist gerade
die der direkten Aufgabe. Den Operator F' nennt man daher auch Operator
der direkten Aufgabe. Es kann durchaus sein, dafi sich die Bildelemente
y = F(x) nicht mit Hilfe einer expliziten Formel unter Verwendung der Ur-
bildelemente x ausdriicken lassen. Bei inversen Problemen, deren beobachtbare
Wirkungsgroflen physikalische Zustdnde u sind, geniigen diese Zusténde in der
Regel einer gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichung oder einem Sy-
stem derselben. In diesem Zusammenhang kann man etwa als Element x die
Parameterfunktion A in Beispiel 1.1 betrachten. Die Zustéande u, aus denen sich
das Wirkungselement y ergibt, sind hier Temperaturen, die der Warmeleitungs-
gleichung (1.1) mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen geniigen.
Um bei Vorgabe des Parameterelements « das Bild y = F(x) des Operators
der direkten Aufgabe bestimmen zu kénnen, muf} in solchen Féllen erst ein Dif-
ferentialgleichungsproblem gelost werden, in Beispiel 1.1 das Problem (1.1) —
(1.4). Das Bild F(x) ist dann bei Vorgabe von x nur implizit iber die Losung
u dieses Differentialgleichungsproblems gegeben.

Abgesehen von sehr speziellen Situationen, zum Beispiel von Prozessen, bei de-
nen chaotische Verhaltensweisen dominieren, geht man von folgendem Zusam-
menhang aus: Eine kleine Stérung im Element x, also z.B. eine leicht verédnderte
Ursache, ruft wiederum nur eine kleine Stérung in y hervor, zieht also auch nur
eine leicht verdnderte Wirkung nach sich. Mathematisch driickt man dies durch
die Annahme eines stetigen Operators F' aus. Wir werden im weiteren immer
die in der folgenden Definition eingefithrte Stetigkeit des Operators F' der
direkten Aufgabe auf dem gesamten Definitionsbereich D voraussetzen.

Definition 2.1 FEin Operator F' : D C X — Y heifft st et i g im
Punkt xg € D, wenn fir jede gegen xq konvergierende Folge {x,} C D von
Urbildern, d.h.

lim ||z, — xol|x = 0,
n—00

auch die zugehorige Bildfolge {F(x,)} C Y gegen F(xo) konvergiert, d.h.,
es gilt dann

lim || F(xa) — F(zo)|y = 0.

n—0oo

Der Operator F' heifst stetig auf D, wenn er in allen Punkten xo € D stetig
ist.
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Eine besondere Rolle spielt unter den stetigen Operatoren F' der direkten Auf-
gabe die Klasse der beschrankten linearen Operatoren A.

Definition 2.2 FEin Operator A: X — Y heiffit 1inear, wenn fir alle
1,29 € X, A, Ay € R die Gleichung

A ()\11’1 + )\21’2) = )\1141'1 + )\2141’2
gilt. Gibt es zusdtzlich eine Konstante K > 0, so daf fir alle x € X
[Az[ly < K|[z]|x

erfillt ist, so heifit der lineare Operator A beschriankt.

Beschrankte lineare Operatoren A zwischen X und Y bilden selbst einen Ba-
nachraum, den wir mit £(X,Y") bezeichnen. Die Norm

[Az|

veX,zz0 ||7|[x

HAHuX,Y) =

in diesem Raum entspricht der kleinstmoglichen Konstante K in Definition 2.2.
Falls der stetige Operator F' nicht die Gestalt eines beschréankten linearen Ope-
rators besitzt, so sprechen wir von einem nichtlinearen Operator der direkten

Aufgabe.

2.1.3 Operatorgleichungen und Extremalprobleme

Jede inverse Aufgabe besteht unter den beschriebenen Bedingungen in einer Re-
konstruktion geeigneter Urbilder x € D C X bei Vorgabe von Bilderny € Y des
Operators F' der direkten Aufgabe. Die Losung der inversen Aufgabe entspricht
also der Realisierung der Umkehrabbildung y +— x des Operators der direkten
Aufgabe. In Abhéangigkeit davon, ob es sich um ein Identifikationsproblem oder
um eine Steueraufgabe handelt, ist diese Umkehrung aber in besonderer Weise
zu verstehen. Ebenso spielen fiir die Charakterisierung inverser Aufgaben FEi-
genschaften des Operators F' der direkten Aufgabe und des Definitionsbereichs
D eine entscheidende Rolle.

Jedes der betrachteten Identifikationsprobleme &8t sich in Form einer
Operatorgleichung

F(z) =y, reDCX, yeyY (2.9)

darstellen. Die Fingangsdaten y bilden dabei die rechte Seite der Operatorglei-
chung (2.9). Das gesuchte Parameterelement © aus dem Definitionsbereich D
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charakterisiert die Losung dieser Gleichung. Sofern F' ein nichtlinearer Opera-
tor ist, liegt ein nichtlineares Identifikationsproblem vor, und wir erhalten eine
nichtlineare Operatorgleichung (2.9). Fiir den Fall linearer Identifikati-
onsprobleme ergibt sich entsprechend als Spezialfall eine lineare Operator-
gleichung

Az = vy, reDCX, yeY, AcL(X)Y) (2.10)

zur Darstellung des Problems.

Bei den Identifikationsproblemen sind die Operatorgleichungen (2.9) und (2.10)
aber als idealisierte Schreibweisen aufzufassen, da die Elemente y eigentlich ex-
akte Bilder y = F/(z) bzw. y = Az des gesuchten Parameterelements x bei An-
wendung des Operators F' der direkten Aufgabe représentieren. In der Realitat
werden die Eingangsdaten diese Idealsituation niemals erfiillen, da aufgrund un-
vermeidlicher Modell- und Beobachtungsfehler von gegeniiber y gestérten Daten
ys auszugehen ist. Wir werden dann stets die Abschatzung

lys —yllv < 6 (2.11)

bei Vorgabe eines Datenfehlerniveaus 6 > 0 zugrundelegen.

Fiir Steueraufgaben ist diese Art der Modellierung auf der Grundlage von Ope-
ratorgleichungen wenig sachgerecht. Die vorgegebenen gewiinschten Wirkungen
y, zu denen ein moglichst gut passendes Element = gesucht wird, werden im
Regelfall nicht exakte Bilder von F' sein. Ebenso ist das Abstandsniveau ¢ der
gewiinschten Elemente y von solchen exakten Bildern F'(x) kaum quantitativ
zu fassen. Deshalb ist den Steueraufgaben eine Formulierung als Extremal-

problem
J(x):=||F(x) —y|]ly = min!, reDCX (2.12)

angemessen. Das Defektnormfunktional J(x) wird dabei minimiert beziiglich
aller zuléssigen Elemente x € D, wobei es Minimalelemente z,,,, als Losungen
von (2.12) nicht unbedingt geben muf}. Da aber Normen nichtnegative Werte
liefern, haben wir wenigstens ein Infimum ;2{) J(x) = ;2{) I|F'(2) —y|ly >0 als

untere Grenze aller zulédssigen Defektnormen. Somit existieren zu vorgegebenen
Zahlen n > 0 stets Elemente 27 | die der Beziehung

min?

Jah,) < inf J(@) 4 (2.13)
geniigen.

Fiir beide Klassen inverser Probleme kann man die Sondersituation D = X her-
vorheben. Wir haben es in diesem Fall mit unrestringierten inversen Pro-
blemen zu tun. Speziell fiir lineare Identifikationsprobleme in der Darstellung
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als lineare Operatorgleichungen (2.10) spielt dieser Fall eine wichtige Rolle, da
hierfiir eine geschlossene mathematische Theorie existiert, deren Grundlagen wir
in den Abschnitten 2.2.3 fiir allgemeine Banachrdume und 3.1 fiir Hilbertraume
kennenlernen werden. Ist der Definitionsbereich D eine echte Teilmenge des
Banachraums X, so sprechen wir von restringierten inversen Problemen.
Von Interesse sind dabei fiir D Teilmengen im Banachraum X mit besonderen
Eigenschaften. Mit Hilfe von Kugeln

D={reX: |z|x<K} (2.14)

ist es beispielsweise moglich, Losungen inverser Aufgaben in der Norm des
Raumes X durch eine vorgegebene Konstante K > 0 zu beschranken. Ebenso
konnen Losungsfunktionen, z.B. @ € C[a, b], entsprechend ihrem Anwendungs-
hintergrund a priori als nichtnegativ,

D={xe€Cla,b]: 2(t)>0 («a<t<b)}, (2.15)
als monoton nichtfallend,
D ={x € Cla,b]: z(t;) <za(tz2) (a<t1 <ty <b)}, (2.16)

oder als konvex,

D= {:1; €Clab]: o (“ ;“) < 2t . W) (<t <ty < b)}, (2.17)
vorausgesetzt werden. Eine weitere wichtige Klasse von Restriktionen wird in
den Abschnitten 2.3.2 und 2.3.3 ausfithrlich betrachtet. Zum einen machen Re-
striktionen die praktische Behandlung der Operatorgleichungen und Extremal-
probleme schwieriger, da spezielle auf Restriktionen zugeschnittene numerische
Losungszugiange entwickelt und eingesetzt werden miissen. Zum anderen steigen
mit den Restriktionen aber die Chancen einer realistischen Losung der inversen
Aufgaben, da gegeniiber den unrestringierten Problemen zusédtzliche Informa-
tionen iiber die erwartete Losung in die Problemstellung einflieflen.

2.2 Das Phianomen der Inkorrektheit

Leider sind wichtige positive Eigenschaften direkter Aufgaben nicht auf inverse
Aufgaben {iibertragbar. So ist die Tatsache, dafl bei direkten Aufgaben klei-
ne Storungen in den Ursachen auch nur kleine Stérungen in den Wirkungen
nach sich ziehen, nicht umkehrbar. Ebenso kann aus der eindeutigen Bestimmt-
heit einer resultierenden Wirkung bei vorgegebener Ursache nicht geschlossen
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werden, dafl zu jeder vorgegebenen Wirkung eine eindeutig bestimmte Ursa-
che gehort. Diese nachteiligen Verhaltensweisen inverser Aufgaben finden ih-
ren allgemeinen Ausdruck in der Inkorrektheit oder Schlechtgestelltheit
(englisch: ill-posedness) solcher Aufgaben. Mit diesem Phinomen und seinen
Auswirkungen auf die ndherungsweise Losung inverser Aufgaben werden sich die
folgenden Betrachtungen beschéaftigen. Auch wenn wir dabei nur die Inkorrekt-
heit der mathematischen Modelle (2.9) bzw. (2.12) von Identifikationsproblemen
bzw. Steueraufgaben diskutieren werden, sei an dieser Stelle unterstrichen, daf}
Inkorrektheit eine Figenschaft des inversen Problems selbst ist und nicht etwa
die Folge einer unsachgeméafen Modellierung desselben.

2.2.1 Die Hadamardsche Korrektheitsdefinition

Bereits Anfang dieses Jahrhunderts formulierte der franzésische Mathematiker
J. Hadamard (s. [HAD23]) bei Betrachtungen von Cauchyproblemen zu parti-
ellen Differentialgleichungen den Begriff der Korrektheit einer Aufgabe. Wir
wenden diese Definition im folgenden sinngeméafl auf die ein Identifikationspro-
blem beschreibende Operatorgleichung (2.9) an:

Definition 2.3 Die Operatorgleichung (2.9) heifst k o r r e k t nach

Hadamard, wenn gilt:

i. JZujedemy €Y gibt es eine Losung x € D von F(x) =1y
(Existenzbedingung).

ii. Die aus F'(x) =y erhaltene Losung x ist in D eindeutig bestimmt
(Findeutigkeitsbedingung).

ii. Die Losung x hdingt stetig von der rechten Seite y ab
(Stabilititsbedingung).

Ist wenigstens eine der drei Bedingungen verletzt, so heifst die Operatorglei-

chung inkorrektnach Hadamard.

e Wenn der Operator F' : D C X — Y der direkten Aufgabe die
Existenzbedingung in der Hadamardschen Korrektheitsdefinition er-
fiillt, so nennen wir ihn surjektiv. Die Bildmenge

F(D):={yeY:y=F(z), z€ D}

des Operators fiillt dann den ganzen Raum Y aus. Ist dagegen die Exi-
stenzbedingung verletzt, so ist es moglich, dafl zwar fiir die exakte rechte
Seite y € F(D) eine Losung der Operatorgleichung (2.9) existiert, nicht
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jedoch fiir gestorte Fingangsdaten ys € F/(D), obwohl die Abweichung §
(s. (2.11)) sehr klein sein kann. Die Verletzung der Existenzbedin-
gung ist ein erstes Phinomen der Inkorrektheit.

Im Losungsprozefl der Operatorgleichung kann die Tatsache, dafl nicht zu allen
rechten Seiten Losungen existieren, dadurch iiberwunden werden, daff man ver-
allgemeinerte Losungen von (2.9) akzeptiert. Eine wichtige Rolle spielen dabei
Elemente @ € D, welche die Defektnorm ||F(z) — y||y bzw. das in Hilbert-
rdumen meist verwendete Defektnormquadrat ||F(z) — y||2 der Operatorglei-
chung minimieren, sofern solche {iberhaupt existieren. Bei einer Verwendung der

Euklidischen Norm

lyller o= |> w2 (y= (4,05 p,)" € R") (2.18)
=1

im n-dimensionalen Vektorraum Y = IR" oder bei Verwendung der Norm aus
Formel (2.3) im Raum Y = L?*(a,b) bzw. allgemein im Hilbertraum spricht man
dabei von Kleinste-Quadrate-Losungen nach der auf C. F. Gauf} zuriickge-
henden Methode der kleinsten Quadrate.

e Die Operatorgleichung (2.9) erfiillt die Eindeutigkeitsbedingung der
Hadamardschen Korrektheitsdefinition, wenn fiir alle y € F(D), also fiir
alle rechten Seiten y, zu denen iiberhaupt Losungen in D existieren, aus
F(x1) = F(xy) = y mit ay,22 € D die Gleichheit 1 = x4 folgt. Wir
nennen den Operator F' dann injektiv auf dem Definitionsbereich D.
Folglich existiert der inverse Operator oder Umkehroperator

F' F(D)CY >DCX

mit F'71(z) = « fiir 2 = F(x). Die Losung z des Identifikationsproblems
kann man dann in expliziter Weise in der Form

= F'(y) (2.19)

aus den Eingangsdaten y herleiten. Der Operator F~! ist der Losungs-
operator des entsprechenden inversen Problems. Gilt neben der Eindeu-
tigkeitshedingung auch noch die Existenzbedingung, so ist F'(D) = Y, und
der Umkehroperator F'~! des Operators der direkten Aufgabe ist auf dem
ganzen Raum Y definiert. Bei Verletzung der Findeutigkeitsbedingung ist
selbst bei exakt gegebener rechter Seite y keine eindeutige Identifikation
des gesuchten Parameterelements x moglich. Die beobachteten Wirkun-
gen enthalten dann zuwenig Informationen iiber das zu identifizierende
Objekt, um es unzweifelhaft zu charakterisieren. Mehrdeutigkeit der
Losung ist ein zweites Phianomen der Inkorrektheit.
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Bei der praktischen Losung von mehrdeutigen Operatorgleichungen macht es
manchmal Sinn, nach speziell ausgezeichneten Lésungen zu suchen. In giinsti-
gen Féllen wird dadurch der Loésungsprozel im Sinne dieser verallgemeiner-
ten Losungen sogar eindeutig gestaltet. Haufig sucht man nach x*-Minimum-
Norm-Losungen, die unter allen Elementen € D mit minimaler Defektnorm
den kleinsten Abstand zu einem vorgegebenen Referenzelement 2 € X haben.

Definition 2.4 FEin Element x,,, € D heifft 2* ~-Minimum-Norm—
L 6 s un g der Operatorgleichung (2.9) zu einer gegebenen rechten Seite
y €Y und einem gegebenen Referenzelement x* € X, wenn gilt

1 (mn) = ylly = min |[[F(x) = yllv

und

s = "l = min { & = "1 £ [F(E) = ylly = min |F(e) = yll v, & € D}

Wenn 2* = 0 gesetzt wird, so werden als x*-Minimum-Norm-Losungen die
normkleinsten Elemente mit minimaler Defektnorm gesucht. Man spricht dann
nur von Minimum-Norm-L&ésungen.

o Bei erfiillter Eindeutigkeitshedingung bedeutet in der Hadamardschen
Korrektheitsdefinition die Stabilitdtsbedingung, dafi aus der Konver-
genz y, — yp in Y die Konvergenz der Bilder des inversen Operators
F~'y,) = F~'(yo) in X folgt. Die Stabilitidtsbedingung ist in diesem
Falle gleichwertig mit der Stetigkeit des Umkehroperators F~' im Sin-
ne von Definition 2.1. Leider wird aber selbst bei erfiillter Eindeutig-
keitsbedingung die Stabilitédtsbedingung bei Problemen der Identifikation
von Funktionen einer oder mehrerer Verdnderlicher in der Regel verletzt.
Die Banachraume X und Y sind in solchen Féllen unendlichdimensiona-
le Funktionenrdume, wie etwa die erwihnten Raume Cla,b] und L*(a,b).
Die Tatsache, daf dann F'~! unstetig wird und beliebig kleine Stérun-
gen in y zu beliebig groflen Stérungen in z fithren kénnen, erschwert die
Losung von Identifikationsproblemen auflerordentlich. Instabilitat ist
als drittes Phinomen der Inkorrektheit fiir den Lésungsprozef}
das gravierendste.

Wird die Eindeutigkeitsbedingung nicht befriedigt, so wollen wir unter der
Erfiilllung der Stabilitdtsbedingung in der Hadamardschen Korrektheitsdefini-
tion verstehen, dafl zu einer in Y gegen yo € F(D) konvergenten unendlichen
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Folge {y,} C F(D) die zugehorige Folge der Urbildmengen
Uy, :={z€D:Flz)=y,} (n=1,2,..)
von Elementen = € D, deren Bild y,, ergibt, gegen die Urbildmenge
Ulyo) :={x € D : F(x) = yo}

von yo konvergiert. Die Konvergenz ist dabei im Sinne der Konvergenz des
Quasiabstandes gegen Null wie folgt zu verstehen:

qdist(U(y,),U(yo)) := sup inf ||z, — xol|x = 0 fiir n — oo, (2.20)
2n €U (yn) T0EU (%0)

Kleine Storungen in der rechten Seite der Operatorgleichung (2.9) liefern im
Stabilitatsfall Losungen, die auch nur kleine Absténde von der Lésungsmenge
zu (2.9) bei exakter rechter Seite aufweisen. Die Stérungen in der Losungsmen-
ge miissen aber bei Verletzung der Eindeutigkeitsbedingung auf der Grundlage
des nichtsymmetrischen Quasiabstandes einer Menge M; C X von einer Menge
M, C X bewertet werden. Wenn man fiir jeden Punkt x; € M; der ersten
Menge den gewohnlichen Abstand dist(xy, My) := 90212{42 ||x1 — a2||x von der

Menge My (Punkt-Mengen-Abstand) betrachtet, so charakterisiert der Qua-
siabstand (Mengen-Mengen-Abstand) qdist(M;, My) := sup dist(xy, My) die

z1€M;
kleinste obere Schranke dieser iiber alle Elemente von M; genommenen Punkt-

Mengen-Abstande zu M.

Die Instabilitét als gravierendste Komponente der Inkorrektheit kann tiberwun-
den werden, wenn anstelle der instabilen Aufgaben selbst stabile Ersatzauf-
gaben zur naherungsweisen Losung eingesetzt werden. Um eine akzeptable Ge-
nauigkeit der Naherungslosungen zu gewéhrleisten, miissen die Ersatzaufgaben
aber die Ausgangsprobleme geniigend gut approximieren. Im Prinzip ist dabei
ein gesunder Kompromify zwischen Stabilitdt und Approximation zu fin-
den. Diese Vorgehensweise wird bei der Losung inverser Aufgaben durch den
Begriff der Regularisierung verkorpert. Methoden, die in sehr unterschiedli-
cher Weise einen solchen Kompromif} realisieren, heifen Regularisierungsme-
thoden und werden in speziellen Varianten in Abschnitt 2.3 und umfassend im
Kapitel 4 dieses Buches vorgestellt.

Als Ursache fiir die Inkorrektheit, speziell auch fiir die Instabilitdt von Iden-
tifikationsproblemen, ist die Tatsache zu nennen, dafl die meisten Operatoren
F der direkten Aufgabe glattend wirken. Die Bilder F'(x) haben dann in der
Regel eine hohere Glattheit als die Urbilder x. So kénnen unstetige Funktio-
nen x in stetige Funktionen F'(x) transformiert werden oder stetige, aber nicht
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tiberall differenzierbare Funktionen x in Funktionen F'(x) tiberfithrt werden,
die iiberall eine stetige erste Ableitung oder sogar héhere Ableitungen besitzen.
Glattung kann hier aber auch bedeuten, daf stark oszillierende Funktionen «
in kaum schwingende Funktionen F'(x) {ibergehen. Ebenso ist es moglich, daf
zwei Elemente x; und x5 mit groem Abstand ||z1 — @2||x in Bilder F(x;) und
F(x3) mit sehr kleinem Abstand ||F(x1) — F(x2)||y tibergehen oder aber daf
zwar die Abstdnde ||z1 — x2||x und ||F(x1) — F(x2)||y die gleiche Gréflenord-
nung haben, jedoch die verwendete Norm in Y viel starker ist als die Norm in X.
Die Umkehroperatoren F'~! glittender Operatoren [, also die Lésungsoperato-
ren des inversen Problems, sind dann in der Folge aufrauhend. Das bedeutet
fiir die Losung des Identifikationsproblems zum Beispiel, dafl man Amplitude
und Frequenz einer stark schwingenden Funktion x rekonstruieren soll, obwohl
die Datenfunktion F(x) erstens kaum Schwingungen aufweist und zweitens in
der Praxis auch noch mit einem Datenfehler iiberlagert ist. Dieser Vorgang des
Aufrauhens ist stets problematisch und fehleranféllig. Die damit verbundenen
Operatoren ['~! sind im allgemeinen nicht stetig. Folglich ist die Stabilitdtsbe-
dingung verletzt, und das inverse Problem ist inkorrekt. Das folgende Beispiel
illustriert diesen Zusammenhang.

Beispiel 2.1 Fiir einen auf einer geraden Strafle fahrenden PKW wird im Zeit-
raum 0 < ¢ < T mittels eines Mefigerats die Geschwindigkeit y(¢) als Funktion
der Zeit ¢ aufgezeichnet. Daraus sind die den Geschwindigkeiten zugrundelie-
genden zeitabhéngigen Beschleunigungen

() = y'(t)  (0<t<T) (2.21)

des Wagens zu identifizieren. Wir haben es mit einem inversen Problem zu tun,
welches auf die Bestimmung der ersten Ableitung einer Funktion aus
den Werten der Funktion selbst fithrt. Geht man davon aus, dafy der PKW
zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Ruhe ist, so wird der Zusammenhang zwischen den
Funktionen @ und y durch die Integralgleichung

[F(2)](t) := /:1;(7') dr = y(t) (0<t<T) (2.22)

beschrieben, welche hier die konkrete Form der Operatorgleichung (2.9) dar-
stellt. Der Operator I’ der direkten Aufgabe ist ein ,glattender” Integralopera-
tor, genauer ein linearer Volterrascher Integraloperator, wihrend der Losungs-
operator F'~! der inversen Aufgabe mit x = F~!(y) = %y ein ,aufrauhen-
der® Differentialoperator ist. Betrachten wir den Operator F' nun im Raum
X =Y = (C[0,T] stetiger Funktionen, d.h. messen wir alle Abweichungen
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in der Maximumnorm (s. (2.2)), dann ist F' ein stetiger Operator, denn die
Abschatzung

<

[1F(2n) = F(zo)llep.m = max

0<t<T

e

t
< i, [ ra(r) — 20l dr < T o 1)~ 20(0) < Tl ol
0

besagt, daB fiir n — oo mit x, — ¢ auch F(x,) — F(xo) in C[0,T] gilt
(s. Definition 2.1).
Storen wir andererseits eine Losung x¢ von Gleichung (2.22) mit F/(zo) = yo in
der Art

x,(t) = xo(t) + cosnt 0<t<T;n=1,2,..), (2.23)

so gilt
120 = 2ollcrom = max [cosnt| =1,

aber wir haben

1
yn(t) = yo(t) + —sinnt 0<t<T;n=1,2,..) (2.24)
n
mit
1
1yn = yollco.r1 < —
n

wobei y, = F'(x,) ist. Folglich gilt
gggo 190 = vollcoy = 0, aber gggo 1E~ (ya) = F 7 (o) lepn = 1 # 0.

Der Differentialoperator F~! ist somit in C[0,T] unstetig. Die Operatorglei-
chung (2.22) verletzt die Stabilitatsbedingung der Hadamardschen Korrekt-
heitsdefinition und ist somit inkorrekt. Vergleicht man die Formeln (2.23) und
(2.24), so wird deutlich, daf} beim Ubergang von « zu y fiir sehr hochfrequente
Storungen die Amplitude der Stérungen beliebig stark gedampft werden kann.
Dies illustriert den glattenden bzw. aufrauhenden Charakter der Operatoren F
bzw. I'~! in diesem Beispiel. Mit einer Modifikation des hier betrachteten Bei-
spiels in Richtung des Zusammenhangs zwischen zeitabhangiger Beschleunigung
und zuriickgelegtem Weg des Fahrzeugs beschiftigt sich Aufgabe 2.1. O

Um nach Definition 2.3 zu {iberpriifen, ob eine Operatorgleichung (2.9) kor-
rekt oder inkorrekt ist, miissen alle Bestandteile der Operatorgleichung, die
Banachrdume X,Y', die Menge D und der Operator I herangezogen werden.
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Manchmal 148t sich die eindeutige Losbarkeit von (2.9) erreichen, indem man
den Definitionsbereich D geeignet einschriankt, so dafl aus mehreren Losungs-
zweigen ein spezieller ausgewahlt wird. Fiir die Stabilitdtsbedingung dagegen
spielt die Wahl der Raume X und Y und ihrer Normen eine grofie Rolle. W&hlt
man etwa in Beispiel 2.1 fiir die Betrachtung der Integralgleichung (2.22) wieder
X = C[0,T] mit der Maximumnorm der Funktionswerte der Losungsfunktio-
nen, aber nun Y = C'[0, 7], wobei Abweichungen in der rechten Seite von (2.22)
nach Formel (2.8) bewertet werden, so gilt fiir eine Folge {x,} C X stets

[1F(2n) = F(zo)l ot = max

[nax, + max |x,(t) — xo(t)]

0<t<T

Jra(r) = aulry o

und folglich eine Ungleichung

1#(2n) = F(zo)llcro.n 2 ll2n = @ollew s

welche die Stabilitat des inversen Problems sicherstellt. In diesem Raumpaar
ist die Stabilitédtsbedingung nun plétzlich erfiillt. Der Losungsoperator der Inte-
gralgleichung F'~1 : C'[0,T] — C[0,T] ist hier ein stetiger Operator. Stabilitit
oder Instabilitét einer Operatorgleichung hangen also wesentlich von der Wahl
der ,,Topologie“ der Funktionenridume ab, die in Banachrdumen durch
die Auswahl der betrachteten Normen festgelegt wird. Eine Verstarkung der
Norm in Y, wie hier beim Ubergang von C[0,7] zu C'[0,7], oder als Alter-
native eine Abschwichung der Norm in X kann dazu fithren, daf} aus einer
instabilen Aufgabe eine stabile wird. Dieser mathematische Trick ist aber
kaum von praktischer Bedeutung, da fiir die mathematische Modellierung
inverser Probleme die Normen im allgemeinen durch den Problemhintergrund
festgelegt sind und nicht frei gewdhlt werden kénnen. So wiirde in Beispiel 2.1
die Wahl einer C''-Norm fiir Y bedeuten, da zu allen betrachteten Zeiten nicht
nur die Geschwindigkeiten y(¢), sondern auch ihre Ableitungen y'(t) mit einer
vorgegebenen Genauigkeit § gemessen werden kénnen. Dies wird ein Geschwin-
digkeitsmefBgerat aber kaum leisten. Die Ableitungswerte sollen im Rahmen des
inversen Problems ja gerade bestimmt werden.

Die Integralgleichung (2.22) wurde in Beispiel 2.1 als Spezialfall einer Operator-
gleichung (2.9) betrachtet. Da der auftretende Integraloperator aber beschrankt
und linear ist, gehort sie sogar in die Klasse (2.10) von linearen Operator-
gleichungen. Die Korrektheit bzw. Inkorrektheit nach Hadamard dieser Auf-
gabenklasse fiir den unrestringierten Fall D = X werden wir ausfiihrlich im
Abschnitt 2.2.3 diskutieren. Bei dieser Klasse stehen Existenz, Findeutigkeit
und Stabilitdt von Losungen in einem engen Zusammenhang. Fiir restringierte



2.2 Das Phanomen der Inkorrektheit 39

Probleme mit D C X (echte Teilmenge) andererseits und Aufgaben mit ei-
nem nichtlinearen Operator F' wird die Hadamardsche Existenzbedingung aber
héufig verletzt sein, denn F(D) stellt dann normalerweise eine echte Teilmenge
von Y dar. In diesem Fall ergeben sich daraus keine Schlufifolgerungen fiir die
Eindeutigkeit und die Stabilitdt der Lésung.

2.2.2 Die Korrektheit von Extremalproblemen

Da fiir Steueraufgaben nicht Operatorgleichungen, sondern Extremalprobleme
(2.12) zur mathematischen Darstellung geeignet sind, ist die Korrektheit sol-
cher Probleme auch nicht aus der Hadamardschen Definition zu erschlieflen.
Man muf} sich dazu mit dem Korrektheitsbegriff bei einem allgemeinen Extre-
malproblem

J(x) = min!, reDCX (2.25)

fiir ein reelles Funktional J : D C X — IR befassen. Ausgehend von [VAS8I]

formulieren wir im folgenden eine solche dafiir passende Korrektheitsdefinition:

Definition 2.5 Das Extremalproblem (2.25) heifit k o rr e k t, wenn gilt:
. Die Losungsmenge Liyin = Cmin € D 0 J(X i) = in{) J(x) ¢ von Pro-
r€
blem (2.25) ist nichtleer, wobei ig{) J(x) > —o0 vorausgesetzt wird

(Existenzbedingung).
v.  Fir eine minimierende Folge {x,} C D mit lim J(x,) = in{) J(x)
n—0o o=
gilt li_>m dist (@, Limin) = 0, wobei dist(xy, Lmin) = elilf |en — x||x

man

einen Punkt-Mengen-Abstand beschreibt (Stabilititsbedingunyg).
Ist eine Bedingung verletzt, so heifst das Fxtremalproblem inkorrekt.

Um eine Vorstellung von inkorrekten Extremalproblemen (2.25) zu erhalten,
geniigt es, mit D = X = IR den Raum der reellen Zahlen zu betrachten. Als
Norm in X wird der Absolutbetrag ||z||x = |z| einer reellen Zahl « € IR benutzt.
Dann ist zum Beispiel fiir das Extremalproblem

1
J(x) = i min!, re R (2.26)

die Existenzbedingung der obigen Definition verletzt, da zwar iglg J(x) =0 >

—oo gilt, das Funktional J(z) im Bereich der reellen Zahlen aber kein Minimum
besitzt, die Losungsmenge L,,;, von (2.26) also leer ist. Betrachtet man dagegen
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das Extremalproblem

1,2

zt 41

J(x) = = min!, r € IR, (2.27)
so ist die Existenzbedingung erfiillt, denn x,,;, = 0 ist Lésung von (2.27) und
Lpin = {0} nichtleer. Jedoch bildet z, = n (n = 1,2,...) eine minimierende
Folge, fiir die zwar li_>m J(x,)=0= inlg J(x) gilt, aber auch

n—0o =

dist(2p,, Linin) = n — o0 fiir n — oo.

Die Stabilitdtsbedingung ist offensichtlich verletzt. Die Extremalprobleme (2.26)
und (2.27) sind beide inkorrekt.

Fiir ein Steuerproblem in der Formulierung (2.12) bedeutet die Existenzbedin-
gung in der Korrektheitsdefinition, dafl dann zu vorgegebenem y € Y Elemente
Tmin € D mit minimalem Defekt ||F'(x) — y||y existieren. Betrachtet man eine
defektminimierende Folge {z,} C D mit nh_)rgo |F(xn) —ylly = ;2{) | F'(2) —ylv,
so sind die Folgenelemente bei erfiillter Stabilitatsbedingung fiir grofie n beliebig
gute Néherungen fiir Elemente x,,;, mit minimalem Defekt. Derartige Folgen
{z,} entstehen z.B. bei der unvollstandigen Minimierung des Defekts, wenn fiir
eine Folge positiver Zahlen {n,} mit n, — 0 fiir n — oo die Ungleichungen

[F(ea) = olly < inf [ F(x) — ol + .

erzeugt werden.

Eine Forderung nach der Existenz eines eindeutig bestimmten Elements z,,;,
mit minimalem Defekt findet man in Definition 2.5 wohlweislich nicht. Fiir Steu-
eraufgaben ist es ndmlich nicht von Nachteil, wenn mehrere Lésungen existieren.
Setzen wir fiir (2.12) aber voraus, dafl sowohl die Existenzbedingung als auch
die Stabilitdatsbedingung im Sinne von Definition 2.5 erfiillt sind, so kénnen wir
auch die Frage beantworten, wie es mit der Stabilitat der Losung von (2.12) in
bezug auf Storungen in y aussieht. Bezeichne {y,} C Y eine Folge von Néhe-
rungselementen der exakten Eingangsdaten yo € Y/ fiir die ||y, — yo|ly < d, mit
h_)rgo 4, = 0 gelte, und {z,} C D eine durch unvollstindige Minimierung von

||F'(2) — yu||y erhaltene Folge mit
1F (@) = vally < inf 1) = yulls + 1, (2.25)
und li_>m n, = 0. Dann folgt aus der Dreiecksungleichung fiir Normen

£ (2n) = yolly < [1F'(20) = ally + l[yn = volls- (2.29)
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Aus den Ungleichungen (2.28) und (2.29) erhalt man
Wendet man nochmals die Dreiecksungleichung an, so ergibt sich

(@) = yolly < (@min) = yollv + 1190 = yally +10a +

< NP @nin) = volly + 1 + 26, "2 inf [1P() — goll-

Das heiit, {z,} ist eine minimierende Folge fiir das Defektfunktional
|F'(2) — yolly zu den exakten Eingangsdaten yo. In diesem Sinne ist das Ex-
tremalproblem (2.12) stabil beziiglich kleiner Stérungen in den Daten.
Wenngleich wir in diesem Buch Steueraufgaben nicht tiefergehend betrachten
wollen, ist die Definition 2.5 der Korrektheit eines Extremalproblems trotzdem
weiter von Interesse. Vielfach wird es namlich niitzlich sein, Extremalproble-
me als Ersatzaufgaben zur nédherungsweisen Losung inkorrekter Operatorglei-
chungen (2.9) zu formulieren. Die Korrektheit dieser Ersatzaufgaben ist dann
die Voraussetzung, um auf diese Weise eine stabile naherungsweise Losung der
Ausgangsgleichung zu sichern.

2.2.3 Korrektheit und Inkorrektheit bei linearen Operatorgleichun-
gen in Banachrdaumen

Wir betrachten nun die lineare Operatorgleichung
Az = vy, reX, yeY, AeL(X)Y) (2.30)

als mathematisches Modell eines unrestringierten linearen Identifikationspro-
blems. Der beschrankte lineare Operator A der direkten Aufgabe ist dabei auf
dem ganzen Banachraum X definiert und nimmt Werte im Banachraum Y an.
An dieser Stelle wollen wir spezielle Teilmengen T" C X des Banachraums X
einfithren, die in den weiteren Betrachtungen Verwendung finden werden. Wir
nennen 7' C X einen Teilraum von X, wenn T selbst wieder einen linearen
Raum bildet, in dem die gleiche Norm wie in X eingefiihrt wird. Fiir beliebige
A, Ay € IR gilt dann mit zy, 29 € T auch Az + Ayze € T, jede Linearkom-
bination zweier Elemente aus T ist also wieder ein Element des Teilraums 7'
Eine Teilmenge T' von X heifit abgeschlossen, wenn sie mit ihrer Abschlie-
fung 7' {ibereinstimmt, also 7' = 7' gilt. Dabei enthilt die AbschlieBung T
alle Elemente von T sowie sdmtliche Elemente in X, die Grenzelemente einer
konvergenten Folge aus T' sind. Weiter heifit eine Teilmenge T' von X offen,
wenn sie nur aus inneren Punkten besteht, d.h., T' = int(T") gilt, wobei int(7T')
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die Menge der inneren Punkte von T' bezeichnet. Ein Element zq € T heifit
innerer Punkt von 7', wenn es eine positive Zahl » > 0 gibt, so daf die offene
Kugel

B (x0) :={x € X : ||z — xol|x < r}

um zp mit Radius r vollstdndig in T' liegt. Man tiberlegt sich leicht, dal der
Banachraum X selbst sowohl eine offene als auch eine abgeschlossene Menge bil-
det. Andererseits gibt es auch Mengen in X, die weder offen noch abgeschlossen
sind.

Wir bezeichnen mit

N(A)={z e X:Ax = 0}

den Nullraum des Operators A. Dieser enthilt alle Elemente des Raumes X,
welche mittels A in das Nullelement von X abgebildet werden. Wegen der Ste-
tigkeit von A haben wir fiir ein Element o € X mit li_>m |2, — xol|x = 0 und

{z,} C N(A) auch Azq = 0. Daher ist der Nullraum N(A) ein abgeschlossener

Teilraum von X. Weiter bezeichnen wir mit
R(A)={yeY:y = Az, v € X}

den Bildraum des Operators A. Der Bildraum R(A) ist wieder ein Teilraum
des Banachraums Y, der aber nicht in jedem Fall abgeschlossen zu sein braucht.
Die Frage der Abgeschlossenheit des Bildraums von A ist, wie wir sehen werden,
eng mit der Frage nach der Korrektheit der linearen Operatorgleichung (2.30)
verkniipft.

Wenden wir nun auf die lineare Operatorgleichung (2.30) die Hadamardsche
Korrektheitsdefinition (s. Definition 2.3) an. Dann ist die Existenzbedingung
genau dann erfiillt, wenn A surjektiv ist, d.h. R(A) = Y gilt. Andererseits
erfiillt (2.30) die Eindeutigkeitsbedingung genau dann, wenn A injektiv
ist. Dies ist gleichwertig mit der Tatsache, dal N(A) = {0} gilt, der Nullraum
von A also nur aus dem Nullelement des Banachraumes X besteht. Wéaren
namlich fiir N(A) = {0} die Elemente 1,25 € X zwei Losungen von (2.30) mit
Tp = T9 — 21, s0 wiirde aus Azy = Axy wegen der Linearitdt des Operators A
folgen, dafl Az, = 0 ist. Dies hat x, = 0, somit x; = x5 und die Injektivitat
von A zur Folge. Umgekehrt ergidbe sich fiir injektives A aus der Existenz ei-
nes Elements 2, # 0 mit 2, € N(A), daBl neben x; auch v = vy + 2, # 24
Losung von (2.30) wére, was einen Widerspruch zur Injektivitat von A darstellen
wiirde. Bei erfiillter Eindeutigkeitsbedingung existiert der inverse Operator
A™' . R(A) CY — X und ist wieder ein linearer Operator. Fiir lineare Ope-
ratoren, die auf einem linearen normierten Raum definiert sind und wieder in
einen solchen abbilden, ist die Stetigkeit im Sinne von Definition 2.1 in allen
Punkten des normierten Raumes gleichbedeutend mit der Beschrénktheit des
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linearen Operators im Sinne von Definition 2.2. Das bedeutet fiir den inversen
Operator A7, daB er genau dann stetig ist, die Operatorgleichung (2.30) also
der Stabilitdtsbedingung geniigt, wenn mit einer positiven Konstanten K

[A " y|lx < Kllylly  fiir alle y € R(A)
oder anders geschrieben
|z||x < K ||Az||y fir alle v € X (2.31)

erfilllt wird. Interessant ist nun, dafl die Stabilitdtsbedingung der Hadamard-
schen Korrektheitsdefinition immer erfiillt ist, wenn sowohl Existenzbedingung
wie auch Eindeutigkeitsbedingung erfiillt sind. Diesen Zusammenhang stellt das
Open Mapping Theorem her, das wir im folgenden als Hilfssatz formulieren
wollen.

Hilfssatz 2.1 Fs sei A € L(X,Y) ein surjektiver beschrinkter linearer
Operator, der den Banachraum X auf den Banachraum Y abbildet, d.h.,
es gilt R(A) = Y. Dann ist fir jede offene Teilmenge T von X auch die
Bildmenge AT :={y €Y :y=Ax, v € T} eine offene Teilmenge von Y.

Da ein Operator genau dann stetig ist, wenn die Urbilder offener Mengen wieder
offene Mengen sind, ergibt sich aus dem Hilfssatz 2.1 eine wichtige Folgerung.

Folgerung 2.1 Ist der lineare Operator A aus Hilfssatz 2.1 zusdtzlich in-
Jektiv, d.h. gilt N(A) = {0}, dann haben wir einen beschrinkten linearen
inversen Operator A~ € L(Y, X).

Wir setzen in den weiteren Betrachtungen dieses Abschnitts den Operator A
stets als injektiv und damit die Eindeutigkeitsbedingung als erfiillt voraus. Zu-
erst betrachten wir den Fall

R(A) = R(A). (2.32)

Als abgeschlossener Teilraum von Y ist der Bildraum Y := R(A) selbst wieder
ein Banachraum mit derselben Norm wie in Y. Der Operator A € L(X, 17) mit
Az := Auz fiir alle € X ist dann surjektiv, und es lassen sich Hilfssatz 2.1 sowie
Folgerung 2.1 anwenden. Der damit stetige inverse Operator A~ € ,C(Y/, X) si-
chert die Erfilllung der Stabilitédtsbedingung der Hadamardschen Korrektheits-
definition. So ergibt sich der folgende Satz:
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Satz 2.1 Der Operator A in der linearen Operatorgleichung (2.30) sei in-
Jektiv und habe einen abgeschlossenen Bildraum, d.h., es gelte (2.32). Dann
ist die Stabilitdtsbedingung in Definition 2.3 erfullt.

Da Y als Banachraum abgeschlossen ist, folgt aus der Existenzbedingung von
Definition 2.3 die Abgeschlossenheit des Bildraums (2.32). Aus Satz 2.1 erhalt
man somit:

Folgerung 2.2 Geniigt die lineare Operatorgleichung (2.30) sowohl der Fxi-
stenzbedingung als auch der Eindeutigkeitsbedingung von Definition 2.3, so
gentigt sie auch der Stabilititsbedingung, und (2.30) ist korrekt nach Hada-
mard.

Nunmehr betrachten wir die alternative Situation, daf§ der lineare Operator A
zwar injektiv ist, aber keinen abgeschlossenen Bildraum besitzt, d.h., wir haben

R(A) # R(A). (2.33)

Dann ist der inverse Operator A~ : R(A) C Y — X nicht beschrankt, somit
nicht stetig und die Stabilitatsbedingung von (2.30) verletzt. Ware namlich mit
(2.33) auch eine Ungleichung (2.31) erfiillt, so miifite fiir eine Folge

Un — yo & R(A) fiirn — 0o mity, = Az, € R(A) (n=1,2,...)
die Abschétzung
e — 2mllx < K||Yn — Y|y (n,m=1,2,...) (2.34)

gelten. Da {y,} als konvergente Folge auch eine Cauchyfolge ist (s. Beziehung
(2.1)), ergibt sich aus (2.34), daff auch {x,} eine Cauchyfolge ist. Dann existiert
im Banachraum X aber ein Grenzelement xg = li_>m x,. Wegen der Stetigkeit

von A folgt daraus li_>m Az, = Axo = yo. Dies schliefllich widerspricht der
Annahme yo € R(A).

Satz 2.2 Der Operator A in der linearen Operatorgleichung (2.30) sei in-
Jektiv und habe keinen abgeschlossenen Bildraum, d.h., es gilt (2.33). Dann
ist die Stabilititsbedingung in Definition 2.3 verletzt und (2.30) inkorrekt
nach Hadamard.

Wir befassen uns nun mit typischen Beispielen, anhand derer stabile Situationen
(2.32) und instabile Situationen (2.33) erldutert werden sollen.
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Beispiel 2.2 Ein inverses Problem aus dem Bereich des Strahlenschutzes be-
steht in der Identifikation von Gammaspektren (Photonenspektren) auf
der Grundlage von gemessenen Impulsspektren zum Zwecke der Berechnung der
Strahlendosis, die ein entsprechendes Objekt in einer betrachteten Zeit trifft.
Typisch fiir solche Aufgaben ist die Tatsache, dafl das zu identifizierende Spek-
trum nicht direkt beobachtbar ist, jedoch Wirkungen davon sehr wohl beobach-
tet (gemessen) werden konnen. Wir sprechen dann von indirekten Messungen,
deren mathematische Interpretation die gewiinschte Identifikation méglich ma-
chen soll. Teilt man den interessierenden Energiebereich [0, F,,,,| der Spektren
in n gleichgrofie Teilintervalle [; = {%Emm,%Emw} (1t = 1,...,n) ein, so
wird der Vektor & = (x,...,2,)" gesucht, dessen Komponenten z; den in ei-
ner festgelegten Mefzeit auf das Objekt treffenden Quantenflufl von Teilchen
aus dem Energieintervall I; charakterisieren. Mit Hilfe eines Detektors werden
als Wirkungen des Quantenflusses fiir jedes Energieintervall elektrische Impulse
Y, (j = 1,...,n) gemessen und zu einem Vektor y = (y,...,y )" € R" zu-
sammengefafit. Der Vektor y (Impulsspektrum) kann als eine Verfilschung der
Originalinformation z (Photonenspektrum) aufgefafit werden, wobei sich die
Verfélschungsmatrix

Gy Qi 0 Ay

Qo1 Q2 " doy
A= (jS) -

App Qpy " Oyy

aus Standardspektren zusammenstellen 1a8t. Bild 2.1 zeigt in Form von Strei-
fendiagrammen mit n = 40 Energieintervallen ein Beispiel eines solchen Spek-
trenpaares.

Impulse/h — 3x10%] Photonen/h —
1061 s
2x10°=]
105_
e e e N L U e e N L
01 2 3 4 5 6 7 8 01 2 3 4 5 6 7 8
Energie in MeV Energie in MeV

Bild 2.1 Gegeniiberstellung von Impulsspektrum und Photonenspektrum

Das lineare Identifikationsproblem erhilt als Spezialfall der Operatorgleichung
(2.30) die Gestalt eines linearen Gleichungssystems

Az =y (2.35)
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mit n linearen Gleichungen in n Unbekannten. Die quadratische Matrix
A € IR™*” reprasentiert hier den linearen Operator A : IR" — IR™ aus Gleichung
(2.30). Als Banachraume werden X = Y = IR" mit einer speziellen Vektor-
norm ||-||x = ||-|ly = || - ||e» gewdhlt. Die Vektornormen || - ||g» kommen dabei
aus der Familie der p-Normen

lellen = el = (Z w) (1 <p<oo) (2.36)
=1

deren wichtigster Vertreter, die Euklidische Norm mit p = 2, bereits in Formel
(2.18) erwdhnt wurde. Als Grenzfall fiir p = oo tritt die Maximumnorm

2/l = [lz]le == max [a| (2.37)

hinzu. Jeder dieser Vektornormen ist mittels

A
|Al|gnxn :=" sup w
zeR" 220 [|Zlmn

eine endliche Matrixnorm zugeordnet. Der durch die Matrix A vertretene Ope-
rator A : R" — IR" ist dann linear und beschréankt im Sinne von Definition 2.2,
wobei die Operatornorm hier der Matrixnorm

[All e mm = [ Allgnen
entspricht. a

Wir betrachten nun die Frage nach der Korrektheit eines quadratischen linearen
Gleichungssystems (2.35), wie es in Beispiel 2.2 auftritt. Dazu nutzen wir den
folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 2.2 Jeder Teilraum des endlichdimensionalen Raumes IR™ ist ab-
geschlossen.

Folglich ist der zur Matrix A gehérende Bildraum
RA) ={yeR":y=Az, z€ R"}

eine abgeschlossene Menge in IR", und wir haben die auf Stabilitat fithrende
Situation (2.32). Fiir eine regulidre Matrix mit von Null verschiedener Deter-
minante

det(4) £ 0 (A e R™™) (2.38)
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liegt der Fall eines injektiven linearen Operators mit trivialem Nullraum
N(A)={zeR": Az =0} = {0}

und ebenfalls regulirer inverser Matrix A~ vor. Fiir jede rechte Seite y € R"
gibt es mit (2.38) eine eindeutig bestimmte Losung

r = A_lg (2.39)

von (2.35). Wegen Satz 2.1 erhélt man:

Folgerung 2.3 Geniigt das lineare Gleichungssystem (2.35) der Bedingung
(2.38), so ist es korrekt nach Hadamard.

Unter Verwendung von Vektor- und Matrixnormen kann man die wegen Fol-
gerung 2.3 gesicherte Stabilitdt der Losung des Gleichungssystems (2.35) so-
gar quantifizieren. Es sei y, eine Naherung fiir den Vekfor y, dann gilt mit

zs = A" Ys die Abschétzung

lz = zsllen < AT o lly = gyllnn (2.40)

fir den absoluten Fehler der Lésung. Aus ||y|lar = ||Az|rr < ||A|lgren||2]|mn
folgt fiir y # 0 die Beziehung m < ||A|[gnxn—— und nach Multiplikation

llyllgn
mit (2.40) die Abschitzung

|y — ysllwn
[E e

|z — 24]|nn

[EdIPS

|y — ysllen

< HAHR"X" HA_lHR"X" HyH
= Rn

ond(A) . (2.41)

Die Konditionszahl cond(A) := || Al|gnxn||A7"|gnxn > 1 gibt an, um welchen
Faktor der relative Fehler der Losung hochstens grofler ist als der relative Fehler
der Eingangsdaten. Ein lineares Gleichungssystem (2.35) heifit gutkonditio-
niert, wenn die Konditionszahl cond(A) klein bleibt, ansonsten schlechtkon-
ditioniert. Fiir lineare Operatorgleichungen in endlichdimensionalen R&umen,
welche wegen Folgerung 2.3 die Stabilitdtsbedingung erfiillen, kann man die
Konditionszahl als Stabilitatsmafl verwenden. Von schlechtkonditionierten Sy-
stemen sprechen wir, wenn die Konditionszahl sehr grofle Werte annimmt, wobei
die Grenze fiir diese Werte von der verwendeten Arithmetik abhédngt und bis
zu einem gewissen Grade subjektiv gewéhlt ist. Insofern kann man sich strei-
ten, ob schlechtkonditionierte Aufgaben bei Konditionszahlen von 10° beginnen
oder erst bei 10'°. Im Falle schlechter Kondition ist zwar die Hadamardsche

Stabilitatsbedingung fiir (2.35) erfiillt, die Losung reagiert aber trotzdem sehr
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sensibel auf Stérungen in den Daten. Versucht man etwa in Beispiel 2.2 das
in Bild 2.1 rechts dargestellte Photonenspektrum z aus dem links dargestell-
ten Impulsspektrum y durch direkte Auswertung eines entsprechenden linearen
Gleichungssystems (2.35) mit 40 Gleichungen in 40 Unbekannten iiber die For-
mel (2.39) zu erhalten, so ergeben sich aufgrund schlechter Kondition der Ma-
trix A stark oszillierende L&ésungen, wie als Streifendiagramm in Bild 2.2
dargestellt.

6x10° Photonen/h —
T W .
o0 , T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Energie in MeV

Bild 2.2 Stark oszillierende Losung bei schlechter Kondition

Fiir von vornherein positive Losungskomponenten, wie hier die Photonenzahl,
werden teilweise sehr grofle negative Werte angeboten. Solche Lésungen sind
génzlich unbrauchbar und werden bei physikalischer Interpretation sofort ver-
worfen. Sollen praktische niitzliche Ndherungslosungen von derartigen schlecht-
konditionierten Systemen im IR" gefunden werden, so erfordert dies genau wie
im Falle der Lésung von Problemen im unendlichdimensionalen Raum, welche
die Hadamardsche Stabilitédtsbedingung verletzen, den Einsatz von stabilisie-
renden Verfahren (Regularisierungsmethoden).

Im iibrigen entstehen schlechtkonditionierte Gleichungssysteme im IR" in natiir-
licher Weise, wenn in unendlichdimensionalen Rdumen formulierte instabile
Aufgaben auf der Basis einer n-dimensionalen Diskretisierung von Bild und
Urbild durch endlichdimensionale Probleme angendhert werden und man dabei
die Raumdimension n grofl genug wahlt.

Bei Verletzung der Bedingung (2.38) ist (2.35) inkorrekt nach Hadamard, denn
Existenz- und Eindeutigkeitsbedingung sind beide verletzt. Wir werden aber in
Kapitel 3 sehen, daf fiir lineare Operatorgleichungen im endlichdimensionalen
Raum wenigstens die Stabilitatsbedingung (2.20) immer erfiillt ist.
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Beispiel 2.3 Bei der Farbanalyse von Objektproben tritt als inverses Pro-
blem die Identifikation von Remissionskurven auf der Grundlage der Mes-
sung von Integralen iiber diese Kurven auf. Die zu bestimmenden stetigen Re-
missionskurven z(t) (¢ < t < b), welche die Reflexionscharakteristik eines
betrachteten Objekts beschreiben, stellen Materialfunktionen dar, die im Zu-
sammenspiel mit dem Spektrum des verwendeten Lichts die Farbe der Probe
ausmachen. Die Variable ¢ kennzeichnet dabei die Wellenldange in einem zum
Bereich des sichtbaren Lichts gehorenden Spektralintervall [a, b].

Beispielverldufe von Remissionskurven Typische Kernfunktionen k(S, )
1

0.8

0.6

0.4

wof [

0 T T T T T T T T
300 400 500 600 700 800 300 400 500 600 700 800

Wellenldnge in nm Wellenldnge in nm

Bild 2.3 [llustrationen zur Identifikation von Remissionskurven

In Bild 2.3 sind links zwei Beispiele fiir mogliche Remissionskurven dargestellt.
Als Mefidaten kann man Photostrome y(s) verwenden, die in Photodioden ei-
nes Sensors auftreten, wobei der Variablen s als Definitionsbereich ein Intervall
[c,d] der reellen Zahlen zugeordnet werde. Jedem Wert s aus diesem Intervall
entspreche dabei eine spezielle Mefisituation, die durch Wahl von Parametern
der Lichtquellen und verwendeten Photodioden variiert werden kann. Der Zu-
sammenhang zwischen gesuchter Funktion x und gemessenen Daten y 13t sich
mathematisch durch eine lineare Fredholmsche Integralgleichung erster
Art

/k(s,t):z;(t) dt = y(s)  (c<s<d) (2.42)

mit einer reellwertigen Kernfunktion k(s,t) ((s,t) € [¢,d] X [a,b]) beschreiben.
Die Kernfunktion ist hier eine Apparatefunktion, die den Charakter der integra-
len Meflwerte aufzeigt. Fiir festes s sollte die Kernfunktion aus den Parametern



50 2 Mathematische Beschreibung

der jeweiligen Mefisituation ableitbar sein. Haufig sind solche Apparatefunktio-
nen naherungsweise vom Typ einer Glockenkurve (s. Bild 2.3 rechts). Je deutli-
cher sich der Verlauf der Kernfunktionen k(s, -) fiir verschiedene s unterscheidet,
desto mehr Informationen iiber die gesuchte Funktion = enthalten die Daten y.
Unter Verwendung der unendlichdimensionalen Banachraume X = C[a,b] mit
der Norm (2.6) und Y = L?*(¢,d) mit der Norm (2.7) kann die Integralgleichung
(2.42) bei geeigneten Forderungen an das Verhalten der Kernfunktion k(s,t)
als lineare Operatorgleichung (2.30) betrachtet werden. Wir wollen in diesem
Zusammenhang die Bedingungen

b
k(s,-) € L'(a,b) fiir alle s € [e,d] und /ﬁk(,w|dtezﬁ(gd) (2.43)

voraussetzen. Dabei bezeichnet L'(a,b) den Raum der absolut integrierbaren
Funktionen iiber dem Intervall [a,b]. Die erste Forderung von (2.43) bedeutet
also, daB fiir alle betrachteten s ein endliches Integral [* |k(s,t)| dt existiert. Fiir
stetige Apparatefunktionen k(s,-) ist diese Forderung stets erfiillt. a

Der Operator A : Cla,b] — L*(c,d) der direkten Aufgabe in Beispiel 2.3 ist ein
linearer Fredholmscher Integraloperator. Er ist iiber die Beziehung

[Aﬂ@y:/aﬁw@ww (c<s<d) (2.44)

definiert und bei Vorgabe einer Kernfunktion k, die den Bedingungen (2.43)
geniigt, ein beschrankter linearer Operator, denn es gilt die Ungleichung

2 d 2

d b b
Al g < [ (/ |k<s,t>||x<t>|dt) as<|f (/ |k<s,t>|dt) ds| el

c (2.45)

2

d (b
und die Grofe [ (f |k (s,1)] dt) ds ist wegen (2.43) endlich. Fiir die Operator-

norm von A gilt wegen (2.45) die Abschitzung

d 2

b
AN 2 ictas, 2 a) < /(/|k(8,t)|dt) ds.

C

Wir betrachten solche Kernfunktionen k, bei denen der Operator A injektiv
wirkt und somit die Eindeutigkeitsbedingung von Definition 2.3 befriedigt. Un-
ter dieser Voraussetzung werden wir hier zeigen, dafl die Integralgleichung erster
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Art (2.42) niemals die Stabilitdtsbedingung erfiillen kann und folglich inkorrekt
nach Hadamard ist. Im Kapitel 3 wird im Zusammenhang mit Hilbertraumen
und Eigenschaften der dort eingefiihrten Moore-Penrose-Inversen AT als Verall-
gemeinerung des inversen Operators A~! deutlich werden, daf} die Stabilitéts-
bedingung von (2.42) in der Regel auch im Falle nichtinjektiver Fredholmscher
Integraloperatoren A verletzt ist. Die Instabilitdt ist dabei fundamental und
nicht von der speziellen Gestalt des Kerns k abhéngig. Sie beruht auf dem fol-
gendem Hilfssatz.

Hilfssatz 2.3 Fulls die auf dem Rechteck [c,d] x [a,b] definierte Funktion
k(s,t) die Bedingungen (2.43) erfillt, so gilt

b
lim [ k(s,t) sinntdt =0 fiir alle s € [¢,d]

n—0oo
a

sowie
d 2

b
nh_)rgo (/ k(s,t) sinnt dt) ds = 0.

C

Die erste Grenzwertbeziehung des Hilfssatzes findet man in der Literatur unter
der Bezeichnung Riemann-Lebesgue-Lemma (s. [NATAG61, S. 313]), wahrend
die zweite Grenzwertbeziehung mit (2.43) aus der ersten resultiert, wenn man
das Majorantenkriterium von Lebesgue (s. [TTB95, S. 334]) anwendet.
Fiir eine Folge stetiger Funktionen

x,(t) = xo(t) 4 sinnt (a <t<b;n=1,2,..) (2.46)

gilt dann mit y, = Az, (n =1,2,...), yo = Azg und A aus (2.44)

|zn — @ollcrany = 1, falls n > — )
— da

aber

d 2

b
Ny — Yoll 12 (e = / (/ k(s,t) sinnt dt) ds =0 fiirn — oo.

C

Die Oszillationen der z¢ tiberlagernden sinusférmigen Stérung mit variabler Fre-
quenz n und fester Amplitude 1 werden durch Anwendung des Operators A der-
mafen geglattet, dafl die Wirkung der Stérung in der rechten Seite der Gleichung
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(2.42) gemessen in der L?-Norm fiir geniigend grofie Frequenzen n beliebig klein
wird. Der Operator A™! : R(A) C L*(¢,d) — Cla,b] ist folglich unbeschrankt
und damit unstetig. Die in der obigen Betrachtung anhand von Sinus-Stérungen
illustrierte Instabilitat der Integralgleichung (2.42), die als lineare Operatorglei-
chung (2.30) zwischen den unendlichdimensionalen Banachraumen X = C[a, 0]
und Y = L?*(¢,d) wirkt, ist die Konsequenz aus einer Eigenschaft des Operators
A, die wir als Vollstetigkeit bezeichnen werden und die uns stets auf nicht
abgeschlossene Bildraume R(A) # R(A) (s. (2.33)) fihrt. Die demonstrierte
Instabilitdt auf der Grundlage von Sinus-Storungen ist im iibrigen nicht etwa
nur darauf zuriickzufithren, daf die starke Maximumnorm zur Messung von Ab-

weichungen in X verwendet wurde. Man rechnet leicht nach, daf} fiir die Folge

(2.46) die Grenzbeziehung

) b—a
Jim 2, = woll 2y = (5= # 0

gilt. Dies macht die Instabilitat der Integralgleichung (2.42) auch fiir das Raum-
paar X = L*(a,b) und Y = L*(c, d) sichtbar.

Eine Teilmenge T' ist im Banachraum X beschrankt, wenn die Normen aller
Elemente von T durch eine Konstante gleichmafig beschrankt sind. Zum an-
deren heifit eine Teilmenge S im Banachraum relativ kompakt, wenn man
aus jeder unendlichen Folge von Elementen aus S eine konvergente Teilfolge
auswahlen kann. Ist eine solche relativ kompakte Teilmenge S zusatzlich abge-

schlossen, so wird sie kompakt genannt.

Definition 2.6 Fin linearer Operator A € L(X,Y), der zwischen den Ba-
nachrdumen X und Y wirkt, heifft v o I 1 s t et 1 g wenn er jede
in X beschrinkte Teilmenge T' C X in eine relativ kompakte Teilmenge

AT ={y €Y :y=Ax, v € T} von Y abbildet.

Fiir vollstetige lineare Operatoren gilt der folgende Satz:

Satz 2.3 Fs sei A € L(X,Y) ein injektiver und vollstetiger linearer Ope-
rator, der zwischen den unendlichdimensionalen Banachrdumen X und Y
wirkt. Dann ist der unendlichdimensionale Bildraum R(A) des Operators A
nicht abgeschlossen, d.h., es gilt die Beziehung (2.33). Folglich ist der zu A
inverse Operator A™' : R(A) CY — X unbeschrinkt.

Wiére namlich fiir einen injektiven und vollstetigen linearen Operator

A € L(X,Y) mit dim(X) = oo die Beziehung R(A) = R(A) erfilllt oder da-
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mit gleichbedeutend der inverse Operator A™' : R(4) C Y — X beschrénkt,
dann miifite eine Ungleichung (2.31) gelten. In jedem unendlichdimensionalen
Banachraum existiert aber eine beschriankte Teilmenge 7', die nicht relativ kom-
pakt ist. Es gibt dann eine unendliche Folge {z,} C T, die keine konvergente
Teilfolge und damit auch keine Cauchyfolge als Teilfolge besitzt. Jedoch ist we-
gen der Vollstetigkeit von A die Bildmenge AT relativ kompakt. Folglich besitzt
die Folge {Ax,} C AT eine konvergente Teilfolge, die dann auch Cauchyfolge
ist. Diese Situation widerspricht der Ungleichung (2.31) (s. auch Formel (2.34))
und ist somit ausgeschlossen.

Wegen Satz 2.2 ergibt sich aus Satz 2.3 sofort:

Folgerung 2.4 Der Banachraum X in der linearen Operatorgleichung
(2.30) sei unendlichdimensional. Weiter sei der zugehorige Operator A in-
jektiv und wvollstetig. Dann ist die Stabilititsbedingung von Definition 2.3
verletzt und die lineare Operatorgleichung (2.30) inkorrekt nach Hadamard.

Wir wenden Satz 2.3 und Folgerung 2.4 nun auf die beiden Varianten des li-
nearen Fredholmschen Integraloperators (2.44) an, bei denen entweder Mengen
stetiger Funktionen mit der Maximumnorm beide Réume X und Y kennzeich-
nen oder sowohl fiir X als auch fiir Y quadratisch integrierbare Funktionen mit
L*-Normen betrachtet werden.

Hilfssatz 2.4 Der in Formel (2.44) definierte lineare Fredholmsche Inte-
graloperator A : X — Y mit stetigem Kern k € C([c,d] x [a,b]) ist im Raum-
paar X = Cla,b] und Y = Cle,d] ein vollstetiger Operator. Ebenso ist der
Operator (2.44) mit quadratisch integrierbarem Kern k € L*((c,d) x (a,b))
im Raumpaar X = L*(a,b) und Y = L*(c,d) vollstetig.

Dabei bezeichnen C([¢,d] x [a,b]) den Banachraum der auf dem Rechteck
[e,d] x [a,b] :={(s,t) ER*:c <5< d, a<t<b}
stetigen Funktionen k(s,t) zweier reeller Veranderlicher mit der Maximumnorm

k lad)) 1= k(s,t 2.47
&l e ge.artam (Si)gﬁzﬁ[mﬂ (s,1)] < o0 ( )

und L*((¢,d) x (a,b)) den Hilbertraum der auf diesem Rechteck quadratisch
integrierbaren Funktionen k(s, ) mit

d pb
1l 2 o oy = W [ s, )2 i ds < o (2.48)
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Als Resiimee der oben gemachten Uberlegungen 148t sich ableiten, daB lineare
Fredholmsche Integralgleichungen erster Art (2.42) in Paaren X und Y stetiger
Funktionen sowie in Paaren X und Y quadratisch integrierbarer Funktionen in-
korrekt nach Hadamard sind. Sie erfordern dementsprechende Mafinahmen, um
eine stabile ndherungsweise Losung dieser Gleichungen zu sichern. Im Gegensatz
dazu sind lineare Fredholmsche Integralgleichungen zweiter Art

(s) + /k(s,t):z;(t) dt = y(s) (c<s<d) (2.49)

(zur Theorie s. [DRKU96]) als Operatorgleichungen der Form
r+Ar=y, zeX, yeY, Ac L(X,Y) vollstetig mit ||Al|zxy) <1 (2.50)

in diesen Raumen stets korrekt nach Hadamard. Bei derartigen Integralgleichun-
gen zweiter Art existiert fiir alle y € Y stets eine eindeutig bestimmte Losung
x € X von (2.49) bzw. (2.50), die stetig von der rechten Seite y abhéngt. Leider
sind lineare inverse Probleme praktisch nie als Integralgleichungen zweiter Art
(2.49) formulierbar. Die Identifikation von Funktionen aus Messungen integra-
ler Werte der gesuchten Funktion fithrt hingegen regelméfig auf Integralglei-
chungen erster Art (2.42), so daf die Inkorrektheit fiir diese Klasse praktischer
Aufgabenstellungen eine typische Eigenschaft ist.

2.2.4 Lokale Inkorrektheit bei nichtlinearen Operatorgleichungen

Hadamards klassische Definition (s. Definition 2.3) der Korrektheit von Ope-
ratorgleichungen, die Identifikationsprobleme beschreiben, ist globaler Natur,
d.h., es werden Bedingungen an den Operator I’ der direkten Aufgabe gestellt,
die den gesamten Definitionsbereich D des Operators betreffen. Eine besondere
Bedeutung besitzt diese Definition daher fiir die im Abschnitt 2.2.3 ausfithr-
lich behandelte Klasse von unrestringierten linearen Identifikationsproblemen.
Bei solchen Problemen ist der zugehorige Operator A der direkten Aufgabe
aufgrund seiner Linearitdt ebenfalls von globaler Natur und mit gleichartigen
Eigenschaften auf dem gesamten Raum augestattet. Betrachtet man aber nicht-
lineare Identifikationsprobleme, die sich in Form einer nichtlinearen Opera-
torgleichung

F(z) =y, reDCX, yey (2.51)

in den Banachraumen X und Y darstellen lassen, so ist die Losbarkeit von
(2.51) im allgemeinen nur fiir speziell gestaltete rechte Seiten y € Y zu erwar-
ten. Haufig treten, wie schon bei der quadratischen Gleichung im Raum der
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reellen Zahlen, verschiedene Losungszweige auf, die einer globalen Forderung
nach eindeutiger Losbarkeit von (2.51) auf dem gesamten Definitionsbereich
D wenig Sinn geben. Vielmehr bietet sich eine lokale Analyse des Verhaltens
von (2.51) an, welche insbesondere der stabilen Abhangigkeit der Losung von
der rechten Seite y entsprechende Aufmerksamkeit schenkt. Zu diesem Zweck
werden die Durchschnittsmengen

BP(x0) :={ax € D: ||Jx — xo||x <7} (2.52)

des Definitionsbereichs D mit zu hinreichend kleinen Radien r > 0 gehérigen
abgeschlossenen Kugeln um einen Losungspunkt zo € D herum betrachtet,
wobei

F(l’o) = Yo, T € D, Yo € Y (253)

gelte.

Definition 2.7 Die Operatorgleichung (2.51) heifit in 2o lokal
inkorrekt, wenn fir belicbig kleine Radien r > 0 jeweils eine nicht
gegen xq konvergierende unendliche Folge {x,,} von Elementen aus der Kugel
BP(xq) existiert, deren Bildfolge {F(x,)} C Y gegen F(xq) konvergiert,
d.h., fir diese Folgen gilt

F(x,) = F(xo) Y, aber x,/5 x0 in X firn— occ. (2.54)

Andernfalls heifit (2.51) inxg lokal korrekt.

Offensichtlich impliziert die lokale Inkorrektheit von (2.51) in z¢ zu jedem
vorgegebenen Radius r > 0 die Existenz eines kleineren Radius ¥ mit 0 < 7 < r,

so daf} der Ringbereich
BP(20) \ BP(zo) ={x € D: 0 <7 < ||z — xol|x <7}

eine unendliche Folge {x,} mit der Konvergenzeigenschaft F'(x,,) R F(xo) fir
n — oo enthélt.

Andererseits tiberlegt man sich leicht, dafl bei lokaler Korrektheit der nicht-
linearen Operatorgleichung (2.51) in ¢ ein fester Radius rq > 0 existieren mu#,
so daB fiir eine Folge {z,} C BP(x¢) die Konvergenz der Bildfolge {F(z,)}
gegen F(xg) in Y auch die Konvergenz der Urbildfolge {x,} gegen ¢ in X nach
sich zieht, d.h., es gilt die Implikation

F(x,) = F(xo) inY, a,¢€ Bg(xo) = z, — 7z in X. (2.55)
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Eine notwendige Bedingung fiir die lokale Korrektheit von (2.51) in x¢ ist wegen
(2.55) die Forderung, daB x¢ ein isolierter Punkt der Losungsmenge

Ulyo)={x € D: F(z) = yo}
ist und somit ein Kugelradius ro > 0 mit
U(yo) 0 By (o) = {0} (2.56)

existiert. Die Bedingung (2.56) ist allerdings wesentlich weniger einschrankend
als die Forderung nach der Injektivitat des Operators F' auf einer kleinen Kugel
um 2o, denn in (2.56) wird die lokale Eindeutigkeit der Losung nur fiir die exakte
rechte Seite yo gefordert.

Wir werden uns im weiteren davon iiberzeugen, daff die Bedingung (2.55) einer
lokalen Variante der Hadamardschen Stabilitdtsbedingung entspricht,
die im Falle nichtinjektiver Operatoren F' global in der Konvergenzbeziehung
(2.20) zum Ausdruck kommt. Es sei (2.51) in xg lokal korrekt und beschreibe
{yn} C Y mit nh_)rgo Y, = Yo eine Folge von Niherungselementen der rechten

Seite yo, deren Urbildmengen
Uly,) ={x € D: Flz) = yo}
der Bedingung )
Uly,) N B,{))(:Jco) # (0 (leere Menge)
geniigen. Dann existieren nichtnegative reelle Zahlen

fn = sup |2 — xollx < 1o (n=1,2,..),
anU(yn)r‘lBT% (z0)

wobei wegen (2.56) auch

fn = sup inf |en — x||x
2n €U (yn)NBE (o) *€V(w0)NBF (2)

gilt. Fiir alle positiven n gibt es dann ein Element 2} € U(y,) N BY(z¢) mit

|er —xo|lx > fu— % Daraus folgt lim sup ||a% — xo||x > limsup f,. Nun ist aber
n—00 n—>00

wegen (2.55) li_>m |22 — 20l x = 0 und somit li_>m fn = 0. Wir erhalten also eine

lokale Variante von (2.20) in der Form
Yo = Yo inY = qdist(U(y.) N Bﬁf(xo), Ulyo) N Brg(l'o)) — 0. (2.57)

Diese Uberlegungen lassen sich zusammenfassend in folgendem Satz formulieren:
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Satz 2.4 Die zu einer rechlten Seite yo € Y gehdrige Losung xg € D C X
einer in xg nach Definition 2.7 lokal korrekten Operatorgleichung (2.51) ist
eine tsolierte Losung. Die Operatorgleichung ist dariber hinaus lokal stabil

im Sinne von Beziehung (2.57).

Die lokale Inkorrektheit ist eine fiir die Losungsrekonstruktion nachteilige Figen-
schaft, die allerdings bei nichtlinearen Identifikationsproblemen héufig zu finden
ist. Falls namlich die Operatorgleichung (2.51) in x¢ lokal inkorrekt ist, so gibt
es keinen systematischen Zugang, um die tatséchliche Lésung xq beliebig ge-
nau anzunahern, selbst wenn Daten y,, der rechten Seite y, mit beliebig kleinen
Storungen zur Verfiigung gestellt werden, d.h. wenn nh_)rgo Yn = Yo gilt. Wir wol-
len exemplarisch einige Typen nichtlinearer Identifikationsprobleme vorstellen,
die sich als lokal inkorrekt erweisen.

Beispiel 2.4 Ein fundamentales Prinzip der Kinetik chemischer Reaktionen
ist die Tatsache, dafl sich Konzentrationsidnderungen eines Stoffes zu allen be-
trachteten Zeiten ¢t > 0 proportional zur aktuellen Konzentration y(t¢) dessel-
ben vollziehen. Geht man von einer zeitlich variablen Anderungsrate x(t) der
Konzentration aus, so gilt die gewdhnliche Differentialgleichung erster
Ordnung

y'(t) = =(t)y(t) (2.58)
mit der Anfangsbedingung
y(0) = co, (2.59)

welche die Anfangskonzentration ¢y > 0 enthélt. Die direkte Aufgabe besteht
in der Bestimmung des zeitlichen Konzentrationsverlaufs y(¢) (0 < ¢ < T,
wenn der Anfangswert ¢y und die Parameterfunktion x(¢) (0 <t < T') gegeben
sind. Der nichtlineare Operator F' der direkten Aufgabe 1a8t sich dann unter
Verwendung der Exponentialfunktion exp(z) = €” in der Form

S

[F(2)] (5) = coexp (/:z;(t) dt) (0<t<T) (2.60)

0

darstellen. Die nichtlineare Operatorgleichung (2.51) mit diesem Operator F
beschreibt die inverse Aufgabe der Identifikation der variablen Rate ()
auf der Grundlage von Konzentrationsmessungen y(¢) im Zeitintervall ¢ € [0, T].

O

Beispiel 2.5 Wir betrachten ein auf das Einheitsintervall [0, 1] konzentriertes
ortlich eindimensionales Warmeleitproblem, bei welchem x(¢) (0 <t < T') einen
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zeitlich verdnderlichen Warmeleitkoeffizienten bezeichnet. Die partielle Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung zur Beschreibung des Warmeleitvorgangs
habe die spezielle Gestalt

Ju(k,t) 0*u(k,t)
ot = (t) Ok?

0<r<l,0<t<T), (2.61)

wobei u(k,1) (0 <k <1, 0 <t <T) das Temperaturfeld beschreibe und eine
konkrete Anfangsbedingung

u(k,0) = sinmk (0<k<1) (2.62)
sowie homogene Randbedingungen
u(0,t) = u(l,t) =0 (0<t<T) (2.63)

vorausgesetzt werden. Beobachtbar sei z.B. durch Messung mit Hilfe eines Sen-
sors im Mittelpunkt des Ortsintervalls das zeitliche Verhalten

y(t) ::u(%, ) <<
der Temperatur. Dann wird der Operator F' der direkten Aufgabe durch die
nichtlineare Abbildung () (0 <t < T)+— y(t) (0 <t < T) bestimmt. Unter
Beachtung der Anfangsbedingung (2.62) und der Randbedingungen (2.63) lie-
fert die Methode der Trennung der Verdnderlichen (s. Aufgabe 2.2) fiir
die partielle Differentialgleichung (2.61) die Darstellung

¢
u(k,t) = sinmk exp (—7‘[‘2/1‘(77) dn) 0<k<1,0<t<T) (2.64)
0

und damit

S

[F(2)](s) = exp (—wz/:z;(t) dt) (0<s<T) (2.65)

0

Die inverse Aufgabe der Identifikation des Wirmeleitkoeffizienten als
Funktion der Zeit auf der Grundlage von zeitabhidngigen Temperaturmes-
sungen, die mit einem einzelnen Sensor in der Intervallmitte gewonnen wurden,
entspricht dann der Losung einer nichtlinearen Operatorgleichung (2.51) mit
dem in Formel (2.65) eingefithrten Operator F'. O
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Die beiden letzten Beispiele fithren auf nichtlineare Operatoren der Gestalt

S

[F(2)] (s) = co exp (01 /:z;(t) dt) 0<s<T) (2.66)

0

mit von Null verschiedenen reellen Konstanten ¢y und ¢; (s. Aufgabe 2.3). Be-
trachtet man das Raumpaar X =Y = L*(0,T), so ist der Operator F': X — Y
jeweils mit D = X auf dem gesamten Raum X definiert und stetig. Gleiches
1aBt sich fiir den entsprechenden Operator F' zum Raumpaar X =Y = ([0, T]
aussagen. Leider mufl man feststellen, daff nichtlineare Gleichungen (2.51) mit
Operatoren (2.66) in solchen Raumpaaren in allen Punkten 29 € X lokal inkor-
rekt im Sinne von Definition 2.7 sind. Wir verdeutlichen uns dies bei Betrach-
tung des Raumpaares X =Y = C[0,T] am Spezialfall ¢o = ¢; = 1, x¢(t) =0
(0 <t <T)mit [Fxo)](s) =1 (0 <s <T). Dann gibt es fiir beliebig kleine
Radien r > 0 Folgen stetiger Funktionen

t
()= (0SS T)
2 (1 4 ceinnt)
mit
|2nllcron < % <r und =z, € BP(:L‘O) fiir gentigend grofles n,
2(1-5;)
li_>m lenllcon = g und folglich  x, 4 ¢ in C[0,7] fir n — oo.

Die Folge der Bildfunktionen

7 SIN NS

2n

[F(2n)] (s) =1+

konvergiert dagegen in C[0,7] gegen F(x), denn es gilt

0<s<T)

. . r
lim ||F(x,) — F(20)|lcpoy = lim — = 0.

n—00 n—oo 9n

Dies bedeutet aber gerade die lokale Inkorrektheit der zugehérigen Operator-
gleichung (2.51) in xq.

Beispiel 2.6 Es ist wohlbekannt, dafi die Wahrscheinlichkeitsdichte y einer
Summe von zwei stochastisch unabhéngigen Zufallsgréflen mit den Wahrschein-
lichkeitsdichten u und v iiber die Faltung

o0

y(s) = / wls —Do(t)dt  (—oo < s < o)

— 00
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berechenbar ist. Gilt speziell u(t) = v(¢) = 0 fiir ¢t < 0 und «(¢) := u(t) = v(t),
d.h., die beiden summierten Zufallsgréfien sind identisch verteilt und nehmen
mit Wahrscheinlichkeit Eins positive Werte an, dann haben wir y(s) = 0 fir
s < 0 und

y(s) = /:1;(3 “Ha(t)dt (0 <s < oo).
0
Es sei nun die Funktion y(s) im Einheitsintervall s € [0, 1] bekannt. Davon aus-
gehend wollen wir die Dichtefunktion x(¢) in eben diesem Intervall rekonstru-
ieren. Dies ist ein nichtlineares Identifikationsproblem, welches durch die soge-
nannte Selbstfaltungsgleichung, eine nichtlineare Operatorgleichung (2.51)
mit dem Selbstfaltungsoperator

S

[F(x)](s) = /:1;(5 —t)a(t)dt (0<s<1), (2.67)

0

charakterisiert wird. Formel (2.67) liefert fiir x € L?(0,1) immer eine stetige
Bildfunktion [F'(z)](s) (0 < s < 1). Wir betrachten im weiteren die Raumsi-
tuation

F:DcCL*0,1) — L*(0,1)
mit dem Definitionsbereich

D := {:L' € L*(0,1): 2(t) >0 fiir fast alle t € [0, 1]} (2.68)

der auf dem Intervall [0, 1] fast tiberall, d.h. hochstens mit Ausnahme einer Men-
ge vom Lebesguemafl Null, nichtnegativen quadratisch integrierbaren Funktio-
nen. Unter diesen Umstédnden ist die Selbstfaltungsgleichung in jedem Punkt
xg € D lokal inkorrekt, denn es gibt fiir alle r > 0 eine Folge

wo(t 0<t<1-—1/n
l’n(t) = { xo(t)—?—l\/ﬁ El . 1/n <t< 1; (n = 2,3....)

mit ||z, — 2ol 200 =7, Tn € BP(z) und z, 4 v in L*(0,1) fiir n — oc.
Weiter ist
0 0<s<1—1/n)

[F(2n)] (8) — [F(x0)] (s) = { o /m 5_(1f1/n)x0(t) dt (1-1/n<s<1) ’

0
und es gilt die Abschédtzung
1/n

|F () = Fleo)llsy < 2 [ aolt)di.

0
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Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Integrale ergibt dann die Grenzbezie-
hung

1/n 1/n
1 n o0
1P () = Flao)lzon < 20 | [ 1dt | [ ad@ydt < 20— ol =5 0,
0 0 v
welche die lokale Inkorrektheit offensichtlich werden 1a83t. Fine Modifikation des
Selbstfaltungsproblems wird auch in Aufgabe 2.4 behandelt. O

2.3 Was niitzen Zusatzinformationen?

Das in Abschnitt 2.2 behandelte Phdnomen der Inkorrektheit von Identifika-
tionsproblemen kann ganz allgemein dazu fithren, daf} die zu identifizierenden
Parameter und Parameterfunktionen als Lésungen nichtlinearer Operatorglei-
chungen (2.9) bzw. linearer Operatorgleichungen (2.10) erstens nicht in ein-
deutiger Weise bestimmt und zweitens aufgrund instabilen Losungsverhaltens
trotz kleiner Stérungen in den Fingangsdaten mit signifikanten Fehlern behaf-
tet sind. Ein entscheidendes Mittel zum Uberwinden der Inkorrektheit oder
wenigstens zur Reduktion negativer Auswirkungen der Inkorrektheit auf den
Losungsproze inverser Aufgaben liegt in der geschickten Einbeziehung von
Zusatzinformationen iiber den Vorgang der Datengewinnung und tiber die
erwarteten Losungen selbst, die manchmal auch als Apriori-Informationen
bezeichnet werden. Durch Einsatz solcher Zusatzinformationen besteht eine
Chance, die informationsvernichtende Wirkung des gléttenden Operators der
direkten Aufgabe teilweise zu kompensieren.

2.3.1 Objektive und subjektive Apriori-Informationen

Unter Zusatzinformationen in bezug auf die Datenfehler oder Stérungen in der
rechten Seite der Operatorgleichungen (2.9) bzw. (2.10) versteht man zusétzli-
che Angaben iiber den Charakter der tatsachlich verfiigharen Néherung ys zur
exakten rechten Seite y € Y einer solchen Operatorgleichung. Man unterscheidet
hier deterministische und stochastische Zusatzinformationen tiber den Feh-
ler (Mefifehler, Beobachtungsfehler oder anderweitiger Datenfehler) der rechten
Seite. Ist z.B. y eine auf dem Intervall [¢, d] definierte reelle Funktion aus dem
Funktionenraum Y (Banachraum), so stellen bei Vorgabe einer Fehlerschranke
d > 0 die schon in Formel (2.11) erwahnte Beschrankung der Fehlernorm

lys —yllv < 6 (2.69)
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oder die punktweise Beschrénkung des Fehlers
lys(s) —y(s)] < & firalle s € [¢,d] (2.70)

deterministische Zusatzinformationen iiber die Eingangsdaten dar.

Ist Y ein n-dimensionaler Vektorraum, wobei anstelle des exakten Vektors
y=(y,,¥,)" €IR" der rechten Seite eines linearen Gleichungssystems (2.35)
nur ein gestorter Datenvektor

z=y+¢ (2.71)
mit der vektoriellen Datenstorung ¢ = (g4, ...,&,)" € IR” bekannt sei, so stellt
e ~ N(0,C) (2.72)

eine haufig verwendete stochastische Zusatzinformation iiber die Eingangsdaten
dar. Die Darstellung (2.72) bedeutet, dal kein systematischer Beobachtungs-
fehler vorliegt und der Fehlervektor ¢ Realisierung eines normalverteilten
n-dimensionalen zufélligen Vektors mit Erwartungswertevektor Ec = 0
und Kovarianzmatrix C € R™*" ist. Die Matrix C muf} als Kovarianzmatrix
C = Cove = Eeec” symmetrisch und positiv semidefinit sein, d.h., wir haben
C = (", und alle Eigenwerte der Matrix C sind reell und nichtnegativ. In vielen
Fallen gelingt es, den Mefivorgang zur Datengewinnung so zu gestalten, daf} die
einzelnen Meflkanéle sich in ihrem zufalligen Fehlerverhalten nicht beeinflussen
und eine einheitliche Streuung o? besitzen. Das fithrt auf eine Diagonalmatrix
C = 0?1 = diag(c?,...,0?), wobei hier I die Einheitsmatrix der Dimension n
bezeichnet. Die daraus resultierende Modellannahme

e~ N(0,0% 1) (2.73)

wird auch manchmal weifles Rauschen des Datenfehlers genannt.
Zusatzinformationen iiber die Eingangsdaten werden im allgemeinen genutzt,
um nur solche Elemente 2 € X als mogliche Losungen des inversen Problems
zuzulassen, die unter Beriicksichtigung des Operators der direkten Aufgabe zu
den Daten passen oder in einem gewissen Sinne mit den Daten kompatibel sind.
Verwendet man die deterministische Zusatzinformation (2.69), so kann fiir die
Operatorgleichung (2.9) die Kompatibilitit des Parameterelements @ mit der
Beobachtung ys vorzugsweise die Erfiillung der Ungleichung

1F () = yslly < 6 (2.74)

bedeuten. Andererseits lassen stochastische Zusatzinformationen der Gestalt
(2.73) fiir die rechte Seite eines linearen Gleichungssystems (2.35) Vektoren z als
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kompatibel mit den Daten z aus (2.71) erscheinen, wenn eine unter Verwendung
der Euklidischen Norm || - ||2 geschriebene Gleichung

Az — z|; = fno® (2.75)

erfiilllt ist, wobei sich die rechte Seite der Gleichung als Produkt des Fehler-
erwartungswertes E||]|2 = no? mit einem Gleitfaktor f € [fiuin, fmaz] ergibt.
Einige Autoren empfehlen aus ihren Erfahrungen heraus die Werte f,,;, = 0.7
und f,,.. = 1 als Intervallgrenzen fiir diesen Gleitfaktor.

Da es meist noch zu viele Elemente 2 € X gibt, die mit den Eingangsdaten
bei Berticksichtigung deterministischer oder stochastischer Zusatzinformationen
iiber den Mefivorgang kompatibel sind, ist es zweckmafBig, auch vorhandene
Informationen iiber die zu erwartende Losung z einer ein Identifikationspro-
blem beschreibenden Operatorgleichung einflielen zu lassen. Wir unterschei-
den dabei objektive Apriori-Informationen, also Zusatzinformationen iiber
die Losung des inversen Problems, die sich aus physikalisch-technischem Hin-
tergrundwissen ergeben und die damit unumstofilich sind, sowie subjektive
Apriori-Informationen. Letztere bringen unsere mathematisch formulierten
subjektiven Erwartungen an die Lésung zum Ausdruck.

Die objektiven Apriori-Informationen lassen sich in der Regel bei der Formu-
lierung des Definitionsbereichs D der Operatoren F' und A in die Gleichungen
(2.9) bzw. (2.10) und damit in das mathematische Modell einbringen. Als Bei-
spiele objektiver Zusatzinformationen wurden bereits im Abschnitt 2.1.3 die
Normbeschrankung (2.14) sowie die Nichtnegativitidt, Monotonie und Konve-
xitat stetiger Funktionen (2.15) — (2.17) genannt. In der praktischen Anwen-
dung spielen solche objektiven Apriori-Informationen die wichtigste Rolle, die
auf eine abgeschlossene und konvexe Menge D als Definitionsbereich der
Operatorgleichung fithren. Dabei wird eine Menge D im Banachraum X konvex
genannt, wenn fiir zwei beliebige Elemente 1,25 € D und beliebiges A € [0, 1]
auch Axy + (1 — Nag € D gilt, d.h. alle Punkte auf der Verbindungsstrecke
zwischen x; und x5 selbst in der Menge D liegen.

Gentigen die objektiven Zusatzinformationen iiber die Lésung noch nicht, um
die Inkorrektheit einer inversen Aufgabe zu erzwingen, so kommt man nicht
umhin, auch subjektive Zusatzinformationen ergdnzend heranzuziehen. Unter
allen mit den Eingangsdaten vertraglichen Elementen x € D werden dann solche
als Losung der inversen Aufgabe ausgewihlt, die ein Sympathiefunktional
Q: D C X — IR minimieren:

Qx) = min!, € DCX und z datenkompatibel. (2.76)

Die Datenkompatibilitit kann dabei zum Beispiel im Sinne einer der Bezie-
hungen (2.74) oder (2.75) verstanden werden. Das Sympathiefunktional wird so



64 2 Mathematische Beschreibung

konstruiert, dafl Elementen z, die den Erwartungen an die Lésung der Aufgabe
gut entsprechen, kleine Werte Q(x) zugeordnet werden, wihrend unsympathi-
sche Elemente © zu grofien Werten Q(x) gehoren.

Orientiert man sich vorzugsweise an Elementen x, die moglichst wenig von einem
Referenzelement a* abweichen, so ist Q(x) = ||# — 2*||x bzw. in Hilbertraumen
X {iblicherweise

Q) = [lv — 27|15 (2.77)

als Sympathiefunktional geeignet (s. auch Definition 2.4 in Abschn. 2.2.1). Mit
x* = 0 wird dabei speziell auf Elemente mit méglichst kleiner Norm zuriickge-
griffen. Fiir Rdume X glatter Funktionen x(¢) (¢ <t < b) kommt haufig das
Sympathiefunktional

) = (7] 0y = [ (@' (0)) i (2.78)

zur Anwendung. Dahinter steckt der Gedanke, dafl wenig schwankende Funktio-
nen z als Losung einer inversen Aufgabe gegeniiber stark oszillierenden Losun-
gen in der Regel bevorzugt werden. Eine im Mittel betragsméaBig kleine Ablei-
tung @’ tritt ndmlich nur fiir Funktionen mit im Durchschnitt geringen Schwan-
kungen auf. Alternativ kénnen geringe Schwankungen der Werte einer glatten
Funktion auch durch die Forderung nach im Mittel kleinen Kriitmmungen des
Graphen der Funktion zum Ausdruck gebracht werden. Dies entspricht der Mi-
nimierung der L?-Norm der 2. Ableitung 2" der Funktion. Manchmal verwendet
man auch Linearkombinationen der Form

Q) = MllzllEzg + A2l + Asllz" 20 (2.79)
mit nichtnegativen Multiplikatoren Ay, Ay und A3 als Sympathiefunktional. Im
Sinne des wahrscheinlichkeitstheoretischen Konzepts der Entropie, welches in
der Informationstheorie und in der statistischen Mechanik breit angewendet
wird, ist ein Sympathiefunktional der Gestalt

b

() = [ (1) log ;*((tt)) i (2.80)

a

mit einer aus Zusatzinformationen resultierenden Referenzfunktion z*(¢) > 0
(¢ < t < b) motiviert. Ein Zugang zur Loésung inverser Probleme auf der
Grundlage des Extremalproblems (2.76) mit einem Funktional (2.80) wird als
Maximum-Entropie-Regularisierung bezeichnet (s. [EHN96, S. 134]).
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Subjektive Apriori-Informationen sollten bei der Behandlung inverser Aufga-
ben aber so zuriickhaltend wie moglich eingesetzt werden. Ist also z.B. in Teil-
bereichen des Definitionsbereichs der gesuchten Loésungsfunktion eine stabile
Abhéngigkeit der Funktionswerte von den Daten allein durch objektive Apriori-
Informationen zu erreichen, so sollte Q(x) diese Teilbereiche auch aussparen.
Stimmt namlich das tatsédchliche Verhalten der realen Loésung einer inversen
Aufgabe nicht mit den subjektiven Vorstellungen des Bearbeiters iiberein, so
kénnen falsche Sympathiefunktionale im Losungprozel grofie Fehler erzeugen.
In manchen Modellen spielen auch stochastische Zusatzinformationen iiber die
Losung eine Rolle. Dies ist besonders dann der Fall, wenn bei Identifikations-
problemen die zu identifizierende Funktion oder der zu identifizierende Vektor
randomisierbar sind, also @ bzw. z selbst als Realisierung einer Zufallsgrofie
aufgefait werden kénnen. Wir haben es dann mit Bayesschen Modellen zu
tun. Typisch sind solche Situationen fiir inverse Aufgaben im Bereich der Kli-
matologie und Meteorologie, bei denen die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
zufalligen Losung oder im Vektorfalle wenigstens der Erwartungswertevektor
Ez = p und eine positiv definite Kovarianzmatrix Covz = B als bekannt
vorausgesetzt werden kénnen. Aus statistischer Sicht 1a8t sich dann die Ver-
wendung der quadratischen Form

z)=(z—p)'B " (z—p) (2.81)

als Sympathiefunktional gut motivieren. Die in diesem Abschnitt erwéhnten sto-
chastischen Zusatzinformationen finden ihre Anwendung bei der stabilen nihe-
rungsweisen Losung von schlechtkonditionierten linearen Gleichungssystemen

in Kapitel 4 (s. Abschn. 4.2).

2.3.2 Der Satz von Tichonov und die Korrektheit inverser Aufgaben
auf kompakten Mengen

Von Natur aus inkorrekte inverse Aufgaben werden korrekt, wenn die zuldssi-
gen Losungen dieser Aufgaben auf eine kompakte Menge eingeschrankt werden.
Dies ist die Botschaft des Satzes von Tichonov, den wir im folgenden als
Satz 2.5 formulieren werden. Eine solche Einschrankung von Loésungen auf kom-
pakte Mengen fithrt zur Uberwindung der instabilen Abhangigkeit der Losung
der inversen Aufgabe von den Eingangsdaten. Sie kann durch objektive Apriori-
Informationen erreicht werden, wenn Zusatzinformationen, welche die erwartete
Losung der inversen Aufgabe qualitativ beschreiben, den Definitionsbereich
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D C X des Operators [I' der direkten Aufgabe auf eine kompakte Menge ein-
schranken, folglich eine relativ kompakte und abgeschlossenene Teilmenge des
Banachraumes X als Menge zuldssiger Losungen auszeichnen. Diese Vorgehens-
weise wird von vielen Autoren als deskriptive Regularisierung bezeichnet.
Die beobachteten Daten werden dann dazu verwendet, um die Losung der in-
versen Aufgabe, deren qualitatives Verhalten bekannt ist, durch Bestimmung
der fehlenden quantitativen Komponenten zu vervollsténdigen.

Fiihren die objektiven Hintergrundinformationen iiber die zu erwartende Losung
allein nicht auf eine kompakte Menge, so kann die Korrektheit des inversen Pro-
blems andererseits durch Einschrankung der Losung auf eine subjektiv gewahlte
kompakte Menge erzwungen werden. Wie stets bei subjektiven Apriori-Informa-
tionen ist aber auch hier zu beachten, dafl eine subjektive Verdnderung des
mathematischen Modells immer Fehlerquellen in sich birgt. Im Falle der sub-
jektiven Einschrankung auf kompakte Mengen erkauft man sich die gewonnene
Stabilitat der Losung beziiglich gestorter Eingangsdaten durch zusétzliche Ap-
proximationsfehler, die aus der Kluft zwischen dem verwendeten Modell und
der Realitét herriihren.

Satz 2.5 Fssei F': D C X — Y ein stetiger injektiver Operator, der aus
dem Banachraum X in den Banachraum Y abbildet und dessen Definitions-
bereich D eine kompakte Teilmenge des Raumes X darstellt. Dann ist auch
der inverse Operator F~': F(D) CY — D C X stetig.

Man iiberzeugt sich leicht von der Stetigkeit eines solchen inversen Operators
F~! in einem beliebigen Punkt yo = F(zg), zo € D, indem man eine Folge
{z,} C D mit || F(x,)—F(xo)||y — 0fiir n — oo betrachtet. Da D als kompakte
Menge in X sowohl relativ kompakt als auch abgeschlossen ist, existiert eine im
Banachraum X konvergierende Teilfolge {x,, } mit kli}rgo t,, =2 € D. Wegen der

Stetigkeit des Operators F' gilt dann auch klim F(x,,) = F(&) im Banachraum
—+00

Y. Da F ein injektiver Operator ist, folgt nunmehr & = x¢ und ||z, — xo||x — 0
fiir k — co. Auf der Grundlage der bisherigen Uberlegungen ergibt sich aus der
Konvergenz der Teilfolge aber sogar die Konvergenz ||z, — x¢||x — 0 fiir n — oo
der Folge selbst, woraus wiederum die Stetigkeit des Operators F'~! im Punkt
yo folgt. Ware namlich z,, 4 o in X, so gabe es fiir eine geniigend kleine Zahl
e > 0 eine unendliche Teilfolge {x,,} mit ||z, — xo||x > ¢ flr alle [ = 1,2,....
Diese miiite aber dann wegen der Injektivitdt von F' und der Kompaktheit
von D eine gegen xy konvergierende Teilfolge besitzen, was offensichtlich einen
Widerspruch liefert.
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Als Folgerung aus Satz 2.5 erhélt man sofort, dal die Kompaktheit des De-
finitionsbereichs D dafiir sorgt, dafl mit der Hadamardschen Eindeutigkeits-

bedingung auch die Hadamardsche Stabilitatsbedingung (s. Definition 2.3 in
Abschn. 2.2.1) erfiillt ist:

Folgerung 2.5 Wird ein Identifikationsproblem durch eine Operatorglei-
chung (2.9) mit einem stetigen injektiven Operator F und kompaktem Defini-
tionsbereich D beschrieben, so ist die Stabilititsbedingung von Definition 2.3
stets erfillt.

SchlieBlich gilt aufgrund der oben gemachten Uberlegungen auch:

Satz 2.6 Besitzt eine Operatorgleichung (2.9) zu einer speziellen rechten
Seite yo eine eindeutig bestimmte Losung xog € D, wobei der Operator F
stetig und der Definitionsbereich D kompakt sind, so gilt die Implikation

F(z,) = F(x) Y, z,€éD = a,—x inX. (2.82)

In diesem Satz wurde die Forderung nach Injektivitat von F' durch die wesentlich
schwichere Eigenschaft der eindeutigen Losbarkeit von (2.9) fiir eine spezielle
rechte Seite yy abgeschwicht.

Auch fiir Extremalprobleme (2.12), die entweder Steueraufgaben beschreiben
oder bei Identifikationsproblemen mit verletzter Existenzbedingung verallge-
meinerte Losungen mit minimaler Defektnorm charakterisieren, ist die Kom-
paktheit des Definitionsbereichs eine stabilisierende Figenschaft.

Satz 2.7 Fin Fxtremalproblem (2.12) ist stets korrekt im Sinne von Defini-
tion 2.5, falls der Operator F': D C X — Y stetig ist und der Definitions-
bereich D durch eine nichtleere und in X kompakte Menge charakterisiert
wird.

Betrachtet man die Uberlegungen des Abschnitts 2.2.2 genauer, so ist unter den
Voraussetzungen von Satz 2.7 das Extremalproblem (2.12) stabil in folgendem
Sinne:
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Folgerung 2.6 Unter den die Kompaktheit von D einschlieffenden Voraus-
setzungen von Satz 2.7 ist eine Folge {x,} C D mit

1P () = vl < 0 1F ) = vl + 0

lyn — volly < &, und li_>m 6, = li_>m n, = 0 eine minimierende Folge des
Extremalproblems

I|F'(2) — yo|ly = min!, reDCX, (2.83)
d.h., es gilt

lim || () = yolly = min | F(2) ~ ol -

n—0oo

Dariiber hinaus strebt der Punkt-Mengen-Abstand der Elemente der Folge
{x,} zur Lésungsmenge

von (2.83) gegen Null, also ist

lim dist(x,, Lynin) = 0.

n—0oo

Sowohl die Existenzbedingung als auch die Stabilitdtsbedingung von Definiti-

on 2.5 folgen unter den die Kompaktheit von D einschliefenden Voraussetzun-

gen von Satz 2.7 aus der Tatsache, daf li_>m |1F(2)—ylly = inlf) | F'(x)—yly fir
n—00 re

eine Folge {x,} C D die Existenz einer Teilfolge {x,, } mit klim Tp, =2 €D
—+00
und ||F(Z) —ylly = in{) || F'(2) — y||y nach sich zieht.
r€

Die genannten Stabilitatseigenschaften von Extremalproblemen bei kompakter
Menge D machen sich viele Zugénge zur ndherungsweisen Losung inverser Auf-
gaben nutzbar. Voraussetzung ist dafiir allerdings, daf} in den Lésungsraumen
X geeignete kompakte Mengen D gefunden werden. Im endlichdimensionalen
Raum X = IR" stellt dies kein Problem dar, denn alle beschrankten und ab-
geschlossenen Mengen D sind in IR" kompakt. Verniinftige Schranken fiir
die einzelnen Komponenten eines Parametervektors lassen sich aus physikalisch-
technischer Sicht aber meist leicht finden. In diesem Sinne ist auch das im fol-
genden Beispiel erklarte inverse Matrixeigenwertproblem stabil 16sbar.
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Beispiel 2.7 In diesem Beispiel gehen wir von n fest vorgegebenen symmetri-
schen Matrizen M; € R™*™ (i = 1,2,...,n) aus und bilden mit ihnen Linear-
kombinationen

M :=a, My +2,My+ ... 42, M,.
Fir jeden Vektor z = (zy,...,2,)" € R" ist M = M(z) € R™™ eben-

falls wieder eine symmetrische Matrix und besitzt die m reellen Eigenwerte
Yy, >y, > . >y . die wir im Vektor y = (y,...,y )" € IR™ zusammenfassen.
Dabei gibt es Eigenvektoren u; € R™ mit u; # 0 und

Das Matrixeigenwertproblem der Bestimmung des Vektors der Eigenwerte
y := F(x) bei gegebenem Multiplikatorenvektor x stellt die direkte Aufgabe
dar. Die Eigenwerte der Matrix M(z) sind bei gegebenem Vektor a aus einem
Bereich D C IR" zuléssiger Multiplikatoren stets eindeutig bestimmt. Weiter ist
aus der Storungstheorie bei Eigenwertproblemen bekannt, daf kleine Stérungen
in der symmetrischen Matrix M stets auch nur kleine Stérungen in den Eigen-
werten nach sich ziehen. In diesem Sinne ist der nichtlineare Operator

F:DCR"— R"

der direkten Aufgabe stetig und die direkte Aufgabe korrekt. Dagegen stellt
die Aufgabe der Identifikation von z € D bei gegebenem Eigenwertevektor y
eine inverse Aufgabe dar, die inkorrekt nach Hadamard ist, denn nicht zu allen
Vektoren y € IR™ gibt es passende Multiplikatoren z, so dafl Eigenwertgleichun-
gen (2.84)_erfiﬂlt werden. Dariiber hinaus kénnen gegebenenfalls verschiedene
Vektoren z zum gleichen Eigenwertevektor y von M (z) fithren. O

Das in Beispiel 2.7 betrachtete Identifikationsproblem gehért zur grofien Klasse
von inversen Eigenwertproblemen (s. [JIX98]). Es entspricht der Lésung
eines nichtlinearen Gleichungssystems

Flz) =y, ze€DCR", yeR" (2.85)
mit m nichtlinearen Gleichungen

filzy,nz,) =y, (G=1,2,...,m)

=J

in den n Unbekannten z,, ..., z,,. Dabei stellt (2.85) mit X := IR” und Y := R"
einen Spezialfall der nichtlinearen Operatorgleichung (2.9) dar. Der Operator
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fi
A

o

nung =y der Matrixmultiplikatoren zum j-ten Eigenwert beschreiben. Die-

zerfallt in die nichtlinearen Funktionen f;, welche die Zuord-

se Funktionen sind nicht analytisch angebbar. Thre Funktionswerte lassen sich
jedoch beliebig genau berechnen, indem man die Figenwerte der zugehorigen
symmetrischen Matrix M mit numerischen Methoden bestimmt. Schrankt man
den Definitionsbereich D des nichtlinearen Operators £ auf eine beschréankte
abgeschlossene und damit kompakte Menge in IR" ein, z.B. auf

D:={zeR": ¢ <z <% (1=1,2,...,n)}, (2.86)

und ist £ injektiv auf D, so 148t sich die Folgerung 2.5 anwenden, d.h., die
Hadamardsche Stabilitédtsbedingung wird erfiillt. Injektivitat bedeutet dabei,
daBl es in D hochstens einen Multiplikatorenvektor x gibt, der auf einen festen
Eigenwertevektor y von M(z) fithrt. Dieser Fall liegt haufig in recht kleinen
Bereichen D vor, deren entsprechende Matrizen M (z) fiir alle & € D nur ein-
fache Eigenwerte y, > y, > ... > y_ besitzen. Kann die Injektivitdt von F
auf D nicht gesichert werden, so fithrt im Sinne von Folgerung 2.6 eine Mini-
mierung der Defektnorm ||F(z) — %HRm iiber alle x € D auch bei gestorten
Eigenwertevektoren y, mit ||y, — y|ls= < ¢ auf Multiplikatorenvektoren z;, die
fiir 6 — 0 gegen tatsachliche Losungen des inversen Matrixeigenwertproblems
streben. Aber auch bei Problemen, die sich als nichtlineare Gleichungssysteme
(2.85) mit kompaktem Definitionsbereich D C IR" schreiben lassen, kann es bei
erfilllter Hadamardscher Stabilitdtsbedingung grofie Fehler in der Losung trotz
kleiner Datenfehlerschranken 6 > 0 geben. Dann haben wir es mit schlecht-
konditionierten nichtlinearen Gleichungssystemen zu tun. Das Phano-
men der Schlechtkonditioniertheit wurde bereits fiir lineare Gleichungssysteme
im Anschlufl an Beispiel 2.2 erldutert.

2.3.3 Spezielle kompakte Mengen in Funktionenrdumen

Viel komplizierter ist die Situation im unendlichdimensionalen Banachraum X,
der typischen Situation fiir Funktionenrdume, da hier abgeschlossene Kugeln
(2.14) im allgemeinen keine kompakten Mengen bilden. Es gentigt also nicht,
die in Frage kommenden Losungen in der Norm des Raumes X zu beschranken.
Ebensowenig bilden die praktisch wichtigen Klassen nichtnegativer, monotoner
oder konvexer Funktionen (s. (2.15) — (2.17)) in einem Banachraum X reel-
ler Funktionen iiber einem endlichen Intervall kompakte Mengen, da sie stets
Funktionen mit beliebig groler Norm in X enthalten. Fiir die Kompaktheit einer



2.3  Was niitzen Zusatzinformationen? 71

Menge ist jedoch ihre Beschréanktheit im Banachraum notwendig. Andererseits
sichert auch die gleichméfige Beschrankung der Funktionswerte einer Familie
von Funktionen nach oben und unten noch keine Kompaktheit (s. Aufgabe 2.5).
Erst eine Kombination von gleichméaBiger Beschranktheit mit zusétzlichen Ei-
genschaften fithrt zum Erfolg. Im Raum der stetigen Funktionen ist nach dem
Satz von Arzela-Ascoli (s. [TTB95, S.373]) die gleichgradige Stetigkeit aller
betrachteten Funktionen eine solche die Kompaktheit erzwingende Zusatzeigen-
schaft. Fiir differenzierbare Funktionen erreicht man dies z.B. durch gleichmafi-
ge Beschriankung der Ableitungswerte. In Raumen integrierbarer Funktionen
kann die Monotonie bzw. die Konvexitdt von Funktionen als eine derartige
Zusatzeigenschaft genutzt werden. Auf diese Weise lassen sich fiir viele un-
endlichdimensionale Funktionenrdume X praktikable Forderungen an zuldssige
Losungen des inversen Problems formulieren, die kompakte Definitionsbereiche
D und damit die Stabilitdat der Aufgabe sichern.

Wir betrachten zuerst fiir 1 < p < oo die Schar von Banachraumen X =
L?(a,b) der auf dem Intervall [a, b] zur p-ten Potenz integrierbaren reellen
Funktionen z(#) (¢ <t <), die eine endliche Norm

b 1/p
<l e = ( / |z<t>|pdt) (2.57)

besitzen. Vom einzigen Hilbertraum in dieser Schar, der sich fiir p = 2 als
Raum [L*(a,b) der quadratisch integrierbaren Funktionen ergibt, haben wir
schon mehrfach Gebrauch gemacht. Es gelten dabei fiir alle Raume L?(a,b) die
im Abschnitt 2.1.1 zur Definition des Raumes L*(a,b) gemachten Bemerkun-
gen. Insbesondere sind die in Formel (2.87) auftretenden Integrale als Lebesgue-
Integrale zu verstehen, und alle hier betrachteten Funktionen z sind beziiglich
des Lebesguemafles mefibar. Solche Funktionen z, die sich nur auf einer Men-
ge vom Lebesguemafl Null unterscheiden, sind demselben Element des Raumes
L?(a,b) zuzuordnen (zu Details s. [FLOS8L]). Je grofler die Zahl p ist, um so
starker ist die in (2.87) definierte Norm. Mit 1 < p < ¢ < oo und 7 = LP(a,b),
7 = L%(a,b) sowie K = (b— a)z%_% gilt eine Ungleichung vom Typ (2.5), d.h.,

wir haben eine Abschédtzung
11
Izl reny < (0 —a)r™olzllaen (1 <p<g<oo; z€La,b)), (2.88)

wobei zwischen den Raumen eine echte Inklusion Li(a,b) C LP(a,b) fir 1 <
p < ¢ < oo gilt. Ein linearer Raum von Funktionen z(t) (¢ < ¢t < b), die
fiir beliebig grofle Potenzen p integrierbar sind, ist der Raum L*(a,b) der fast
tiberall beschrankten, d.h. mit Ausnahme von Argumenten ¢ aus einer Men-
ge vom Lebesguemafl Null beschrankten Funktionen. L*(a,b) bildet mit dem
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wesentlichen Supremum

[2][ 2000y := esssup [(¢)] = lim ||z || 1r(a (2.89)
te(a,b) p—roo

der Funktion z als Norm selbst einen Banachraum. Unter esssup |z(¢)| versteht
te(a,b)

man dabei das Infimum aller positiven Zahlen s, fiir die |z(¢)| > s im Intervall

(a,b) nur fiir Argumente ¢ aus einer Menge vom Lebesguemafl Null gilt. Mit der

echten Einschlieffung L*(a,b) C L?(a,b) fir 1 < p < oo und
|2lrien < b= a7 ollimien (1< p<oo; 2 € L(a,b)) (2.90)

ist die L*°-Norm wiederum stérker als alle L”-Normen mit endlichem p. Die Ba-
nachrdume LP(a,b) (1 < p < oo) zusammengenommen heiflen Lebesguerdume
(zu weiteren Einzelheiten s. [FLO81, §14] oder [GORI94, Abschn. 2.2.2]).

Jede Menge monotoner Funktionen auf dem Intervall [a,b], deren Funkti-
onswerte durch feste endliche Konstanten nach oben und unten gleichméfig
beschrankt sind, ist kompakt im Banachraum L?(a,b) fiir alle Exponenten
1 < p < oo. Wir formulieren diese Aussage im folgenden Hilfssatz fiir mono-
ton nichtwachsende Funktionen. Sie gilt aber ebenso fiir monoton nichtfallende
Funktionen. In der Menge der hier betrachteten monotonen Funktionen liegen
sowohl stetige als auch stiickweise stetige Funktionen mit Spriingen. Betrachtet
man bei Sprungfunktionen nur rechtsseitig oder linksseitig stetige Funktionen,
so bilden diese jeweils Reprédsentanten fiir das zugehorige Element im Lebes-
gueraum L?(a,b).

Hilfssatz 2.5 Mit —oo < ¢ < ¢ < oo ist jede Menge der Gestalt
D={z(t)€le,e) (a <t <b): x(ty) > a(tz) (a <ty <ty <b)} (2.91)

von sowohl monoton nichtwachsenden als auch gleichmdfig nach oben und
unten beschrinkten Funktionen im Raum LP(a,b) fir alle 1 < p < o0
kompakt.

Um die Aussage des Hilfssatzes zu erhalten, nutzt man den Begriff der Total-

variation
k

V(z):= sup Z le(t;) — x(tiz1)] (2.92)

a a§t0<t1<...<tk_1<tkgb i=1

einer Funktion x(¢) (¢ <t < b), wobei das Supremum in Formel (2.92) iiber
alle moglichen Unterteilungen a < t5 < t; < ... < tp_1 < t < b des Intervalls
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[a,b] in endlich viele Teilintervalle genommen werden muf. Alle Funktionen aus
D nach Formel (2.91) sind von beschrankter Totalvariation, und es gibt eine
Konstante C' derart, daB fiir € D die Ungleichungen |2(t)] < C (a <t <))

b
und V(z) < C gelten. Dann folgt aus dem Satz von Helly (s. [NATA61, S.250]),
daB es in jeder unendlichen Teilmenge von D eine Folge {z,} mit lim x,(t) =
#(t) (a <t < b)und & € D gibt. Da |z,(¢t) — z(¢)|? < [2C]7 durch eine
integrierbare Funktion beschrankt ist und fiir n — oo fast tiberall gegen Null

strebt, liefert der Satz von Lebesgue (s. [GORI94, S.32]) wegen

b P
Tim [|2s — 2l|sp(on) = ( Tim [ (1) - x<t>|pdt) —0

die Behauptung des Hilfssatzes.

Weiterhin 1at sich zeigen, dafl auch jede Menge konvexer Funktionen auf
dem Intervall [a, b], deren Funktionswerte durch feste endliche Konstanten nach
oben und unten gleichméfBig beschriankt sind, kompakt ist im Banachraum
L?(a,b) fiir alle Exponenten 1 < p < oo. Diese im folgenden Hilfssatz fiir
konvexe Funktionen formulierte Tatsache gilt analog fiir konkave Funktionen.

Hilfssatz 2.6 Mit —oo < ¢ < ¢ < oo ist jede Menge der Gestalt

D= {x(t) cled: o (“;t?) <2t ; ) (g, e [a,b])} (2.93)

von sowohl konvexen als auch gleichmdf$ig nach oben und unten beschrdnkten
Funktionen kompakt im Raum LP(a,b) fir alle 1 < p < oo.

Koénnen die Losungen inverser Aufgaben auf Mengen D von gleichméfig be-

schrankten Funktionen eingegrenzt werden, die monoton (s. (2.91)), konvex
(s. (2.93)) oder im Sinne von

D ={x(t) € [¢,7] (a <t <b): x nichtwachsend und konvex} (2.94)

monoton und konvex sind, so erweisen sich derartige Aufgaben als korrekt, und
ihre Losungen héngen stabil von den Eingangsdaten ab, wenn X = L?(a,b) fiir
eine Zahl 1 < p < oo gewéhlt wird und der zugehorige Operator der direkten
Aufgabe F' : D C LP(a,b) — Y stetig ist. Unter den Voraussetzungen von
Satz 2.6 gilt dann fiir eine Operatorgleichung (2.9) Beziehung (2.82) in der
Form

F(z,) = F(x) inY, z,€D = a, >z in L*(a,b). (2.95)
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Jedoch kann man, obwohl alle drei betrachteten Mengen D zu L>°(a,b) gehdren,
auch fiir 29 € L>(a,b) nicht auf eine gleichmafige Konvergenz

F(z,) = F(zg) inY, 2,€D = 1z, in L*(a,b) (2.96)

schlieflen. Dies hat seinen Grund darin, daf§ die in (2.91), (2.93) und (2.94)
eingefithrten Mengen D nicht kompakt in L>(a,b) sind, wie das folgende Ge-
genbeispiel zeigt.

Beispiel 2.8 Wir betrachten die in Bild 2.4 dargestellte Folge gleichmaflig nach
oben und unten beschrankter, nichtwachsender, konvexer Funktionen

r,(t)=(1-=-0)" (0<t<1;n=1,2,..).

0 0.25 0.5 0.75 1
Graph der Funktion @, (¢) = (1 — ¢)"

Bild 2.4 Folge z,, die in L? (1 < p < o0), aber nicht in L> konvergiert

Diese Folge konvergiert in LP(0,1) (1 < p < o) gegen x¢(t) = 0 (Nullfunktion),
nicht jedoch in L*®(0,1), denn wir haben ||z, — @o||r©. = (np +1)77 = 0,
aber ||z, — || = 1 # 0 fiir n — oco. Im Raum L*(0, 1) konvergiert gewif}
tiberhaupt keine Teilfolge von {z,}. Somit kann keine Menge D kompakt in
L>(0,1) sein, welche die Folge {x,} enthalt. 0

Es sei noch angemerkt, dafl die in Beispiel 2.8 betrachtete Folge von mono-
ton fallenden und konvexen Funktionen {x,} fiir jedes abgeschlossene Intervall
[e,1] (¢ > 0), das den linken Randpunkt ¢ = 0 nicht enthélt, gleichmafig
gegen die Nullfunktion konvergiert. Betrachtet man im Lésungsraum X =
LP(a,b) (1 < p < oo) die Situation von Satz 2.6, wobei die eindeutig bestimmte
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Losung x¢ der Operatorgleichung (2.9) zur rechten Seite yq eine auf [a, b] stetige
Funktion sei, so kann man zeigen, daf fiir D aus (2.91) oder (2.93) neben (2.95)
aus der Konvergenz der Bildfolge { F'(x,)} in Y auch die punktweise Konvergenz
x,(t) = x0(t) (¢ < t < b) fiir alle inneren Punkte ¢ des Intervalls [, b] folgt.
Da die punktweise Konvergenz von Folgen gleichmafig beschrankter monotoner
bzw. konvexer Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall gegen eine steti-
ge Funktion die gleichméfiige Konvergenz der Folge nach sich zieht (s. [POSZ54,
S.63]), gilt bei diesen Definitionsbereichen D auch fiir beliebig kleine ¢ > 0 die
Implikation

F(z,) = F(xz) inY, z,€D = x,—>x9 in L%(ate,b—¢). (2.97)

In jedem abgeschlossenen Teilintervall von [a, b], das keinen der Randpunkte «
oder b enthilt, konvergiert die Funktionenfolge {z,} dann gleichmifig gegen
xo € Cla,b]. Fiir D aus (2.94) und z¢ € C[a,b] gilt sogar

F(z,) = F(z) inY, z,€D = x, >z in L¥a+¢e,b), (2.98)

d.h., das rechte Intervallende wird, wie in der Folge von Beispiel 2.8 geschehen,
in die gleichméflige Konvergenz eingeschlossen.

Der Betrachtung von Funktionen, die weder monoton noch konvex sein miissen,
dient der folgende Hilfssatz:

Hilfssatz 2.7 Mit —co < ¢ < ¢ < o0 und 0 < K < oo ist jede Menge der
Gestalt

D= {:z;(t) €led (a<t<b): Vie)< K} (2.99)

a

von gleichmdf$ig nach oben und unten beschrinkten Funktionen mit zusdtz-
lich gleichmdpig beschrinkter Totalvariation kompakt im Raum LP(a,b) fir
alle 1 <p < oco.

Dabei verhelfen Schranken der in Formel (2.92) eingefithrten Totalvariation zur
stabilen Losung inverser Aufgaben mit solchen nichtmonotonen und nichtkonve-
xen Losungsfunktionen. Der Hilfssatz beruht wiederum auf dem Satz von Helly.
Die in D zusammengefafite Familie von Funktionen mit gleichméfig beschrank-
ter Totalvariation, in der nur linksseitig bzw. rechtsseitig stetige Funktionen
betrachtet werden sollten, zeichnet sich dadurch aus, daf alle diese Funktionen
nicht {iber ein gewisses Mafl hinaus oszillieren diirfen. Offensichtlich werden an
solche Funktionen, die auch an endlich oder abzahlbar unendlich vielen Stellen
Spriinge aufweisen diirfen, keinerlei Forderungen nach Monotonie oder Konve-
xitat gestellt.
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Es ist durchaus auch von Interesse, Losungsraume X inverser Probleme be-
handeln zu kénnen, bei denen auch Ableitungen der betrachteten Funktionen
eine Rolle spielen. Unter Konvergenz von Naherungslésungen gegen die exakte
Losung versteht man dann sowohl die Konvergenz der Funktionswerte in einem
wohldefinierten Sinne als auch die Konvergenz der jeweiligen Ableitungen. In
diesem Zusammenhang nutzt man neben Réumen stetig differenzierbarer Funk-
tionen hiufig Sobolevrdume (s. [TTB95, Abschn. 11.26]).

Wir beschréanken uns beispielhaft auf die Betrachtung des speziellen Sobolevrau-
mes H'(a,b) der auf [a,b] definierten quadratisch integrierbaren reellen Funk-

tionen z mit quadratisch integrierbarer verallgemeinerter erster Ableitung
z' (s. [TTB95, S.383]). Diese Funktionen besitzen eine endliche Sobolevnorm

el = /T2 HMH\Z'HLQM—/ 2dt+/ )P, (2:100)

mit welcher H'(a, b) zum Banachraum wird. Es existiert auch ein zu dieser Norm
passendes Skalarprodukt, das H'(a,b) zum Hilbertraum macht. Wie im Falle
des Lebesgueraumes L*(a,b) konnen die Werte z(¢) der Funktionen z, die zu
einem festen Element in H'(a, b) gehéren, auf einer Argumentmenge vom Lebes-
guemaf Null beliebig abgedandert werden. Jedoch findet man zu jedem Element
z € H'(a,b) stets eine stetige Funktion als Reprisentanten. Diese Reprisen-
tantenfunktionen sind auch fast iiberall im klassischen Sinne differenzierbar. Es
gelten die echten Inklusionen H'(a,b) C C[a,b] C L?*(a,b). Wir sagen, daf} der
Sobolevraum H'(a,b) in den entsprechenden Raum der stetigen Funktionen wie
auch in den entsprechenden Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen
eingebettet ist. Diese Einbettungen sind stetig, d.h., es gelten Abschétzungen
des Typs (2.5) in der Form

2]l ctan < K3 HZHHl(ayb) fiir alle z € Hl(a,b) (2.101)

und

HZHLz(M) < K, HZHHl(ayb) fiir alle z € Hl(a,b) (2.102)

mit positiven Konstanten K und K, wobei wegen Formel (2.100) fiir die Kon-
stante aus (2.102) offensichtlich K3 = 1 gesetzt werden kann. Diese Uberle-
gungen zeigen, dafl die Sobolevnorm (2.100) stérker ist als die Normen (2.6)
bzw. (2.7), mit denen {iblicherweise stetige bzw. quadratisch integrierbare Funk-
tionen bewertet werden. Mehr noch, die Einbettung von H'(a,b) in die Rdume
Cla,b] bzw. L*(a,b) ist sogar vollstetig im Sinne des folgenden als Satz von
Rellich-Kondrachov bekannten Hilfssatzes.
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Hilfssatz 2.8 FEs sei K eine positive Konstante. Dann ist die Menge
D={zr € H'(a,b): ||z]lmpn < K} (2.103)

als Teilmenge der Banachrdume Cla,b] und L?*(a,b) jeweils relativ kompakt.

Leider erlaubt die in Hilfssatz 2.8 betrachtete Menge D nicht die Anwendung der
Stabilitatsaussagen aus Abschnitt 2.3.2 fiir inverse Aufgaben, deren Lésungen
zu den Funktionenrdumen X = Cf[a,b] bzw. X = L*(a,b) gehoren, denn D ist
zwar relativ kompakt, aber nicht abgeschlossen und damit nicht kompakt in
diesen Rdumen. Wir werden in Kapitel 4 des Buches (s. Formel (4.54)) jedoch
sehen, dafl die Menge (2.103) aus Hilfssatz 2.8 trotzdem eine gewisse Rolle
bei der stabilen ndaherungsweisen Losung inverser Aufgaben im Sobolevraum
H*'(a,b) spielen kann.

Zum Abschluf} des Kapitels zeigt der folgende Hilfssatz auf, wie man kompakte
Mengen D auch im Raum H'(a,b) konstruieren kann.

Hilfssatz 2.9 Mit —co < ¢ <¢< 00, —co<d<d < oo und 0 < K < oo
ist jede Menge der Gestalt

z(t) € [e,e), /() € [d,d], a <t < b,

D=<xz€eH (ab): b , (2.104)

von Funktionen mit gleichmdfiig nach oben und unten beschrinkten Werten
der Funktion selbst und ihrer verallgemeinerten Ableitung sowie mit zusdtz-

lich gleichmdf$ig beschrinkter Totalvariation der verallgemeinerten Ableitung
kompakt im Raum H'(a,b).

Es sei an dieser Stelle der Vollsténdigkeit halber noch erwahnt, dafl die Funk-
tionen x(t) (¢ <t < b) in Formel (2.104) klassische Ableitungen 2/(t) auf dem
Intervall [a, b] nur fast {iberall besitzen miissen. Frgénzt man diese Ableitungen
auf der verbleibenden Menge vom Lebesguemafl Null aber so, dafl linksseitig
oder rechtsseitig stetige Funktionen entstehen, so erhidlt man auf ganz [a,b]

b
definierte Funktionen 2/, fiir welche die Totalvariation V(z’) dann bestimmt

werden kann.



78 2 Mathematische Beschreibung

Aufgaben

Aufgabe 2.1 In Anlehnung an Bsp. 2.1 (s. Abschn. 2.2.1) charakterisiert die lineare
Operatorgleichung

] ()= [(s= 0ol dt = yls)  (0<s<T)

in den Riumen X = C[0,7] und Y = L*(0,T) die Identifikation der zeitabhiingigen
Beschleunigungen z eines zum Nullzeitpunkt in Ruhe befindlichen Fahrzeuges aus
Messungen des zuriickgelegten Weges y. Zeigen Sie, dafl die Gleichung inkorrekt ist
und diskutieren Sie dabei die Erfiillung der drei Hadamardschen Bedingungen.

Aufgabe 2.2 Man leite in Bsp. 2.5 (s. Abschn. 2.2.4) die Darstellungsformel (2.64)
fiir das Temperaturfeld mit Hilfe der Methode der Trennung der Verdnderlichen
aus der partiellen Differentialgleichung (2.61), der Anfangsbedingung (2.62) und den
Randbedingungen (2.63) her.

Aufgabe 2.3 Zeigen Sie, daf der nichtlineare Operator F' aus Formel (2.66) mit
positiven Konstanten ¢g und ¢; fiir alle quadratisch integrierbaren Funktionen z €
L*(0,T) eine stetige Bildfunktion [F(z)](s) (0 < s < T) liefert, und bestimmen Sie
unter der Bedingung ||z[[ 2 -, < K untere und obere Schranken fiir die Werte dieser
Bildfunktionen.

Aufgabe 2.4 Der in Bsp. 2.6 eingefiihrte Selbstfaltungsoperator (2.67) werde fiir
X =L?(0,1) und D aus (2.68) mittels der Vorschrift

S

F@)s) = [als—natd  0<s5<2)

0

auf den Bildraum Y = L2(0, 2) erweitert. Dabei setzen wir die Funktionswerte z () fiir
Argumente t ¢ [0, 1] stets gleich Null. Zeigen Sie durch Konstruktion von geeigneten
Beispielfolgen {z,} C BP(z¢), daB die nichtlineare Operatorgleichung (2.51) auch
mit dem erweiterten Selbstfaltungsoperator F : D C L*(0,1) — L*(0,2) in allen
Punkten xg € D lokal inkorrekt ist.

Aufgabe 2.5 Die Stabilisierung von Identifikationsproblemen nach dem Satz von
Tichonov (s. Satz 2.5) beruht auf der Kompaktheit des Definitionsbereichs D der
Aufgabe. Zeigen Sie, dafi der Definitionsbereich

D={z(t) € [-1,1] (0 <t <1):a stetig},

der aus stetigen reellen Funktionen besteht, die nach oben und unten gleichmifig
beschrénkt sind, in keinem der beiden Funktionenriume C10,1] und L?(0,1) kom-
pakt ist und demzufolge der Stabilisierungszugang von Abschnitt 2.3.2 darauf nicht
angewendet werden kann.
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In diesem Kapitel betrachten wir Identifikationsprobleme, die sich als Operator-
gleichungen (2.9) oder (2.10) in reellen Hilbertrdumen X und Y schreiben
lassen. Ein reeller Hilbertraum H ist ein linearer Raum {iber dem Koérper der
reellen Zahlen IR, der durch ein Skalarprodukt (-,-) mit den Eigenschaften

(x+y,2) = (v,2)+(y,2),
<$,y> = <
(Ae,y) = A

sowie
(x,2) >0 und (r,2)=0< =0

fiir alle z,y,2 € H und A € R charakterisiert wird. Der Raum H muf} dabei
so beschaffen sein, dafl er mit der aus dem Skalarprodukt {iber die Beziehung
|z|| := 4/(x,x) fir alle # € H erzeugten Norm || - || einen Banachraum, also
einen vollstandigen normierten Raum bildet.

Wir bezeichnen mit (-, -}, bzw. (-, ), die Skalarprodukte im Raum X der Losun-
gen bzw. im Raum Y der Eingangsdaten des inversen Problems und mit || - ||,
bzw. || ||, die daraus erzeugten Normen in diesen R&umen. Da im Hilbertraum
mit dem eingefithrten Skalarprodukt eine zusétzliche Struktur gegeben ist, die
man in Ergénzung zu den auf der Norm basierenden Banachraumeigenschaften
nutzen kann, lassen sich umfassendere Losungseigenschaften der Operatorglei-
chungen formulieren. Vielfach kénnen aber auch Sachverhalte, die aus Uber-
legungen im Banachraum schon im Ansatz bekannt sind, im Hilbertraum bis
ins Detail ausgearbeitet und tibersichtlich dargestellt werden. So existieren in
separablen Hilbertriaumen, auf die wir uns beschrinken wollen, endliche
oder abzdhlbare Orthonormalsysteme, die eine Anwendung der Theorie der
Fourierreihen und damit eine explizite Entwicklung von Elementen des Hil-
bertraumes sowie von Operatorbildern in eine Reihe méglich machen. Beson-
ders pragnante Aussagen gewinnt man dabei fiir die bereits in Abschnitt 2.2.3
behandelten unrestringierten linearen Identifikationsprobleme in Form von li-
nearen Operatorgleichungen (2.30) und dabei wiederum fiir den Fall, daff der
Operator der direkten Aufgabe ein linearer vollstetiger Operator ist.

3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertriumen

Im Abschnitt 2.2.3 haben wir in Banachrdumen die Korrektheit bzw. Inkor-
rektheit von unrestringierten linearen Identifikationsproblemen im Sinne von
Hadamard ausfiithrlich diskutiert. Wir kommen auf die in diesem Zusammen-
hang auftretenden linearen Operatorgleichungen
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Az = vy, reX, yeY, AeL(X)Y) (3.1)

nunmehr unter der Voraussetzung zuriick, daf fir X und Y Hilbertraume
gewahlt werden. Eingangs wollen wir einige grundlegende Begriffe und im wei-
teren benotigte Aussagen der Hilbertraumtheorie kurz zusammenstellen.

3.1.1 Einige Grundbegriffe der Hilbertraumtheorie

Es sei H ein reeller Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-,-) und der daraus
erzeugten Norm || - ||. Dann ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

{2 )| < [yl

fir alle 2,y € H giiltig. Zwei Elemente  und y aus H heiflen orthogonal, wenn
sie die Beziehung (x,y) = 0 erfiillen. Es gilt dann der Satz des Pythagoras

lz+yl> = (z+y, 2+y) = (v.2)+2(z,y) +{y.y) = (z, )+ (y,y) = [|«|]*+]ly]*.
Wir bezeichnen mit
TH:={xc H: (z,2) =0 fiir alle z € T}

das orthogonale Komplement 7'+ einer Teilmenge T von H. Das orthogonale
Komplement Hi eines Teilraums H; von H ist ein abgeschlossener Teilraum
von H. Ist H; ein abgeschlossener Teilraum von H, so kann H als orthogonale
direkte Summe

H = H & H

dargestellt werden, d.h., fiir jedes Element x € H gibt es eindeutig bestimmte
Elemente x; € H; und x5 € H{" mit x = xy + 5.

Eine Folge {e,} C H heifit Orthonormalsystem, wenn die Orthonormalitéts-
relationen

1 fir m=n
(€m,€n) = { 0 fiir m£n (m,n=1,2,...)

gelten. Das Orthonormalsystem heifit dariiber hinaus vollstdndig, wenn sich
jedes Element € H in eine konvergente Fourierreihe

o0
T = Z<:1;, €n) €n
n=1
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entwickeln 1a8t, wobei fiir alle + € H die Parsevalsche Gleichung

o0

> (wyen) = |lzff?

n=1
erfiillt ist. Die Skalarprodukte (z,e,) heifen Fourierkoeffizienten von z. Ist
{e,} C H ein nicht notwendig vollstdndiges Orthonormalsystem, so gilt wenig-
stens die Besselsche Ungleichung

o0

> (wen)® <l

n=1

Der Hilbertraum H wird separabel genannt, wenn er entweder endlichdi-
mensional ist oder es im unendlichdimensionalen Falle eine unendliche Folge
{en} C H gibt, die ein abzihlbares vollstandiges Orthonormalsystem bildet.
Besonders tibersichtlich ist im Hilbertraum H die Darstellung beschrankter
linearer Funktionale f € L(H,R), d.h. stetiger linearer Abbildungen f von
H in die Menge der reellen Zahlen. Der Satz von Riesz besagt, daf} sich jedes
solche Funktional als Skalarprodukt

flz) = (x,9) fir alle x € H

mit einem eindeutig bestimmten Reprasentantenelement g € H darstellen 148t.
Unter den Konstanten ' > 0, fiir die eine Ungleichung

|f(z)] < Ozl fiir alle z € H

gilt, ist C' = ||g|| der kleinstmogliche Wert.

Neben der starken Konvergenz (s. Abschn. 2.1.1) spielt in Hilbertraumen auch
die schwache Konvergenz x,, — ¢ einer Folge {z,} C H gegen ein Grenzele-
ment xg € H eine wichtige Rolle. Eine Folge {z,} C H konvergiert fiir n — oo
schwach gegen z(, wenn fiir alle ¢ € H die Grenzwertbeziehung

Jim (zn,9) = (20,9)

erfiilllt ist. Bei schwacher Konvergenz x, — x¢ gilt stets |[xo| < lirr_1>ian:1;nH.

Das Grenzelement einer schwach konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.
Die starke Konvergenz z, — z¢ zieht stets die schwache Konvergenz z, — xg
nach sich. Andererseits liefern schwache Konvergenz x,, — ¢ und Konvergenz
der Normen ||z,|| — ||zo|| zusammen die starke Konvergenz x, — o in H.

Jede in H beschriankte Menge ist relativ schwach kompakt, d.h., aus jeder
beschrankten unendlichen Folge {#,} C H kann man eine schwach konvergente
Teilfolge x,, — x¢ fiir k& — oo auswéhlen. Insbesondere konvergiert eine Folge
{e,} C H, die ein Orthonormalsystem bildet, wegen der aus der Besselschen
Ungleichung resultierenden Grenzwertbeziehung nh_>r£10<:1;, €,) = 0 stets schwach

gegen Null, d.h., es gilt e, — 0 fiir n — oo.
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3.1.2 Einige Eigenschaften beschrinkter linearer Operatoren in
Hilbertraumen

Betrachten wir nun also wieder die eingangs eingefithrten separablen reellen
Hilbertraume X und Y und in diesen Rdumen einen beschrankten linearen und
damit stetigen Operator A € L(X,Y"). Dieser Operator ist dann auch schwach
stetig, d.h., , — 2 in X zieht stets Az, — Azg in Y nach sich. Uber die
Beziehung

(Au,v), = (u, A"v), fir alle w € Xundv €Y

1483t sich in eindeutiger Weise der zu A adjungierte Operator A* € L(Y, X)
definieren (s. [GORI94, S. 81]). Zwischen den Nullrdumen N(A) und N(A*)
sowie den Bildrdumen R(A) und R(A*) von A und A* bestehen die Beziehungen

X = N(A)$ R(A®) und Y = R(A) @& N(A™).

Falls A € £(X, X) und A = A" gilt, so heifit der Operator A selbstadjungiert.
Betrachtet man Eigenwerte A € R und Eigenelemente v € X mit u # 0
eines selbstadjugierten Operators, welche der Eigenwertgleichung

Au = du

geniigen, so sind Eigenelemente wy; und wuy zu verschiedenen Eigenwerten A\
und Ay orthogonal. Fiir beliebige Operatoren A € L(X,Y") erweisen sich die
speziellen Operatorprodukte A*A € L(X, X) und A A* € L(Y,Y) als selbstad-
jungiert. Die Eigenwerte dieser beiden Operatorprodukte stimmen iiberein und
sind nichtnegativ.

Jeder Operator A € L(X,X) mit einem endlichdimensionalen Bildraum,
dim(R(A)) = m, ist vollstetig. Dann besitzen die Operatoren A*A und A A*
eine endliche Folge von nicht notwendig verschiedenen nichtnegativen Eigenwer-

ten
A > A > o> A, >0

und zugehoérige m-elementige Orthonormalsysteme von Eigenelementen

bzw.
{vi}iZy CY mit AA" v = Nv; (1=1,2,...,m).

Andererseits ist ein vollstetiger Operator mit dim(R(A)) = oo dadurch charak-
terisiert, dafl er eine gegen Null strebende unendliche Folge positiver Zahlen

)\12)\222)\n—12)\n2_>0 fir n — o0
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besitzt, die Figenwerte sowohl von A*A als auch von A A* sind. Auch hier
gibt es entsprechende Orthonormalsysteme von Eigenelementen {u;}2, C X
mit A*Au; = Nu; bzw. {v;}2, C Y mit AA*v; = M\v; zur Eigenwertfol-
ge {\;}2,, wobei {u;}32, ein vollstindiges Orthonormalsystem im Teilraum
R(A*) = R(A*A) = N(A)* des Hilbertraumes X und {v;}52, ein vollstindiges
Orthonormalsystem im Teilraum R(A) = R(A A*) = N(A*)* des Hilbertrau-
mes Y bilden.

Aus den obigen Aussagen folgt, daf fiir einen vollstetigen Operator A € L(X,Y)
der adjungierte Operator A* € L(Y, X) auch wieder vollstetig ist.

3.1.3 Die Nashedsche Korrektheitsdefinition

Folgen wir den Uberlegungen von M. Z. Nashed (s. [NAS87]), so gelangen wir zu
einer weiteren Definition, deren Beziehung zur Hadamardschen Korrektheitsde-
finition wir im folgenden diskutieren werden.

Definition 3.1 Die lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertriumen
X und Y heifit korrektnach Nashed, wenn der Bildraum des Operators
A abgeschlossen ist, d.h. wenn gilt

R(A) = T(A). (3.2)

Ist der Bildraum von A nicht abgeschlossen, gilt also
R(A) # R(A), (3.3)

so heifit (3.1) inkorrekt nach Nashed, und zwar inkorrekt vom Typ I, falls
A kein vollstetiger Operator ist, jedoch inkorrekt vom Typ II, falls es sich
bei A um einen vollstetigen Operator handelt.

Wegen Hilfssatz 2.2 aus Abschnitt 2.2.3 ist eine lineare Operatorgleichung (3.1)
mit einem endlichdimensionalen Bildraum R(A) stets korrekt nach Nashed. Die
Inkorrektheit vom Typ I ist genau dadurch gekennzeichnet, dafl der Bildraum
R(A) zwar nicht abgeschlossen ist, aber wenigstens einen unendlichdimensio-
nalen abgeschlossenen Teilraum enthélt. Wie wir noch genauer sehen werden
(s. im weiteren Satz 3.4), fithren alle vollstetigen linearen Operatoren A, deren
Bildraum R(A) unendlichdimensional ist, auf eine Inkorrektheit vom Typ II.
Nashed selbst vermerkt in seinen Arbeiten, dafl die Inkorrektheit vom Typ 1
weniger stark ist als die Inkorrektheit vom Typ II. Dies 1a8t sich damit be-
griinden, dafl Inkorrektheit durch die glattende Figenschaft des Operators A
entsteht und vollstetige Operatoren A mit unendlichdimensionalem Bildraum
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R(A) in der Regel starker glatten als nicht vollstetige Operatoren A. Die Situa-
tionen der Korrektheit, Inkorrektheit vom Typ I und Inkorrektheit vom Typ 11
werden im folgenden Abschnitt an drei Beispielen verdeutlicht.

3.1.4 Die Moore-Penrose-Inverse, Stabilitidtsbetrachtungen und
Beispiele

Im Kapitel 2 haben wir uns fiir Banachrdume X und Y bei der Diskussion der
Korrektheit linearer Operatorgleichungen im Sinne von Hadamard vielfach auf
den Fall eines injektiven linearen Operators A € L(X,Y) zuriickgezogen, fiir
den eine Inverse A™!' : R(A) C Y — X existiert. Im Hilbertraum kénnen wir
nun relativ bequem auch den nichtinjektiven Fall in die Betrachtungen ein-
beziehen, indem wir mit verallgemeinerten Inversen zum Operator A arbeiten.
Wir konzentrieren uns dabei hier auf die Moore-Penrose-Inverse A'. Unter
Verwendung von Eigenschaften dieser verallgemeinerten Inversen von A werden
wir zeigen kénnen, dafl die Korrektheit nach Nashed gleichwertig ist mit der
Erfiillung der Stabilitatsbedingung nach Hadamard (s. im folgenden Satz 3.2).
Die Korrektheit nach Nashed einer linearen Operatorgleichung (3.1) ist also
weder an die Existenz von Loésungen fiir alle rechten Seiten y noch an deren
Eindeutigkeit gebunden.

Im Zusammenhang mit der Uberwindung von Mehrdeutigkeiten bei der Lésung
von lIdentifikationsproblemen haben wir in Abschnitt 2.2.1 den Begriff der
Minimum-Norm-Lésung einer Operatorgleichung eingefiihrt. Fiir die lineare
Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertraumen X und Y kann man entsprechend
formulieren, daf} ein Element z,,, € X mit

|4 rn — ylly = mip Az —ylls (3.4)

Minimum-Norm-Lésung genannt wird, wenn

AT =yl = miplAe -yl s X] (35)

T

[ = min {

gilt. Wir iiberlegen uns, daf fiir y € R(A) @ R(A)* eine solche Minimum-Norm-
Losung @, = @mn(y) stets existiert und eindeutig bestimmt ist. Jedes Element
y € RA) S R(A)L laBt sich namlich darstellen in der Form

Y= AT + Yort, T = 2o+ Tops.

Dabei sind fiir gegebenes y die Elemente y,,.. € R(A)* = N(A*) und 2, €
N(A)* eindeutig bestimmt, wihrend das Nullraumelement xy € N(A) beliebig
gewahlt werden kann. Wegen

[Az =y}, = |4z — Az} + lyorell,



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertraumen 85

minimieren genau alle Elemente &, welche auch die Gleichung A*Az = A*y
erfiillen, die Defektnorm || Az —y||,. Darunter ist wegen H:Z'Hi = HJ}OHE( + HJ}ONHE(
Ty = Tyt das eindeutig bestimmte normkleinste Element und damit die ein-
deutig bestimmte Minimum-Norm-Lésung. Ubrigens existieren keine Minimum-
Norm-Lésungen fiir y € R(A) & R(A)* (s. Aufgabe 3.1).

Wir kénnen nun die auf der Menge R(A) @ R(A)* definierte Moore-Penrose-
Inverse A von A iiber die Beziehung

Aty =2, y € R(A) @ R(A)* (3.6)

einfithren. Wichtige Eigenschaften von A" entnimmt man dem folgenden Hilfs-

satz (s. [LOUS9, S. 47]):

Hilfssatz 3.1 Der in Hilbertrdumen X und Y dber die Bezichung (3.6)
definierte Operator

AT RAYD RATCY = X

st linear mat

N(AYY = R(A)Y  und  R(AT) = N(A)* = R(A%).

Weiter ist AT genau dann stetig, wenn R(A) abgeschlossen ist.

Unmittelbar aus der Definition 3.1 ergibt sich mit Hilfssatz 3.1 der nachfolgende
Satz.

Satz 3.1 Die lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertrdumen X und
Y ist korrekt nach Nashed genau dann, wenn die Moore-Penrose-Inverse Al
des Operators A stetig ist.

Im Falle der Korrektheit nach Nashed existieren fiir beliebige Eingangsdaten
y € Y Minimum-Norm-Lésungen z,,, zu (3.1), und AT ist ein auf dem gesamten
Hilbertraum Y definierter beschrénkter linearer Operator AT € £(Y, X). Kleine
Storungen in der rechten Seite y fithren dann auch nur zu kleinen Stérungen
in der Minimum-Norm-Losung. Wie der folgende Satz zeigt, hat dies aber auch
noch weitergehende Konsequenzen fiir die Stabilitat des Problems (3.1) im Sinne
der Hadamardschen Korrektheitsdefinition (s. Definition 2.3 in Abschn. 2.2.1).
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Satz 3.2 Flir eine lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertriumen X
und Y ist die Konvergenzbedingung (2.20) und damit die Hadamardsche Sta-
bilitatsbedingung aus Definition 2.3 genau dann erfillt, wenn (3.1) korrekt
nach Nashed ist.

Ist nédmlich (3.1) korrekt nach Nashed, also (3.2) erfiillt und AT € £(Y, X), dann
erhalten wir fiir eine Folge {y,} C R(A) mit ||y, — yo||,, — 0 fiir n — oo von
gestorten Elementen zu yo € R(A) und zugehorigen Urbildmengen

Uy ={zeX Ar=y,}={e=Aly, 42y 2y e N(A)} (n=0,1,2,..)

die Beziehung (2.20) und damit die Stabilitatsbedingung der Hadamardschen
Korrektheitsdefinition, weil wir mit ||AT||;y-x < co die Beziehung

qdist(U(yn), U(yo)) = sup inf |z, — wol|x

l’neU(yn) xer(yO)

= 1A%y — wo)llx < A ey v — wolly = 0 fitr n — oo
bekommen. Andererseits gilt die schon eben verwendete Identitat

adist(U(y), Uyo)) == sup inf oy — zollx = [[A(ya — o)l
2n€U (yn) T0€U(w0)
firy, € R(A) (n =0,1,2,...) auch, wenn (3.1) mit (3.3) inkorrekt nach Nashed
und AT ein unstetiger, also unbeschrinkter linearer Operator ist. Wegen der
Unbeschrinktheit von A gibt es dann eine Folge {f,} C R(A) mit || f,||, =1
und p, = [|[ATf,|l, — oo fiir n — oo. Setzt man &, := ||y, — yo||, und
Ypn := Yo + 0, fn, so erhidlt man

adist(U(ya ), Ulyo)) = lyn = volly A fullc = 8u .

Nur dann, wenn 9, fiir n — oo beziiglich ¢,, schnell genug gegen Null strebt,
ist h_}m d,0n = 0. Es gibt also Folgen y,, — yo in Y, fiir die (2.20) verletzt ist.

Die Stabilitédtsbedingung der Hadamardschen Korrektheitsdefinition ist folglich
nicht erfiillt, sobald (3.1) inkorrekt nach Nashed ist.

Aus den obigen Uberlegungen folgt auch, daf unter der Bedingung (3.3) die
Minimum-Norm-Lésungen Aly, zu gestérter rechter Seite y, € R(A) von (3.1)
nicht notwendigerweise gegen die Minimum-Norm Losung A'y, zu exakter rech-
ter Seite yo € R(A) streben, wenn mit y, — yo in Y die Stérungen fiir n — oo
beliebig klein werden.

An drei Beispielen wollen wir uns nun die drei méglichen Alternativen von
Definition 3.1, Korrektheit, Inkorrektheit vom Typ I und Inkorrektheit vom
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Typ II, veranschaulichen. Wir beginnen mit dem nach Nashed korrekten Fall.
Als Folgerung von Satz 3.2 und Hilfssatz 2.2 erhdlt man diesen Fall stets bei
Betrachtung endlichdimensionaler Raume:

Folgerung 3.1 Wenn der Bildraum R(A) endlichdimensional ist, erfillt
die lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertriumen X und Y immer
die Hadamardsche Stabilititsbedingung. Dies ist insbesondere dann stets der
Fall, wenn X und Y selbst endlichdimensionale Rdume sind.

Beispiel 3.1 Ein klassisches Identifikationsproblem der Satellitenmeteorologie,
das seit mehr als 20 Jahren von Meteorologen und Mathematikern gleicherma-
Ben mit Interesse betrachtet wird, ist die Rekonstruktion vertikaler Luft-
temperaturprofile iiber einem festen Punkt der Erdoberflache auf der Grund-
lage von Mefidaten eines in grofler Hohe tiber diesem Standpunkt befindlichen
Satelliten (s. Bild 3.1). Die Kenntnis der Temperaturverteilung in verschiedenen
Héhen der Erdatmosphére stellt einen wichtigen Faktor fiir die Gestaltung einer
zuverldssigen Wettervorhersage dar.

Satellit
o -50 0 50 9C
200
Hohe
in km vertikales
Temperatur-
100 profil
\
Frdoberflache

Bild 3.1 Identifikation von Atmospharentemperaturen aus Satellitendaten

Dabei ist die Losung des inversen Problems der Identifikation von vertikalen
Temperaturprofilen aus indirekten Messungen wesentlich wirtschaftlicher als
die direkte Messung der vertikalen Temperaturverteilung. Bei letzterer benotigt
man Ballons, die Wettersonden in grofie Hohen tragen. Das ist zum einen sehr
teuer und zum anderen iiber unbewohnten Gebieten nur schwierig zu realisieren.
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An Bord des Satelliten befinden sich Infrarotmefigerite, die in m Frequenzbe-
reichen die Intensitdt der Wéarmestrahlung der zwischen Satellit und Erdboden
liegenden Luft messen kénnen. Unterteilt man diesen Bereich der Erdatmo-
sphére in n Héhenschichten, so kann das Identifikationsproblem naherungsweise
als lineares Gleichungssystem

Az =y (3.7)

mit m Gleichungen in n Unbekannten formuliert werden, wobei die Elemente
a;; der rechteckigen Matrix

a1 Y9 Q1p

Qo1 Qop " oy
A = (jS) =

le am2 an

numerische Werte fiir die mittlere Durchléssigkeit der i-ten Hohenschicht der
Atmosphére in bezug auf Warmestrahlung aus dem j-ten gemessenen Frequenz-
bereich enthalten, deren nédherungsweise Kenntnis fiir die Behandlung des be-
trachteten indirekten Meflproblems unverzichtbar ist. Die Komponente z; des in
diesem Identifikationsproblem gesuchten Vektors x stellt die mittlere Tempera-
tur der i-ten Héhenschicht dar, wahrend die Komponente Y, des Datenvektors
y die gemessene Intensitat der Warmestrahlung aus dem j-ten Frequenzbereich
zum Ausdruck bringt. Das méglicherweise iiberbestimmte (m > n) oder un-
terbestimmte (m < n) lineare Gleichungssystem (3.7) ist ein Spezialfall der
linearen Operatorgleichung (3.1) in den endlichdimensionalen Hilbertraumen
X = R", Y = IR™. Als Skalarprodukt im Raum IR’ wahlt man z.B. in der
einfachsten Variante das zur Euklidischen Norm (2.18) gehorige Skalarprodukt

<Q7 Q>Rl = <Q7 Q>2 = Z:HZ v, (38)

mit den Vektoren u = (u;,...,4)" und v = (v,,...,1;)" aus IR\ Die rechteckige

Matrix A € R™*" reprasentiert hier den linearen Operator A € L(IR",IR™) aus
(3.1) (s. auch Bsp. 2.2 fiir den quadratischen Fall). Wegen der endlichen Dimen-
sion der Rdume X und Y ist dieser Operator A in jedem Falle vollstetig. Die
Moore-Penrose-Inverse AT wird durch die Pseudoinverse AT € IR™™ der Ma-
trix A reprasentiert. Diese Pseudoinverse wird sich spéater als Spezialfall einer
Moore-Penrose-Inversen eines vollstetigen Operators genauer charakterisieren
lassen. Das Problem (3.7) erfiillt wegen Folgerung 3.1 sicherlich die Hadamard-
sche Stabilitdtsbedingung (2.20), d.h., es gibt fiir alle Vektoren y € IR immer

eine eindeutig bestimmte Minimum-Norm-Loésung z,,, = 2,,,(y) = AT y, die
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stetig von y abhéngt. Fiir den sogenannten Vollrangfall rang(A) = n, bei dem
die Matrix A eine Anzahl n linear unabhéngiger Zeilen und Spalten besitzt, gilt
Al = (ATA)_I A" und damit die Darstellung

Ty = (ATA)TT ATy (3.9)
mit einer reguliren Matrix A" A. Dieser Vollrangfall entspricht der Situation
des injektiven Operators A in (3.1). Fiir den Fall m < n und rang(A) = m
sei auf die Aufgabe 3.2 verwiesen. Obwohl lineare Gleichungssysteme (3.7) mit
rechteckiger Matrix A stets korrekt nach Nashed sind, kénnen sie aber wie
die in Beispiel 2.2 vorgestellten Gleichungssysteme mit quadratischer Matrix
schlechtkonditioniert sein, d.h. eine grofie Konditionszahl aufweisen, so daf
kleine relative Fehler in der rechten Seite y zu grofien relativen Fehlern in der
Minimum-Norm-Losung z,,,, fiihren. Die Konditionszahl hat hier im recht-
eckigen Falle die Gestalt cond(A) := || A||gmxn || AT||grxm, deren Darstellung man
genauer in Formel (3.32) von Abschnitt 3.1.5 finden wird. O

Wir bezeichnen mit

SPAN (g1 G2y s ) 1= { €Z:z=3 Mg NER (j= 1,2,...,m>}

i=1

die lineare Hiille einer Folge {g;}"_, von Elementen des linearen Raumes Z.

Sind die m Elemente der Folge linear unabhingig, so bildet die lineare Hiille
7 = span(gi, 92, .-, gm) €inen m-dimensionalen Teilraum von Z. Die Elemente
G1,Gas s G stellen dann eine Basis in diesem Teilraum Z dar, d.h., jedes Ele-
ment z € Z 1Bt sich als Linearkombination » = Agr+ Aags + ... + A gy der
Basiselemente mit eindeutig bestimmten reellen Multiplikatoren Ay, Ao, ...0 A,
schreiben.

Abgesehen von den in Beispiel 3.1 betrachteten linearen Gleichungssystemen
treten nach Nashed korrekte lineare Operatorgleichungen (3.1) auch in unend-
lichdimensionalen Hilbertraumen X und Y auf, wenn der Bildraum R(A) des
Operators A endlichdimensional mit dim(R(A)) = m ist. Dann heifit der Ope-
rator A ausgeartet, ist vollstetig und besitzt eine Darstellung

Ar =Y (e g (3.0)

wobei {g;}"., eine Basis des Bildraums R(A) bezeichnet. Dabei stellen (x, f;) ,
mit f; € X (j = 1,2,...,m) nach dem Satz von Riesz beschrankte lineare
Funktionale auf dem Raum X dar.
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Eine in X lésbare Operatorgleichung (3.1) mit A vom Typ (3.10) kann als
lineares Gleichungssystem (3.7) geschrieben werden, wenn man einen Ansatz

T = i%hi mit span(Ahy, Ah, ... Ah,) = span(gi, g2, ... gn), Ahi = f: a4;:9;5
=1 7=1

und y = Y Y.9i verwendet. Wegen
J=17

miissen genau die m linearen Gleichungen
Zgjiii = gj (]:172,,771)
=1

in den n Unbekannten z; (¢ = 1,2, ...,n) erfillt sein.

Auch wenn mit dim(R(A)) = oo der Operator A nicht ausgeartet ist, kann
der Bildraum R(A) abgeschlossen sein. Dies ist z.B. fiir Operatorgleichungen
der Gestalt (2.50) der Fall, die wir als lineare Integralgleichungen zweiter Art
haufig bei der Modellierung direkter Aufgaben antreffen. Diese Gleichungen
spielen jedoch bei der Identifikation von Parameterfunktionen praktisch keine
Rolle.

Ein Kriterium zur Unterscheidung vollstetiger Operatoren A € L£(X,Y") von
nicht vollstetigen liefert der Hilfssatz 3.2. Dieser Hilfssatz ist sehr niitzlich, um
nach Nashed inkorrekte Aufgaben vom Typ II von solchen vom Typ I zu unter-
scheiden.

Hilfssatz 3.2 In Hilbertrdumen X und Y ist der beschrinkte lineare Ope-
rator A € L(X,Y) genau dann vollstetig, wenn fir jede in X schwach kon-
vergente Folge x, — xo fir n — oo die zugehérige Bildfolge stark in Y
konvergiert, also Az, — Axg fiir n — oo gilt.

Fiir das folgende Beispiel einer nach Nashed vom Typ I inkorrekten Opera-
torgleichung (3.1) bendtigen wir als Bildraum Y den unendlichdimensionalen
separablen Hilbertraum /2, der alle quadratisch summierbaren unendlichen Zah-

lenfolgen & = {£,} mit ioj £2 < oo enthilt. Dabei bilden
n=1

(N W (3.11)

und
o0

€]l := 4| > &2 (3.12)

n=1
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Skalarprodukt und Norm in diesem Raum. Der dazu analoge separable Hil-
bertraum fiir reelle Funktionen auf dem Intervall [a,b] ist der schon mehrfach
verwendete Raum L?(a,b) der quadratisch integrierbaren Funktionen mit dem
Skalarprodukt

(U0 200 = /u(t) o(t) dt (3.13)

(beziiglich der Norm s. Formel (2.7)). Wir verwenden den Spezialfall L(0,1)
als Raum X in Beispiel 3.2.

Beispiel 3.2 In diesem Beispiel betrachten wir das inverse Problem der Iden-
tifikation einer auf dem Einheitsintervall definierten elektrischen Ladungsdich-
tefunktion x(t) (0 < ¢ < 1) aus Daten der k-ten Momente

() ::/th(t)dt (k=0,1,2,..)

der Ladungsverteilung, ein Hausdorffsches Momentenproblem. Dieses Pro-
blem kann man als System

mioi(e) =y (=12

unendlich vieler Gleichungen in der unbekannten Funktion  mit einer unend-
lichen reellen Zahlenfolge {y;} C IR als rechter Seite schreiben bzw. als Opera-
torgleichung (3.1), wenn wir fiir die Hilbertrdume X := L*(0,1) und Y := [?
sowie fiir den linearen Operator A € L(L*(0,1),[?)

1

(Az), = /tf—lx(t)dt (j=1,2,..) (3.14)

0

setzen. Es 1488t sich zeigen, dafl fiir den Operator A aus (3.14) die Beziehungen
Az||p

NAz|le < VT2l 2y und  ||A|l gz200.2) = sup _lAwfe =T

relL2(0,1)\{0} HxHL2(O,1)

gelten. Falls das hier formulierte Hausdorffsche Momentenproblem losbar ist,
was nur fiir spezielle Datenfolgen {y;} der Fall sein wird, so ist es eindeutig
16sbar, d.h., der Operator A ist injektiv. Dariiber hinaus gilt der folgende Satz:

Satz 3.3 Die aus dem Hausdorffschen Momentenproblem resultierende li-
neare Operatorgleichung (3.1) mit A € L(L*(0,1),1?) aus Formel (3.14) ist
inkorrekt nach Nashed vom Typ I, d.h., der Bildraum R(A) ist nicht abge-

schlossen, A™' also unbeschrinkt, und A ist kein vollstetiger Operator.
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Wir iiberzeugen uns von der Inkorrektheit des Hausdorffschen Momentenpro-
blems, indem wir ein Orthonormalsystem {e,} C L?(0,1) betrachten, des-
sen Funktionen fast iiberall gleichmé&fig beschriankt sind, d.h., es soll gelten
llenll ey < C < oo fir n = 1,2,.... Zum Beispiel bilden die Funktionen
en(t) = V2 sinnnt (0 <t < 1) mit|ley]] ey < V2 ein solches System. Dann
haben wir schwache Konvergenz e, — 0 in L?(0, 1), und fiir die Bildfolge { Ae, }
ergibt sich

2 2

2 2
HAenH?z— /tﬂ na) <ty /tfldt _ery Lo
j=1 ]1]

Wegen ¢, — 0 und der Tatsache, daB jede der Funktionen #/~* (0 < ¢ < 1) ein
1
Element in L?(0, 1) vertritt, gilt li_>m [t77 e, (t)dt =0 fiir j = 1,2,.... Dies hat
n o0 0

nach dem Weierstraischen Majorantenkriterium fiir Reihen die Vertauschbar-
keit der Grenziibergénge und damit die Grenzwertbeziehung

o 1
et = S ([t i) o
Jj=1 0

zur Folge. Im Falle injektiver Operatoren A gilt stets x = ATAx fiir alle Ele-
mente des betrachteten Hilbertraumes. Wire nun A ein beschrinkter linearer
Operator, so miifite fiir eine Konstante K" > 0 und alle n die Abschétzung

lenllzon = AN (Aea)ll 26 < K [|Aenlre

gelten. Wegen ||e,|| 201 = 1 und ||Ae, ||z — 0 fiir n — oo existiert eine solche
Konstante aber nicht, und wir haben wegen Hilfssatz 3.1 die Situation R(A) #
M vorliegen, welche die Inkorrektheit nach Nashed ausweist.

Um die Aussage des Satzes 3.3 vollsténdig zu erhalten, zeigen wir nun noch, daf
die Inkorrektheit des Hausdorffschen Momentenproblems vom Typ I ist, A also
keinen vollstetigen Operator représentiert. Einer Idee von A. Neubauer folgend
betrachten wir dazu eine in L*(0,1) schwach gegen die Nullfunktion konvergie-
rende Folge {z,} C L*(0,1), die in L>(0,1) nicht gleichméafig beschrankt ist
und deren Bildfolge {Ax,} C [* nicht gegen das Nullelement 0 = (0,0, ...,0,...)
in [? strebt. So eine Folge ist z.B. {z,} = {y/nt" (0 <t < 1)}, denn z,, = 0

¢

in L?(0,1) ist gleichwertig mit lim f:z:n(r) dr =0 fir alle t € [0,1]. Wir haben

n+1 ﬁ
fiir diese Argumente ¢ aber offensichtlich |f\/ﬁ7' dr| = n—I—lt L =0
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fiir n — oco. Weiter gilt ||Ax,|[z /4 0 fiir n — oo wegen

s = 3 (O/Itumncﬁ)? -3 () -

i=1

<] 71 n
—n ,—Zn/—dt: " L),
jzzn;‘1]2 n-I—lt2 n—l_l

Wire A vollstetig, so miifite z, — 0 in L?(0, 1) nach Hilfssatz 3.2 die Beziehung
Az, — 0in [? implizieren. Dies ist aber nicht der Fall, womit die Behauptungen
des Satzes 3.3 samtlich gezeigt sind. O

Wir wenden uns nun dem im Bereich der linearen inversen Aufgaben wesent-
lich haufiger anzutreffenden Fall einer inkorrekten Operatorgleichung (3.1) im
Hilbertraum mit vollstetigem Operator A zu.

Beispiel 3.3 Als Beispiel eines Identifikationsproblems, das auf eine Gleichung
mit vollstetigem Operator fithrt, wollen wir im folgenden ein vereinfachtes ein-
dimensionales Problem der Gravimetrie betrachten (s. auch [GRO93, 5.9]).
Bei der Gravimetrie werden lokal konzentrierte Abweichungen der Dichte von
Materialien im Erdboden, wie sie zum Beispiel typisch sind fiir Lagerstatten
von Energietrdgern wie Kohle und Erdél, durch gemessene Abweichungen der
dadurch verursachten Stérungen des Kraftfeldes der Erde bestimmt.

Ein Flugzeug tiberfliege in Einheitshohe eine Strecke der Lange L auf der Erd-
oberfliche und messe die Vertikalkomponente der Gravitationskraft, welche
durch die darunterliegenden Erdschichten bewirkt wird. Dabei soll eine auf die-
ser Strecke in unmittelbarer Nédhe der Erdoberflache vermutete 6rtlich verdander-
liche Anomalie z(¢) (0 <t < L) der Massendichte bestimmt werden, wobei ¢
die Ortspunkte der Strecke parametrisiert. Um diese Anomalie herum nehmen
wir eine homogene Massenverteilung an. Miit man vom Flugzeug aus in Hohe
1 iiber dem Punkt s der Strecke die Gravitationsanomalie, so bewirkt eine Mas-
se m im Punkt ¢ eine Anziehungskraft, deren Betrag |F'| indirekt proportional
zum Quadrat des Abstandes zwischen Flugzeug und betrachtetem Massepunkt
ist und somit nach dem Satz des Pythagoras mit der Gravitationskonstante
den Wert |F| = # besitzt. Gemessen wird aber die Vertikalkomponente

Fyert der Kraft, fiir die man sich leicht die Formel F,.,.; = W iiberlegt.

Enthalten die Werte y(s) die zur Gravitationskonstante ins Verhéltnis gesetzte
Gravitationsanomalie iiber dem Punkt s der Strecke, so a3t sich das Identifi-
kationsproblem als lineare Fredholmsche Integralgleichung (2.42) der speziellen
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Gestalt
L

/((3 —1)? 4 1)‘% e(t)dt = y(s) (0<s<L) (3.15)

0

und damit im Raum X =Y := L?(0, L) als Operatorgleichung (3.1) mit einem
Operator A aus Formel (2.44) schreiben. Es sei noch erwéahnt, daff der Kern
der Integralgleichung (3.15) und damit der entsprechende Operator A nicht
ausgeartet im Sinne von Formel (3.10) ist, d.h., wir haben dim(R(A)) = oo.
Der ausgeartete Fall wiirde eine Kerndarstellung

m

k(s, 1) = > fi(t) gi(s)

=1

erfordern, die sich hier nicht finden 1a8t. Da die Kernfunktion auf ihrem ge-
samten Definitionsbereich stetig und sogar unendlich oft differenzierbar ist,
besitzt sie natiirlich auch die Eigenschaft der quadratischen Integrierbarkeit
k e L*((0,L) x (0,L)). Dann ist der in diesem Beispiel betrachtete Operator
A€ L(L*0,L),L*0,L)) wegen Hilfssatz 2.4 aus Abschnitt 2.2.3 vollstetig. Da
aber die Injektivitdt von A hier nicht sofort erkennbar ist (s. Aufgabe 3.3), 143t
sich die vermutete Inkorrektheit von (3.15) im Sinne von R(A) # R(A) und
damit die Verletzung der Stabilitatsbedingung (2.20) nicht ohne weiteres aus
Satz 2.3 schlufifolgern. Die nachfolgenden allgemeinen Betrachtungen zeigen je-

doch, daB (3.15) inkorrekt nach Nashed vom Typ II ist, ohne da dafiir die
Injektivitdt von A benétigt wird. O

Die Grundlage dafiir bietet der folgende Hilfssatz (s. [ENG97, S.152]):

Hilfssatz 3.3 Die Moore-Penrose-Inverse AY eines in Hilbertrdaumen X
und Y definierten vollstetigen Operators A € L(X,Y) mit dim(R(A)) = oo

ist ein unbeschrdnkter und damait unstetiger linearer Operator.

Als direkte Konsequenz der Hilfssdtze 2.2, 3.1 und 3.3 erhélt man schliefflich
Satz 3.4, der fiir den Fall vollstetiger Operatoren A die Situationen von Kor-
rektheit und Inkorrektheit umfassend beschreibt.

Satz 3.4 Im Falle eines vollstetigen Operators A ist die lineare Operator-
gleichung (3.1) in den Hilbertrdumen X und Y korrekt nach Nashed genau
dann, wenn der Bildraum R(A) des Operators A endlichdimensional ist.
Andernfalls, d.h. fir vollstetiges A und dim(R(A)) = oo, ist (3.1) inkorrekt
nach Nashed vom Typ I1.
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Als unmittelbare Folgerung aus Satz 3.4 ergibt sich, dafl die Integralgleichung
(3.15) des Gravimetrieproblems aus Beispiel 3.3 inkorrekt nach Nashed vom
Typ 1T ist und damit fiir diese Gleichung die Stabilitdtsbedingung (2.20) verletzt
ist. Der Satz besagt aber viel mehr, ndmlich daf alle linearen Fredholmschen
Integralgleichungen (2.42) mit quadratisch integrierbarem Kern k € L*((c,d) x
(a,b)) im Raumpaar X = L*(a,b) und Y = L*(¢,d) unabhingig von der
Erfiilllung der Eindeutigkeitsbedingung instabil sind, d.h. kleine Stérungen der
Datenfunktionen y solcher inverser Aufgaben zu beliebig groflen Abweichungen
der erhaltenen Losungsfunktionen x von der tatsachlichen Lésungsmenge fiithren
kénnen.

3.1.5 Singulidrwertzerlegung vollstetiger Operatoren

Die Grundlage fiir die genauere Untersuchung linearer Operatorgleichungen
(3.1) mit vollstetigen Operatoren A bildet der als Hilfssatz 3.4 formulierte
Polarzerlegungssatz, bei dessen Formulierung wir uns an das Buch [BAUS?,
S. 60-61] von J. Baumeister anlehnen.

Hilfssatz 3.4 Fs sei A € L(X,Y) ein vollstetiger Operator, der zwischen
den separablen Hilbertrdumen X und Y wirkt. Dann existieren eine Index-
menge J = {1,2,...,m} fir den Fall dim(R(A)) = m bzw. J = N =
{1,2,...} fiir den Fall dim(R(A)) = oo, Orthonormalsysteme {u;};ey in X
bzw. {v;}ijes in Y und eine Folge {o;};cy positiver reeller Zahlen mit fol-
genden Figenschaften:

{o;}ies ist nichtwachsend, und es gilt lim o; = 0 fir J=1IN; (3.16)
J]—00
Auj = ojv; (J€J) und A vy = oju; (5 €J). (3.17)
Fiir alle v € X gibt es ein Element xg € N(A) mit

T =0+ 3 (T, uj), uj und Az = > oz, uj), v;. (3.18)

JjeJ JjeJ
Es gilt fir alle y € Y

Ay = 05y, vi)y uj . (3.19)

JjeJ

Der Hilfssatz besagt, daf es fiir einen vollstetigen Operator in jedem Falle ein
singulédres System im Sinne der folgenden Definition gibt.
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Definition 3.2 Fs seien X und Y separable Hilbertridume und A € L(X,Y")

ein vollstetiger Operator. Dann heift die zur Indexmenge J mit
J=1,2,...m fir dim(R(A))=m
bzw.
J=IN={1,2,...} fir dim(R(A))= o0
gehorige Tripelfolge

{Uj;uj;vj}jej singulires System fir A,

wenn o; > 0, u; € X und v; € Y wie in Hilfssatz 3.4 definiert sind und
die Bedingungen (3.16) — (3.19) erfillen. Insbesondere heifsen die positiven
Zahlen 0; Singuldrwerte von A Weiterhin nennt man die in
Formel (3.18) angegebene Zerlegqung Singulédrwertzerlegung
des Operators.

Es sei vermerkt, dafl

[Allexry = o1 (3.20)
gilt und aus (3.17) sofort

A"Au; = 0]2 Uu; sowie AA v = 0]2 v; (3.21)

folgen, d.h., die singuldren Werte o; sind definiert als Quadratwurzeln der po-
sitiven Eigenwerte A; sowohl des Operators A*A als auch des Operators A A*.
Die Orthonormalsysteme {u;};cs bzw. {v;};es des singuldren Systems sind in
R(A*) bzw. R(A) vollstindige Orthonormalsysteme der Eigenelemente von A*A
bzw. A A*.

Unter Verwendung der in Definition 3.2 eingefithrten singuldren Systeme su-

chen wir nun Losbarkeitseigenschaften und Losungsdarstellungen zu linearen
Operatorgleichungen (3.1) mit vollstetigen Operatoren. Unabhéngig von der
Korrektheit oder Inkorrektheit solcher Gleichungen kénnen ihre Losungen mit
Hilfe von Fourierreihen explizit ausgedriickt werden. Jede rechte Seite y € Y
einer Gleichung (3.1) 148t sich ndmlich darstellen als Fourierreihe

v =Yoo+ D (y05)y v (3.22)
jed
mit einem eindeutig bestimmten Element yo € N(A*), wobei (yo,v;), = 0

(j € J) gilt. Fiir die Losung « in (3.1) verfiigt man {iber die Darstellung (3.18).
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Damit erhalt die Operatorgleichung (3.1) in Reihenform die Gestalt
> o) v = yo+ D (Y v)y v (3.23)
JjeJ JjeJ
Aus der Gleichung (3.23) folgt unmittelbar, dal yo = 0 bzw. damit gleichwertig
y € N(A*)*t eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von (3.1) darstellt.

Um daraus aber eine hinreichende Bedingung zu erhalten, miissen zum einen
zusdtzlich die Gleichungen

gj <x7uj>x = <y,Uj>X fir alle j € J

zwischen den Fourierkoeffizienten von Losung und rechter Seite gelten, zum
anderen muf}
r = z0+ Z M uj (3.24)
jes G
tatsachlich ein Element des Hilbertraums X reprasentieren. In der Darstellung
(3.24), die alle potentiellen Losungen von (3.1) besitzen, bedeutet xq € N(A)

ein beliebig gewéhltes Nullraumelement. Dabei ist im Falle eines ausgearteten
Operators A mit J = {1,2,...,m}

gj

r = xO‘I’Z <y7UJ>Y u;
7=1
stets ein Element aus X. Fiir alle y € Y stellt dann speziell

e = Aty = ZM“J
7=1 O-j

die eindeutig bestimmte Minimum-Norm-Lésung von (3.1) dar.

Interessanter ist der nichtausgeartete Fall mit dim(R(A)) = oo, fiir welchen in

der Darstellung (3.24) die Bedingung « € X der Picardschen Bedingung

g

o) A2
3 <y’”§>y < (3.25)
7=1 J

entspricht. Die Picardsche Bedingung, welche die Zugehorigkeit der Folge von
Quotienten {@Zﬂ} zum Raum [? fordert und die eine Konvergenzbedingung
J

fiir die in (3.24) auftretende Fourierreihe darstellt, ist genau dann erfiillt, wenn
y € R(A)® R(A)* gilt, also die Elemente y zum Definitionsbereich der Moore-
Penrose-Inversen AT gehéren. Wegen

o0

1Az —ylly = 3" (o (,u;)y = (wovidy)” + llwoll

i=1
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ist fiir die Elemente y € R(A) & R(A)L

- fj vy uj (3.26)

xmn -
7=1 0-]

Minimum-Norm-Lésung von (3.1). Die Moore-Penrose-Inverse besitzt fiir voll-
stetige Operatoren A also im allgemeinen die Darstellung

Aty = > M uj, y € R(A) @ R(A)*. (3.27)

jes 95

Satz 3.5 Fs sei A € L(X,Y) in separablen Hilbertrdumen X und Y ein
vollstetiger Operator mit dem singuldren System {o;; u;; UJ}jeJ . Die lineare
Operatorgleichung (5.1) besitzt genau dann eine Lisung, wenn y € N(A*)*
gilt und im Falle dim(R(A)) = oo zusdtzlich die Picardsche Bedingung (3.25)
erfillt ist. Alle Elemente x, die der Darstellung (3.24) geniigen, sind dann
Léisungen von (3.1). Fiir rechte Seiten y € R(A) & R(A)t charakterisiert
die Darstellung (3.24) genau die Elemente mit kleinster Defektnorm ||Ax —
Y|l Unter diesen Elementen ist dann mit xo = 0 die eindeutig bestimmte
Minimum-Norm-Lésung ,, = ATy von (3.1) zu finden.

Der tiber einen Operator A vom Typ (3.10) beschriebene ausgeartete Fall der
linearen Operatorgleichung (3.1) kann, wie wir gesehen haben, durch ein linea-
res Gleichungssystem (3.7) mit X = RR", Y = IR™ und einer den Operator
A in seinen wesentlichen Komponenten charakterisierenden Matrix A € IR™*"
dargestellt werden. Wir verwenden in beiden endlichdimensionalen Raumen X
und Y das zur Euklidischen Norm || - ||2 (s. Formeln (2.18) und (2.36)) gehori-
ge Skalarprodukt (-,-)2 (s. Formel (3.8)) und fithren der Allgemeinheit halber
noch das Symbol r := rang(A) < min(m,n) fiir den Rang der Matrix A ein.
Dann existiert fiir die Matrix A ein singuldres System {o;;u;; v;}7_; mit den
singuldren Werten
oL > 09 > . >0, >0

und zwei Orthonormalsystemen von Vektoren

{Qj}?:l C R” bzw. {Qj ™ CIR™,

7=1
so daf} die Beziehungen

Au;, = ojv AT v, = oju; (J=1,2,...,1) (3.28)

IR
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gelten und eine Singularwertzerlegung der Matrix A in Form des Matrizenpro-

dukts

g1 ... 0 0
0 ... o.|0
0 010

mit den orthogonalen Matrizen
U = (u;|ugl...|u,) € R™" bzw. V = (v1]uy]...|v,) € R™*™

moglich wird. Fiir orthogonale Matrizen U, deren Zeilen und Spalten zueinander
paarweise orthogonal sind, gilt dabei bekanntlich U = U™,

Aus der Singuldrwertzerlegung (3.29) der Matrix A € IR™*" mit rang(A) = r
148t sich unmittelbar die Pseudoinverse A! € IR"*™ mit

Lo 0]o0
A=u | Sy 3.30
il AR A ' (330)
0 ... 0]0

als spezielle Moore-Penrose-Inverse fiir diese endlichdimensionale Situation ab-
leiten. In Verallgemeinerung der fiir den Vollrangfall rang(A) = n giiltigen
Formel (3.9) kann man damit die Minimum-Norm-Loésung eines allgemeinen
linearen Gleichungssystems (3.7) mit rang(A) = r < min(m,n) in der Form

(3.31)

schreiben. Aus den obigen Uberlegungen zur Singulirwertzerlegung von Matri-

zen A folgt fiir die Spektralnorm ||A||gmx» := ||A]l2 := sup “ﬁTﬁEﬁ mit
zeR" z#0

||A||gm=n = o1 (s. Formel (3.20)) und HATHRnXm = i die Darstellung
o

cond(A) = ||Al[mxn | At || nxm = 0—1 (3.32)
fiir die Konditionszahl der Matrix A.
Wir setzen in den nun folgenden Betrachtungen dieses Abschnitts voraus, daf
mit dim(A) = oo der nichtausgeartete Fall eines vollstetigen Operators A vor-
liegt. Eine besonders wichtige Klasse solcher Operatoren bilden die Hilbert-
Schmidt-Operatoren.
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Definition 3.3 Fin Operator A € L(X,Y), der zwischen den separablen
Hilbertrdumen X und Y wirkt, heifst

Hilbert-Schmidt-Operator,

wenn fir ein in X vollstindiges Orthonormalsystem {e;} C X gilt:

S(A) = Z || A eszy < 00. (3.33)
7=1

Hilfssatz 3.5 Hilbert-Schmidt-Operatoren A sind  stets vollstetig und
erfillen fir alle in X vollstindigen Orthonormalsysteme {e;} C X die Be-
ziehung

S(A) = ZHA@M? = ZO‘? < oo.
7=1 7=1

Als Konsequenz aus Hilfssatz 3.5 erhalten wir, daf fiir einen Hilbert-Schmidt-
Operator die Summe S(A) unabhéngig ist von der Wahl des diese Summe erzeu-
genden Orthonormalsystems {e;}. Man kann dariiber hinaus auch zeigen, daf
ein vollstetiger Operator A genau dann Hilbert-Schmidt-Operator ist, wenn die
Folge {o;} seiner Singuldrwerte quadratisch summierbar ist, also ein Element
im Raum [? bildet.

Die linearen Fredholmschen Integraloperatoren A vom Typ (2.44) in den Rau-
men X = L?*(a,b) und Y = L*(¢,d) mit quadratisch integrierbarem Kern k €
L*((c,d) x (a,b)) sind Hilbert-Schmidt-Operatoren, wobei die Beziehungen

d b -
S(A) = //(k(s,t))wtds =Y o? <
c a J=1
und im Falle eines von der Nullfunktion verschiedenen Kernes
k(s,t) =D aju(t)vi(s) (3.34)
7=1

gelten, wenn {o;; u;; v;}52, ein singuléres System fiir A bezeichnet. Die Kon-
vergenz der unendlichen Reihe in Formel (3.34) ist dabei im Sinne der Konver-
genz des Raumes L*((c,d) x (a,b)) zu verstehen.

Wir wollen uns nun die Gestalt singulérer Systeme am Beispiel verdeutlichen.
Dazu betrachten wir zuerst den bereits in Beispiel 2.1 eingefithrten vollstetigen
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Operator
[Az](s) := /:z;(t) it (0<s<1) (3.35)

im Raum X =Y = L?(0,1). Wendet man die in Abschnitt 3.1.2 eingefiihrte
Gleichung zur Definition des adjungierten Operators A* an, so 1a8t sich die
Darstellung

(A1) = [ys)ds  (0<t<)

und schlieBlich
1 s
(A" Ax](7) = //:z;(t)dtds (0<7<1)
7T 0

finden. Die Eigenwertgleichung A*Au = Au fiithrt auf das Randwertproblem
—u(t) =Au"(t) (0<t<1), u(l)=u(0)=0, |ulpe, =1,

dessen Losungen

4

1
G-

A= = 2COS<j—§)7Tt (0<t<1)

die singulédren Werte
0j = (J=1,2,...) (3.36)

liefern. Man sieht wegen {c;} € [* sofort, dafi A ein Hilbert-Schmidt-Operator
ist. Mit | |
03(t) = — (Auy) (1) = VZsin (j _ 5) wt (0<t<1)

g

erhdlt man das singulére System

{ﬁ; V2 cos (j—%) mt (0 <t <1); v2sin (]—%) mt (0 <t < 1)}::1

fiir den Operator (3.35). Die dabei auftretenden Orthonormalsysteme {u;} und
{v;} sind vollstiandig in L*(0,1). Damit gilt N(A) = N(A*) = {0}, und A sowie
A* sind injektive Operatoren. Man erkennt, daff die Eigenfunktionen u; und
v; aus dem singuldren System von (3.35) um so starker oszillieren, je grofer



102 3 Identifikationsprobleme in Hilbertraumen

J und damit je kleiner der singuldre Wert o; ausfallt. Die Situation, daff Sin-
guldrwerte nahe Null zu sehr stark oszillierenden Eigenfunktionen gehéren, ist
typisch fiir das Verhalten einer grofien Klasse vollstetiger Operatoren im Raum
der quadratisch integrierbaren Funktionen.

Wir betrachten ein weiteres Beispiel eines Hilbert-Schmidt-Operators A, dessen
Singuldrwerte o; fiir j — oo exponentiell, also sehr schnell gegen Null streben,
wahrend die Singularwertfolge im Falle (3.36) nur proportional zu 1/; abklingt.
Die Bedeutung dieser Abklingraten wird uns im néchsten Abschnitt im Zu-
sammenhang mit dem Grad der Inkorrektheit einer linearen Operatorglei-
chung (3.1) beschéftigen.

Beispiel 3.4 Ebenfalls zu den klassischen inversen Problemen gehort die Auf-
gabe der Rekonstruktion des Anfangstemperaturprofils z(p) (0 < p <1)
eines homogenen Stabes der Lénge 1, dessen von der Ortskoordinate p und der
Zeitkoordinate ¢ abhéngigen Temperaturen u(p,t) dem Anfangs-Randwertpro-
blem zur eindimensionalen Wérmeleitungsgleichung

Qu(p,t) _ Pulp.t)
o Op?

0<p<l,0<t<])

mit den homogenen Randbedingungen
u(0,t) = u(l,t) =0 (0<t<1)
und der Anfangsbedingung

u(p,0) = z(p)  (0<p<1)

geniigen, aus Messungen

y(p) = [Aal(p) == ulp.l)  (0<p<1) (3.37)

des Temperaturprofils des Stabes zur Endzeit ¢ = 1. Der in (3.37) definierte
Operator A ist in X =Y = L*(0,1) linear und vollstetig. Funktionen wu, die
der Differentialgleichung und den Randbedingungen des betrachteten Warme-
leitproblems geniigen, lassen sich als Reihe

ulp,t) = D ¢j exp(—g*n*t) sin jmp
7=1

mit beliebigen reellen Koeffizienten ¢; (5 = 1,2, ...) darstellen. Daraus resultiert
unmittelbar das singuldre System

o0

{exp(—j*%); V2sinjmp (0<p<1); V2sinjmp (0<p < 1)

J=1
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des Operators A aus (3.37). Dieser Operator A € L(L*(0,1), L*(0,1)) ist selbst-
adjungiert und injektiv. Er 1a8t sich als Hilbert-Schmidt-Operator in Form eines
Integraloperators

1
[Aal(p) = [kp)etmdy  (0<p<1)
0
mit der Formel (3.34) entsprechenden Reihendarstellung
k(p,n) =D 2 exp(—j*n?) sin jmp sinjmy  (0<p<1,0<n<1)
j=1

der Kernfunktion schreiben. Die Kernfunktion k(-,-) verkérpert dabei eine
Greensche Funktion des entsprechenden Anfangswertproblems zur Warme-
leitungsgleichung. O

3.1.6 Der Grad der Inkorrektheit linearer Operatorgleichungen

Bisher haben wir uns zwar ausfithrlich mit der Inkorrektheit linearer Opera-
torgleichungen (3.1) beschéftigt, aber niemals die Frage gestellt, wie stark in-
korrekt solche dahinter stehenden Identifikationsprobleme sind. Die besonders
gut strukturierte Klasse injektiver vollstetiger linearer Operatoren A in un-
endlichdimensionalen separablen Hilbertraumen X und Y, auf die wir uns in
diesem Abschnitt immer beziehen werden und die stets nach Nashed inkorrekte
Gleichungen (3.1) hervorbringt, wird Antworten auf diese weitergehende Frage
nunmehr erlauben.

Die Stérke der Inkorrektheit eines linearen inversen Problems vom Typ (3.1)
wird durch den Grad der Schwierigkeiten bestimmt, die ein solches Problem
bei der ndherungsweisen oder numerischen Losung bereitet. Diese Art der Pro-
blemlésung ist mit Blick auf eine Behandlung der Zugénge mittels Computer im-
mer mit einer Einschréankung des Problems auf endlichdimensionale Raume ver-
bunden. Ausgehend von einem in X vollstdndigen Orthonormalsystem {w;} C
X zur Frzeugung n-dimensionaler Teilraume

X, = span(w, wa, ..., w,)

wollen wir hier unter ndherungsweiser oder numerischer Lésung von (3.1) die
Konstruktion eines Elementes z,, € X,, verstehen, welches Losung des auf den
n-dimensionalen Teilraum eingeschrankten Kleinste-Quadrate-Problems

[Az—y|2 = min!, z€X, (3.38)
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ist. Aus den Uberlegungen von Abschnitt 3.1.4 folgt, daf
z, = Al y

fir alle y € Y die in X,, wegen der Injektivitdt von A eindeutig bestimmte
Losung des Extremalproblems (3.38) bildet. Dabei stellt Al € L(Y, X,) die
Moore-Penrose-Inverse des Operators A,, € L(X,,,Y) dar, der mittels der Vor-
schrift A,z = Az fir € X, als Einschrankung des Operators A auf den
Teilraum X, festgelegt ist.

Es sei nun g € X die fiir eine feste rechte Seite y € R(A) eindeutig bestimmte
Lésung von (3.1). Wir betrachten den Fehler ||2° — x¢]|,, einer Nidherungslsung
x% = Alys zu einer gestérten rechten Seite ys mit |lys — y||, < 6. Aus der
Dreiecksungleichung erhalten wir dafiir

s, = oll < Ny = @ally + llen = 2ol < NANewixa lys = ylly + 1ALy — ol

und damit

25, = wollx < NAleivicn & + AT Ao — 2ol . (3.39)

Die Schranke fiir den Fehler der Niherungslosung 2 im Sinne der rechten Sei-
te von Abschitzung (3.39) zerfillt in einen ersten Term || Al x,, d, der die
Stabilitéat der Ndherung in bezug auf Stérungen in den Daten charakterisiert
und einen zweiten Term |[Al Azy — x¢||,, der die Approximation von =z
durch geeignete Elemente des n-dimensionalen Raumes X, widerspiegelt. Bei
geschickter Wahl des Orthonormalsystems {w;} strebt dieser Term fiir n — oo
gegen Null. Wahlt man etwa {w;} := {u;} mit {u;} aus dem singuléren System
fiir A, so gilt fiir y = Az

A*Uj>X o =

- Y, vy Lo,
Aly = Z< U7>Y u; = < 0 — u; = Z<:1;0,uj>x Uj
i=1 J J 7=1
und damit
HALAJ}O—J}OHX = \l Z <:1;0,uj>§( ). (3.40)
j=n+1

Die Konvergenz in (3.40) ist dabei eine Konsequenz der Parsevalschen Gleichung

bzw. der daraus resultierenden Tatsache, daf} die Zahlenfolge {Zn: (To,u;)2 }ory
7=1

eine Cauchyfolge ist.

Um den Approximationsfehler klein zu halten, empfiehlt es sich also, bei der
numerischen Losung von (3.1) die Dimension n so groff wie moglich zu wéhlen.
Die Inkorrektheitheit nach Nashed ist aber, wie uns Satz 3.2 gezeigt hat, stets
mit Instabilitét verbunden. Diese kommt in der Abschitzung (3.39) dadurch
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zum Ausdruck, daf der Multiplikator || Af|| s x, des Datenfehlerniveaus § im
Sinne des folgenden Hilfssatzes mit n — oo iiber alle Grenzen wéchst. Je grofer
also n gewdhlt wird, um so starker wirken sich die Datenfehler in der Nahe-
rungslésung aus. Diese widerspriichlichen Tendenzen kann man praktisch durch
Wahl eines mittleren , Diskretisierungsniveaus® n handhaben, welches zu einen
Kompromif} zwischen Stabilitdt und Approximation fiihrt.

Hilfssatz 3.6 Bei belicbiger Wahl des die Teilrdume X, generierenden Or-
thonormalsystems {w;} gilt fir

A _1
e (3.41)

m
zeXa\{0} 2|«

die Grenzwertbeziehung

JLI&"ALHL(Y,X,I) = 0.

Die Aussage dieses Hilfssatzes folgt aus der Tatsache, daf fiir die unbeschrénkte
Inverse A™! eines injektiven vollstetigen Operators A eine unendliche Folge

{z;} C X mitz; #0 (1 =1,2,...) und

Az
L S g (3.42)
1251l x

existiert. Ware nun die Grenzwertbeziehung li_>m NAT || v,y = o0 verletzt,

so gibe es unter Berticksichtigung der Darstellung (3.41) eine Folge von Di-
mensionen n; — oo fiir ¢+ — oo und eine Konstante ¢ > 0, so daf fiir alle
z € X, (1=1,2,...) die Ungleichung ||Az||,, > €]|z|| gilt. Die n;,-dimensionalen

Approximationen 27" = l§<zj, wy) , w; von z; erfiillten dann fiir alle ¢ und 5 die

Bedingung |[Az}"||, > 5”2;’

» und mit lim ||2}* — z||, = 0 die Ungleichung
T—> 00

I|Az|l,, > €llz;llx- Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Grenzwertbeziehung

(3.42).

Sucht man nach solchen Teilriumen X,,, die den , Instabilitatsfaktor || AL || ;s x.)
in der rechten Seite von Ungleichung (3.39) moglichst klein halten, so leistet
dafiir das in Hilfssatz 3.7 fiir unsere Zwecke geeignet formulierte Maximum-
Minimum-Prinzip von Poincaré und Fischer gute Dienste.
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Hilfssatz 3.7 Fssei A € L(X,Y) ein vollstetiger linearer Operator in sepa-
rablen Hilbertriumen X und Y mit einem singuldren System {o;; u;; UJ}jeJ'
Dann gilt fir alle n € J

A A
0, = max min 1A, = min 1A, = || Au,]|, -
XnCX zeXp\{0} HxHX z€span(u ,...,un)\{0} Hx
(3.43)

Dabei ist das Maximum in Formel (3.43) iber alle n-dimensionalen
Teilrdume X, des Hilbertraums X zu nehmen.

Daraus ergibt sich wegen Formel (3.41) unmittelbar:

Folgerung 3.2 Die Norm || Al || sv.x,, wird beziiglich aller n-dimensionalen
Teilrdume X, von X minimal fir X, = span(uy, ug, ..., u,), d.h., es gilt

1 1
HALHL(nyn) > o und HALHL(nyn) =— fir X,, = span(uy, ..., u,). (3.44)

n

Wahlt man die Teilrdume X,, in diesem Sinne optimal als Menge von Linear-
kombination der ersten n Figenelemente aus dem singularen System fiir A, so
verhalt sich die Ndherungslosung im Sinne der Abschatzung (3.39) am stabil-
sten gegeniiber Datenstérungen. Die Kehrwerte der singuldren Werte o, spie-
len dann die Rolle der ,Instabilitdtsfaktoren“. Je schneller die Folge {o,} der
Singularwerte gegen Null abklingt, um so schneller wéchst der Multiplikator
| AT || 2y x,) selbst im giinstigsten Falle fiir n — oo ins Unendliche. So macht es
Sinn, den Grad der Inkorrektheit einer Operatorgleichung (3.1) {iber die Ab-
klingrate der Singuldrwertfolge des Operators A gegen Null zu definieren.

Definition 3.4 Wir bezeichnen eine lineare Operatorgleichung (3.1) mit
vollstetigem Operator A € L(X,Y) in separablen Hilbertriumen X und Y
als héchstens inkorrekt vom Grade v >0, wenn fir
die Singulidrwertfolge {o,} des Operators A eine Konstante C > 0 mit

1 _
— < Cn” (n=1,2,...) (3.45)

On

existiert.

Ergénzend zu Definition 3.4 kénnen wir eine lineare Operatorgleichung (3.1) als
mindestens inkorrekt vom Grade v > 0 bezeichnen, wenn eine Konstante
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C > 0 mit
Cn” < — (n=1,2,...) (3.46)
O

zu finden ist. Haben wir sogar o, ~ n™"

Grad der Inkorrektheit. Die Proportionalitat o, ~ n~" entspricht dabei der
Existenz zweier Konstanten 0 < C < C < oo mit

, so nennen wir die positive Zahl v

1

On

Cn” < < Cn” (n=1,2,...). (3.47)
Gilt fiir jedes positive v eine Ungleichung (3.46), so sagen wir, dal die Ope-
ratorgleichung den Grad der Inkorrektheit oo besitzt. Wenn eine Operatorglei-
chung héchstens inkorrekt vom Grade 1 ist, so nennt man sie auch schwach
inkorrekt. Man spricht von méBig inkorrekten Gleichungen, wenn es eine
endliche Zahl v gibt, so daf§ (3.45) gilt, andernfalls heiflen solche Gleichungen
stark inkorrekt. Je hoher der Grad der Inkorrektheit einer inversen Aufgabe
(3.1) ausfillt, desto kleiner mufl man die Diskretisierungsdimension n in (3.38)
wahlen, um bei festem Datenfehlerniveau § > 0 noch einen akzeptablen Fehler
(3.39) der Niherungslosung z’ zu erzwingen. Dieser Umstand 1Bt die folgen-
de Interpretation zu: Will man ein gewisses fest vorgegebenes Fehlerniveau der
Néaherungslosung nicht {iberschreiten, so kann man bei stark inkorrekten Aufga-
ben nur eine sehr kleine Anzahl n von Parameterwerten aus den gegebenen feh-
lerhaften Daten rekonstruieren, wiahrend die entsprechende Anzahl bei schwach
inkorrekten Gleichungen (3.1) deutlich grofler ausfallt. Im Kapitel 4 werden
wir mit Hilfe von Regularisierungsverfahren und auf der Grundlage einer we-
sentlichen Verallgemeinerung des Begriffs der Ndherungslosung gegeniiber dem
Zugang (3.38) danach streben, auch bei starker inkorrekten Problemen fiir eine
groflere Anzahl von Parameterwerten akzeptable Naherungslésungen zu erlan-
gen. Aber auch bei diesen Zugangen spielt der Grad der Inkorrektheit einer
Aufgabe fiir die Auswahl konkreter Verfahren und die Festlegung geeigneter
numerischer Parameter eine gewisse Rolle.

Im vorigen Abschnitt haben wir im Raum X =Y = [*(0,1) bereits fiir den
Operator A aus (3.35), der zum Problem (2.22) der Identifikation der ersten Ab-
leitung einer Funktion aus deren Funktionswerten gehért, die Singularwertfolge
(3.36) bestimmt, fiir die offensichtlich

gilt. Wir haben es beim Differentiationsproblem also mit einem Grad v = 1 der
Inkorrektheit und damit mit einen Problem zu tun, das an der Grenze zwischen
den schwach und méBig inkorrekten Problemen angesiedelt ist. Weiter haben
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wir in Beispiel 3.4 die Singulédrwertfolge

o, = exp(—n’n?)
fiir das Warmeleitungsproblem mit Zeitumkehr gefunden. Dieses in Operator-
gleichung (3.37) formulierte inverse Problem ist stark inkorrekt und sein Grad
der Inkorrektheit oo, da die Folge der Singularwerte schneller gegen Null fallt
als jede Potenz n™" fiir endliches positives v.

Beispiel 3.5 In diesem Beispiel betrachten wir im Raum X =Y = L?(0,1)
die fiir reelle Zahlen r > 0 definierte Familie

S

(A, 2] (5) == /%x(t) dt = y(s) (0<s<1) (3.48)

0

von speziellen linearen Integralgleichungen mit Operatoren A, der gebroche-
nen Integration. Dabei bezeichnet I'(r) den Wert der Gammafunktion zum
Argument r. Die Familie (3.48) gehort zu den linearen Volterraschen
Integralgleichungen erster Art

/Sk(s,t) z(t)dt = y(s) (0<s<1), (3.49)

einer Teilklasse der linearen Fredholmschen Integralgleichungen erster
Art

/k(s,t):z;(t) dt = y(s) (0<s<1), (3.50)

wobei die im Quadrat (s,t) € [0,1] %[0, 1] definierte Kernfunktion k(s,t) bei den
Volterraschen Integralgleichungen im Dreieck {(s,¢): 0 < s <t < 1} identisch
verschwindet. Unter den linearen Volterraschen Integralgleichungen erster Art
gehort die Familie (3.48) wiederum zu den linearen Faltungsgleichungen

S

/ﬁ;(s et dt = y(s)  (0<s<1), (3.51)

0

deren Kernfunktionen  nur von der Differenz der Argumente s und ¢ abhédngen
und die wir im néchsten Beispiel und den sich daran anschliefenden Betrach-
tungen genauer studieren werden. Die Bezeichnung ,,gebrochene Integration®
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im Zusammenhang mit dem Operator A, a8t sich damit begriinden, dafl die

Gleichung (3.48) fiir natiirliche Zahlen r = [ ([ = 1,2,...) in der Form

2 (S _ t)l_l

/Wx(t) dt = y(s) (0<s<1) (3.52)
) !

dem Problem der Identifikation der l-ten Ableitung z(t) := y(¢) einer

Funktion y(t) (0 < t < 1) aus Werten der Funktion entspricht. Dabei gibt

es stetige Losungen x von (3.52) natiirlich nur fiir [-mal stetig differenzierbare
Funktionen y € C'[0, 1] mit

y(0) = '(0) =y"(0) = ... = y""D(0) = 0.

Die Gleichung (3.48) 1afit sich als Verallgemeinerung dieses Problems (3.52) der
[-maligen Differentiation in Richtung der Identifikation von Ableitungen
einer gebrochenen Ordnung r der Funktion y ansehen.

Fiir den Zahlenbereich 0 < r < 1 wird (3.48) als Abelsche Integralgleichung
bezeichnet, fiir die es zahlreiche Anwendungen bei inversen Problemen z.B. der
Mechanik, Stereologie und Geophysik gibt. Fine Zusammenstellung dieser An-
wendungen und umfassende Aussagen zur Theorie Abelscher Integralgleichun-
gen findet man im Buch [GOVE91] von R. Gorenflo und S. Vessella. Bei solcher
Wahl des Parameters r sind im Gegensatz zum Fall r > 1 die Kernfunktionen
des Integraloperators A, nicht mehr stetig, sondern schwach singulér, d.h., sie
weisen flir s = ¢ auf der Diagonale des Quadrats (s,t) € [0,1] x [0, 1] eine Pol-
stelle auf, die aber in dem Sinne schwach ausgeprégt ist, dafl die entsprechende
Kernfunktion « in der Variante (3.51) die Darstellung

k(1) = 7—11—7’ 0<r<1)

besitzt, fiir 0 < r < 1 integrierbar ist und somit zum Raum L'(0,1) gehort.
Aus der Ungleichung von Young (s. [GOVE9L, S.65]) ergibt sich fir « €
L*(0,1) und & € L'(0,1) aber Az € L*(0,1) mit A aus (3.51), und es gilt eine
Abschétzung |[Az|| 201y < |[E]l 2100 |12 201y - Daher haben wir in (3.48) fiir alle
r > 0 einen beschrénkten linearen Operator A, € £(L*(0,1), L*(0,1)) vorliegen,
der auch vollstetig ist. Aber nur fiir » > 1 ist der Kern des Integraloperators
quadratisch integrierbar und damit A, ein Hilbert-Schmidt-Operator. Allgemein
148t sich fiir die Singuldrwerte von A, in L*(0,1) zeigen, daB

o, ~n " fir alle » > 0

gilt. Das Problem (3.52) der [-maligen Differentiation ist also vom Inkorrekt-
heitsgrade | und damit mé&Big inkorrekt, wobei mit wachsendem Differentia-
tionsniveau [ die Schwierigkeiten der Aufgabe steigen. Dagegen ist die Abelsche
Integralgleichung mit einem Grad 0 < r < 1 nur schwach inkorrekt. O
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Beispiel 3.6 Lineare Faltungsgleichungen

/S/i(s —t)x(t)dt = y(s) (0<s<T) (3.53)

0

als Spezialfall Volterrascher Integralgleichungen erster Art treten bei der Inter-
pretation indirekter Messungen auf, wenn die Werte x(¢) (0 < ¢ < T') einer von
der Zeit ¢ abhangigen und selbst nicht direkt mefibaren Gréfle aus den gemesse-

nen Werten y(s) (0 < s < T') der Faltung f/i(s — t)x(t) dt der Funktion a mit
0

einer Kernfunktion x bestimmt werden sollen. Die Kernfunktion als ,, Appara-
tefunktion® definiert den inneren Mechanismus der indirekten Messung, wobei
nur Werte x(?) (0 <t < s) aus der Vergangenheit den MeBwert y(s) zu einem
aktuellen Zeitpunkt s beeinflussen.

Anwendungen des Modells (3.53) gibt es in der Technik z.B. bei der Fluores-
zenzspektroskopie zur Untersuchung der inneren Struktur komplexer Objekte.
Dabei wird der Untersuchungsgegenstand durch einen optischen Probeimpuls
erregt. Aus der molekularen Fluoreszenzreaktion kénnen dann die gesuchten
Strukturinformationen gewonnen werden. Der optische Eingangsimpuls, die so-
genannte ,Lampenfunktion®, bestimmt den Kern k, der mittels Faltung die
gesuchte Strukturfunktion 2 und die mefibare Fluoreszenzreaktion y verbindet.
Eine weitere Anwendung findet man in der Nuklearmedizin bei der Bestimmung
von Parameterfunktionen x, welche die Funktionstiichtigkeit innerer Organe des
menschlichen Kérpers beschreiben. Dabei untersucht man mit Hilfe von in die
Blutbahn injizierten schwach radioaktiven Substanzen, deren aktuell vorhande-
ne Substratmenge als zeitabhéngige Funktion y gemessen wird, wie die Isotope
von dem betroffenen Organ verarbeitet werden, um damit Stoffwechselstérun-
gen diagnostizieren zu kénnen. Die Kernfunktion x charakterisiert dabei iibliche
Verarbeitungsraten fiir die jeweilige Substanz im menschlichen Kérper.

Als drittes Beispiel sei eine geophysikalische Anwendung von Gleichung (3.53)
bei der mathematischen Modellierung von Untergrundgasspeichern vom Aqui-
fertyp erwdhnt. Dabei geht es um die Bestimmung des , Speichergedéchtnisses*
x aus zeitabhdngigen Gasdruckmessungen y im Untergrundgasspeicher. Der
Funktionswert x(¢) driickt aus, welche Druckédnderungen eine zum Zeitpunkt
to in den Speicher eingebrachte Einheitsmenge an Gas zum Zeitpunkt ¢ + £
bewirkt, wie also der Speicher auf die Vergangenheit reagiert. Wie bei jedem
Gedéchtnis kann man dabei davon ausgehen, dafi die Wirkung um so mehr ab-
nimmt, je weiter der Zeitpunkt ¢y zuriickliegt, dafl = also eine monoton fallende
Funktion repréasentiert. In diesem Modell leitet sich die Kernfunktion « aus der
zeitlichen Verlaufskurve der Volumina des in den Speicher eingebrachten oder
des daraus entnommenen Gases her. O
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Angeregt durch Beispiel 3.6 widmen wir uns nun etwas allgemeiner dem zu
Gleichung (3.51) gehorigen linearen Faltungsoperator

[Az](s) := /ﬁ;(s Ha(t)dt  (0<s<1) (3.54)

im Raum X =Y = L*(0,1), wobei wir annehmen, dafl die Kernfunktion x den
Bedingungen

k€ L*(0,1) und sup{s: k(1) =0 fiir fast alle7 € [0,s]} =0 (3.55)

geniigt. Die quadratisch integrierbare Kernfunktion s, mit welcher der Opera-
tor A aus (3.54) sofort als Hilbert-Schmidt-Operator erkennbar wird, soll also
fiir kein Intervall [0,s] (0 < s < 1) identisch Null sein, wobei Mengen vom
Lebesguemall Null wie immer bei Untersuchungen im Raum L? aufler Betracht
bleiben. Eine Bedingung, die fiir fast alle Zahlen eines Intervalls gilt, darf auf
einer Teilmenge dieses Intervalls genau dann verletzt sein, wenn diese Teilmenge
vom Lebesguemafl Null ist. Die zweite Bedingung in (3.55) sichert, wie der in
der Literatur als Satz von Titchmarsh bekannte Hilfssatz 3.8 zeigen wird,
die Injektivitat von A und damit die Eindeutigkeit von Losungen der linearen

Faltungsgleichung (3.51).

Hilfssatz 3.8 Fs seien f € L*(0,1) und g € L*(0,1) 2wei Funktionen und
v € (0,1] eine positive reelle Zahl, so dafs

/f(s —tgt)ydt =0 fiir fast alle s € [0, 7]

gilt. Dann existieren Zahlen o, € [0,1] mit o + 3 > v und f(t) = 0 fir
fast alle t € [0, a] sowie g(t) =0 fir fast alle t € [0, 5].

Gilt nun fiir den Faltungsoperator (3.54) Az = 0 in L?(0,1) und fiir kein
0 < ¢ < 1 die Beziehung s(7) = 0 fiir fast alle 7 € [0,¢], so muB wegen
Hilfssatz 3.8 x(t) = 0 sein fir fast alle ¢ € [0,1]. Damit ist aber @ = 0 in
L*(0,1), und der in Formel (3.54) definierte Operator A € £(L?*(0,1), L*(0,1))
erweist sich als injektiv. Vorstellungen iiber den Grad der Inkorrektheit von
Faltungsgleichungen (3.51) liefert der folgende Satz:
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Satz 3.6 Im Raum X =Y = L*(0,1) ist jede Operatorgleichung (3.1) mit
einem linearen Faltungsoperator (3.54), dessen Kern k der Bedingung (3.55)
gentigt, mindestens inkorrekt vom Grade v = % Ist fiir eine positive ganze
Zahll der Kern dariber hinaus (I — 1)-mal stetig differenzierbar und besitzt
eine quadratisch integrierbare verallgemeinerte [-te Ableitung, d.h. gilt

ke CTH0,1]  wnd kY e L¥0,1), (3.56)

so ist die Gleichung sogar mindestens inkorrekt vom Grade v = [+ %, wenn
zusdtzlich fir die Ableitungen des Kerns die Bedingung

k(0) =w'(0) = ... = «71(0) = 0 (3.57)

erfillt ist.

Sind & € C'71[0, 1] und (3.57) in Satz 3.6 fiir beliebig groBe Zahlen [ erfiillt, so
hat die Faltungsgleichung den Inkorrektheitsgrad oo (s. z.B. Aufgabe 3.5). Je
glatter der Kern s wird, desto gréfler féallt der Grad der Inkorrektheit einer Fal-
tungsgleichung (3.51) aus. Dies deckt sich mit den Erfahrungen aus Beispiel 3.5,
wo im Falle der Abelschen Integralgleichung mit einer Polstelle im Kern die
kleinsten Inkorrektheitsgrade festgestellt wurden, wahrend die stetigen und mit
wachsendem [ an Glattheit zunehmenden Kerne in Gleichung (3.52) von eben-
falls wachsenden Inkorrektheitsgraden begleitet werden. Allerdings wachsen die
Inkorrektheitsgrade bei den Faltungsgleichungen nur dann an, wenn im Sinne
von Bedingung (3.57) immer hohere Ableitungen des Kerns an der Stelle ¢ = 0
verschwinden. Dies ist auch eine Glattheitsbedingung, aber jetzt an den Kern

des dazu gehorigen linearen IFredholmschen Integraloperators (2.44) mit
a =c¢=0und b = d = 1 beim Ubergang iiber die Diagonale s = ¢ des
Quadrats (s,t) € [0,1] x [0, 1].
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Satz 3.7 Wir betrachten im Raum X =Y = L*(0,1) die lineare Fredholm-
sche Integralgleichung erster Art

[Az](s) := /k(s,t):z;(t) dt = y(s) (0<s<1)  (3.58

mit k € L*((0,1) x (0,1)). Dann gilt fiir die Singulirwerte des Operators A

NI

o, < Cn)n"2 (n=1,2,...) mit lim C'(n) = 0.

n—00
Falls dariber hinaus die Funktionen
ok 0%k 02k
T 0sT 0s2 7 Oslm2
stetig in s sind fir fast alle t und

9 k(s,t /
% = /g(nt) dr + h(1)

0

mit g € L*((0,1) x (0,1)) und h € L*(0,1) gilt, so haben wir sogar

o, < C(n) n=(1+3) (n=1,2,...) mit lim C'(n) = 0. (3.59)

n—0oo

Satz 3.6 ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 3.7, der den Zusammen-
hang zwischen der Glattheit des quadratisch integrierbaren Kerns k(s,t) einer
linearen Fredholmschen Integralgleichung erster Art (3.50) und den Ab-
klingraten der Singulédrwerte des entsprechenden linearen Integraloperators im
Raum X =Y = L*(0,1) herstellt. Zur Literatur in bezug auf Satz 3.7 sei auf
[ENGI7, 5.195] verwiesen. Ist bei den Faltungsgleichungen (3.51) die sehr ein-
schneidende Kernbedingung (3.57) nicht realisiert, so liegt der Inkorrektheits-
grad niedriger als in Satz 3.6 behauptet, auch wenn (3.56) erfiillt ist. Allgemein
sind bei vergleichbaren Differenzierbarkeitseigenschaften des Kernes Volterra-
sche Integralgleichungen erster Art (3.49) weniger inkorrekt als Fredholmsche
Integralgleichungen (3.50), falls nicht im Ausnahmefall alle Werte der Kern-
funktion k(s,?) der Volterraschen Gleichung und ihrer sdmtlichen partiellen
Ableitungen bis zur hochsten vorhandenen Ordnung fiir s = ¢ verschwinden.
Die Beziehung (3.57) charakterisiert gerade einen solchen Ausnahmefall fiir die
Faltungsgleichung.
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Unmittelbar aus Satz 3.7 erhalten wir fiir Fredholmsche Integralgleichungen
(3.50) eine in Folgerung 3.3 formulierte Aussage iiber den in Abhéngigkeit von
der Kernglattheit mindestens auftretenden Inkorrektheitsgrad.

Folgerung 3.3 Fine lineare Fredholmsche Integralgleichung (3.50) mit
ke L*(0,1) x (0,1)) ist mindestens inkorrekt vom Grade v = 1. Unter
den in Satz 3.7 formulierten Glattheitsbedingungen an die Kernfunktion k,
welche die Singuldrwertabschitzung (3.59) nach sich ziehen, ist die Glei-
chung (3.50) sogar mindestens inkorrekt von Grade v = [+ %

Es sei erwahnt, dafl man aus Kenntnissen der Kernglattheit einer linearen Inte-
gralgleichung leider nichts dariiber aussagen kann, welchen Grad der Inkorrekt-
heit eine solche Integralgleichung héchstens aufweist.

Falls die Singuldrwerte {o,, } eines vollstetigen linearen Operators A € L(X,Y)
bzw. deren Abklingraten und damit der Grad der Inkorrektheit der entspre-
chenden Operatorgleichung (3.1) nicht unmittelbar verifizierbar sind, so kann
man versuchen, den Operator A mit Hilfe eines anderen vollstetigen Operators

B e L(X,7) (X,Y, Z separable Hilbertraume) in der Form
cllBex|l, < ||Az|l, < E||Bzx|, fur alle v € X (3.60)

und Konstanten 0 < ¢ < ¢ < oo abzuschétzen, wenn die Singularwerte {5, } des
Operators B oder wenigstens deren Abklingraten bekannt sind. Wegen Hilfs-
satz 3.7 folgen dann aus (3.60) und (3.43) die Ungleichungen

co, < o, < ¢o, (n=1,2,...). (3.61)

Ein Inkorrektheitsgrad v > 0, der dem Operator B zuzuordnen ist, tibertragt
sich auf den Operator A und umgekehrt (s. auch Aufgabe 3.4). Wir demonstrie-
ren diese Vorgehensweise am Beispiel des Operators aus (3.35) im Sobolevraum

X =Y := H'(0,1). Fiir das Differentiationsproblem
/:z;(t) dt = y(s) (0<s<1) (3.62)

wissen wir aus Abschnitt 3.1.5, dal bei Betrachtung von Lésungen z und rech-
ten Seiten y im Raum L?(0,1) der Inkorrektheitsgrad v = 1 auftritt (s. Formel
(3.36)). Um den entsprechenden Inkorrektheitsgrad im Sobolevraum H*'(0,1) zu
bestimmen, betrachten wir A € L(H*(0,1), H'(0,1)) als den zu (3.62) gehérigen
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Operator und nutzen die aus der Definition der Sobolevnorm (2.100) resultie-
rende Darstellung

(EE J(/ x(t)dt) ds+ [(a()pdt = T, + 1ol

0

Wegen (3.20) und (3.36) ergibt sich daraus mit

Nzl 2o < JAZ]g10, <41 H | 2200) fiir alle z € H'(0,1) (3.63)

eine Unglelchung vom Typ (3.60). Dabei haben wir Z := L*(0,1),¢c = 1,
=1+ = 1 und einen Operator B € L(H(0,1),L*(0,1)) mit Bx = z fiir alle

xr € Hl((), 1), der die Einbettung des Raumes H'(0,1) in den Raum L?*(0,1)
beschreibt (s. Formel (2.102) in Abschn. 2.3.3). Nun 148t sich fiir diesen vollste-
tigen Einbettungsoperator B das singuldre System mit den Komponenten
1
= (J=1,2,..),
SRV ENTENErE

~cos(j— Dt (j=2,3,..;0<t< 1)

U () =1(0< <), u(t) =

1+(j— 1)

Tt)=1(0<t<1), 5(t) = V2 cos(j — Dt (j=2,3,...; 0< < 1),

explizit aufschreiben, und wir haben eine Rate &, ~ n~! fiir das Abklingen
der Singularwerte des Einbettungsoperators. Demzufolge gibt es Konstanten
0 < é<é< oo mit

¢ ¢

— S On S N

n n
fiir die Singularwertfolge {o,} von A € L(H 1(0 1), H*(0,1)). Das Differentia-
tionsproblem (3.62) ist also auch im Raum H'(0,1) vom Inkorrektheitsgrad
v=1.

3.2 Nichtlineare Operatorgleichungen und ihr lokales
Korrektheitsverhalten in Hilbertridumen

Im Abschnitt 2.2.4 haben wir in Banachrdumen die lokale Korrektheit bzw. In-
korrektheit (s. Definition 2.7) von nichtlinearen Identifikationsproblemen

F(z) =y, reDCX, yeVY (3.64)
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studiert und Beispiele fiir lokal inkorrekte Aufgaben betrachtet. Wir wollen die
Operatorgleichung (3.64) nun unter der Voraussetzung weiterverfolgen, daff X
und Y separable Hilbertraume darstellen. Dazu werden eingangs einige Begriffe
zur genaueren Charakterisierung der nichtlinearen Operatoren F' bereitgestellt.

3.2.1 Einige weitere Begriffe zu nichtlinearen Operatoren

In Definition 2.6 haben wir den Begriff des vollstetigen linearen Operators A
eingefithrt. Eine entsprechende Definition der Vollstetigkeit konnen wir auch
fiir nichtlineare Operatoren I’ geben.

Definition 3.5 FEin nichtlinearer Operator F': D C X — Y, der zwischen
den Hilbertrdaumen X undY wirkt, heifit vollstetig aufder Teilmenge
S C D, wenn F auf S stetig ist und jede in X beschrinkte Teilmenge T'C S
in eine relativ kompakte Teilmenge F(T)={y €Y :y = F(x),z € T} von
Y abbildet.

Eine weitere wichtige Eigenschaft nichtlinearer Operatoren, die wir hier betrach-
ten wollen, ist die schwache Abgeschlossenheit.

Definition 3.6 FEin nichtlinearer Operator F': D C X — Y, der zwi-
schen den Hilbertrdumen X und Y wirkt, heift schwach abge-
schlossen ,wenn fir {z,} C D die schwache Konvergenz der Fol-
gen x, — xo in X und F(x,) = yo in Y die Bezichungen xo € D und
F(x0) = yo nach sich zieht.

Eine Verbindung zwischen den Definitionen 3.5 und 3.6 liefert der folgende
Hilfssatz:

Hilfssatz 3.9 Fulls der schwach abgeschlossene Operator F': D C X — Y
auf S C D vollstetig ist, so transformiert F' schwach konvergente Folgen

z, = a9 in X mit {x,} C 5 und 2o € S in stark konvergente Folgen
F(x,) = F(x) in Y.

Um nichtlineare Operatoren F' in Taylorreihen entwickeln zu koénnen, wie
wir es bei Funktionen einer oder mehrerer reeller Verdnderlicher gew6hnt sind,
bendtigen wir den Begriff der Ableitung des Operators I im Punkt zo € D.
Dabei betrachten wir zwei Varianten einer solchen Ableitung, die Fréchet-
Ableitung und die Gateaux-Ableitung.
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Definition 3.7 Fin beschrinkter linearer Operator A € L(X,Y) heifit
Fréchet-Ableitung des Operators F':' D C X — Y im Punkt
xo € int(D) (innerer Punkt von D), wenn es eine offene Kugel B.(x9) C D
und ein positives reelles Funktional ¢ : B,(xo) C X — R mit lim e(x) =0

r—rxo
gibt, so daf fir alle x € B.(x0) gilt:
[1F(x) = F(zo) = Alx —wo)lly < e(z) |l —wollx. (3.65)

Der Operator F' heifit auf der offenen Menge S CD Fréchet-dif-
ferenzierbar , wenn erin allen Punkten xg € S eine Fréchet-Ableitung

F'(xg) := A besitzt.

Gilt fiir A € L(X,Y) anstelle von Ungleichung (3.65) fiir hinreichend kleines ¢
und beliebige Elemente h € X mit ||k||,, = 1 sowie eine positive reelle Funktion
€ mit lin%s(t) = 0 die Beziehung

%

£ (2o + th) — F(wo) — L (AR, < e(t) J¢], (3.66)

so heifit F'(z¢) := A Gateaux-Ableitung von F' im Punkt z,. Jede Fréchet-
Ableitung F’(x¢) ist auch eine Gateaux-Ableitung, und jeder auf einer offenen
Menge S C D Fréchet-differenzierbare Operator F'ist auf dieser Menge S auch
stetig. Existiert F'(x¢) fiir alle & € B,.(x0) und ist als Abbildung « € B, (x¢) C
X — F'(z) € L(X,Y) stetig, so gilt eine Darstellung

F(x)— F(xo) = /F’(:L'O +t(x — x0))(x — o) dl (x € B.(20)). (3.67)

Ist auBlerdem
[1E7(2) = F'(2o)l| exvy < Llle —wolly  (z € Br(w0)), (3.68)
so erhalten wir aus (3.67) die Abschétzung
L
1F(@) = F(xo) = F'(wo)(x —wo)lly < S lle =l (2 € B(wo))- (3.69)

Es ist von einiger Bedeutung, dafl sich die Vollstetigkeit eines nichtlinearen

Operators [ auf dessen Fréchet-Ableitungen iibertragt (s. [COKR92, S.101]):

Hilfssatz 3.10 Fs sei £ : D C X — Y ein auf der offenen Menge
S C D vollstetiger Operator, der im Punkt xq € S Fréchet-differenzierbar
ist. Dann stellt die Fréchet-Ableitung F'(xo) € L(X,Y) ebenfalls einen voll-
stetigen Operator dar.
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3.2.2 Hinreichende Bedingungen fiir lokale Inkorrektheit und lokale
Korrektheit

In den Abschnitten 2.2.3 und 3.1.4 haben wir gesehen, dafl vollstetige lineare
Operatoren A mit unendlichdimensionalem Bildraum R(A) stets auf inkorrekte
Probleme fithren, bei denen insbesondere die Hadamardsche Stabilitatsbedin-
gung (2.20) nicht erfiillt ist. Weiter konnten wir uns im Abschnitt 2.2.4 davon
iiberzeugen, daf} die lokale Korrektheit einer nichtlinearen inversen Aufgabe ei-
ner lokalen Variante der Stabilitdtsbedingung (2.20) entspricht. Es liegt daher
die Vermutung nahe, daf} vollstetige nichtlineare Operatoren F' mit lokal in-
korrekten Problemen eng verbunden sind. Dies wollen wir im Satz 3.8 zeigen.
Vorher formulieren wir aber noch einige Voraussetzungen, die uns in diesem
Abschnitt stets begleiten sollen: Wir nehmen an, dafl der Definitionsbereich D
von F' wenigstens eine abgeschlossene Kugel

B (xg) :={x € X : ||x — 2ol <r} C D(F) (3.70)

mit positivem Radius r enthalt und der Operator F' im Inneren B,(xo) der
Kugel stetige Fréchet-Ableitungen F'(z) € L(X,Y') besitzt, die der Glatt-
heitsbedingung (3.68) geniigen.

Satz 3.8 Der Definitionsbereich D des zwischen den unendlichdimensiona-
len separablen Hilbertrdumen X und Y wirkenden schwach abgeschlossenen
Operators F' erfille fir einen Kugelradius r > 0 die Bedingung (3.70). Wei-
ter sei F' auf B,(xo) vollstetig. Dann ist die nichtlineare Operatorgleichung
(3.64) in xo lokal inkorrekt.

Wé&hlt man sich ndmlich in X ein abz&dhlbar unendliches Orthonormalsystem
{e,} C X, von dem bekannt ist, daBl schwache Konvergenz e, — 0 in X vorliegt,
so gilt ,, 1= zo + pe, € B,(x0) mit ||z, — 20|, = p und z,, — z0, aber x, 4 z¢
in X fiir beliebige 0 < p < r, woraus wegen Hilfssatz 3.9 die starke Konvergenz
der Bildfolge F(x,) — F(xo) in Y folgt. Dies entspricht gerade der lokalen
Inkorrektheit in zg.

Unter den in Satz 3.8 geforderten Bedingungen ist die Vollstetigkeit von F
hinreichend fiir die lokale Inkorrektheit von (3.64) in xo. Aussagen dariiber, wie
weit man die Kugelbedingung (3.70) abschwichen kann, so daf trotzdem lokale
Inkorrektheit auftritt, findet man in der Arbeit [EKN89].

Um eine nichtlineare Gleichung (3.64) in der Umgebung eines Punktes x¢ néhe-
rungsweise mit Hilfe einer einfacheren linearen Gleichung l6sen zu kénnen, be-
trachtet man gern die Linearisierung, die sich ergibt, wenn man F(x) in g
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in eine Taylorreihe bis zum linearen Glied F(x) ~ F(xo) + F'(xo)(x — x¢) ent-
wickelt. So entsteht als Naherung fiir (3.64) eine lineare Operatorgleichung

Fllzo)x =5, 2€DCX, GeY, Flu)€LX,Y) (3.71)

vom Typ (2.10) mit g := y — F(xo) + F'(x0)xo. Wegen Hilfssatz 3.10 ist fiir F
vollstetig auf B, (zo) auch die Fréchet-Ableitung F’(xq) vollstetig. Aufgrund der
Ergebnisse von Abschnitt 3.1 erweist sich die lineare Operatorgleichung (3.71)
genau dann als korrekt nach Nashed, wenn dim(R(F’(x0))) < oo gilt. Fiir voll-
stetige Operatoren [’ und unendlichdimensionale Hilbertrdume X und Y fiihrt
das in x¢ lokal instabile nichtlineare Problem (3.64) entweder auf ein ebenfalls
instabiles linearisiertes Problem (3.71) mit dim(R(F"(x))) = oo und einer un-
beschrinkten Moore-Penrose-Inverse F'(zo)! der Fréchet-Ableitung oder aber
F'(xo) ist ausgeartet mit F’'(zo)" € L(Y, X) und einer stabilen linearisierten
Gleichung (3.71). Fiir beide Félle lassen sich Beispiele angeben.

Man kann die lokale Korrektheit einer nichtlinearen Gleichung (3.64) allerdings
erzwingen, indem man den Bereich der zuldssigen Losungen auf eine Menge

D={eeD:z—zy=Fl(z)w, wey, |w|, <7} (3.72)
einschréankt. Alle Elemente einer solchen Menge lassen eine Quelldarstellung
r—x9 = Fl'(20) w (wey) (3.73)

zu, wobei F'(x0)* der zu F'(x¢) adjungierte Operator ist.

Satz 3.9 Unter den in diesem Abschnitt formulierten Voraussetzungen an
das lokale Verhalten des Operators F' in der Umgebung des Punktes xq ist
die Operatorgleichung

Flzx)=y, «e€DCX, yev (3.74)

mit einem gegeniiber der Ausgangsgleichung (3.64) im Sinne von (3.72) ein-
geschrinkten Bereich D zuldssiger Losungen stets lokal korrekt in xq.

Wir betrachten zum Beweis des Satzes die fiir alle z € D giiltige und aus der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung resultierende Abschéatzung

Iz = ol = (& — w0, F"(w0)"w) . = (F"(xo0)(x — o), w),

< (o) (w = wo)lly [Jwlly < 7 [[F"(wo) (2 — o)

Iy
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Dann ergibt sich fiir z € DN B, (x0) mit (3.69) und 6 := %

[F() = F(wo) — F'(wo)(x — wo)|ly < O[F'(wo)(x — o)

Il Il

und somit wegen der Dreiecksungleichung
[ (wo)(z = wo)ll < [F(w) = F(x0) — F(wo)(x — o)

HIF(2) = Fzo)lly < (140 [[F(z) = Fzo)ll,-
Folglich gilt fiir alle 2 € D N B, (%) die Stabilitatsabschatzung

o = woll < /7 (1+0)VIF @) = Fxol,.
aus der die lokale Korrektheit von (3.74) folgt.

Gelingt es bei der ndherungsweisen Losung von Gleichung (3.64) in einer Um-
gebung von z( stets solche Ndherungslésungen auszuwéhlen, die der Quelldar-
stellung (3.73) geniigen, so kann man die Instabilitat des Problems {iberwinden.
Manche iterativen Naherungsverfahren zur Losung von (3.64) lassen sich in die-

ser Weise handhaben.

Il

Beispiel 3.7 Wir betrachten fiir eine lichtdurchlassige Materialschicht der
Dicke d = 1, in welcher der reelle Parameter ¢ den Abstand eines entspre-
chenden Schichtpunktes von der Unterkante der Schicht beschreibt, die Pro-
filfunktion () (0 < ¢t < 1) einer physikalischen Gréfle, deren nicht direkt
mefBbaren Werte nur von ¢ abhéngen. Bei der Schicht kann es sich um einen
diinnen Film, aber auch um eine Luftschicht in der Erdatmosphére handeln,
wobei = dann z.B. ein Refraktionsprofil oder ein Temperaturprofil verkérpern
kann. Aus integralen Mefidaten y(s) (0 < s < 1), die bei Durchstrahlung der
Schicht gewonnen werden, soll im Sinne eines Identifikationsproblems die Ma-
terialfunktion x rekonstruiert werden. Diese Daten kénnen Intensitétswerte der
Strahlung nach Durchlaufen der Schicht als Funktion der Wellenlange oder des
Einfallswinkels s der Strahlung sein. Kennt man die Reaktionsfunktion k(s, ¢, x)
der Schichtbestandteile in der jeweiligen Hoéhe ¢ auf die jeweilige Strahlung s,
die auch noch von der dazugehérigen Profilfunktion abhéngen darf, so ist das
inverse Problem als nichtlineare Urysohnsche Integralgleichung

[F(2)](s) := /k(s,t,x(t))dt = y(s) (0<s<1) (3.75)

zu schreiben. Wenn mit f € L*((0,1) x (0,1))

|E(s,t,2)] < f(s,1) (1 + ez |x]) (s,t €1]0,1], x € R)
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gilt, so ist der Operator F': L*(0,1) — L*(0,1) auf dem ganzen Raum L?(0,1)
vollstetig und die Gleichung (3.75) damit iiberall lokal inkorrekt. Falls weiterhin
% nach der dritten Variablen der Kern-
funktion tiberall existieren und gleichméfig beschrankt sind, so gibt es fiir alle

zo € L*(0,1) die Fréchet-Ableitung F’(zo) des Operators F' mit der Darstellung

die zweiten partiellen Ableitungen

[F@@m@):/gﬂi%?ﬁﬁuwﬁ (0<s<1; hel*0,1)). (3.76)

Der Operator F'(zg) aus (3.76) ist dann fiir alle 2o € L*(0,1) ein vollstetiger
linearer Fredholmscher Integraloperator mit quadratisch integrierbarem Kern.
Auch das in Beispiel 3.1 vorgestellte Identifikationsproblem der Satellitenmeteo-
rologie fithrt bei strenger Modellierung erst einmal auf eine Integralgleichung
(3.75). Meist wird jedoch fiir die ndherungsweise Bestimmung vertikaler Tempe-
raturprofile in der Erdatmosphére eine Linearisierung (s. Formel (3.71)) dieser
nichtlinearen Gleichung verwendet, die wiederum durch Diskretisierung auf ein
lineares Gleichungssystem (3.7) gebracht wird, welches wir in Beispiel 3.1 dis-
kutiert haben. O

Betrachtet man dagegen nochmals den nichtlinearen Selbstfaltungsoperator
F : L*0,1) — L*0,1) aus Formel (2.67), so erweist sich dieser als schwach
abgeschlossen, aber nicht vollstetig auf jeder Kugel B,(0) (s. [GOHO94]). Von
der Nichtvollstetigkeit des Operators F' iiberzeugt man sich leicht anhand der
Folge

x,(t) = rsinnt (0<t<1)

mit {z,} C By(0), x, =0, ||za][ 200 — %\/5 # 0 und

(0<s<1)

s cosns  sin ns)

[Plan](s) = 7 (- 2222 4 2

sowie F(x,) — 0, aber ||[F(z,)| 201 — f—2\/6 # 0. Die Bildfolge {F(x,)}
in L*(0,1) kann also keine konvergente Teilfolge besitzen, und es liegt keine
Vollstetigkeit vor. Interessanterweise ist trotzdem die Fréchet-Ableitung

[F@@m@)zzj%@_wuwﬁ (0<s<1: hel?0,1)) (3.77)

fiir alle zg € L?(0,1) ein vollstetiger linearer Faltungsoperator.
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3.2.3 Der lokale Grad der Inkorrektheit

Um fiir ein nichtlineares Identifikationsproblem (3.64) in sinnvoller Weise einen
lokalen Grad der Inkorrektheit im Punkt zo € D einfithren zu konnen
(s. [HOF94]), bilden vollstetige lineare Operatoren A € L(X,Y), die das lokale
Verhalten des Operators I in einer Umgebung von xy hinreichend widerspiegeln,
ein gutes Hilfsmittel. Insbesondere leistet dies in optimaler Weise eine vollste-
tige Fréchet-Ableitung F’(x0), wovon wir uns in Satz 3.10 {iberzeugen werden.
Unter dem lokalen Grad der Inkorrektheit von (3.64) im Punkt xq wollen wir
daher den Grad der Inkorrektheit der entsprechenden linearisierten Gleichung
(3.71) verstehen. In der Arbeit [HOSR94] wurde gezeigt, daf es allerdings un-
terschiedlich enge Verbindungen der Fréchet-Ableitung F'(xo) mit dem nicht-
linearen Operator F' im Punkt x¢ gibt. Wenn eine n-Bedingung (s. [EHN96,
S.279))

[£(2) = (o) — F'(wo)(z — o)l < n [|F(w) = F(o)l], (3.78)

fiir eine Konstante 7 > 0 und alle x aus einer Kugel B, (zo) erfiillt wird, ist diese
Bindung so eng, dafl die Fréchet-Ableitung die wesentlichen Figenschaften des
nichtlinearen Operators I in einer Umgebung von zy zum Ausdruck bringt.
Gilt nur eine Abschatzung (3.69), so kann dieser Zusammenhang wesentlich
schwicher sein. Aber auch in diesem Fall liefert der Satz 3.9 gute Argumente,
um den lokalen Grad der Inkorrektheit iiber die Abklingrate der Singularwerte
von F'(xg) zu motivieren.

Um Aufschliisse iiber das Stabilitatsverhalten einer nichtlinearen Operatorglei-
chung (3.64) im Punkt xg zu gewinnen, kann man auch danach fragen, welche
linearen Operatoren A € L(X,Y') eine Ungleichung des Typs

[A(z = zo)ll, < K[[F(z) = Flzo)ll, (2 € B(w0)) (3.79)

befriedigen. Betrachtet man solche Operatoren A, so gilt fiir diese mit
Iz]l, == [|Az]|y (2 € X) eine Stabilitatsabschidtzung

[ = oll, < K||F(x) = Fzo)lly,  (x € By(0))-

Dabei erfiillt || - ||, die ersten beiden Normaxiome (s. Abschn. 2.1.1), das dritte
Axiom jedoch nur fiir injektive Operatoren A. Wir sprechen daher von einer
Seminorm || - ||,. Mifit man die Abstdande in X in dieser Seminorm, so ist die
nichtlineare Aufgabe (3.64) diesbeziiglich lokal korrekt, wenn (3.79) gilt. Wir
suchen unter allen solchen Operatoren A nun denjenigen Operator A,,,,, der
maximal ist im Sinne der Halbordnung

Al <Ay & ARy <cl|A]l, (h € X), (3.80)
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d.h. fiir den stets A < A, gilt. Dieser gesuchte Operator ist derjenige mit
dem ,kleinsten Nullraum® und mit den ,geringsten Glattungseigenschaften®
unter allen Operatoren A, die (3.79) erfiillen. Es sollte erwéhnt werden, daf
die Halbordnung (3.80) sich auf Aquivalenzklassen bezieht. Zwei Operatoren
A, und A, werden als zu einer Aquivalenzklasse gehorend ,identifiziert*, falls
sie der Beziehung A; ~ Ay mit

A~ Ay & cpn || A2hlly < AR < Can [ A2h]], (e X) o (3.81)

fiir Konstanten 0 < ¢,,5, < ¢par < 00 geniigen.

Satz 3.10 Der Operator F erfiille fir x € B,(zo) eine n-Bedingung (3.78).
Dann ist die Fréchet-Ableitung F'(xo) ein Reprdisentant der eindeutig be-
stimmten Aquivalenzklasse mazimaler Operatoren Ap.. zur Halbordnung
(3.80) beziiglich aller beschrinkten linearen Operatoren A € L(X,Y), die
eine Ungleichung (3.79) befriedigen.

Die Aussage von Satz 3.10 ergibt sich aus der Tatsache, dafl die betrachtete
Fréchet-Ableitung F’(xo) auch eine Gateaux-Ableitung mit

F th)—F
F'(zo) h = lim (20 +th) (20)
t—0 t
ist. Dann folgt némlich fiir alle & € X und hinreichend kleines ¢ die Unglei-
chung ||A(th)||, < K||F(zo + th) — F(2¢)||, und beim Ubergang zur Grenze
t — 0 auch |[Ah|, < K |[F'(xo)h||, sowie A < F'(xg) fiir alle Operatoren
A € L(X,Y), die (3.79) erfiillen. F'(x¢) erfiillt aber selbst (3.79), da wegen
der Dreiecksungleichung und der n-Bedingung fiir « € B,(xo) die Abschidtzung
|F' o)z — 2l < [1F(2) — F(zo) — F'(ao)(z — zo)lly + |F(z) - Fleo)l, <
(n+1) || F(x)— F(x0)], gilt. Somit ist F'(2¢) = Amar und die Fréchet-Ableitung

maximaler Operator im Sinne der eingefiihrten Halbordnung.

Im Anschlufl an die Beispiele 2.4 sowie 2.5 und durch diese angeregt wurde in
Abschnitt 2.2.4 der nichtlineare Operator (2.66) diskutiert und die lokale Inkor-
rektheit der entsprechenden nichtlinearen Gleichungen gezeigt. Wir betrachten
fir X =Y = L*(0,1) diesen auf ganz L?*(0, 1) definierten Operator
[F(2)](s) := ¢y exp (01 /:zj(t) dt) (0<s<1;¢>0,¢#0) (3.82)
0
mit der Fréchet-Ableitung
[F'(z0) R] (8) := ¢1 [F(20)] (5) /h(t) dt (0<s<1; he L*0,1)) (3.83)

0
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im Punkt zg € L*(0,1). Wegen der Positivitét, Stetigkeit und damit Beschrankt-
heit der Funktion [F(x0)] (s) (0 < s < 1) (s. Aufgabe 2.3) haben wir Aquivalenz
F'(x9) ~ A im Sinne von Formel (3.81) zwischen der Fréchet-Ableitung (3.83)
und dem Integraloperator A des Differentiationsproblems (s. Formel (3.35)),
von dem wir wissen, daf} ein Grad v = 1 der Inkorrektheit vorliegt. Dann ist
v = 1 auch der im ganzen Raum L*(0,1) einheitliche lokale Grad der Inkor-
rektheit von (3.64) fiir F' aus (3.82) (s. Hilfssatz 3.7 und Formeln (3.60) sowie
(3.61)). Der in (3.83) definierte Operator F'(x¢) ist wegen Satz 3.10 fiir alle
zo € L*(0,1) auch maximaler Operator fiir die Halbordnung (3.80) unter allen
linearen Operatoren A, die einer Ungleichung (3.79) geniigen, denn er befrie-
digt selbst eine n-Bedingung (3.78). Dies erkennt man bei Betrachtung der fiir
0 < s <1 giiltigen Beziehungen

[£'(2) = F(z0)] (s) = [F'(w0)] (5) (exp(e(s)) = 1),
[F'(x) = F(x0) = F'(wo)(w — wo)] (s) = [F(wo)] (5) (exp(tp(s)) =1 —1(s))

sowle schlieBlich
|[£'(2) — F(x0) — F'(wo)(x — 20)] ()] < [&(s)] [F'(x) — F(0)] (5)]
it (5) = er f(ol1) —ao(t)) di und | exp(h) ~ 1] < e[ exp() 1] (1 € ),

aus denen

1#(z) = F(z0) = (o) (x = z0)[| 2005y < 1|z = oll 20 [1F'(2) = Fwo)l|2 0

folgt.

Aber nicht jeder nichtlineare Operator fithrt wie F' aus (3.82) auf einen in allen
Punkten xq einheitlichen Grad der Inkorrektheit. Wie in [GOHO94] ausfiihrlich
dargestellt wird, kann der Grad der Inkorrektheit fiir den Selbstfaltungsoperator
(2.67) in Abhéangigkeit vom Punkt x¢ stark variieren. Satz 3.6 zeigt namlich,
daf fiir einen Faltungsoperator (3.77), der in diesem Fall die Fréchet-Ableitung
bildet, schwache, méfige und starke Inkorrektheiten moglich sind, je nachdem
wie glatt die Funktion ¢ ist und welches Verhalten diese Funktion an der Stelle

t = 0 aufweist (s. auch Aufgabe 3.6).
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Aufgaben

Aufgabe 3.1 Zeigen Sie, daf§ fiir Elemente y ¢ R(A)@®R(A)* keine Minimum-Norm-
Losungen der linearen Operatorgleichung (3.1) im Sinne der Formeln (3.4) und (3.5)
existieren, also die Moore-Penrose-Inverse At auf diese Elemente nicht anwendbar ist.
Zeigen Sie dazu, daB das Funktional J(z) = |[[Az — y||2 des Defektnormquadrats fiir
y € R(A) ® R(A)* zwar ein endliches Infimum ;g{J(x) > —oo besitzt, jedoch fiir

solche rechten Seiten y kein Element z,,, € X mit J(2,,) = ing( J(z) existiert.
€

Aufgabe 3.2 Wir betrachten in Bsp. 3.1 den Fall eines unterbestimmten linearen
Gleichungssystems (3.7) mit m < n und rang(A) = m. Man finde in diesem Fall eine
Darstellung der Minimum-Norm-Lésung z,,,, von (3.7) als Gegenstiick zu der fiir den
Vollrangfall rang(A) = n giiltigen Formel (3.9).

Aufgabe 3.3 Ist die Losung » € L2(0, L) der Integralgleichung (3.15) aus Bsp. 3.3,
sofern eine solche fiir gegebenes y € L2(0,L) iiberhaupt existiert, stets eindeutig
bestimmt?

Aufgabe 3.4 Im Falle separabler unendlichdimensionaler Hilbertrdume X,Y und Z
gelte fiir zwei injektive beschriankte lineare Operatoren A € L(X,Y)und B € L(X, 7)
sowie eine Konstante C' > 0 die Abschétzung

|Az|l, < C|Bz|, fiir alle z € X.

Man zeige, dafl die folgenden beiden Aussagen gelten: Falls B vollstetig ist, so ist
auch A vollstetig. Wenn A und B vollstetige Operatoren sind und sich die Operator-
gleichung Az = y als héchstens inkorrekt vom Grade v > 0 erweist, so ist auch die
Operatorgleichung Bz = z hochstens inkorrekt vom Grade v.

Aufgabe 3.5 Welchen Grad der Inkorrektheit besitzt die Faltungsgleichung
/ 1
[ew (- swar =y <5<
S j—
0

im Raum X =Y = L%(0,1)?

Aufgabe 3.6 Fiir welche Elemente zo € L(0,1) erfiillt der in Formel (2.67) defi-
nierte Selbstfaltungsoperator F : L*(0,1) — L?(0, 1) eine 7-Bedingung (3.78) fiir alle
z aus einer Kugel B,(z¢) im Raum L?(0,1) mit Mittelpunkt 2o und Radius r > 07
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Dieses Kapitel soll nun Antworten auf die Frage liefern, wie man inkorrekte
inverse Aufgaben, deren Lésungen insbesondere nicht stabil von den Fingangs-
daten abhingen, ndherungsweise stabil 16sen kann. Methoden, die einen solchen
Zweck erfiillen, heien allgemein Regularisierungsmethoden. Wir wollen im
folgenden einen Uberblick iiber diesen Methodenkomplex geben und wichtige
Prinzipien der Theorie der Regularisierung vorstellen. Die aufgabenbezogene
analytische und numerische Umsetzung dieser Theorie mit dem Ziel der Lésung
konkreter angewandter inverser Probleme aus allen Zweigen der Naturwissen-
schaft und Technik ist in zahlreichen Biichern und Zeitschriftenartikeln nach-
zulesen, die in den letzten 40 Jahren enstanden sind und von denen eine kleine
Auswahl im Literaturverzeichnis aufgefiihrt ist.

Die Einbeziehung von Zusatzinformationen begegnete uns als grundlegende
Technik der Regularisierung bereits im Abschnitt 2.3. Dabei haben wir auch die
als deskriptive Regularisierung bezeichnete Variante der Regularisierungs-
methoden im Zusammenhang mit dem Satz von Tichonov (s. Satz 2.5) kennen-
gelernt. Diese Variante beruht auf der Nutzung objektiver Apriori-Informatio-
nen iiber die Gestalt der gesuchten Loésung, die fiir die Einschrankung des Be-
reichs D zuldssiger Losungen auf eine kompakte Menge in X ausreichen. Uns
interessiert in diesem Kapitel der leider haufiger auftretende Fall, dafl eine so
weitgehende Losungseinschrankung fiir das Identifikationsproblem nicht erreicht
wird. Der Einfachheit halber konzentrieren wir uns hier wie im vorangegange-
nen Kapitel 3 auf Identifikationsprobleme, die sich als lineare bzw. nichtlineare
Operatorgleichungen (3.1) bzw. (3.64) in separablen Hilbertraumen X und Y
schreiben lassen. Es sei erwéhnt, daf} sich die im weiteren vorgestellten Regu-
larisierungszugange modifiziert und manchmal mit gewissen Einschrénkungen
versehen auch in Banachrdumen formulieren lassen.

Wie wir aus der bisherigen Diskussion des Inkorrektheitsphanomens in Hilbert-
raumen entnehmen konnen, ist fiir inkorrekte Aufgaben in unendlichdimen-
sionalen Raumen X und Y die Methode der kleinsten Quadrate, die auf
der Minimierung des Defektnormquadrats

HF(:I:)—ngQY = min!, reDCX (4.1)
fiir allgemeine nichtlineare Operatorgleichungen bzw.
HA:L'—ngQY = min!, re X (4.2)

fiir den Spezialfall der unrestringierten linearen Operatorgleichungen beruht,
praktisch zum Scheitern verurteilt. Diese in der englischsprachigen Litera-
tur unter dem Begriff output least-squares eingefiihrte Methode verfolgt das
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Ziel, das gesuchte Losungselement = ideal an die gegebenen fehlerbehafteten
Daten ys anzupassen, die mit den exakten Daten y iiber die Beziehung

lys —ylly <6 (4.3)

verbunden sind. Zum einen existieren fiir Elemente y;, die nicht im Wertebereich
der Operatoren F' bzw. A liegen, im Normalfall gar keine die Defektnormquadra-
te minimierenden Flemente, zum anderen entspricht eine derartige Minimierung
der Bestimmung von # = F~(y) bzw. x = A~'y, falls solche inversen Opera-
toren F~! bzw. A~! existieren. Wir wissen aber, daf diese Inversen (oder wie
im Falle der Moore-Penrose-Inversen AT deren Verallgemeinerungen) bei Ver-
letzung der Stabilitatsbedingung (2.20) unstetig sind. Kleine Veranderungen in
den Daten rufen so unkontrollierbare Fehler hervor.

Nicht viel giinstiger sieht es fiir schlechtkonditionierte Probleme in end-
lichdimensionalen Rédumen aus, die durch Diskretisierung, also z.B. durch Ein-
schrankung der zulassigen Lésungen auf endlichdimensionale Teilrdume X, mit
relativ grofler Dimension n, entstanden sind (s. Abschn. 3.1.6). Dann existie-
ren zwar Kleinste-Quadrate-Losungen x,, aus Problem (3.38) und hangen stetig
von den Daten ab, aber der Datenfehler multipliziert sich beim Ubergang zum
Fehler in der Losung mit dem Faktor |Al|lsvx,), der wiederum fiir n — oo
selbst ins Unendliche strebt (s. Hilfssatz 3.6). Fiir grofle Dimensionen n sind die
Stabilitatsprobleme bei der Losung eines endlichdimensionalen schlechtkonditio-
nierten Problems, welches durch Diskretisierung aus einem inkorrekten Problem
im unendlichdimensionalen Raum entstanden ist, von der gleichen Qualitiat wie
beim inkorrekten Ausgangsproblem.

Das Prinzip der Regularisierung besteht daher fiir inkorrekte und schlechtkon-
ditionierte korrekte Probleme darin, die Bildelemente F'(x) bzw. Az zu poten-
tiellen Losungen x nicht so genau wie maoglich an die Daten ys anzupassen,
sondern nur so genau wie nétig, um damit Spielraum fiir eine Einbeziehung
subjektiver Apriori-Informationen in den Losungsvorgang zu erhalten (s. Ab-
schn. 2.3.1). Die notwendige Anpassung an die Daten ist so zu verstehen, daf
nur Elemente x als Losungen in Frage kommen, die ,,datenkompatibel® sind,
d.h. deren Abweichung ||[F(x) — ys||, bzw. ||[Ax — ys||, die Groflenordnung des
Datenfehlerniveaus ¢ nicht {iberschreitet. Falls die Operatoren F' bzw. A selbst
nur ndherungsweise bekannt sind, mufl der dadurch zuséatzlich verursachte Feh-
ler in den Bildelementen noch zum Datenfehlerniveau ¢ hinzugezahlt werden.
Mit dieser Situation werden wir uns hier nicht befassen (s. aber z.B. [HOFS86,
Abschn. 4.1.3]).

Die Menge der datenkompatiblen Elemente, die auch alle gegebenen objek-
tiven Apriori-Informationen beriicksichtigen, ist aber in der Regel ungeheuer
umfangreich. Die Regularisierung kennt nun zwei Wege, um in dieser Menge
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eine regularisierte Losung als Ndherungslosung auszuwéhlen. Der erste Weg,
den wir nicht weiter verfolgen wollen, weil er theoretisch kaum beherrscht wird,
ist die ungesteuerte Regularisierung. Man kann dabei ein instabiles Mini-
mierungsproblem (4.1) bzw. (4.2) durch unvollstdndige Minimierung sta-
bilisieren, indem man das Minimierungsproblem (in der Regel nach vorheriger
Diskretisierung) mit Hilfe eines Iterationsverfahrens 16st, die Iteration einfach
nach einer vorher subjektiv festgelegten Anzahl von Iterationsschritten abbricht
und die letzte Iterierte als regularisierte Losung verwendet. Die Instabilitat tritt
namlich im Iterationsprozef erst auf, wenn die Iterierten sich den Minimalele-
menten von (4.1) bzw. (4.2) stark anndhern. Ebenso kann man eine diskretisierte
inverse Aufgabe, etwa im Sinne eines Gleichungssystems mit m Gleichungen in
n Unbekannten, durch Zulassung von Rundungsfehlern in der numerischen
Losung stabilisieren. In beiden Féllen ist aber trotz moglicherweise erreichter
Stabilitat der Naherungslosung absolut unklar, welche Eigenschaften die gewon-
nene Approximation besitzt und wie weit sie von der tatsédchlichen Lésung eines
Identifikationsproblems entfernt ist.

Wenigstens die Eigenschaften der Ndherungslosung hat man in der Hand, wenn
man den zweiten Weg geht und gesteuert regularisiert. Dies kann zum Bei-
spiel geschehen, indem man (s. Formel (2.76) in Abschn. 2.3.1) bei der Auswahl
der regularisierten Losung iiber der Menge der datenkompatiblen Elemente ein
Sympathiefunktional minimiert bzw. bei der iterativen Minimierung von (4.1)
bzw. (4.2) den Iterationsabbruch vom Datenfehlerniveau § oder von erreich-
ten Eigenschaften der Naherungslosung abhingig macht. Ebenso kann man re-
gularisierte Losungen in endlichdimensionalen Teilrdumen suchen (s. Formel
(3.38) in Abschn. 3.1.6), wobei hier die maximal zu wihlende Raumdimen-
sion n wiederum durch die erreichten Eigenschaften der Néherungslosung be-
stimmt sein sollte. Verschiedenartige Methoden fiir diese Art der Regularisie-
rung und Stabilitdts- sowie Approximationseigenschaften der damit erreichten
Néaherungslosungen werden uns in diesem Kapitel im weiteren interessieren.

4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen mit
vollstetigen Operatoren

In diesem Abschnitt wollen wir ein allgemeines Regularisierungsschema fiir die
stabile ndherungsweise Losung unrestringierter linearer Operatorgleichungen
(3.1) mit vollstetigen Operatoren A € L(X,Y) vorstellen. Diese Operatoren
A sollen mit dim(R(A)) = oo zwischen den unendlichdimensionalen separablen
Hilbertraumen X und Y wirken. Damit sind die betrachteten linearen inversen
Probleme nach Nashed inkorrekt vom Typ II (s. Definition 3.1 in Abschn. 3.1.3).

In dieses allgemeine Schema kénnen verschiedenartige Regularisierungsverfah-
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ren eingeordnet werden, deren spezielle Eigenschaften wir im Anschlufy betrach-
ten werden. Dariiber hinaus kann das vorgestellte Regularisierungsschema auch
auf Gleichungen (3.1) verallgemeinert werden, die nach Nashed inkorrekt vom
Typ I sind, also nicht vollstetige Operatoren A aufweisen. Mit der dazu not-
wendigen Spektraltheorie solcher Operatoren wollen wir uns hier aber nicht

befassen (s. [EHN96, S.42ff]).

4.1.1 Ein allgemeines Regularisierungsschema

Unter der exakten Losung von Gleichung (3.1) werden wir im weiteren die
Minimum-Norm-Lésung z,,, = Aly fiir eine exakte rechte Seite y € R(A)
verstehen. Anhand von gestorten Daten ys € Y, welche die Ungleichung (4.3)
befriedigen, soll diese exakte Losung durch eine lineare Transformation der Da-
ten ndherungsweise so berechnet werden, dafl die Ndherungslésungen stetig von
den Daten abhangen und einen moglichst kleinen Fehler aufweisen.

Definition 4.1 Eine Familie {R.} ., von beschrinkten linearen Operato-
ren Ry € L(Y, X) heifst lineare Regularisierung fir den Operator
AT, wenn

li_r% R,y = Aty fir alle y € R(A) (4.4)

gilt. Der Operator R, heifit linearer Reqularisierungsoperator fiir AT mit dem
Regularisierungsparameter a > 0.

Die Operatoren R, in Definition 4.1 approximieren fiir &« — 0 punktweise
die Moore-Penrose-Inverse A'. Es gilt dabei der folgende Hilfssatz (s. [EHN96,
S.53]):

Hilfssatz 4.1 Wenn der Wertebereich R(A) des Operators A € L(X,Y) in
Y nicht abgeschlossen ist, so folgt fiir eine Familie { Ry} von beschrinkten
linearen Regularisierungsoperatoren R, € L(Y, X), welche die Grenzwertbe-
ziehung (4.4) befriedigen, die Divergenz der Operatornormen

lim || Ry, = oo (45)

a—0

Wendet man die Operatoren R, fiir einen festen Wert o« > 0 auf die Daten y
bzw. ys an, so entstehen regularisierte Losungen z,, := R,y bzw. 25 := R,ys,
die wegen der Beschranktheit von R, stetig von den Daten abhdngen. Weiter



130 4 Regularisierungsmethoden

erhédlt man aufgrund der Dreiecksungleichung
5 = @l = [1Rays = Alyll < [ Rays — Rayll, + [1Ray — Alyll,
< HRO‘HL(Y,X) Hy5 - yHY + HRay - ATyHX

und damit im Ergebnis eine Abschatzung
125 = 2mnllc < Bl ey 0+ 1By — ATyl (4.6)

des totalen Regularisierungsfehlers bestehend aus einer Stabilitétskomponente
[ Rall iyx) 5 die den Einflufl des Datenfehlers ausdriickt und einer Approxima-
tionsfehlerkomponente || R,y — Ay, die fiir den Fall exakter Daten ein Maf
fiir den Abstand des iiber die Vorschrift =, = R,y gelosten stabilen ,Nachbar-
problems“ vom instabilen Ausgangsproblem der Berechnung von z,,, = Ay
darstellt. Fiir kleine o ist die zweite Komponente || R,y — Aly||,, des Regulari-
sierungsfehlers klein und strebt fiir o — 0 selbst gegen Null, wihrend die erste
Fehlerkomponente || R.|| .y, d wegen (4.5) bei festem Datenfehlerniveau § > 0
fiir @« — 0 ins Unendliche tendiert. Vergréfiert man den Regularisierungspa-
rameter «, so wird eine bessere Stabilitdt, die in einem fallenden Fehlerfaktor
[ Ball cv)
ler ||Roy — ATy, erkauft. Das prinzipielle Verhalten der Regularisierungsfeh-
lerkomponenten ist in Bild 4.1 schematisch dargestellt.

zum Ausdruck kommt, durch einen wachsenden Approximationsfeh-

[Ray—Aly)l -oe-
IRall§ ——

2l —zmnll —

0 aopt
Regularisierungsparameter «

Bild 4.1 Verhalten der Komponenten des Regularisierungsfehlers

Die Wahl eines optimalen Regularisierungsparameters a,,;, der den Ge-
samtfehler ||z} — #,,,||, minimiert, wird wieder auf der Grundlage eines Kom-
promisses zwischen Stabilitat und Approximation gewonnen. Leider hangt die-
ser optimale Regularisierungsparameter von der Losung x,,, selbst ab und ist
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daher anhand der Daten nicht a priori bestimmbar. Fiir die Wahl eines geeig-
neten Regularisierungsparameters «, der bei festen Daten y; dem Optimalwert
oot Nahekommen soll, wurden aber heuristische Parameterwahlstrategien
entwickelt, auf die wir an spaterer Stelle noch detailliert eingehen werden.

Hier soll uns nunmehr die Frage beschéftigen, ob man fiir eine Folge von Daten,
deren Datenfehlerniveau § gegen Null strebt, die also die exakten Daten in der
Grenze beliebig genau approximieren, eine zugehorige Folge von Regularisie-
rungsparametern o = «(¢) finden kann, so daff auch der Regularisierungsfehler
2% — @mnlx gegen Null strebt.

Definition 4.2 Im Zusammenhang mil der Bestimmung von Minimum-
Norm-Lésungen x,,, einer linearen Operatorgleichung (3.1) in Hilbertrdu-
men X und Y sei eine lineare Regularisierung { R} <, fir den Operator At
im Sinne von Definition 4.1 gegeben. Dann heif§t diese Regularisierung fir
eine Vorschrift a = a(d,ys) zur Auswahl des positiven Regularisierungspa-
rameters konvergent, wenn firalle y € R(A)

(151_1;% sup {HRa(S,y(;) Ys — xmon D Ys € Y7 Hy5 - yHY < 5} =0 (47)

qgilt.

Wir sprechen von einer Apriori-Parameterwahl o = «(d), wenn der Regu-
larisierungsparameter o nur vom Datenfehlerniveau ¢ abhangig gemacht wird,
andernfalls von einer Aposteriori-Parameterwahl, bei der z.B. o so gewéhlt
werden kann, daB die aktuelle Defektnorm || Az —ys]|, einer gewiinschten Grofe
entspricht, die von § abhingen darf. Eine interessante Tatsache, die in der Li-
teratur manchmal als Bakushinsky-Veto bezeichnet wird, ist die Nichtexistenz
von konvergenten linearen Regularisierungen fiir nach Nashed inkorrekte lineare
Operatorgleichungen, bei denen mit o = a(ys) die Parameterwahlvorschrift nur
von den Daten ys abhéngt, ohne das Datenfehlerniveau § explizit zu beriick-
sichtigen. Vorschriften zur Regularisierungsparameterwahl, die ohne Kenntnis
von § auskommen, liefern daher niemals konvergente lineare Regularisierungen

(s. [EHN96, S. 511)).

Eine direkt aus Formel (4.6) resultierende Apriori-Parameterwahl, die auf eine
konvergente Regularisierung fiihrt, liefert der folgende Satz:
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Satz 4.1 FEine lineare Regularisierung { R, } - fiir At ist konvergent, wenn
der Regularisierungsparameter a = a(8) so gewdhlt wird, daff die Grenzwert-

beziehungen
(151_1;% a(d) =0 (4.8)
und
lim oo 6 = 0 (4.9

erfillt sind.

Es ergeben sich nun als Fragen, wie man eine lineare Regularisierung iiber-
haupt konstruieren kann, wie die GréBen ||R,||sv,x; dementsprechend beschaf-
fen sind und welche Forderungen dies an die Apriori-Parameterwahl a = a(4)
stellt, so daff die Bedingung (4.9) erfiillt wird. Zur Beantwortung dieser Fra-
gen betrachten wir lineare Regularisierungen fiir AT, wenn der Operator A mit
dim(R(A)) = oo vollstetig ist, die auf der Grundlage des singuldren Systems
{Uj;uj;vj};il (s. Definition 3.2) fiir den Operator A konstruiert werden. Wir
gehen dazu von der Reihendarstellung der Minimum-Norm-Lésung

Z y7 U] Uy, y e R(A) (410)

(s. Formel (3.27)) aus und fithren Filterfaktoren f(«,o;) zur Dampfung der
die Instabilitidt verursachenden Vorfaktoren 1/c; in (4.10) ein. Als lineare Néhe-
rungsvorschrift fiir ATy angewandt auf gestérte Daten y; wihlt man dabei

Oé g,
Z LG e & (4.11)

=1 gy

wobei die Filterfunktion f : (0,00) x (0, ||A||;xvy] = R fiir eine nichtnegative
Funktion K : (0,00) — [0,00) die Bedingungen

0 < fla,0) <1 firalle o >0 und 0 <o <||A]lsxv)s (4.12)
|f(a,0)] < K(a)o firalle 0 <o <||A]lzxv) (4.13)
sowie
lim f(a,0) = 1 fiir alle 0 < o < JA||cxm) (4.14)
a—0

erfille.
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Satz 4.2 Fs sei A € L(X,Y) ein vollstetiger Operator mit dem singuliren
System {Uj;uj;vj};il. Dann ist die tber die Vorschrift (4.11) definierte
Familie {R.},,, von beschrinkten linearen Operatoren aus L(Y, X) eine li-
neare Reqularisierung fiir AT, wenn fiir die Filterfunktion f die Bedingungen
(4.12), (4.13) und (4.14) erfillt sind. Dabei gilt |Ro||civx) < K(a), und die
Regularisierung ist konvergent fir eine Apriori-Parameterwahl o = a(4),
wenn 6 — 0 die Grenzwertbeziehungen a(d) — 0 und 6 K(«) — 0 nach sich
zieht.

Man tiberzeugt sich anhand der aus (4.13) folgenden und fiir alle ys € Y giiltigen
Beziehung
- (fla,0)))* . o -
HRayslly = > === (ys vi)y < (K(@))* X _(ysvi)y < (K (@) sl

Jj=1 J 71=1

sofort von der Beschranktheit des Operators R, und der dabei auftretenden

Eigenschaft ||R.|| .y < K(a). Die Grenzwertbeziehung (4.4) resultiert fiir

T =1z + ioj (x,u;) uj, o € N(A) und y = Az aus der Reihendarstellung
7=1

o0

|Ray — Aly|)2 = [[RoAz — ATA2|2 = 3 (f(a,05) — 1) (e, u)?,  (4.15)
7=1

X X

wobei wegen ioj(f(oz,aj) — Dz, u;)? < §<x,uj>2 < lzfl2 (s. (4.12)) das
j=1 7=1

Weierstralsche Majorantenkriterium fiir Reithen anwendbar ist und die Vertau-

schung des Grenziibergangs fiir @ — 0 mit der Summation erméglicht, so daf

mit (4.14) und lirr(l)(f(oz,aj) — 1)*{x,u;)* = 0 auch lirr(l)HRay — Aly||x = 0 fiir
a—r a—

alle y € R(A) folgt. Die Konvergenzaussage fiir die Regularisierung in Satz 4.2

ist dann eine direkte Folgerung aus Satz 4.1.

Wir bemerken noch, daf} die in Satz 4.2 auftretende Konvergenz des Approxi-
mationsfehlers lin% | RoAz — ATAz||, = 0 nicht gleichmiBig iiber alle # € X
a—r

erfolgt. So existiert keine positive Funktion C(«a) mit lin% C(a) = 0, die eine
a—r

Konvergenzrate beziiglich des Regularisierungsparameters « fiir diese Kompo-

nente des Regularisierungsfehlers zum Ausdruck bringen wiirde, derart daf3

|RoAx — ATAz||, < Cla) ||z fir alle > 0 und alle z € X (4.16)



134 4 Regularisierungsmethoden

gilt. Wegen Formel (4.15) folgt aus (4.16) namlich sup |f(a,0;) — 1| < C(a).
JEN

Dies kann aber nicht gelten, denn mit lim o; = 0 folgt aus der Ungleichung
J—r0o0

(4.13) fir alle @ > 0 die Grenzwertbeziehung lim f(«,0;) = 0 und damit
J]—00

sup | f(e,05) —1] = L.
JEN

4.1.2 Die Methode der Tichonov-Regularisierung

Aus den Betrachtungen des Abschnitts 3.1.4 im Anschlufl an Formel (3.5) ergibt
sich, dafl Losungen des Kleinste-Quadrate-Problems (4.2) auch Lésungen der
Normalgleichung

A"Axz = A" ys, reX (4.17)

sind und umgekehrt. Die Normalgleichung weist aber kaum bessere Eigenschaf-
ten auf als die lineare Operatorgleichung (3.1) selbst. Fiir ys ¢ R(A) & R(A)*
besitzt (4.17) keine Losungen und fiir y; € R(A) & R(A)* gibt es unendlich
viele Losungen, wenn der Operator A nicht injektiv ist. Da aus R(A) # m
auch R(A*A) # R(A*A) folgt, ist (4.17) gleichermafen inkorrekt nach Nashed
wie das Ausgangsproblem (3.1). Wenn fiir vollstetige Operatoren A mit der
Singularwertfolge {o;} die Gleichung (3.1) einen Grad v > 0 der Inkorrektheit
besitzt, so hat die Normalgleichung mit der Singulédrwertfolge {o?} des Opera-
tors A*A sogar einen doppelt so hohen Inkorrektheitsgrad 2 (s. Formel (3.47)).
Jedoch 148t sich unter Verwendung des Einheitsoperators [ in X zu (4.17) leicht
eine Familie von Nachbaraufgaben

(A"A+al)x = A% ys, re X (4.18)

angeben, wobei jede solche zu einem festen Parameter a@ > 0 gehoérige lineare
Operatorgleichung (4.18) korrekt nach Hadamard ist. Auf der Bestimmung
von Losungen @8 (s. im folgenden auch Formel (4.22)) solcher korrekter Ersatz-
probleme beruht die Methode der Tichonov-Regularisierung. Aufbauend
auf Arbeiten von A. N. Tichonov aus den 60er Jahren (s. [TTART77]) wurde diese
Methode in den letzten Jahrzehnten des 20. Jahrhunderts zum Standardwerk-
zeug der praktischen Behandlung inkorrekter Probleme weiterentwickelt und in
viele Richtungen modifiziert bzw. verallgemeinert.
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Hilfssatz 4.2 Fin selbstadjungierter Operator B € L(X,X), der im Hil-
bertraum X positiv definit ist, d.h. fir den mit einer Konstanten 3 > 0 die
Ungleichung (Bx,x), > B ||z||% fir alle ©+ € X gilt, besitzt einen stetigen
inversen Operator B~ € L(X, X) mit ||B™Y| s xx < % Weiterhin ist fir
jedes feste z € X das Extremalproblem

(Bx,x), —2(x,z), = min!, re X (4.19)
dquivalent zur Operatorgleichung
Bz = z, reX (4.20)

und besitzt wie diese die eindeutig bestimmte Lésung x = B™! 2.

Setzt man B := A*A+ ol und z := A* ys, so liefert der Hilfssatz 4.2 mit § = «
sofort die Korrektheit der Operatorgleichung (4.18) nach Hadamard, d.h., die
Existenzbedingung, die Eindeutigkeitsbedingung und die Stabilitdtsbedingung
von Definition 2.3 sind fiir diese Gleichung erfiillt. Mehr noch, (4.18) ist dqui-
valent zur Minimierung des Funktionals

(AA+al)z,z), —2(x, Ays), = [ Az —ysll} +allzll} = llysll;

itber alle z € X. Da der konstante Summand ||ys||> dabei keine Rolle spielt,
betrachtet man

To(w) = || Az — ysll} + o |]] (4.21)
als Tichonov-Funktional, und die regularisierte Lésung nach Tichonov
l’i = Ra (A*A—|—oz] = Z::O_ s yg,vj>y U (422)

ist die fiir alle ys € Y eindeutig bestimmte Lésung des Extremalproblems
To(z) :=||Ax — ngQY +a H:I:Hi = min!, r e X. (4.23)
Die Tichonov-Regularisierung liefert wegen (4.22) eine Naherungsvorschrift

(4.11) mit der positiven Filterfunktion

2

fla,o) = fiir alle & > 0 und 0 < o < [|A||sxv)- (4.24)

o2

+ o
Die Filterfunktlon (4. 24) erfiillt offensichtlich die Bedingungen (4.12) und (4.14)
sowie wegen —— < 7%= mif K(a) := ﬁ auch die Bedingung (4.13). Wahlt
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man den Regularisierungsparameter der Tichonov-Regularisierung a(4) so aus,
da o(d) — 0 und ﬁ — 0 bzw. damit gleichwertig % — 0 fir 6 — 0

erreicht wird, so erfiillt eine solche Apriori-Parameterwahl die Grenzwertbezie-
hungen (4.8) und (4.9) aus Satz 4.1. Als Konsequenz von Satz 4.2 ergibt sich
dann:

Folgerung 4.1 Die zur Methode der Tichonov-Regularisierung in For-
mel ({.22) definierte Operatorfamilie {R,} ., ist eine lineare Regulari-
sierung fir den Operator AV mit |Ry|| sy < ﬁ Sofern eine Apriori-

Parameterwahl o = a(6) die Bedingungen

a(d)

befriedigt, ist diese Regularisierung auch konvergent.

a(d) -0 und

—~0 fir §—0 (4.25)

Um die Konvergenzbedingung (4.25) zu erfiillen, mufl der Regularisierungspara-
meter a zwar mit ¢ gegen Null gehen. Dies darfjedoch im Sinne von —2 — 0 nicht
zu schnell geschehen. Die in Bild 4.2 grafisch dargestellte Filterfunktion (4.24)
hat die Figenschaften eines , Tiefpafifilters®. Bei festem Regularisierungspara-
meter a > 0 fallt der Dampfungsfaktor f(o,o;) um so kleiner aus, je grofier j
wird, da die Singularwertfolge {o;} von A eine fallende Nullfolge verkérpert.
Die Summanden der Reihe (4.10) mit groBem j werden beim Ubergang zu
(4.22) stark gedampft. Dies betrifft in der Regel die hochfrequenten Anteile
der Losung, also z.B. Vielfache der Sinusfunktion sinwt mit hoher Frequenz w
(s. Beispiele fiir singuldre Systeme in Abschn. 3.1.5). Dagegen werden die vor-

deren Reihenglieder oder Hauptkomponenten der Losung mit kleinem j wegen
2

U]
02—|—oz
pjonenten verkorpern in der Regel niederfrequente Anteile der Lésungsfunktion.
Man rekonstruiert also mit Hilfe der Tichonov-Regularisierung die niederfre-
quenten Anteile in der Minimum-Norm-Lésung x,,, = Afy recht genau und
auch stabil in bezug auf Fehler in den gegebenen Daten, wéhrend auf die hoch-

frequenten Anteile in der Ndherungslésung mit zunehmender Frequenz immer

~ 1 fiir geniigend kleine « fast unverdndert gelassen. Diese Hauptkom-

mehr verzichtet wird. Dieser Philosophie bedienen sich die meisten Regulari-
sierungsverfahren. Insofern ist es natiirlich kein Wunder, dafl standardmaBig
eingesetzte Regularisierungsverfahren keine grofien Erfolge zeigen, wenn gera-
de hochfrequente Losungen gesucht werden. Spezielle Informationen iiber die
Losung oder iiber die Datenstruktur erfordern insofern manchmal besondere
Regularisierungszugénge (s. dazu z.B. Abschn. 4.1.6).
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Bild 4.2 Filterfunktion f(«, o) der Tichonov-Regularisierung

Wir betrachten nun einige weitere Figenschaften der Tichonov-Regularisierung.
Die regularisierte Losung «?, (s. Formel (4.22)) héingt wegen der Beschrénktheit
des linearen Operators R, stetig von den Daten ys ab. Ebenso ist aber auch
eine stetige Abhangigkeit vom Regularisierungsparameter o« > 0 festzustellen,
denn die regularisierte Losung geniigt fiir o > 0 der Gleichung

(A*A + al) l’i = Ays. (4.26)

Betrachtet man zusdtzlich (A*A + (o + h)I) l’i_l_h = A*ys mit a+h > 0, so gilt

h
(A A ) (a1, — o) = —had = e (el — )
und
o= 8 < (A D) sl sl A, — ]
a+h aX—a+h (X,X) (Y,X) a+h b
Al 1A
< TR (Al elnlls + Tl )

Nun ist wegen T, (2%) < T.,(0) fiir alle @ > 0 auch

(o + M)lleonlly < Torn(eogn) < llysll?
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und damit

A h A
oo, < WAllzon 1A @ o

1 0 fir |h 0.
o B (s )y, 0 e il =

Dann existiert wegen

5.5
(A"A + ol) %7% = -2,
sogar ein Ableitungselement % = }lLin% *t—= € X, welches die lineare Opera-
—
torgleichung
4+ al)x = —x .
A"A+al : 4.27
16st und folglich die Darstellung
d s
dxa = —(AAtal) ' (4.28)
e

besitzt. Die regularisierte Losung héngt also sogar stetig differenzierbar vom
Regularisierungsparameter o ab.

Fiir die Entwicklung sinnvoller Strategien einer Aposteriori-Parameterwahl bei
der Tichonov-Regularisierung ist es niitzlich, die Funktionen

pla) = [[Azg —ysll}  und ()= [} (4.29)

ndher zu betrachten. Die erste Funktion charakterisiert das Defektnormqua-
drat der regularisierten Losung als Funktion des Regularisierungsparameters a,
wahrend die zweite Funktion wieder in Abhangigkeit von o das Normquadrat
der regularisierten Losung selbst zum Ausdruck bringt.

Wir studieren nun das Monotonieverhalten der Funktionen ¢(a) und ¢ («). Es
gilt

da? da? da?
! —92(A o A 5 —9 o A% A 5 - _9 o 1)
S‘Q (Oé) < da ? xoz y5>y < da ? ( xoz y5)>x Oé< da 7xoz .

und damit

2

+ 2«

2

>0, (4.30)

§

Glo

(a4

)
() = 207 .

dx
A
d

(a4

X

d.h., die Funktion ¢(«) ist monoton nichtfallend. Fiir ys ¢ N(A*) gilt mit
¢'(a) > 0 sogar die strenge Monotonie fiir ¢. Andererseits ist

da®
P(a) =2 < = $i> = 2«
da .

2 2
<0

Y

dx®
do

dx®
do

Y

_4P

X
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d.h., die Funktion % («) ist monoton nichtwachsend, und fiir ys ¢ N(A*) gilt
wegen ¢'(a) < 0 wieder die strenge Monotonie.

Wir setzen in den weiteren Betrachtungen dieses Abschnitts N(A*) = {0} und
damit streng monotone Funktionen ¢(a) und ¢ («) voraus. Offensichtlich haben

o]
wir dann wegen HngQY = Zl<y577fj>2ya
]:

0 0.2 2 o) Oé2
Az} —ys||> = ( — — 1) (ys,v;)° = ———5Ws. v;)? <|lysl?

= 0]2 + « (0]2 + «a)?

und der daraus resultierenden Vertauschbarkeit von Summation und Grenz-
wertbildung fiir @ — 0 und @ — oo in der Reihendarstellung von || Az} — ys||%
die Grenzwertbeziehungen

lim () = 0 und cYh_)lq()lo ela) = |lysl|?. (4.31)

a—0

Die entsprechenden Grenzwertbeziehungen fiir die Funktion (o) werden in
Aufgabe 4.1 formuliert.

Definition 4.3 Gegeben seien ein Datenfehlerniveau & > 0 wund eine
gestorte rechte Seite ys € Y der linearen Operatorgleichung (3.1) mit ex-
akter rechter Seite y € R(A), wobei die Ungleichung

lys —ylly <0 < lyslly (4.32)

erfillt werde. Unter dem Diskrepanzprinzip wverstehen wir dann
eine Aposteriori-Parameterwahl agis = aqi5(0,ys) des Regularisierungspara-
meters o > 0 der Tichonov-Regularisierung (4.22), die auf der Lésung der
Gleichung

[Avay, —ysll, =0 (4.33)
beruht.

Mit N(A*) = {0} und (4.32) liefert das Diskrepanzprinzip wegen der strengen
Monotonie der Funktion ¢(«) (o > 0) und der Grenzwertbeziehungen (4.31)
stets einen eindeutig bestimmten Regularisierungsparameter ag;s > 0 als Losung
von Gleichung (4.33). Das in Definition 4.3 eingefiihrte Diskrepanzprinzip
geht auf V. A. Morozov (s. [MORS84]) zurtick. Es beruht auf der heuristisch
motivierten Idee, daff unter den im Sinne von |[Az — ys||, < ¢ mit den Daten
ys vertraglichen Elementen x solche bevorzugt werden sollten, bei denen diese
Ungleichung sogar als Gleichung || Az — ys||,, = ¢ gilt. Natiirlich sind sehr wohl
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auch Situationen denkbar, wo regularisierte Losungen z° mit || Az — ys||, < &

die Minimum-Norm-Lésung A’y besser approximieren als :1;5 . In diesen Fallen
ist das Diskrepanzprinzip liberregularisierend. Es produz1ert zu grofle Regu-
larisierungsparameter o« > 0 und damit zu glatte regularisierte Losungen. Im
Gegensatz dazu fithrt Unterregularisierung mit zu klein gewahlten Parametern
a zu Néherungslosungen, die eine zu kleine Defektnorm aufweisen und in der
Regel stérker als gewiinscht oszillieren.
Eine Motivation fiir das Diskrepanzprinzip liefert die Tatsache, daf} eine regu-
larisierte Lésung ), mit ||Az,, — ys|, = & das restringierte Extremal-
problem

|z|l, = minl, z€ X : ||Ax —ys|l, <6 (4.34)

16st. Ware namlich ||2]], < Hxidist fir ein @ € X mit ||[AZ — ys]|, < 4, so
miifite auch

Ty (#) = 142 =512 +aus| 212 < |[Axs,, — sl +oaslles, |15 = Loy (20,)
gelten. Dies widerspricht aber der Eigenschaft T, (5, ) < Ta,,. () fir alle x €
X der regularisierten Losung @ . Umgekehrt ist iibrigens auch jede Lésung

von (4.34) eine regularisierte Losung (s. Aufgabe 4.2).

Mit Q(z) := ||z||, und D := X ist das Extremalproblem (4.34) eine Kon-
kretisierung von Problem (2.76) aus Abschnitt 2.3.1, wobei wegen (4.3) solche
Elemente x € X als datenkompatibel bezeichnet werden, die die Ungleichung
|Az — ys]|, < ¢ erfiillen. Wenn der Regularisierungsparameter iiber das Dis-
krepanzprinzip bestimmt wird, so minimiert jede nach Tichonov regularisierte
Losung xid“ das Sympathiefunktional Q(x) unter allen mit den Daten ver-
triglichen Elementen = € X. Die Tichonov-Regularisierung erzwingt also nicht
nur Niherungslosungen, die stabil von den Daten abhangen, sondern sie beein-

fluit auch die Eigenschaften der Naherungslésungen zielgerichtet Es darf nicht

unerwihnt bleiben, daf eine regularisierte Losung 2’ mit [|z] ||, = K auch
Losung eines Extremalproblems
|Az — ys5]|, = min!l, 2€ X : |z, <K (4.35)

ist. Die regularisierten Losungen haben also minimale Defektnormen, wenn bei
einer solchen Minimierung nur Elemente aus einer Kugel im Hilbertraum X mit
festem Radius K > 0 zugelassen werden.

Wir wollen uns nun noch der Frage zuwenden, welchen Aufwand die Bestim-
mung der regularisierten Losung z, . auf der Grundlage des Diskrepanzprin-
zips erfordert. Fiir jeden festen Regularisierungsparameter o > 0 muf} eine
korrekte lineare Operatorgleichung (4.18) gelost werden, um

Unter Ausnutzung des streng monotonen Wachstums der Funktion ¢(a) kann

7zu bestimmen.
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man die Gleichung (4.33) naherungsweise mit hinreichender Genauigkeit l6sen.
Ausgehend von einem Startwert g > 0 wird dazu eine geeignete Folge von
Regularisierungsparametern {a,,} konstruiert, welche Glieder enthilt, die den
Regularisierungsparameter o4 gut approximieren.

Mit ¢(ag) > ¢* kann man eine Parameterfolge o, := 27"aq als einfachste
Variante betrachten und dabei das eindeutig bestimmte Folgenelement ay, als
Néherung fiir ay;; verwenden, das der Beziehung

plar) < 6% < plar)

geniigt. Da aber die Berechnung eines Funktionswertes ¢(cv, ) immer die Losung
einer Operatorgleichung (4.18) erfordert, sollte die Anzahl von bendtigten Re-
gularisierungsparametern moglichst klein gehalten werden. Dies legt die Be-
nutzung eines schnell konvergierenden Iterationsverfahrens fiir die Losung der
nichtlinearen Gleichung

() == p(a) —38* =0 (4.36)

in einer reellen Verdnderlichen o > 0 nahe, wobei aufgrund der expliziten Be-
rechenbarkeit von ¢’(«) nach Formel (4.30) auf den ersten Blick das Newton-
Verfahren geeignet erschiene. Dessen direkte Anwendung auf Gleichung (4.36)
macht jedoch Probleme, weil die Funktion ¢(«) fiir kleine o konvex, fiir grofie
a aber konkav ist. Wesentlich giinstiger ist es, mit 3 := 1/« von der Gleichung

2(8) = ||Azl — s} — 6" =0 (4.37)

auszugehen. Da die Funktion ¢(3) fiir alle 5 > 0 monoton fallend und streng
konvex ist (s. Aufgabe 4.3), liefert die Newton-Iteration

S
I == 5,

ausgehend von einem kleinen 3y mit p(3p) > 0 eine monoton gegen die einzige
Nullstelle 345 := 1/ags von Gleichung (4.37) wachsende Iterationsfolge. Der
wesentliche Aufwand eines Newton-Schrittes besteht dabei jeweils in der zur
Berechnung von ¢(f3,) bzw. @'(3,) erforderlichen Loésung der beiden linearen
Operatorgleichungen (4.18) und (4.27) mit entsprechendem Regularisierungs-
parameter.

(n=0,1,2,...) (4.38)

Bevor wir uns dem Konvergenzverhalten des Diskrepanzprinzips zuwenden, sei
mit dem Prinzip der Quasioptimalitit noch ein weiteres Kriterium zur Aus-
wahl des Regularisierungsparameters @ > 0 bei der Tichonov-Regularisierung
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§

kurz erwéhnt, welches nicht selten sehr brauchbare regularisierte Losungen 7,

liefert. Der Parameter oy, 16st dabei das Extremalproblem
d )
£la) = Ha % — min!, « > 0. (4.39)

X

Aus Gleichung (4.28) erhélt man die Beziehung

5
dz?,

adoz

= —a(A"A+ oz[)_l l’i.

Eine Motivation fiir das Extremalproblem (4.39) entnimmt man der auf der
Neumannschen Reihe (s. [GORI94, S.73]) beruhenden und fiir y € R(A)
giiltigen Gleichung

ATy =2, +a(A"A+ oz[)_l:zja + Z ozj(A*A + oz])_j:zja, (4.40)
7=2

bei welcher unter Vernachldssigung der unendlichen Summe in (4.40) ohne
Beriicksichtigung von Datenfehlern die Differenz ||z, — ATy||, klein bleibt, wenn

dT

da
Die Funktion £(«) weist hadufig einen &hnlichen Verlauf auf wie die Fehlerfunk-
tion ||2% — Zmn|l, (- Bild 4.1) und besitzt mit a,, in diesen Féllen ein globales

minimiert wird.

o

Minimum, das dem optimalen Regularisierungsparameter ¢ sehr nahekommt.
Leider zeigt die Funktion £(a) manchmal einen ,,welligen* Verlauf und besitzt
zahlreiche relative Minima, was die sichere Parameterwahl nach dem Prinzip
der Quasioptimalitdt erschwert. Praktisch 16st man gern eine diskrete Version
von (4.39), indem man aus einer Parameterfolge a,, = 27"y das Folgenelement
S l’ik ||, minimiert. Man wahlt also in der zu einer

Qg1
solchen Parameterfolge gehérigen Folge regularisierter Losung eine solche aus,

o auswahlt, welches ||«

die sich von ihrem Nachbarelement wenig unterscheidet, die also am wenigsten
sensibel auf Parameterdnderungen reagiert. Deshalb wird dieses Prinzip auch
manchmal als Sensitivitatsprinzip bei der Wahl des Regularisierungsparame-
ters bezeichnet.

Satz 4.3 Unter den Voraussetzungen N(A*) = {0} und (4.32) ist die Me-
thode der Tichonov-Regularisierung (4.22) mit Regularisierungsparametern
ais = gis(0,ys), die nach dem Diskrepanzprinzip (4.33) ausgewdhlt werden,
eine konvergente Regularisierung fir AT,
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Wir betrachten dazu Folgen 4§, — 0 und y, := ys, — y € R(A) fiir n — oo
SOWIe Ty 1= Toy (5,,.)- Die Aussage von Satz 4.3 ist giiltig, wenn fiir n — oo
stets z, — Aly gilt. Nun haben wir |Az, — y,||, = &, und folglich Az, — y
fiir n — oo. Weiter ist

oo (@) = [[AT0 = 5, + ais(0n, ya) |l

< T (6mwn) (ATY) = [y = val2 + s (8, ) || ATy %

< 62 4 auis(6a, ya) || ATy 12

und damit ||z,]|, < ||ATy||, fiir alle n. Eine Teilfolge {z,,} konvergiert in X
dann schwach gegen ein Element © € X. Wegen der schwachen Stetigkeit von
A und der Eindeutigkeit des schwachen Grenzwerts gilt Az = y. Aus ||z]|,, <
1i,§gigf!\$nk“x folgt # = A’y und damit insgesamt =, — Afy. Nun haben wir
mit
1Ayl < liminf ||zl < limsup|laa[ < [Tyl

noch ||z,|l, — || Aty||, und damit x, — Ay fiir n — oo.

Im Abschnitt 3.2.2 hatten wir im Zusammenhang mit nichtlinearen inversen
Problemen den Begriff der Quelldarstellung kennengelernt (s. Formel (3.73)).
Es ergab sich, daf} inkorrekte Probleme durch Einschriankung auf Losungsbe-
reiche, in denen solche Quelldarstellungen gelten, korrekt werden. Mit dem
gleichen Hintergrund lassen sich, wie im folgenden ausgefithrt wird, fiir die
Tichonov-Regularisierung linearer inkorrekter Operatorgleichungen bei Giiltig-
keit geeigneter Quelldarstellungen Konvergenzraten erreichen (zu weiteren

Details s.[GRO84]).

Satz 4.4 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 gibt es eine Konstante
C > 0, so daf$ die auf der Grundlage des Diskrepanzprinzips gewonnenen

reqularisierten Lésungen xidis mit ogis = agis(0,ys) die Abschdtzung

28—l < CVE (4.41)

Xdis

befriedigen, falls die Minimum-Norm-Lésung ,,, = Aly von Gleichung
(5.1) einer Quelldarstellung

Tom = A*w (wey) (4.42)

geniigt.
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Wir zeigen die Giiltigkeit des Satzes, indem wir uns an die Ungleichung

Sl < |lTmallx aus dem Beweis von Satz 4.3 erinnern. Dann gilt

|
12, = Tl < 2 (lomnl® = (2% mnd ) = 2 (T — 25, =
22—, AW) = AA (0 —ad, ) w), = 2y—ys,w), +2(ys— A w),
Al ) = 4wl o

Dies liefert die Ungleichung (4.41) mit der Konstanten C' = 24/||w]|,..
Falls die Gleichung (3.1) inkorrekt nach Nashed ist, so kann der Regularisie-
rungsfehler Hxidis —Tmnl|, des Diskrepanzprinzips fiir § — 0 auch nicht schneller

<2 (ly = wslly llwlly + llys — Ax?

Xdis

als /8 gegen Null streben. Jedoch gibt es Quelldarstellungen, die eine Apriori-
Parameterwahl o = a(d) ermoglichen, so dafl sich der Regularisierungsfehler

proportional zu §% verhilt.

Satz 4.5 Fs seien ¢ und C' positive Konstanten. Dann erhdlt man fir die
. 2 .
Apriori-Parameterwahl o = o(§) = ¢ 8% eine Abschitzung

28 = 2|, < C 67 (4.43)

o =

des Regularisierungsfehlers, wenn die Minimum-Norm-Lésung x,,, = Aly
von Gleichung (3.1) einer Quelldarstellung

Tom = A*Av (veX) (4.44)

geniigt.

Wir {iberzeugen uns von der Giiltigkeit einer Ungleichung (4.43), indem wir
von der Tatsache ausgehen, dafl die Norm des zusammengesetzten Operators

(A*A + al)~' A*A nicht grofler als 1 sein kann. Es gilt namlich wegen (4.44)
Roy — 2pn = (A"A+ al) ' A* Az — T

= —a(A"A 4+ oz[)_lxmn =—a(A"A+ oz[)_lA*Av

und damit ||Roy — Tmnlly < af|v]ly. Auf der Grundlage von Formel (4.6)
schétzen wir nun den Regularisierungsfehler ab. Wir haben dann

1

2Va

125 = 2l < I Rallevind + allvll, < § + aflo]
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und mit a(d) = ¢67 eine Ungleichung

% = allc < €87,
wobei C' = 2%/5 + ¢||v||; gilt. Dies zeigt die Giiltigkeit von Satz 4.5.
Im Zusammenhang mit Satz 4.5 148t sich allerdings auch ein Sattigungssatz
beweisen, der besagt, daf fiir nach Nashed inkorrekte lineare Gleichungen (3.1)
keine Apriori-Parameterwahl a = «(d) existiert, so dafi der Fehler der Tichonov-
Regularisierung fiir § — 0 schneller als 5z gegen die Minimum-Norm-Lésung
Tmn 7 0 konvergiert.
Am Ende dieses Abschnitts wollen wir uns nun am Beispiel der linearen Fred-
holmschen Integralgleichung erster Art

[Az](s) = /k(s,t) z(t)dt = y(s) (¢ <s<d) (4.45)

anschauen, welche konkreten Probleme bei der Bestimmung einer regularisierten
Loésung z, aus der Gleichung

(A"A+al) z, = A%y (4.46)

zu 16sen sind. Wir betrachten in diesem Zusammenhang zwei verschiedene Félle
der Wahl des Losungsraumes X, wobei der Raum der Daten mit YV := L?(c, d)
festgehalten wird. Im ersten Fall sei

X = L*(a,b), Y := L*(c,d) und k& L*((c,d) x (a,b)). (4.47)

Wir wissen aus Hilfssatz 2.4, dal der dann betrachtete lineare Fredholmsche
Integraloperator A € L(L*(a,b), L*(c,d)) vollstetig ist. Der zu A adjungierte
Operator A* besitzt die Form

[A™y] (1) = /k(s,t)y(s)ds (a <1<b),

der zusammengesetzte Operator A*A € L(L*(a,b), L*(a,b)) laf}t sich als

b

[A*Az] (1) = /%(t,r)x(r) dr  (a<1<b)

a

mit dem iterierten Kern

%(t,r) = /k(s,t) k(s,7)ds ((t,7) € [a,b] X [a,b]) (4.48)
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schreiben. Damit erhdlt die Gleichung (4.46) fiir alle o > 0 die Gestalt einer
linearen Fredholmschen Integralgleichung zweiter Art

/%(t,r) ro(r)dr + aza(l) = /k(s,t)y(s)ds (@<t<b), (4.49)

die fiir alle y € L?(c,d) eindeutig bestimmte Losungen z, € L*(a,b) liefert.
Im zweiten Fall werde

X = H'(a,b), Y := L*(¢,d) und k& C([e,d] x [a,b]) (4.50)

betrachtet, d.h., der Lésungsraum ist der in Abschnitt 2.3.3 eingefithrte Sobo-
levraum H'(a,b) mit der Norm (2.100). Um die beiden Fille besser unterschei-
den zu kénnen, bezeichnen wir im zweiten Fall die regularisierte Lésung mit 7,
und den vollstetigen Integraloperator aus (4.45) mit Ae L(H'(a,b), L*(c,d)),
wobei mit der Darstellung A = AB der Zusammenhang zum Integraloperator
A € L(L*(a,b), L*(c,d)) aus dem ersten Fall hergestellt wird. Dabei ist B der
im Anschlufl an Formel (3.63) betrachtete vollstetige Einbettungsoperator vom
Raum H'(a,b) in den Raum L*(a,b). Die Gleichung (4.46) mit A anstelle von
A laBt sich dann in einer schwachen Formulierung

<A*A Tay 2) i (apy F U Tas 2) g (0 = <14~1*y,z>H1(a7b) fiir alle z € H'(a,b)
und damit gleichwertig in der Form

(ATo, Az) 200y + U Tay 2)pt ey = (U A 2) 20y fiir alle z € H'(a,b)
bzw.

(A"A T, 2) 2000 + UTay 2) ity = (A"Ys2) 12000 fiir alle z € H'(a,b)
(4.51)
aufschreiben. Mit #, € H'(a,b) gilt auch 7, € C[a,b] und 7, € L*(a,b). Wir

betrachten die Funktionen
Ft) = [{IATAZ) (5) + 0 Fals) = A9} ()} ds - (a <t <)

und
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Es ist f € C'a,b] wegen der Stetigkeit des Kernes k und ¢ € H'(a,b). Wegen
f(b) = g(a) = 0 und Formel (4.51) erhalten wir durch partielle Integration die
Gleichung

b b b
[la@ )+ FOF dt= [ g a6 + f1)] dt =a [ g()F () dt
—/9 A (Ta, 9)ut @y + (A AT0, g)20n) = (AY,9) 2 = 0-
Also haben wir a ¥, = —f € C'a,b] und damit 7, € C?*[a,b]. Jede solche

regularisierte Losung ist zweimal stetig differenzierbar. Mit
ad! = —f =A"AZ, +ai, — A%y
gilt daher die Integrodifferentialgleichung

d

/k (t,7) Fu(r) dr + a (Fo(t) — 7"(1)) = /k(s,t)y(s)ds (a<1<b).

(4.52)
Wegen

/ )+ E (1) (1) di

= (Ta = T3, 2) 20 + T0(0) 2(b) = T (a) 2(a)
liefert die Gleichung (4.51)
(A", 2) 12 = (ATATa, 2) 200 + @ (Ta = T3, 2) 200 + @ T,(0) 2(0)
—ai(a)z(a) = (A7y, 2) 2 + @ T, (0) 2(b) — a T, (a) 2(a)
und damit
2! (b)z(b) — 2! (a) z(a) =0 fiir alle z € H'(a,b).
Hieraus ergeben sich die natiirlichen Randbedingungen

7 (a) = TL(b) = 0. (4.53)
Jede in H'(a,b) regularisierte Losung ¥, von (4.45) befriedigt auch automa-
tisch homogene Randbedingungen fiir die erste Ableitung an beiden Inter-
vallenden. Dies ist eine durch die Tichonov-Regularisierung subjektiv in die
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Néherungslosung hineingetragene Eigenschaft, die gegebenenfalls zu wesentli-
chen Verzerrungen der regularisierten Losung an den Réndern des Intervalls
[a, ] fithren kann. Abschliefend sei zum Fall X = H'(a,b) erwéhnt (s. Formel
(4.35)), daB eine regularisierte Losung Z, mit ||Z,||41(,, = K auch Losung des
restringierten Kleinste-Quadrate-Problems

H;L%‘ — ngiz(cyd) = min!, z€D:={z€ H'(a,b): ||x]lmay < K} (4.54)

ist. Die dabei in Formel (4.54) auftretende Restriktionsmenge D ist relativ kom-
pakt in L?*(a,b) (s. Hilfssatz 2.8).

Die hier in Ansétzen vorgestellte Theorie der Tichonov-Regularisierung fiir li-
neare Operatorgleichungen kann auch auf den Fall zugeschniten werden, daf
anstelle von (4.23) ein Extremalproblem der Gestalt

To(z) = ||Ax — ngQY + aQ(x) = min!, re X, (4.55)

mit £ aus einer allgemeineren Klasse von Sympathiefunktionalen betrachtet
wird (s. [TTART77]). Zur moglichen Wahl solcher Sympathiefunktionale sei auf
den Abschnitt 2.3.1 verwiesen. Weiterhin ist eine Einbeziehung restringierter
Probleme in der Form

To(z) :=||Ax — ngQY + aQ(x) = min!, reDCX (4.56)

mit konvexen abgeschlossenen Mengen D moglich (s. [NEUBS6]). Die
Tichonov-Regularisierung erweist sich dabei stets als eine Strafenmethode
(s. [JOH48]), bei der das Defektnormquadrat auf der Grundlage eines nichtne-
gativen Sympathiefunktionals € mit einer Strafe beauflagt wird. Der Regula-
risierungsparameter « spielt die Rolle eines Strafparameters. Je grofler dieser
gewahlt wird, um so hérter fallt die Strafe aus.

4.1.3 Alternative Regularisierungsmethoden

Nachdem wir die Tichonov-Regularisierung ausfithrlich betrachtet haben, wollen
wir uns in diesem Abschnitt drei weiteren linearen Regularisierungen {R,} -,
fiir den Operator AT im Sinne von Definition 4.1 zuwenden, die sich bei der
Wabhl alternativer Filterfunktionen f(«o, o) ebenfalls in das allgemeine Regulari-
sierungsschema (4.11) einordnen lassen. Der an dariiber hinausgehenden Metho-
den und weiteren Details interessierte Leser sei in diesem Zusammenhang auf

die Biicher [EHN96] von H.W. Engl, M. Hanke und A. Neubauer sowie [KIR96]

von A. Kirsch verwiesen.
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Eine theoretisch besonders ausgezeichnete Variante liefert die Methode der
abgebrochenen Singuldrwertentwicklung

b= Ryys = > Muj, ys € Y. (4.57)
o;>a  9i

Die Formel (4.57) orientiert sich an der Darstellung (3.27) der Moore-Penrose-

Inversen, wobei solche Summanden weggelassen werden, deren zugehorige Sin-

gularwerte o; kleiner sind als der Regularisierungsparameter o > 0. Die Zahl

der in (4.57) auftretenden Summanden ist offensichtlich endlich. Wir haben es

mit einem Spezialfall von Formel (4.11) unter Verwendung der nichtnegativen

Filterfunktion
1 fir o>«

e o) = { 0 fir o<a (4.58)

zu tun. Die Filterfunktion geniigt wegen 0 < f(a,0) < 1, |f(a,0)| < K(a)o

mit K(a) := L und lin%f(oz,a) = 1 den Bedingungen (4.12) — (4.14). Als
a—r

Folgerung von Satz 4.2 ergibt sich:

Folgerung 4.2 Die zur Methode der abgebrochenen Singuldrwertentwick-
lung in Formel ({.57) definierte Operatorfamilie {Rqo}
re Regularisierung fir den Operator A' mit | Ro|lsvix) < L. Sofern eine
Apriori-Parameterwahl o = () die Bedingungen

ist eine linea-

a(d) =0 und % —0 fir 6—0 (4.59)

befriedigt, ist diese Regularisierung auch konvergent.

Der entscheidende Vorteil der Methode der abgebrochenen Singulédrwertentwick-
lung besteht darin, dafl die mittels (4.57) geloste korrekte Ersatzaufgabe zur
inkorrekten linearen Operatorgleichung (3.1) beziiglich aller Lésungskomponen-
ten, die zu singuldren Werten o; > o gehoéren, exakt mit der Ausgangsaufgabe
iibereinstimmt. In diesen wesentlichen Losungsanteilen tritt kein Approxima-
tionsfehler auf. Dafiir werden die iibrigen meist hochfrequenten Losungsantei-
le ganzlich vernachléssigt. Der auch hier wieder auf der Grundlage heuristi-
scher Kriterien zu bestimmende Regularisierungsparameter o legt dabei die
Anzahl der relevanten Losungskomponenten fest. Leider erfordert die Reali-
sierung der Methode der abgebrochenen Singulédrwertentwicklung umfassende
Kenntnisse iiber das singulédre System des Operators A. Aufler den relevanten
singuldren Werten o; werden auch die zugehdrigen Eigenelemente u; und v
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explizit benétigt, um Formel (4.57) auswerten zu kénnen. So treten die theore-
tischen Vorteile der Methode aufgrund des damit verbundenen enormen Rea-
lisierungsaufwandes oft in den Hintergrund, und man entscheidet sich in der
Regel fiir eine aufwandsarmere Regularisierungsmethode.

Besonders giinstig erscheinen unter diesem Gesichtspunkt iterative Methoden,
von denen wir hier speziell die Methode der Landweber-Iteration betrach-
ten wollen. Wir gehen dazu von der Normalgleichung (4.17) aus, die wir unter

Verwendung einer Relaxationskonstante w mit 0 < w < als Fixpunkt-

1
A% x,v)
gleichung @ = (I — wA*A)x + wA*y;s in einer iterierfadhigen Form schreiben
kénnen. Dabei gilt ¢ := || — wA*A||;(x x) < 1. Den zugehédrigen Iterationspro-
zef}

Ty = ([ —wA A)x, + WA ys, 10=0 (4.60)
bezeichnet man als Landweber-Iteration. Durch Induktion erhédlt man fiir die
n-te lterierte die Darstellung

n—1 '
T, = Y (I —wA"A) wA™y; (n=1,2,...). (4.61)
i=0
Wir betrachten zuerst den Fall y5 € R(A) & R(A)L. In diesem Fall ist die
Normalgleichung (4.17) 1ésbar, wobei 20 = Afys mit A*ys = A*Azd = die
normkleinste Losung der Normalgleichung ist. Es gilt dann wegen der Identitét

n—1

S (I —wA A wA™A = [ — (I —wA*A)"
1=0
:L'fnn —z, = ([ —wA"A)" :chnn
und damit
fonn — 2,y < 4" H:IifnnHX — 0 fir n — cc.

In diesem Fall konvergiert die Landweber-Iteration gegen das Element z° =
Alys, welches aber wegen der Unbeschrianktheit des Operators At auch fiir kleine
§ > 0 weit von der tatsichlichen Minimum-Norm-Lésung z,,, = Afy entfernt
sein kann. Noch ungiinstiger sieht es im Fall y5s & R(A)® R(A)* aus. Wir setzen
in diesem Fall wieder die Vollstetigkeit des Operators A mit dim(R(A)) = oo
voraus und schreiben

oo n-l < 1 —(1—wo?)"

ta =3 2 (1 —wof) woy (ys,vi)yu; = 3 2 (s, vj)y

=1 i=0 =1 gy

[oe] v 2 .
Wegen 0 < 1 —wo? < 1 strebt ||z,]|% fiir n — oo gegen die Reihe ) (y(;;;)Y? die
]:1 J

aber gegen oo divergiert, weil fiir ys € R(A) @& R(A)* die Picardsche Bedingung
(3.25) verletzt ist.
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Es hat also fiir inkorrekte Probleme keinen Sinn, eine méglichst grofie Zahl von
Schritten der Landweber-Iteration auszufiihren. Wir konzentieren uns daher auf
eine endliche Zahl N von Iterationsschritten, wobei diese Zahl hier die Rolle des
Regularisierungsparameters spielt. Um den Zusammenhang zum allgemeinen
Regularisierungsschema herzustellen, setzen wir o := ﬁ Mit

= —(l—we)V = —(1—wo? %
g 1= Ryys o=y = )0 2000 (s, vg)puy = D0 ST (s, 0), 0
Jj=1 7=1
(4.62)
erweist sich die N-schrittige Landweber-Iteration als Spezialfall von Formel
(4.11), wobei wir fiir 0 < w < 0
AT x v

1 1
fla,8) =1 —-(1—-wo®)a fir —€lN und 0<o<||A]|axy (4.63)
o

als positive Filterfunktion haben. Diese erfiillt wegen 0 < f(o,0) < 1 und
lin% fla,0) =1 die Bedingungen (4.12) und (4.14). Auch die Bedingung (4.13)
a—r
ist erfiillt, denn es gilt die Ungleichung

l—(1=7)Y < V7N firalle NeéIN und 0<7<1. (4.64)

Mit 7 = wo? ergibt sich aus (4.64) aber

1—1(1—= 2\N 1
(1-wo’) < VwN firalle NeIN und 0<w< .
o

g

So ist mit o = % und K(a) := \/g die Ungleichung |f(e,0)| < K(a)o fiir
0 < o < ||A| xv erfiillt. Wiederum ergibt sich als Folgerung aus Satz 4.2:

Folgerung 4.3 Die zur Methode der Landweber-Iteration in Formel (4.62)
definierte Operatorfamilie { Ry} yoy ist eine lineare Regularisierung fir den

Operator AT mit ||Ryl|lcvxy < VwN. Sofern eine Apriori-Parameterwahl
N = N(¢) die Bedingungen

N(§) = oo und &*N(§)—0 fir §—0 (4.65)

befriedigt, ist diese Regularisierung auch konvergent.

Um eine Konvergenz der regularisierten Losung .y, gegen ., = Aly zu er-
reichen, muf fiir 6 — 0 die Zahl der durchgefiihrten Iterationsschritte zwar ins
Unendliche wachsen. Dies darf im Sinne von §?N(§) — 0 in Abhéngigkeit von
& aber nicht zu schnell geschehen.
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Auch bei der Landweber-Iteration kénnen heuristische Strategien zur Wahl des
Regularisierungsparameters N = é eingesetzt werden. Vorzugsweise verwendet
man ein auf Iterationen zugeschnittenes Diskrepanzprinzip. Man wahlt dazu
Ny;s fiir eine gegebene Konstante 7 > 1 so, dafl

HAdeis - y5HY < T4 < HAdeis_l - y5HY (466)

erfillt wird. Da |[Az, — ys]|? = Jio:l (1 —wg]?)zn (ys,v;)2 — 0 fir n — oo
gilt, ist fiir 70 < ||ys||,, der Regularisierungsparameter Ny;; aus Formel (4.66)
immer eindeutig bestimmt. Die regularisierten Losungen z, der Methode der
Landweber-Iteration werden im Vergleich zur Tichonov-Regularisierung und
zur abgebrochenen Singuldrwertentwicklung mit sehr geringem Aufwand erhal-
ten, da weder Operatorgleichungen zu 16sen noch Eigenelemente zu bestimmen
sind. Der Aufwand reduziert sich im wesentlichen auf die einmalige Auswertung
von A*ys und die Auswertung des Operatorbildes A*A z,, in jedem Landweber-
[terationsschritt. Das Diskrepanzprinzip (4.66) ist ebenfalls sehr kostengiinstig
zu realisieren, da es zusdtzlich nur die Defektberechnung der Iterierten von
(4.60) erfordert.
Eine dritte Alternative zur Tichonov-Regularisierung bildet die Methode der
asymptotischen Regularisierung. Diese geht wieder von der Normalglei-
chung (4.17) aus und stort dieselbe durch Hinzufiigen eines Ableitungsterms,
wobel mit

() + A*Ax(t) = A'ys, z(0)=0 (4.67)
ein Anfangswertproblem zu einer gew6hnlichen Differentialgleichung erster Ord-
nung mit Losungselementen x(t) (¢ > 0) im Hilbertraum X betrachtet wird,
deren Variable ¢ sich als Zeit interpretieren 1aft. Fiir den vollstetigen Operator
A kann man unter Verwendung seines singularen Systems die Lésungen von

(4.67) als Reihe in der Form

o0

w(t) =3

i=1

1 —exp (—to})

{ys,vi)yuj  (120) (4.68)

gj

schreiben. Man erkennt sofort, daf} es keinen Sinn macht, diese Loésungen fiir
grofie Zeiten ¢ zu bestimmen, denn fiir t — oo strebt ||z(¢)||? wieder gegen die

Reihe ioj <y§’%>§. Man wéhlt daher eine Endzeit T, die hier die Rolle des Re-

7=1 UJ2
gularisierungsparameters iibernimmt, und betrachtet mit a := % regularisierte
Losungen
- 2 - 2
2) = Ryys = o(T) := > w (s v)yu; =Y w (Ys:v5)y uj.
J=1 J=1

(4.69)
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Diese Methode ordnet sich ebenfalls in das allgemeine Regularisierungsschema
(4.11) ein. Als Filterfunktion haben wir dabei

0.2

fla,8) = 1 —exp (——) fir >0 und 0<o <||Allsxy- (4.70)
a

Mit 0 < f(e,0) < 1 und lin%f(oz,a) = 1 sind wieder die Bedingungen (4.12)
a—r
und (4.14) erfiillt. Wir nutzen die fiir alle positiven o und o erfiillte Ungleichung

1 —exp (—%) . 1

o T Ve
(s. Aufgabe 4.4) und erhalten damit weiterhin die Bedingung (4.13) in der Form
|fla,0)| < K(a)o mit K(a) := ﬁ Auch hier 1at sich eine entsprechende
Folgerung von Satz 4.2 ableiten:

(4.71)

Folgerung 4.4 Die zur Methode der asymptotischen Regularisierung in
Formel ({.69) definierte Operatorfamilie {Rr}p, ist eine lineare Regula-
risierung fir den Operator AY mil ||Ry|| ey < V1. Sofern eine Apriori-
Parameterwahl T = T(0) die Bedingungen

T()— oo und &°T(8)—0 fir §—0 (4.72)

befriedigt, ist diese Regularisierung auch konvergent.

Die Endzeit T'(§), bis zu der das Anfangswertproblem (4.67) gelost wird, sollte
also wachsen, wenn § > 0 kleiner wird, aber ebenfalls wiederum nicht zu schnell.
Abschlieflend sei der enge Zusammenhang zwischen der asymptotischen Re-
gularisierung und der Landweber-Iteration vermerkt. Betrachtet man ndmlich
t, = nw, x, = x(t,) (n =0,1,2,...) und ersetzt (4.67) ndherungsweise durch
die Differenzenformel

2(lngr) — x(ln)
w
so erhélt man durch Umstellung nach x,41 = @({,41) die Vorschrift (4.60) der

Landweber-Iteration. Die asymptotische Regularisierung ist also offensichtlich
ein stetiges Analogon zur Landweber-Iteration.

+ A"Ax(t,) = ATys, x(tg) =0,

4.1.4 Regularisierung durch endlichdimensionale Approximation

Wir haben bereits zwei Methoden der Behandlung von nach Nashed inkorrekten
linearen Operatorgleichungen (3.1) durch endlichdimensionale Approximation
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kennengelernt. Zum einen beruht die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellte
Methode der abgebrochenen Singuldarwertentwicklung auf einer Einschrankung
moglicher Losungen auf den endlichdimensionalen Raum X,, = span(uy, ..., u,),
wobei dieser Raum aus den Linearkombinationen der Figenelemente u; zu den n
grofiten singuldren Werten o; des Operators A gebildet wird. Die Zahl n ergibt
sich dabei nach Vorgabe des Regularisierungsparameters > 0 in eindeutiger
Weise aus der Bedingung

Oni1 < a < o,. (4.73)

Zum anderen haben wir uns im Abschnitt 3.1.6 fiir injektive und vollstetige
Operatoren A ausgehend von einem vollstandigen Orthonormalsystem {w;} in
X mit der auf n-dimensionale Teilrdume X,, = span(wy, ..., w,) eingeschrankten
Methode der kleinsten Quadrate (3.38) beschéftigt. Die dabei als Losung
des Extremalproblems (3.38) betrachteten Niherungslosungen x5 = Alys fiir
Ty = Aly geniigen der Ungleichung

Hz‘l:){;f2 — ngQY < ||Ax — ngQY fir alle z € X, (4.74)

und wegen der Orthogonalitit des Defektelements Az’ — ys zu allen Linearkom-

binationen der Gestalt Zn: A Aw; auBlerdem den Gleichungen
=1

(Al Az), = (y5;, Az), fiir alle z € X,
bzw. damit gleichwertig
(AzS, Awj), = (ys, Aw;), (J=1,2,....n). (4.75)

Wegen der Injektivitdt von A ist (4.75) und das dazu dquivalente lineare Glei-
chungssystem

MMA=r

(4.76)

mit 2° 1= Zn: Aw, A= (A, AT € R, 1= ((ys, Awr) gy oony (s, Awy) )T E
=1 .

IR™ und der Systemmatrix M := ((Aw;, Aw;), )/=1"" € R"™" eindeutig 1ésbar.

i=1,...,n
Nun steht die Frage, ob es sich bei dieser Modifikation 2} := R,ys; := Alys
der Methode der kleinsten Quadrate um eine Regularisierung fiir den Opera-
tor A! handelt, der in unserem injektiven Fall dem Operator A~! entspricht,
und ob sich die Methode mit dem Regularisierungsparameter n := < in das in
Abschnitt 4.1.1 eingefiihrte allgemeine Regularisierungsschema einordnen 1aft.
Zuniachst einmal spricht dafiir die in Abschnitt 3.1.6 abgeleitete Abschétzung
(3.39), die sich als Spezialfall der Ungleichung (4.6) im allgemeinen Regulari-
sierungsschema erweist. Auflerdem fallt unter unserer Voraussetzung der Voll-

stetigkeit von A fiir {w;} := {u;} diese spezielle Kleinste-Quadrate-Methode
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mit der Methode der abgebrochenen Singularwertentwicklung zusammen
(s. Aufgabe 4.5) und erweist sich somit als eine Regularisierung. Leider ist
dies aber fiir beliebig gewéhlte Systeme {w;} zur Erzeugung der endlichdi-
mensionalen Raume X, nicht generell der Fall, sondern nur, wenn das Ope-
ratorprodukt Al A beziiglich der Norm gleichmiBig beschrénkt ist, d.h. wenn
AT Al sx 0 < K < oo fiir alle n € IN gilt. Wie T.I. Seidman (s. [SEI80]) mit
Hilfe eines Gegenbeispiels zeigte, ist eine solche gleichméfige Beschranktheit
nicht allgemeingiiltig.

Jedoch kann man auch ohne explizite Kenntnis des singularen Systems des Ope-
rators A eine Regularisierung fiir AT durch endlichdimensionale Approximation
erhalten. Wir gehen dazu von allgemeinen Galerkin-Verfahren aus, die auf
die Bestimmung der Elemente 0 € X,, = span(wy, ..., w,) mit

(Ax? @), = (ys, @}y (j=1,2,....n) (4.77)

gerichtet sind, wobei {w;} bzw. {{@0;} Systeme linear unabhéngiger Elemente in
den Raumen X bzw. Y darstellen. Mit w; := Aw; ist die auf n-dimensionale
Teilrdume X,, = span(wy, ..., w,) eingeschrankte Methode der kleinsten Qua-
drate (4.75) ein spezielles solches Galerkin-Verfahren, welches allerdings nicht
notwendigerweise regularisierende Eigenschaften besitzt. Wesentlich giinstiger
sieht es mit der dualen Methode der kleinsten Quadrate aus, bei der
w; = A*w; fir den Zusammenhang der beiden Elementesysteme verwendet
wird. Als Charakterisierungen der dualen Methode findet man wieder ein linea-
res Gleichungssytem (4.76), wobei aber jetzt mit 2° := R,ys := Zn: NAT W, A=

(A1, A,)" € IR™ die Darstellungen r := ((ys, @1)y, -, (Ys, Wy), )" € IR™ fiir
den Vektor der rechten Seite und M := (<A*7I)Z',A*7I)]‘>X)]:Lm§ e R™" fiir die

i=1,...,
reguldre Systemmatrix gelten. Wir erhalten den folgenden Satz, dessen Beweis

man in [ENG97, S. 183] findet:

Satz 4.6 Fulls das Elementesystem {w;} C Y so gewdhlt wird, daf$ fir alle

e >0 und z € R(A) eine Zahl m € IN und reelle Multiplikatoren Ay, ..., A,

existieren mit ||z — f: AWy < e, so ist die iber die duale Methode der
7=1

kleinsten Quadrate definierte Operatorfamilie { R, },en eine lineare Regula-

risierung fir den Operator AY, d.h., es gilt

g&mﬁ:Aw fiir alle y € R(A).
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4.1.5 Probleme in L*(—o0, c0)

In diesem Abschnitt wollen wir nun den Fall betrachten, daf} die lineare Ope-
ratorgleichung (3.1) im Raumpaar X := Y := [*(—oc0,00) wirkt. Das Symbol
L*(—00,00) bezeichne dabei den separablen Hilbertraum der auf ganz IR defi-
nierten quadratisch integrierbaren reellen Funktionen u(?) (—oo < t < oo) mit

der Norm
HUHL2(—<><>,OO) = (4.78)
und dem Skalarprodukt
(U 0) 2y = / w(t) o(t) dt. (4.79)
Unter L%(—o0,00) wollen wir dagegen den mit der Norm
HUHL%(—OO,OO) = (480)
und dem Skalarprodukt
(1, 0) 12 ooy = / u(t) o(1) dt (4.81)

ausgestatteten entsprechenden Raum der quadratisch integrierbaren komple-
xen Funktionen einer reellen Verédnderlichen verstehen, wobei Z die zu z konju-
giert komplexe Zahl bedeutet. Funktionen, die auf ganz IR definiert sind, spie-
len in technischen Modellen eine wichtige Rolle, z.B. bei der mathematischen
Modellierung von elektrischen Signalen, mechanischen Schwingungsamplituden
oder von Temperaturverldufen, deren Zeitvariable ¢ sowohl beliebig weit zurtick-
liegende Zeiten wie auch beliebig in die Zukunft gerichtete Zeiten durchlau-
fen kann. Die in keiner Richtung eingeschrankte Zeit erlaubt die Nutzung der
Fouriertransformation (s. [TTB95, S. 3191f])

o0

(Fu)(w) = \/% / u(t) exp(—iwt) dt (—0 < w < ), (4.82)

um mit Hilfe dieser linearen Abbildung v +— Fu die Probleme aus dem
Zeitbereich, der durch die reelle Variable t charakterisiert wird, in den



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 157

Frequenzbereich der reellen Variablen w zu transformieren. Fiir derart trans-
formierte Funktionen ¢(w) := (Fu)(w) (—o0 < w < 00) stellt

o0

! / o(w) exp(iwt) dw (—oo <t < o0) (4.83)

u(t) = (7:_199) (t) = Jon

die entsprechende Riicktransformation dar. Die Fouriertransformation kann
man dabei als stetiges Analogon der Entwicklung einer Funktion in eine Fou-
rierreihe betrachten. Bezeichnet man mit L'(—oo, 00) den Banachraum der auf
IR absolut integrierbaren reellen Funktionen u(t) (—oo < ¢t < o0) mit der Norm

lollis oy = [ Tult)ldt < ., (4.84)

so ist Fu nach Formel (4.82) fiir alle u € L'(—o00,00) eine beschrinkte und
stetige komplexe Funktion der reellen Variablen w mit lim (Fu)(w) = 0. Dabei

|w]—o0
gelten fiir v € L*(—o00,00) N L'(—00,c0) die Beziehungen Fu € L%(—o00,00)
sowie

[[Full 2

—00,00) — H HL2 —00,00) *

Man kann auflerdem den linearen Operator F der Fouriertransformation auf
der Grundlage von Formel (4.82) auch auf komplexe Funktionen u anwenden
und so auf den ganzen Raum LZ(—o0,00) erweitern (s. [ENG97, S.199ff]), daB
F € L(L%(—00,00), [2(—00,00)) einen sowohl injektiven als auch surjektiven
Operator mit

[Full 12,y = iz fiir alle w € L%(—o0, 00) (4.85)

—00,00)

bildet, wodurch dann der stetige inverse Operator F~! der inversen Fou-
riertransformation ebenfalls auf ganz L%(—o0,c0) definiert ist. Die Fourier-
transformierte einer quadratisch integrierbaren (verallgemeinerten) Ableitung
u' einer Funktion u € L%(—o00,00) geniigt im iibrigen der Formel

(Fu')(w) = iw (Fu)(w) (—o0 <w < o0). (4.86)
Weiter gilt der folgende in der Literatur als Faltungssatz bekannte Hilfssatz,

der zeigt, daf} eine Faltung zweier reeller Funktionen durch Fouriertransforma-
tion in eine Multiplikation komplexer Funktionen tiberfithrt wird.
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Hilfssatz 4.3 FEs seien u € L'(—o00,00) und v € L*(—o0,00). Dann gelten
fiir die Faltung

w(s) = / u(s —t)v(t)dt (—o0 < s < 0) (4.87)
die Bezichungen
w E Lz(—oo,oo) mit HwHL2(_OOVOO) < ]\u’\Ll(_mm) HvHLz(_OOW)

und

(Fw) (w) = NoT (Fu) (w) - (Fo)(w) (—o0 < w < ). (4.88)

Faltungen vom Typ (4.87) traten im Zusammenhang mit Wahrscheinlichkeits-
dichten bereits in Beispiel 2.6 auf.

Beispiel 4.1 Wir betrachten das Problem der Rekonstruktion eines tatséchli-
chen Signals (?) (—oco < t < o0) aus der Aufzeichnung desselben mit Hilfe
eines Mefigerdts. Gemessen wird dann die Funktion y(t) (—oo < ¢ < o0), die
iiber eine lineare Faltungsgleichung

[Az](s) := / k(s — () dt = y(s)  (—oo < s < o0) (4.89)

— 00

mit dem Signal verbunden ist, wobei die Apparatefunktion (t) (—oo < t < o0)
als bekannt vorausgesetzt wird. Das Ziel dieses inversen Problems ist praktisch
die Entzerrung des gemessenen Signals. Héufig ist die Apparatefunktion sym-
metrisch beziiglich ¢ = 0 und ndherungsweise eine Glockenkurve

w(t) = \/21777 exp(—%) (=00 < t < 00).

Je kleiner n > 0 ausfillt, um so ,nadelférmiger® ist die Glockenkurve und um
so weniger verzerrt sind die Mefidaten. Fiir n — 0 strebt die Kernfunktion x
gegen die sogenannte , Deltafunktion®, die in Physik und Technik eine wich-
tige Rolle spielt, im Sinne der Mathematik aber keine Funktion, sondern eine
Distribution ist (s. [GORI94, S. 92]). Mit wachsendem 1 wichst die Verzer-
rung, und es fallen damit die Chancen einer genauen Rekonstruktion des Signals
x aus zusatzlich verrauschten Mefdaten ys mit ||y — ys]| 2 , < 4. Sind die

— 00,00
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Apparatefunktion k und die Signalfunktion = nur auf der positiven Halbachse
von Null verschieden und wird y(s) nur fiir s € [0, 7] gemessen, so nimmt (4.89)
die Gestalt (3.53) einer speziellen linearen Volterraschen Integralgleichung erster
Art an, die wir in Beispiel 3.6 ausfiihrlich behandelt haben. O

Wir betrachten nun (4.89) mit k € L'(—00,00) als lineare Operatorgleichung
(3.1) in den Rdumen X := Y := L*(—o0,c0), deren linearer Operator A we-
gen Hilfssatz 4.3 beschrankt ist mit || A2 Cw o) 12(coowey < 8|22 (Co0n)- Es
1aBt sich zeigen, dal A hier kein vollstetiger Operator ist, obwohl auch kein
abgeschlossener Wertebereich R(A) in L?*(—o0, 00) vorliegt. Wir haben es
daher mit einem linearen inversen Problem zu tun, das nach Nashed inkor-
rekt vom Typ Iist (s. Definition 3.1). Die stabile ndherungsweise Losung von
Gleichung (4.89) erfordert also den Einsatz von Regularisierungsmethoden.
Im Frequenzbereich erscheint die Gleichung (4.89) in der Gestalt

(Fr)(w) - (Fr)(w) = (Fy) (w) (—o0 < w < ). (4.90)

¥~
3

Setzt man voraus, dafi die Fouriertransformierte (Fk)(w) der Kernfunktion
Nullstellen nur fiir solche Zahlen w besitzt, die eine Menge vom Lebesguemaf
Null bilden, so hat diese Gleichung genau dann eine Losung Fx € L%(—o0, 00),
wenn die Bedingung

(Fy) (»)

(Fr) (@)

gilt. Diese Bedingung ist ein Analogon zu der fiir Operatorgleichungen (3.1)
mit vollstetigen Operatoren A giiltigen Picardschen Bedingung (3.25). Die Be-
dingung (4.91) ist gewifl verletzt, wenn (Fy)(w) fiir |w| — oo nicht schneller
fallt als (Fr)(w). Wegen der normerhaltenden Eigenschaft der Fouriertransfor-
mation bestimmt die Abklinggeschwindigkeit der Funktion (Fk)(w) — 0 fiir
|w| = oo in Analogie zur Abklingrate der Singuldrwerte bei vollstetigen Ope-
ratoren den Grad der Inkorrektheit des linearen inversen Problems (4.89). Je

€ L (—o00,00) (4.91)

schneller (Fk)(w) abklingt, um so instabiler reagieren die Losungen auf Stérun-
gen in den Daten. Bei Erfiilllung von (4.91) 148t sich die Losung der Gleichung
(4.89) in der Form

) - lf( L (Fyw)

ﬁm)] (1) (—co<t< o) (4.92)

schreiben.
Kommen wir nun zur Regularisierung der linearen Operatorgleichung (4.89) im
Raum L*(—o00,00). Um die Methode der Tichonov-Regularisierung auf diese
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Gleichung anwenden zu kénnen, nutzt man die Formeln (4.85) und (4.88). Das
Tichonov-Funktional nimmt dann die Gestalt

1
TolFa) = |I(Fw) - (Fo) = = (Fus)lllp iy + 0 1Pl e

an. Unter Verwendung des tiber die Vorschrift
[Ar(Fu)](w) = (Fr)(w) - (Fu)(w) (—o0 < w < ) (4.93)

definierten linearen Multiplikationsoperators A erhilt man

1
To(Fe) = [|Ar(Fe) - E(fya)!\ig(_m,m) +o [ Fally .

und damit als regularisierte Losung im Frequenzbereich

_ 1
Fal = (Ap Ar + ) A —5= (Fus)

Wegen
<A-7:(‘Fu)7fv>L2C(—oo,oo) = /(fﬁ)(w)(fu)(w)(}—v)(w) dw =
[ (Fu)(e) [Fr@)(Fo)w)] de = (Fut, Ax(Fo))iz
ist
(A (Fo)l(w) = (Fr)(w) - (Fo)(w),
(A% Ar) (Fu)lw) = |(Fr)(@)* - (Fu)(w)
und damit

S S s s M Ea D DO
(fxa)(w)—\/% FR)@E + e Li( ,00), (4.94)

woraus sich mit z° = F~1(Fz?) die eindeutig bestimmte und stabil von den
Daten ys abhangige regularisierte Losung von Gleichung (4.89) bestimmen lafit.

Dabei mufl aber bemerkt werden, dafl diese Regularisierung in der Regel eine
komplexe Funktion 2 € L%(—o00,00) liefert. Als reellwertige Néherung der ex-
akten Lésung = von (4.89) kann man jedoch z.B. den Realteil von z°

° verwenden.
Konvergieren die regularisierten Lésungen 28 fiir § — 0 und o — 0 gegen die
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§

exakte Losung von Gleichung (4.89), so konvergieren auch die Realteile von «?

gegen die reellwertige Losungsfunktion x von (4.89).
Das Analogon zur H'-Regularisierung aus Gleichung (4.52) ergibt sich fiir unser
Problem (4.89) durch Minimierung von

1
To(Fe) = [|Ar(Fe)— Nor (Fys) Iz, ooy o (| F2ll7z,

Wegen Formel (4.86) erhalten wir daraus

2
) —I_ fo/HL%(—oo,oo))

— 00,00

1 (FR)w) - (Fys)(w)
V21 [(Fe)(w)|]? + a(l + w?)
Betrachtet man exakte rechte Seiten y = Ax, so werden in beiden Varian-

ten (4.94) und (4.95) in Fz, groBe Frequenzen |w| im Vergleich zu Fa stark
gedampft. Wir haben es hier wieder mit einer Tiefpaffilterung zu tun. Extre-

(fxi)(w) = € L2 (—o0,00). (4.95)

me Dampfung durch Annullieren von Frequenzen oberhalb einer Grenzfrequenz

liefert eine regularisierte Losung 2°, deren Fouriertransformierte in der Form

1 (Fys)w)
(]—":z:i) (w) = { i ol L el <

4.96
0 fir |w| > (4.96)

Q=Q =

gebildet wird. Die Vorgehensweise (4.96) erfolgt in Anlehnung an die Methode
der abgebrochenen Siguldrwertentwicklung mit der Filterfunktion (4.58).
Inverse Probleme im Zusammenhang mit der Warmeleitungsgleichung wur-
den schon in Beispiel 1.1 betrachtet. Weiterhin bildete das zeitlich inverse
Wirmeleitproblem den Gegenstand der Untersuchungen von Beispiel 3.4. Nun
wollen wir schliefilich der Arbeit [TAU97] von U. Tautenhahn folgend auch
dem Seitwartsproblem zur Wéarmeleitungsgleichung (s. [TAU97]) einige
Aufmerksamkeit schenken:

Beispiel 4.2 Wir betrachten einen 6rtlich eindimensionalen Warmeleitvorgang
derart, dafl Temperaturen u(p,t) fiir alle nichtnegativen Werte der Ortsveran-
derlichen p sowie fiir beliebige reelle Werte der Zeitveranderlichen ¢ erklért sind
und der Warmeleitungsgleichung

Qu(p.t) _ 9ulp,t)

T 907 0<p<oo, —c0<t< o) (4.97)

geniigen, wobei die Temperaturen in der Grenze fiir p — oo fiir alle ¢ € R
beschrankt bleiben sollen. Das Seitwéartsproblem besteht nun in der Identifi-
kation des zeitabhangigen Temperaturprofils x(¢) := u(0,t) (—o0 <t < 00) am
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linken Rand p = 0 des betrachteten Ortsbereichs aus Temperaturbeobachtun-
gen y(t) := u(L,1) (—oo < t < 00) an einem weiter rechts liegenden Ortspunkt
mit p = L > 0, wobei die Funktionen = und y beide als Elemente des Raumes
X :=Y := [*(—o0, 00) aufgefalit werden.

Bezeichnet U(p,w) := (Fu(p,))(w) (—o0 < w < o0) die Fouriertransformation
der Temperatur u(p,t) beziiglich der Zeit ¢ bei fixiertem Ort p > 0, so geniigt
diese Funktion der aus (4.97) hervorgehenden Differentialgleichung

*U(p,w)

5,2 (0<p<oo, —00<w<o0) (4.98)
p

1wU(p,w) =

und bleibt fiir alle w € IR auch beim Ubergang p — oo beschrinkt. Daraus
ergibt sich der Zusammenhang

Ulp,w) = exp(—8(w) p) U(0,w) (—o0 < w < o) (4.99)
fiir die Losungen U(p,w) dieser Differentialgleichung, wobei

[l

O(w) = (1+sgn(w)i) B3 mit  sgn(w) = { 1 fiir w=>0

—1 fir w<0 (4.100)

gilt. O

Im Frequenzbereich geschrieben erhédlt man als lineare Operatorgleichung des
Seitwértsproblems aufgrund der Beziehung (4.99)

MA(Fa)](5) = exp(—0(w) L) (Fo)(w) = (Fy)w) (=00 <w < o0).

(4.101)
Der lineare Operator M ist im Raum L2 (—o0,00) wieder ein (nicht vollsteti-
ger) Multiplikationsoperator, der wegen exp (—0(w) L) # 0 injektiv ist, aber mit
exp (—0(w) L) — 0 fiir |w| — oo eine unbeschrinkte Inverse Mz besitzt. Somit
ist die Gleichung (4.101) inkorrekt. Wegen der normerhaltenden Eigenschaft der
Fouriertransformation kann das Seitwéartsproblem selbst als Operatorgleichung
(3.1) mit einem injektiven, nicht vollstetigen und nicht stetig invertierbaren
linearen Operator A € L(L*(—o0,00), L*(—00,00)) geschrieben werden und
ist daher inkorrekt nach Nashed vom Typ I. Da der Grad der Inkor-
rektheit solcher Probleme mit Multiplikationsoperatoren im Prinzip durch die
Abklinggeschwindigkeit der Multiplikatorfunktion bestimmt wird, haben wir es
beim Seitwéartsproblem wegen des sehr schnellen (exponentiellen) Abklingens
von exp (—f(w) L) mit einem stark inkorrekten Problem zu tun, dessen Inkor-
rektheit mit wachsendem L offensichtlich noch zunimmt.
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In vollstandiger Anlehnung an den soeben behandelten Fall der Faltungsglei-
chung im Raum L*(—o00, 00) kénnen wir nun die Tichonov-Regularisierung fiir
das Seitwértsproblem tiber die Beziehung

Fay = (Mz Mz +al)™ M5 (Fys)

realisieren. Wegen

(M3 (Fv)] (w) = exp(—0(w) L) (Fv)(w)
und
[(MEMz(Fu)] (w) = exp(—(0(w) + 0(w)) L) (Fu)(w) = exp (—V2wL)(Fu)(w)

erhalten wir als Fouriertransformierte

exp (0(w) L) - (Fys)(w) € L*(—00,00). (4.102)

L+ aexp(y/2|w| L) ‘

Die Anwendung der inversen Fouriertransformation F~! auf (4.102) liefert ei-

(Fap)(w) =

ne stabil von den Eingangsdaten ys abhingige regularisierte Losung z° des
Seitwartsproblems zur Warmeleitungsgleichung. Diese ist in der Regel wieder
eine komplexwertige Funktion. Die Betrige der Funktionswerte von 2° koénnen
jedoch als sinnvolle Néherung fiir die gesuchten Temperaturen benutzt werden.

4.1.6 Regularisierung bei der Interpretation periodischer Daten

Auch Aufgabenstellungen der Analyse von Zeitreihen sind ihrer Natur nach
inverse Probleme. Wir wollen uns dazu in diesem Abschnitt mit der Interpre-
tation periodischer Daten beschéaftigen (s. auch [HOFM94]). Interpretation be-
deutet dabei die Identifikation signifikanter Schwingungsanteile in diesen Daten
und die Bestimmung charakteristischer Frequenzen, um daraus gegebenenfalls
den weiteren prinzipiellen Verlauf der Zeitreihe in der Zukunft vorhersagen zu
kénnen. Periodische Daten treten als gemessene Signale in vielféltiger Weise in
der Technik auf. Wir finden sie aber auch als Tages-, Wochen- oder Monatsdaten
in allen Zweigen der Wirtschaft, im Finanzwesen und an der Borse.

Als Zeitreihen betrachten wir reelle Funktionen y(t), deren Werte zu den diskre-
ten Zeitpunkten ¢t = 1,2, ..., m beobachtet wurden. Wir kénnen diese Werte im
Vektor y = (gl, Yy -es gm)T zusammenfassen, dessen Dimension m dem Umfang
der Datenstichprobe entspricht. Die Werte y(t) betrachten wir ndherungsweise
als Realisierungen eines stationéren stochastischen Prozesses (s.[LEX91,
S.368 und 415]). Das heifit, die Werte y(#) schwanken fiir alle betrachteten Zei-

ten ¢ mit konstanter Streuung um einen festen Mittelwert, wobei das zuféillige
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Verhalten der Werte y(¢;) und y(Z2) zu unterschiedlichen Zeiten ¢ > t; zuein-
ander im Mittel nur vom Zeitabstand ¢, — ¢; abhéngig sein soll.

Zur Interpretation der Zeitreihe gehen wir von einem Integralgleichungs-
modell

fcos(At) FA)dX + fsin()d) gA)dX +e(t) = y(t) (t>0) (4.103)

aus, welches die Funktion y in Kosinus- und Sinusschwingungen zur variablen
Frequenz A und eine als weifles Rauschen (s. [LEX91, S.478]) betrachtete
zufallige Storfunktion e zerlegt. Wiirde es gelingen, die zugehorigen Amplitu-
denfunktionen f(A) (0 < A < 7) und ¢g(A) (0 < A < 7) mit hinreichender
Genauigkeit aus der Zeitreihe y(1),y(2),...,y(m) zu identifizieren, so kénnte
man die Gleichung (4.103) in der Form

i(t) == / cos(M) F(A) dA + / sin(M)g(\) A (t>m) (4.104)

als Grundlage fiir eine Schatzung §(t) zur Vorhersage von y(t) fiir spatere Zeit-
punkte t > m verwenden.

Man erhélt einen Einblick in die Schwierigkeiten des Problems, wenn man &(t)
vernachldssigt und dabei annimmt, dal fir 7" := m die Funktion y(¢) fir
alle Argumente 0 < ¢ < T verfiigbar sei. Als inverses Problem ergibt sich
dann die Aufgabe der simultanen Bestimmung des Funktionenpaares (f,g) €
L*(0,7) x L*(0,7) bei gegebener Funktion y € Y := L?(0,T'). Dieses lineare

Identifikationsproblem kann man als Fredholmsche Integralgleichung erster Art

/Wk(t,r)x(r) dr = y(t)  (0<t<T) (4.105)

0

schreiben, in welcher die unbekannte Funktion x € X := L*(0,27) mit

_ fn) (0<7<m)
x(7) = { of (4.106)

T — ) (m <71 <2m)

zu bestimmen ist. Fiir die Kernfunktion der Integralgleichung gilt dabei die
Beziehung
cos(t7) 0<7<m)

kt, ) = { sin(t(r—m))  (m<7<2m) ° (4.107)
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Man erkennt leicht, da die Gleichung (4.105) und damit die betrachtete inverse
Aufgabe stark inkorrekt ist, denn mit

/

ist die Kernfunktion k(¢,7) quadratisch integrierbar. Der zu (4.105) gehorige

Kis

(k(t,7))2 dr di = // ((cos(tr))? + (sin(tr))?) dr dt = T < oo

0

lineare Integraloperator wird dann in den betrachteten L?*-Ridumen ein vollste-
tiger Hilbert-Schmidt-Operator. Da die Kernfunktion (4.107) fiir alle betrach-
teten 7 unendlich oft beziiglich ¢ differenzierbar ist, gilt wegen Satz 3.7 und
Folgerung 3.3 die Beziehung v = oo fiir den Grad der Inkorrektheit des Pro-
blems.

Ein Weg zur stabilen Losung der Gleichung (4.105) kénnte in der Anwendung
der Methode der Tichonov-Regularisierung liegen, bei welcher je nach Wahl
des Losungsraumes eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art (4.49) oder
eine Integrodifferentialgleichung (4.52) als Ersatzaufgabe anstelle von (4.105)
eingesetzt wiirde. Ebenso lielen sich Naherungslésungen durch Iterationsver-
fahren gewinnen, wobei die Anzahl der durchzufithrenden Iterationsschritte
z.B. auf der Grundlage des Diskrepanzprinzips gesteuert werden koénnte. Fiir
die effiziente Einbeziehung der vorliegenden periodischen Datenstruktur schei-
nen diese Methoden jedoch nicht besonders geeignet zu sein, da weder eine
durch das Problem angeregte Wahl des Sympathiefunktionals Q(x), noch eine
Vorgabe des Datenfehlerniveaus § zur Realisierung des Diskrepanzprinzips auf
der Hand liegen. Dagegen bietet die Statistik unter Nutzung des Begriffs des
Periodogramms (s. [LEX91, 5.296]) einen zum Problem passenden Weg der
Regularisierung durch Konzentration auf dominante Frequenzen in der
Zeitreihe.

Wir vereinfachen dazu das Modell (4.103) zu

Zk: {aj cos(Ajt) 4+ bjsin(A;t)} +e(t) = y(t) (t=1,2,....,m), (4.108)

i=1

wobei zu einer moglichst klein gewéhlten natiirlichen Zahl & geeignete Frequen-
zen Ay, Ag, ..., A\ € [0,7] aus der Zeitreihe y bestimmt werden. Kennt man Mul-
tiplikatoren «; und b;, die mit den Zeitreihendaten im Sinne von (4.108) eine
gute Ubereinstimmung signalisieren, so ist eine Vorhersage iiber die Vorschrift

g(t) == {a; cos(A;t) + b;sin(A;1)} (t>m) (4.109)

i=1
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sinnvoll. Die dominanten Frequenzen A; (j = 1,2,...,k) gewinnt man dabei
anhand der k gréBten relativen Maxima der Periodogrammfunktion

2
m

Per(X) := Z y —p) exp(—iAj)| , (4.110)

=1

wobei ¢ hier die imagindre Einheit innerhalb der komplexen Zahlen und

= > y],/m den Mittelwert der Zeitreihe verkérpern. Die Anpassung der
J=17

im Parametervektor x = (x4, 2y, ...,2,)" zusammengefafiten n := 2k Parameter
a; (7 =1,2,..,k)und b; (j = 1,2,..., k) erfolgt am besten auf der Grundlage
einer gewichteten Kleinste-Quadrate-Lésung des linearen Gleichungssy-
stems

Az =y
durch Losung des Optimierungsproblems
W (Az—y) |} = min!,  z€R" (4.111)
Dabei bedenten | - ||, die Euklidische Norm,
cos(Ar) .. cos(hg)  sin(Ay) .. sin(Ag)
A | cos) o) sin(2A) o snEA) | e
cos(mA) . cos(mA) sin(mAy) ... sin(mh)

die Systemmatrix und W € R™*™ eine geeignet zu wihlende Gewichtsmatrix.
Fiir den Datenabgleich (4.111) spielt die Gewichtsmatrix W, die meist in
Form einer Diagonalmatrix W := diag(w;, w,, ..., w,,) gewahlt wird, eine wich-
tige Rolle. Damit lassen sich unterschiedliche subjektive Bewertungen ver-
schiedener Etappen der Zeitreihe y(1),y(2),...,y(m) in den Vorhersageprozef
einbringen. Besonders vorteilhaft im Sinne der Vorhersage scheint die Vergabe
eines Gegenwartsbonusses fiir spatere Glieder der Zeitreihe zu sein, wie er sich
zum Beispiel in der Formel

P
wj:(gi%t7) G=1,2..m) (4.112)
mit einer Potenz p > 0 niederschlagt. Je grofer p gewéhlt wird, um so mehr
yvergiBt® man bei der Datenanpassung weiter zuriickliegende Zeitraume.

Den hier dargestellten statistisch motivierten Zugang iiber die Betrachtung der
ausgepragtesten Peaks des Periodogramms interpretiert man in den Ingenieur-
wissenschaften meist als Bestimmung wesentlicher Frequenzen eines aufgezeich-
neten Schwingungsvorgangs mittels Fouriertransformation. Die regularisierende
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Wirkung dieses Verfahrens besteht allerdings gerade darin, daf} die inkorrekte
Integralgleichung (4.105) eben nicht im endlichdimensionalen Raum moglichst
gut nachgebildet wird, sondern in der Wahl einer kleinen Zahl £ von verwende-
ten Frequenzen A; (7 = 1,2,...,k). Bei dieser Aufgabenklasse iibernimmt diese
Zahl k die Rolle des Regularisierungsparameters. Die Funktion y(t) wird
auf diese Weise geglittet, d.h., wie bei der Tichonov-Regularisierung werden
auch hier vielfaltige hochfrequente Anteile in der Losung unterdriickt. Meist
sind die signifikanten Peaks des Periodogramms ndmlich nicht im Bereich hoher
Frequenzen zu finden. Fiir die Vorhersage bedeutet dies, dal man ausgehend
von der beobachteten Zeitreihe das weitere prinzipielle periodische Verhalten
in der Zukunft vorherzusagen versucht, aber die aus dem Periodogramm als
bedeutungslos erkannten Schwingungsanteile dabei génzlich aufler acht 1aft.

Beispiel 4.3 In diesem Beispiel beschaftigen wir uns mit einer Fallstudie aus
dem Gebiet der Okonometrie. Im Mittelpunkt der Betrachtungen steht eine
Zeitreihe, welche die Entwicklung des durchschnittlichen Kapitalzinssatzes in
Deutschland widerspiegelt. Im einzelnen betrachten wir die Zeitreithe der Mo-
natsdaten der Umlaufsrendite festverzinslicher Wertpapiere in der Bundesrepu-
blik Deutschland ab August 1955 bis in die Gegenwart, wie sie in den Berichten
der Deutschen Bundesbank regelméflig veroffentlicht wird.
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Bild 4.3 Die Zinsentwicklung in Deutschland und deren Periodogramm

Aus dem Graphen dieser Zeitreihe (s. Bild 4.3 links) ist der periodische Cha-
rakter dieser Daten auf den ersten Blick erkennbar. Auch scheint die getroffene
Annahme eines stationdren stochastischen Prozesses als Grundlage der Zeitreihe
realistisch. Der Mittelwert der Umlaufsrendite liegt dabei um 7,5 % pro Jahr. In
dieser Studie gehen wir vom Monat Mérz 1992 als Betrachtungszeitpunkt aus
und wollen mit den bis dahin vorliegenden m = 440 Monatsdaten das Schwin-
gungsverhalten der Zeitreihe analysieren und darauf aufbauend verschiedene
Varianten einer Vorhersage bis Dezember 1995 diskutieren. Im rechten Teil von



168 4 Regularisierungsmethoden

Bild 4.3 finden wir das Periodogramm Per(A) der bis Méarz 1992 betrachteten
Zeitreihe.

Wir wihlen fiir den Optimierungsprozefl (4.111) mit k := 4 in der Variante (V1)
neben Ay = 0 zur Beriicksichtigung des konstanten Anteils der Zeitreihe die
drei Peaks des Periodogramms bei Ay = 0,0157, A3 = 0,0597 und Ay = 0,1005,
welche einer Periodenldnge der Schwingung von 33,3 Jahren, 8,77 Jahren und
5,21 Jahren entsprechen. Da die Zeitreihe nur unbedeutend ldanger ist als die
erste betrachtete Periode von 33,3 Jahren, kann es sich bei Ay um einen auswer-
tungstechnisch bedingten Artefakt handeln. Um dessen Einflul zu iiberpriifen,
wird in einer Variante (V2) anstatt des ersten Peaks des Periodogramms als
Ao = 0,1555 der vierte Peak mit einer Periodenlénge von 3,37 Jahren einbe-
zogen. Diese regularisierten Varianten (V1) und (V2) mit sehr kleinem &
ermoglichen einen Vergleich mit einer nahezu unregularisierten Variante
(V3), bei der & = 11 Frequenzen aus dem Bereich A € [0, 7] beriicksichtigt
werden.
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Bild 4.4 Regularisierung der Zinskurve mit Variante (V1) und p =1

In Bild 4.4 findet man die regularisierte Zinskurve nach Variante (V1) mit ei-
nem Exponenten p = 1 in den Gewichten (4.112) im Vergleich zur tatsachlichen
Zeitreihe. Die Unterdriickung hochfrequenter Anteile der Zeitreihe wird dabei
offensichtlich. Dem hinteren Zeitabschnitt zwischen Méarz 1992 und dem Jah-
resbeginn 1996 entnimmt man das Verhalten der Vorhersagekurve, die in den
ersten Monaten noch recht gut mit der Realitat ibereinstimmt.
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Bild 4.5 Regularisierung der Zinskurve mit Variante (V1) und p = 2
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Bild 4.6 Unregularisierte Fortsetzung der Zinskurve nach Variante (V3)

Extreme Oszillationen in Bild 4.5 machen deutlich, daf§ ein zu starker Gegen-
wartsbonus (hier p = 2 als Exponent in den Gewichten) zwar eine sehr gute
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Anpassung an die jlingsten Daten erméglicht, insgesamt aber kein brauchba-
res Ergebnis liefert. Wir haben es dabei mit der falschen Wahl eines wichti-
gen numerischen Parameters bei der Regularisierung zu tun. Fiir die Tichonov-
Regularisierung treten dhnliche Oszillationen bei zu kleinem Regularisierungs-
parameter o und damit zu grofler Konditionszahl der Systemmatrix des ent-
sprechenden linearen Gleichungssystems auf.

Das Bild 4.6 zeigt die Wirkung einer Anpassung der Zeitreihe an eine Vielzahl
von Schwingungskomponenten mit den unterschiedlichsten Frequenzen, wobei
auch hier bei Variante (V3) eine Gewichtsmatrix mit dem Exponenten p = 1
verwendet wurde. Wie man sieht, verhindern die enthaltenen hochfrequenten
Anteile eine ,glatte “Vorhersage. Diese unregularisierte Variante liefert als Vor-
hersage kaum Besseres als die konstante Fortschreibung des letzten Zeitreihen-
wertes in die Zukunft.

Die Vorhersageergebnisse aller drei Varianten mit p = 1 sind im Bild 4.7 ver-
glichen mit dem realen weiteren Zeitreihenverlauf dargestellt. Im betrachteten
zeitlichen Vorhersagefenster erscheinen die Ergebnisse zu den Varianten (V1)
und (V2) gleichermafen als glatte Fortsetzungen der gegebenen Zeitreihenkur-
ve in die Zukunft, die sich nur im Grad der Krimmung unterscheiden und die
beide den tatsdchlichen Verlauf in groben Ziigen widerspiegeln, wahrend die
Variante (V3) keinen Bezug zur Realitat aufweist.

% p.a.

ot

T T T
1993 1994 1995 1996
Jahr

Bild 4.7 Vergleich der Zinsvorhersagen mit der realen Zeitreihe
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Es sei erwéhnt, daf es in den Jahren 1996 bis 1998 vielleicht unter dem Einfluf}
der Globalisierung der Markte bzw. der Vorbereitung der Einfiihrung einer ge-
meinsamen européischen Wahrung zu einem Modellbruch gekommen ist. Dieser
wird durch ein durchgehend niedriges Zinsniveau in Deutschland charakterisiert,
welches tendenziell immer neue Nachkriegstiefs bis unter 4 % pro Jahr ansteuer-
te. Weiterfithrende Rechnungen in diesen Bereich hinein machen insofern wenig
Sinn. Analysen und Vorhersagen in mathematischen Modellen sind eben nur
dann tragféhig, wenn in dem betrachteten Zeit- oder Ortsbereich das zugrunde
gelegte mathematische Modell auch noch giiltig ist. O

4.2 Regularisierung schlechtkonditionierter linearer
Gleichungssysteme

Es gibt zwei verschiedene Wege, die man gehen kann, um mit Hilfe eines Com-
puters stabile naherungsweise Losungen inkorrekter linearer inverser Probleme
vom Typ (3.1) zu erhalten. Der erste Weg beruht auf der Maxime
erst regularisieren, dann diskretisieren und schlieft unmittelbar an die
in Abschnitt 4.1 vorgestellten Regularisierungsmethoden an, die auf regulari-
sierte Losungen im unendlichdimensionalen Hilbertraum fithren. Da Computer
keine Funktionen, sondern nur endlich viele Zahlen verarbeiten kénnen, miissen
die dabei zu 16senden korrekten linearen Ersatzaufgaben der inkorrekten Ope-
ratorgleichung (3.1) diskretisiert werden, d.h., diese Aufgaben werden durch
lineare Gleichungssysteme approximiert. Eine Ubersicht iiber die verschiedenen
Méglichkeiten der Diskretisierung am Beispiel der korrekten linearen Integral-
gleichungen zweiter Art (s. Formel (4.49)) findet man in [ENG97, S. 69ff]. Falls
geniigend grofle Regularisierungsparameter o > 0 verwendet werden, sind die
so entstehenden Gleichungssysteme gutkonditioniert und kénnen mit Stan-
dardsoftware der numerischen linearen Algebra stabil und ohne Schwierigkeiten
gelost werden. Aus den Losungsvektoren dieser linearen Gleichungssysteme, die
auch manchmal als Skelettlésungen der inversen Probleme bezeichnet werden,
kann man dann durch Riicktransformation in den unendlichdimensionalen Hil-
bertraum, z.B. unter Verwendung von Splines oder durch entsprechende Linear-
kombination von gegebenen Ansatzfunktionen, die eigentlichen stabilen Nahe-
rungslosungen von (3.1) erhalten.

Der zweite Weg, mit dessen Besonderheiten wir uns im vorliegenden Abschnitt
befassen wollen, der aber wesentlich ausfithrlicher im Buch [HOF86] des Autors
behandelt wird, nutzt die umgekehrte Vorgehensweise entsprechend dem Prinzip
erst diskretisieren, dann regularisieren. Die lineare Operatorgleichung
(3.1) wird jetzt im ersten Schritt diskretisiert und durch ein lineares Gleichungs-
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system

Az = v, zelR", ye R", Ae R™*" (4.113)

angendhert, welches uns bereits in Beispiel 3.1 begegnet ist, wobei in der Re-
gel m > n vorausgesetzt wird. Wir betrachten unser Problem also im wei-
teren in den endlichdimensionalen Réumen X := IR" und Y := IR™ mit
dem zur Euklidischen Norm || - || gehorigen Skalarprodukt (-,-)s (s. Formel
(3.8)). Bei geniigend guter Diskretisierung schldgt sich die Instabilitdt der im
unendlichdimensionalen Raum formulierten Ausgangsaufgabe (3.1) im endlich-
dimensionalen Problem (4.113) in Form grofler Konditionszahlen nieder,
die fiir n — oo sogar ins Unendliche wachsen. Die numerische Behandlung einer
diskretisierten inversen Aufgabe (4.113) erfordert daher im zweiten Schritt
eine Regularisierung, um Skelettlosungen von (3.1) bekommen zu kénnen, die
stabil von den gegebenen Daten abhéngen. Regularisierung bedeutet dabei die
Ersetzung des schlechtkonditionierten linearen Gleichungssystems (4.113)
durch ein gutkonditioniertes Nachbarproblem. Mehr Informationen zu ent-
sprechenden Diskretisierungstechniken und zur numerischen Realisierung der
hier nur kurz behandelten Regularisierungsmethoden fiir schlechtkonditionierte
lineare Gleichungssysteme findet der interessierte Leser in den Biichern [EHN96,
Kap. 9], [GRO93, S. 91ff] und [KIR96, Kap. 3].
Wir wollen nun die Anwendung einiger spezieller Regularisierungsmethoden auf
die diskretisierte inverse Aufgabe (4.113) n&her betrachten. Dabei gehen wir
von fehlerbehafteten Daten

z=y+¢e (4.114)

mit y € R(A) und der vektoriellen Datenstérung ¢ = (g4, ...,&,)" aus. Fiir diese
Datenstorung werden wir im weiteren (s. auch Abschn. 2.3.1) deterministische
wie stochastische Apriori-Informationen in die Betrachtungen einbeziehen.
Scheut man den betriachtlichen Aufwand zur Berechnung der in Abschnitt 3.1.5
eingefithrten Singulérwertzerlegung (3.29) der Matrix A nicht, so empfiehlt
sich zur Regularisierung von (4.113) die Anwendung der Methode der abge-
brochenen Singulidrwertentwicklung mit dem Regularisierungsparameter
a > 0 (s. Formel (4.57)). Als regularisierte Losung, welche die Minimum-Norm-
Losung

z,,, = Az (5. Formel (3.31)) approximieren soll, erhilt man dabei

z, = R,z := Alg = Z <§7Qj>2 u;. (4.115)
oy T

Die Regularisierungsmatrix

1 1
R, = Al = Udiag(—,...,—,0,...

70)KT (o1 < a< o)
g1 g
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mit
lim Al z = ATz fiir alle z € R™

a—0

und |
1ALl < =
o

ist fiir geniigend groBes a eine gutartige Modifikation der Pseudoinversen Af
(s. Formel (3.30)), denn Stérungen in der rechten Seite von (4.113) multiplizieren
sich dann bei der Berechnung von z, hochstens mit dem Faktor 1/a.

Auch fiir schlechtkonditionierte lineare Gleichungssysteme stellt die Methode
der Tichonov-Regularisierung das am héaufigsten angewandte Stabilisie-
rungsverfahren dar. In vielen Fallen wird sie fiir Regularisierungsparameter
a > 0 als Optimierungsproblem

To(z) = Az — 2]3 + o|[Lz]l; = min],  zeR" (4.116)

mit einer die Sympathiefunktion Q(z) := ||[Lz|] = (L"Lz, ), erzeugenden
Matrix L € IR**™ formuliert. Da wir die zu minimierende Tichonov-Funktion
T,(z) auch in der Form

To(z) = (A"A+ o L'L)z, 2); — 2 (x, A"z) + ||2])3
schreiben konnen, ist fiir eine regulidre Matrix A" A + o L" L mit
(ATA+aL'L)z,z), > Bz} (8>0)

der Hilfssatz 4.2 anwendbar und liefert als eindeutig bestimmte Losung des
Optimierungsproblems (4.116) die regularisierte Losung

2, =R,z := (ATA+aL"L) " A"z (4.117)

unter Verwendung der Regularisierungsmatrix R, = (A"A+ ozLTL)_l A" €

IR™™™ mit dem Stabilitatsfaktor | R, |2 < %. Fiir die Berechnung des Vektors

z, ist dabei nur das lineare Gleichungssystem
(ATA+aL'L)z, = A"z

(4.118)

mit einer positiv definiten symmetrischen Systemmatrix zu l6sen, welches we-
nigstens fiir regulare Matrizen L € IR™" und geniigend grofles a > 0 gut-
konditioniert ist. Dieser Vektor z, € IR" kann auch als Lésung des Kleinste-
Quadrate-Problems

o[ e (5)] o cex
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mit der erweiterten Matrix

\/% I € RHRX" qufgefaBt werden.

Im Falle der Einheitsmatrix L := [ 148t sich in Analogie zu Formel (4.22)
der nach Tichonov regularisierte Losungsvektor in einfacher Weise als endliche

Reihe

r 0_]
= o 4.119
Lo P o7 +a (2,002 ( )
darstellen, wobei die natiirliche Zahl r = rang(A) wieder den Rang der im

allgemeinen rechteckigen Matrix A ausdriickt. Fiir die Regularisierungsmatrix

R,=(A"A+ ozl)_l A" haben wir dann auch hier die Konvergenzbeziehung

lim R,z = ATz fiir alle z € R™.

a—0

Von grofler praktischer Bedeutung sind jedoch auch andere Matrizen L, z.B. sol-
che, die bei einer Diskretisierung des Sympathiefunktionals (2.79) in der Form

Vz) = |Lally := pa | Ly zll3 + p2 | Ly 213 + p1s || Lo |5

mit entsprechenden nichtnegativen Multiplikatoren piq, o und ps und den Ma-
trizen

1 -1 0 0 0
0 1 -1 0 .0
Ll :lemnxn, Lz = ElR(n—l)Xn
0 0 1 -1 0
0 0 1 -1
sowie

1 -2 1 0 0 0

0o 1 -2 1 0 .o

R | 1 -2 1

0 ... ... 0 1 -2 1

entstehen. Um in derartigen Fallen mit Reithendarstellungen fiir z, arbeiten zu
kénnen, mufl man verallgemeinerte Singuldrwertzerlegungen des Matri-
zenpaares (A, L) verwenden (s. [HAN9S, Kap. 2]).

Das schwierigste Problem bei der praktischen Nutzung der Tichonov-Regulari-
sierung (4.116) zur stabilen ndaherungsweisen Losung eines diskretisierten in-
versen Problems (4.113) auf der Grundlage des gegebenen Datenvektors z ist
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die Wahl des Regularisierungsparameters o > 0. Da man meist nur einen
Datenvektor zur Verfiigung hat, tritt die Frage der Konvergenz der regularisier-
ten Losung, z.B. fir L = [ im Sinne von z, — ATQ fir = a(g) — 0 und
llg]lz = 0, in den Hintergrund. Dafiir besteht grofles Interesse an heuristischen
Parameterwahlkriterien, die in einer Vielzahl von praktischen Situationen ihre
Leistungsfahigkeit bewiesen haben. Im folgenden findet der Leser eine kurze
Zusammenstellung der wichtigsten derartigen Kriterien.

Ist als Apriori-Information eine deterministische Fehlerschranke § > 0 mit
llg]lz < 0 ableitbar, so kann das Morozovsche Diskrepanzprinzip (s. Defini-
tion 4.3)

Qs Az, —z|l2 =6 (4.120)

bei der Parameterwahl eingesetzt werden, welches aber zur Uberregularisierung
(Wahl zu grofler a-Werte) neigt. Realistische Schranken § sollten dabei neben
den Beobachtungsfehlern auch Diskretisierungsfehler beim Ubergang von der
Operatorgleichung (3.1) zum linearen Gleichungssystem (4.113) berticksichti-
gen. Manchmal lohnt es sich, in diesem Zusammenhang eine verallgemeinerte
Version des Diskrepanzprinzips (s. [HOF86, S. 95]), etwa im Sinne von

Qs * Az, —z|l2 = &1 + b2 || L, |2 (4.121)

mit geeigneten positiven Konstanten d; und 5 zu verwenden.

Héaufig modelliert man den Fehlervektor ¢ stochastisch als weifles Rauschen
(2.73) mit der komponentenweisen Streuung o > 0. Das Diskrepanzprinzip

erhdlt dann die Gestalt (s. (2.75))
ags: Az, —z[[; = pmo? (4.122)

mit dem Erwartungswert El/g]|3 = m a* des Datenfehlers und einer Konstanten
p > 0, die meist unterhalb von Eins gewéhlt wird. Fiir die Bestimmung des
Regularisierungsparameters ag;s auf der Grundlage einer der Formeln (4.120),
(4.121) oder (4.122) nutzt man wie im unendlichdimensionalen Fall (s. For-
mel (4.29) und nachfolgende Betrachtungen) die Tatsache, daf} || Az, — z]|2 ei-
ne monoton nichtfallende Funktion und ||L z,||2 eine monoton nichtwachsende
Funktion des positiven Regularisierungsparameters « darstellen.

Die folgenden drei Kriterien beruhen auf der Minimierung bzw. Maximierung
positiver Funktionen des Regularisierungsparameters a > 0. Je klarer ausge-
pragte absolute Extrema diese Funktionen haben, um so zuverladssiger lassen
sich diese Kriterien handhaben. Das in Abschnitt 4.1.2 erwéhnte Prinzip der
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Quasioptimalitét liefert mit dem Ableitungskriterium

dz,

ada

= min!, a>0 (4.123)
2

Qo

eine vielfach bewahrte Technik zur Wahl von «. Dieses Kriterium wird ebenso
wie das Quotientenkriterium

|4 (o) - (42, - 2)]

Az, —z|,

2 = max!, a>0 (4.124)

Qg

in dem schon klassisch zu nennenden Buch [TIAR77] von A.N. Tichonov und
V. Arsenin erwahnt. Insbesondere wenn die Folge der Singuldrwerte der Matrix
A grofiere Liicken aufweist, kénnen die in (4.123) und (4.124) zu optimierenden
Zielfunktionen allerdings zahlreiche relative Extrema besitzen, die eine Aus-
wahl von a nach diesen Kriterien erschweren. Keine Schwierigkeiten bereitet
dagegen die Berechnung des fiir die Auswertung der Zielfunktionen erforderli-

df;, der sich fiir jedes o > 0 als Loésung des linearen

chen Ableitungsvektors
Gleichungssystems

d
“ = "L,

ATA+aLlL
(davalll)7y

bestimmen 1aft. Die dabei auftretende Systemmatrix ist die gleiche wie bei der
Berechnung der regularisierten Losung z,, selbst (s. Formel (4.118)).

Aus stochastischer Sicht sehr beliebt ist das von G. Wahba (s. [WAH90]) ent-

wickelte verallgemeinerte Cross-Validation-Kriterium

Az, — z||;

{spur (l —AA"A+aL'L)” AT)} 2

= min!, a>0. (4.125)

a’UC’U .

Zur dabei auftretenden Spur einer quadratischen Matrix M, die durch das Sym-
bol spur(M) zum Ausdruck gebracht wird, sei auf den Hilfssatz 4.4 im zweiten
Teil des Abschnitts verwiesen. Leider ist die in (4.125) iiber alle positiven a zu
minimierende Funktion hdufig sehr flach, so daf§ o, nicht zuverlédssig bestimmt
werden kann. Besonders ungiinstig wirken sich dabei nicht stochastisch model-
lierbare Diskretisierungsfehler aus, die in den Datenvektor z eingehen und im
ungiinstigsten Falle die Benutzung dieses Kriteriums ganzlich unméglich ma-
chen.
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Zum Abschlufl dieser Aufzéhlung wollen wir last but not least noch das
L-Kurven-Kriterium von P. C. Hansen erwahnen, welches sowohl bei der
Tichonov-Regularisierung wie auch bei der abgebrochenen Singulédrwertentwick-
lung in den letzten Jahren grofie Popularitit erlangt hat (s. [HAN9S, S. 83ff und
S. 187ff]). Obwohl sich hier wie bei allen Kriterien, die keine explizite Obergren-
ze fiir die Datenfehlernorm verwenden, keine Konvergenzaussagen fiir ||g]|s — 0
finden lassen, erhdlt man damit in vielen praktischen Situationen akzeptable
Regularisierungsparameter. Wir beschreiben das Kriterium fiir die Tichonov-
Regularisierung (4.117). Die Grundlage bildet ein in logarithmischen Skalen
aufgezeichneter 2D-Plot der durch den Regularisierungsparameter o« > 0 para-
metrisierten Kurve mit den Koordinatenpaaren (||Az, — z||2, ||[Lz,]|2) - Der De-
fekt Az, —z wird dabei von zwei entscheidenden Finfluflgréflen beeinflufit, vom
Datenfehler ¢ und von dem durch die Regularisierungsmatrix erzeugten Appro-
ximationfehler (A R, — 1)y bei fehlerfreier rechter Seite y. Wenn o mit Werten
nahe Null beginnend anwichst, so dndert sich die Defektnorm |Az, — z||2 erst
einmal kaum, denn der von o unabhingige Datenfehler dominiert diese Grofle.
Dahingegen fallt die Norm ||L z,]|2 in diesem Bereich bei wachsendem o relativ
schnell. Erreicht der Regularisierungsparameter aber eine solche Gréfle, dafl die
Déampfungsfaktoren (s. Bild 4.2) zu wirken beginnen, so schldgt das Verhalten
der Fehlereinfliisse relativ schroff um, und der Approximationsfehler dominiert
plotzlich den Datenfehler. Die Defektnorm wachst dann mit o schnell an, wo-
gegen sich ||[Lz,||2 kaum noch &ndert. Das Resultat ist in vielen Féllen eine

L-Kurve (s. Bild 4.8).
log||Lz,][2

o klein

OLecy

a grof

log [[Az, — ||

Bild 4.8 Graph einer typischen L-Kurve
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Die ,Ecke* dieser Kurve, also der Kurvenbereich mit maximaler Krimmung
deutet auf geeignete Regularisierungsparameter oy, hin. Aber wie alle anderen
kann auch dieses Kriterium versagen, die Kurve im 2D-Plot nichts mit einem
L. zu tun haben. Bei der Wahl des Regularisierungsparameters sollten daher
stets mehrere Kriterien kombiniert werden, um sinnvolle Gréflenbereiche fiir o
herauszufiltern.

Im zweiten Teil dieses Abschnitts wollen wir uns nun mit der naherungsweisen
Bestimmung von Losungsvektoren x € IR" der diskretisierten inversen Auf-
gabe (4.113) aus stochastischer Sicht als Schétzproblem in einem linearen
Regressionsmodell

Ax+e =z, z€eR" g,z R™, A€ R™", rang(A) =n (4.126)
beschéftigen. Dabei ist ¢ ein zufélliger Vektor, der die ersten beiden Momente
Ec=0€R” und Cove =C &€ R™"™ (4.127)

mit einer positiv definiten Kovarianzmatrix €' besitzen moége. Fiir die Inver-
se der Kovarianzmatrix setzen wir dabei eine Zerlegung der Gestalt C7' =
WIW (W e R™ ™, W reguldr) an. Da Regressionsmodelle (4.126) in der Sta-
tistik vorzugsweise mit Regressormatrizen A arbeiten, deren Spalten nahezu
orthogonal sind, miissen wir als Besonderheit unserer Situation hervorheben,
daBl bei uns A eine schlechtkonditionierte Matrix ist, deren Spalten nahezu li-
near abhéngig sind.

Wir betrachten affin lineare Transformationen
i(z) =Vz+v, VeR™™ velR" (4.128)

des Datenvektors z und fassen & = Z(z) als affin lineare Schétzung des
gesuchten Vektors x auf. Dabei gelten die in Hilfssatz 4.5 formulierten sto-
chastischen Zusammenhénge, von denen wir in den weiteren Untersuchungen
Gebrauch machen werden. Da die Spur einer quadratischen Matrix dabei eine
wichtige Rolle spielt, stellen wir vorher in Hilfssatz 4.4 noch einige wichtige
Aussagen zu Spuren von Matrizen zusammen.
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Hilfssatz 4.4 Die fir eine quadratische Matric M = (m;;) € RF%F als

k
Summe der Haupldiagonalelemente spur(M) := 3 m;; definierte Spur
7=1
erfillt die Beziehungen
spur(M) = spur(M?"), (4.129)
spur(RA) = spur(AR) (Ae R™™", Re R™™) (4.130)
und )
spur(ATA) = Zaf, (4.131)
7=1

wobei {o;}:_, wieder die Folge der positiven singuliren Werte der Matriz
A € R™*" mit rang(A) = r bezeichnet. Weiterhin gilt fir eine positiv defi-
nite Matriz M € R** und eine Matriz V. € R™* stets spur(VM V") >0
und die Implikation

spur(VMV') =0 = V =0 (Nullmatriz in lRle). (4.132)

Hilfssatz 4.5 Fs seien { und ¢ zwei k-dimensionale zufillige Vektoren
und 1 ewn [-dimensionaler zufilliger Vektor mit En = 0. Weiterhin seien
v € R” ein fester Vektor und V. € R'™™* eine feste Matriz. Dann gelten die
Beziehungen

E({+() = E{+E, (4.133)
E(v,&) = (v, E)s, (4.134)
E(V{ =V(EE und Cov(VE) = V(Covi) VT (4.135)
E |75 = spur(Cov ). (4.136)

Fiir den Schétzfehler der affin linearen Schéatzung (4.128) gilt nun
z)—2z=VAx+Vetv—az=(VA-DNz+tv+Ve

und beim Ubergang zum mittleren quadratischen Fehler E ||2(z) — z||2 =
E{|(VA-Dz+o]2+|Ve2+2(V (VA—I)z+VT0.e)}. Dabei wird
der Erwartungswert iiber alle méglichen zufdlligen Vektoren g gebildet. Auf-
grund der Beziehungen (4.127) und (4.133) — (4.136) erhalt man daraus schlief}-
lich

E|l2(z) - zll; = (LA =Dz +fl; + spur(LC V). (4.137)
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Wir betrachten zuerst nur erwartungstreue affin lineare Schitzungen mit

E &(z) = « fiir alle 2 € IR". Wegen
Eilz)=VAz+v+EVe=VAz+v+VEe=VAz+ov

setzt dies VA = [ und v = 0 voraus. Unter diesen Schiatzungen wollen wir den
mittleren quadratischen Fehler E ||2(z) — z||3 minimieren. Mit rang(A) = n und
reguldrer Kovarianzmatrix C' ist (s. [HOF86, S. 123])

Bypye(2) = Vi z 1= (ATCTTA)TTATC™ 2 (4.138)

unter allen solchen Schitzungen die beste (englisch: best linear unbiased esti-
mate) mit kleinstem Fehlererwartungswert

E

uel2) — 2} = spur ((47C14) 7).

Fir C™' = W'W kénnen wir die Schitzung ;. als Losung des gewichteten
Kleinste-Quadrate-Problems

IW(AZ—2))3 = minl, e R"

finden, das schon in Abschnitt 4.1.6 (s. Formel (4.111)) zur Anwendung kam.
Leider sind diese unregularisierten Kleinste-Quadrate-Losungen und damit die
Schétzungen &, fiir schlechtkonditionierte Matrizen A sehr instabil. Sie liefern
eine groBe Spur der Matrix (A" Q_IA)_l und damit einen groflen mittleren
Schétztehler.

Die Uberwindung dieser Instabilitit durch Regularisierung bedeutet hier, daf
man die erwartungstreuen Schiatzungen verlafit und eine Verzerrung (englisch:
bias) erlaubt. Als gutartige Naherungen von ;. verwendet man in diesem
Sinne vorzugsweise Ridge-Schitzungen

Ey(z) = Vyz = (A"CT'A+ M)TATC g, (4.139)

die auf symmetrischen positiv semidefiniten Matrizen M € IR™™" basieren. Es
ist offensichtlich, daf sich die regularisierte Losung x, (s. Formel (4.117)) der
Tichonov-Regularisierung fiir € = ¢ und M = C%LTL als spezielle Ridge-
Schatzung erweist.

Ridge-Schitzungen spielen mit M := B™' auch eine wichtige Rolle in Bayes-
schen linearen Regressionsmodellen (4.126), in denen die Losung selbst als
Realisierung eines zufélligen Vektors x mit den Momenten

Ez =p€R" und Covz =BeR™ (4.140)
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betrachtet wird. Dabei nehmen wir an, dafl die zufdlligen Vektoren ¢ und z
stochastisch unabhingig sind und gehen von einer positiv definiten Kovari-
anzmatrix B des zufélligen Vektors der potentiellen Losungen z aus. Als Bayes-
sches Risiko bezeichnen wir den mittleren quadratischen Fehler E ||2(z) — z]|2,
bei welchem der Erwartungswert sowohl iiber alle zufdlligen Vektoren ¢ als auch
iiber alle zufélligen Vektoren x gebildet wird. Wegen der stochastischen Un-
abhangigkeit von ¢ und z kann man fiir affin lineare Schatzungen (4.128) das
Bayessche Risiko als Erwartungswert {iber alle Vektoren z angewandt auf For-

mel (4.137) bilden und erhalt

E

(VA1) p+ ol + spur(V.CVT).

Fiir das Bayessche Risiko gilt dann mit den Beziehungen von Hilfssatz 4.5 wegen

E (z — p) = 0 die Gleichung

E

Ez)—zlz = spur (VA-DBVA-D)"+VCV)+[(VA-IL)p+olfs.
(4.141)
Um das Bayessche Risiko (4.141) zu minimieren, wéhlt man v := (L =V A)p
und 16st das Optimierungsproblem
spur(VA-I)B(VA-1)" +V.CV") = minl, VeR™™,  (4.142)
d.h., es ist eine solche Matrix V := V_, zu finden, welche die Spur der Ma-
trix (VA—-IBYA—-1L)"+VCV" am kleinsten werden lafit. Dann ist
Zy(z) = p+ V(2 — Ap) die optimale Bayessche Schatzung, die wir hier als
stochastische Regularisierung bezeichnen wollen.

Satz 4.7 Die stochastische Regularisierung
dy(2) == p+Vy (z—Ap) = p+H(ATCTTA+B™ ) TTATC™ (2—Ap) (4.143)

mit der Matrix
Vo = (ATCT'A+ B H)tATC!

ist die eindeutig bestimmte affin lineare Schétzung (4.128) mit kleinstem
Bayesschen Risiko

E

Eo(2) —zlz = spur ((ATQ‘IAJrB‘I)_I). (4.144)




182 4 Regularisierungsmethoden

Von der Giiltigkeit des Satzes 4.7 wollen wir uns im folgenden iiberzeugen. Wir
machen dazu den Ansatz V =V ,+V, ., mit V,, := (A"C'A+ B ")tA"C™!
und zeigen, daf} genau fiir V..., = 0 (Nullmatrix) die Spur der Matrix

VA-DHBVA-I)'+VCV"

minimal wird. Es ist

spur (VA= B(VA= )" +V.CV") = spur (Vy A= D B(V, A— D))+

spurt (V,  CVE+V, W(ABA" +C) V] ),

X st =L ¥ st

denn es gilt wegen (4.129)
spur ((Krest AB (Kst A - l)T + (Kst A - l) BATKZBSt) +

Spur (Kst Q VT —I_ Krest QKZL‘) = 2 Spur ((Kst A - l) BAT —I_ Kst Q) KZest) = Qv

——rest

da die Matrix

(VuA—DBA"+V,C=—(A"CT'A+ B ) TA"+ (A"C'A+ BTH'A”

verschwindet. Nun ist mit V,, A — [ = —(A"C7'A+ B~ ")7'B™!

spur ((Kst A— D B (Kst A— DT + Vg QK;) =

spur (A" CT' A+ B B"

=
~
a
S
_|_
3
L
_|_

spur ((AT Q—IA + B—l)—IATQ—l

Die betrachtete Gesamtspur wird am kleinsten, wenn V.., den Wert

Spur(zrest (ABAT —I_ Q) VT )

——rest

minimiert. Da A B A" + C jedoch eine positiv definite Matrix darstellt, ist dies
wegen Hilfssatz 4.4 (s. Formel (4.132)) genau dann der Fall, wenn wir V., =0
und somit V. =V, setzen. Folglich gilt der Satz 4.7.

Man iiberlegt sich leicht, dafl z,, auch das Optimierungsproblem

(CNAT—2), AT— 2 + (B NE—p)E—p)s = min!, TR (4145)
16st. Mit C™" = W*W und der Sympathiefunktion

NZ) = (BH@-p)Z—p)p = (E—-p)" B HZ-p)
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kann die stochastische Regularisierung als Losung des regularisierten gewich-
teten Kleinste-Quadrate-Problems

IWA(AZ = 2)[l; + Q(Z) = minl,  ZeR"

geschrieben werden (s. Formel (2.81) in Abschnitt 2.3.1). Es ist dabei sehr be-
merkenswert, daf} sich im Bayesschen Modell die optimale Gewichtsmatrix W
und die optimale Sympathiefunktion 2 aus Momenten der zufilligen Vektoren
2 und g automatisch ergeben. Somit besteht bei der stochastischen Regularisie-
rung keine Notwendigkeit der Wahl von Regularisierungsparametern. Allerdings
miissen der Vektor p sowie die Matrizen B und (' in der Praxis meist empirisch

aus Stichprobendaten geschiitzt werden (s. [HOFS6, S. 140ff]).

4.3 Die Anwendung der Tichonov-Regularisierung
auf nichtlineare Operatorgleichungen

Zum Ende des Buches kehren wir noch einmal zu den schon in Abschnitt 3.2
betrachteten nichtlinearen Identifikationsproblemen

F(z) =y, reDCX, yeyY (4.146)

in den unendlichdimensionalen separablen Hilbertraumen X und Y zuriick. Un-
ser Ziel besteht dieses Mal in der Ubertragung der im Abschnitt 4.1.2 fiir linea-
re inverse Aufgaben eingefithrten Methode der Tichonov-Regularisierung
auf den Fall nichtlinearer inkorrekter Operatorgleichungen. Wir gehen dabei
von einem konvexen Definitionsbereich D C X und einem nichtlinearen Ope-
rator F': D C X — Y aus, der stetig und schwach abgeschlossen sein soll
sowie fiir alle © € D eine Fréchet-Ableitung F'(x) besitzen moge. Zur exak-
ten rechten Seite y € Y existiere wenigstens ein Losungselement xg € D mit
F(xo) = y. Im Sinne von Definition 2.4 suchen wir dann nach x*-Minimum-
Norm-Lésungen z,,, = 2,,,(y) € D der Operatorgleichung (4.146) zu einem
gegebenen Referenzelement «* € X mit F(x,,,) =y und

|Xmn — 2| x = min{||z —2¥||x : F(x) =y, « € D}. (4.147)

Die nach Tichonov regularisierten Losungen 28 € D werden dabei ausgehend
von gestorten Daten ys € Y mit

lys —yllv < 6 (4.148)
als Losungen des regularisierten Kleinste-Quadrate-Problems

T.(z) = |[F(z) = ys||3 + ||z — z*||% = min!, reD (4.149)
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zu einem positiven Regularisierungsparameter o > 0 konstruiert. Wir be-
trachten weiter unten Eigenschaften dieser regularisierten Losungen ° als stabi-
le Naherungslosungen fiir *-Minimum-Norm-Lésungen z,,, des nichtlinearen
inversen Problems und verweisen in diesem Zusammenhang auf die Arbeiten
[EKN89] und [SEVO89], denen die Theorie der Tichonov-Regularisierung fiir
nichtlineare inkorrekte Aufgaben ihr Fundament verdankt.

Um das in unendlichdimensionalen Réumen formulierte nichtlineare Extremal-
problem (4.149) numerisch behandeln zu koénnen, diskretisiert man das Ticho-
nov-Funktional T, (x) in geeigneter Weise und 16st dann die entstehenden gut-
konditionierten nichtlinearen Optimierungsaufgaben im endlichdimensionalen
Raum. Der in Abschnitt 4.2 fiir den linearen Fall aufgezeigte alternative Weg
der Diskretisierung von (4.146) zu einem nichtlinearen Gleichungssystem
(2.85) mit anschliefender Tichonov-Regularisierung ist aber ebenfalls gangbar.
Wir demonstrieren ihn kurz am Beispiel der Selbstfaltungsgleichung (s. Bei-
spiel 2.6)

S

[F(2)](s) := /:1;(5 —Ha(t)dt = y(s) (0<s<1) (4.150)

0

im Hilbertraum X := Y := L?*(0,1). Dazu unterteilen wir das Einheitsintervall
[0,1] in n Teilintervalle I; := [s;_y, s;] mit Randpunkten s; := £ (j =0,1,...,n)

1
und Mittelpunkten ¢; := 2_72 (1 =1,2,...,n). Die Integrale

lassen sich dann mit Hilfe der Rechteckregel unter Verwendung von Funktions-
werten in den Mittelpunkten der Teilintervalle durch die Summen

% ZJ: J}(S]‘ — ti) l’(tz)

—1

o

annahern. Da aber im Raum L*(0,1) Funktionswerte nicht punktweise defi-
niert sind, substituiert man y(s;) wie auch x(¢;) durch gewichtete Durchschnit-

tey, = Jwi(t)y(t)dt bzw. x; := [wq(t) x(t)dt auf der Grundlage geeigneter
= I I;
nichtnegativer Gewichtsfunktionen w; und we mit [w(t)dt = [we(t)dt = 1.

Verwendet man z = (z;,...z,,)" € R", y = (gl, ...gn)T € IR" und

SIH

J
Zzﬁl i Zi, (4.151)
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so laft sich die inkorrekte nichtlineare Integralgleichung (4.150) durch das ent-
sprechende schlechtkonditionierte nichtlineare Gleichungssystem

Flz) =y, ze€DCR" yeR" (4.152)
anndhern, wobei
D:={zecR": 2, >0 (=12,...,n)}

als Definitionsbereich betrachtet werden soll, um negative Lésungen auszuschlie-
Ben. Die auf der Losung des nichtlinearen Optimierungsproblems

To(z) = |E(2) —yslz +allz—27|); = minl,  z€DCR"  (4.153)

beruhende Tichonov-Regularisierung liefert dann fiir einen Referenzvektor z*

und geniigend grofes a > 0 wieder stabile Niherungslosungen z’ von (4.152).

—— Kleinste-Quadrate-Losung ... Exakte Losung

0= T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Bild 4.9 Unregularisierte Losung der Selbstfaltungsgleichung

Aufbauend auf den Vektoren 2%, € IR” findet man in den Bildern 4.9 und 4.10
stiickweise lineare Ndherungslosungen @8 € L%(0,1) von (4.150) im Ergebnis
einer Fallstudie fiir diesen Zugang zur Behandlung der Selbstfaltungsgleichung,
wobei xo(t) =t (0 <t < 1) als exakte Losung, n = 50 als Diskretisierungsdi-
mension und z* = 0 als Referenzvektor angenommen werden. Die dabei verwen-

deten fehlerbehafteten Daten y 5 mit Fehlern im Prozentbereich ”%Ty_”%”z) < 0.01

erzeugte ein Pseudozufallsgenerator. Das Bild 4.9 zeigt den oszillierenden Cha-
rakter der unregularisierten Kleinste-Quadrate-Losung mit o« = 0. Die Fehler
in der Loésung schaukeln sich mit wachsenden Argumenten ¢ zunehmend auf.
Wahlt man andererseits giinstige Regularisierungsparameter nach einem der
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heuristischen Parameterwahlkriterien, z.B. o = 10™* in Bild 4.10, so stimmen
regularisierte Losung und exakte Losung befriedigend iiberein. Meist ist dabei
das Verhalten der regularisierten Losung an den Intervallenden etwas schlechter
als im mittleren Bereich des Definitionsintervalls der gesuchten Funktion.

—— Regul. Lésung (oo = 1074 ... Exakte Lésung

0= T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Bild 4.10 Optimal regularisierte Losung der Selbstfaltungsgleichung

Wir kehren nun zur Tichonov-Regularisierung in unendlichdimensionalen Hil-
bertraumen X und Y zuriick. Im Gegensatz zum unregularisierten Kleinste-
Quadrate-Problem ist das regularisierte Gegenstiick (4.149) fiir positive Werte
« stets l6sbar.

Hilfssatz 4.6 Unter den in diesem Abschnitt formulierten Forderungen an
den Operator F besitzt das reqularisierte Kleinste-Quadrate-Problem (4.149)
fiir alle ys € Y und o > 0 wenigstens ein Losungselement x° € D.

Ist ndmlich {x,} C D eine Folge von Elementen mit T, (x,) < in{) To(x) + 0y,
€

und lim 7, = 0, dann sind {|[F(x,) — ys||*} und {||x,, — 2*[|%} sowie folglich

auch {||F'(«,)||y} und {]|#,||x} beschrankte Folgen. Es gibt dann eine schwach

konvergente Teilfolge x,, — & € D mit F(x,,) — y. Wegen der schwachen
Abgeschlossenheit von F' gilt y = F(z) und damit

7 — "l < liminf Jz.., — "]l

sowie

(@) = ysllv < liminf[|F(n,) = ys|v-
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§

Wegen T,(z) < lilgninfTa(:L'n) = ig{) To(x) ist dann & = a?
—00 xr

Extremalproblems (4.149).

Mit den gleichen technischen Hilfsmitteln zeigt man die Stabilitat der regulari-

sierten Losung 2° beziiglich kleiner Stérungen in den Daten. Wenn ys, — ys,

eine Losung des

in Y gilt, so gibt es in der Folge regularisierter Lésungen {2’} eine in X kon-
vergente Teilfolge, und das Grenzelement jeder solchen konvergenten Teilfolge
ist eine regularisierte Losung x%.

Im néchsten Satz behandeln wir die Konvergenz regularisierter Losungen xi(é)
gegen z*-Minimum-Norm-Loésungen z,,, fir 6 — 0 bei geeigneter Apriori-
Parameterwahl oo = «(9).

Satz 4.8 Wir wihlen Regularisierungsparameter o = o(8) derart, dafl

a(9)

gelten. Dann hat unter den in diesem Abschnitt formulierten Forderungen an
den Operator F' fiir 5, — 0 jede Folge {xi’;} von Lésungen der Frtremalpro-
bleme (4.149) mit 6 := 6., ||lys, —yllvy < 0n und o := a,, = @, (6,,) eine in X
konvergente Teilfolge, deren Grenzelement eine x*-Minimum-Norm-Losung
Ty der Operatorgleichung (4.146) reprdsentiert.

a(d) =0 und

—~0 fir §—0 (4.154)

Fiir den Beweis des Satzes 4.8 betrachten wir eine z*-Minimum-Norm-Losung
T der Operatorgleichung (4.146). Dann gilt fiir die Elemente der Folge {25 }
regularisierter Losungen die Ungleichung

Lo (2l) = 1F(23) = ys,llf + an llat, — 27|15 <

Ton(@mn) = [1F(2mn) = Ysu Iy + an [ €mn — 275 < 65 + o l2mn — 275
aus welcher F(z%») — y und folglich F(a’") — y in Y fiir n — oo folgt.
Ebenso ergibt sich daraus wegen (4.154) lim sup Hl’i’; — 2%|lx < ||lwmn — || x-
Da nun {xi’;} beschrankt ist, haben wir gi—;log schwach konvergente Teilfolge
xiﬁfk — 7 € D fir k — oo. Die schwache Abgeschlossenheit von F' liefert dann
F(z) = y. Wegen xiﬁfk —x* =T — " ist

|7 — 2*||x < limsup ||lz2%
k—oo

— 27 lx <[ — 27

und # somit selbst «*-Minimum-Norm-Losung der Operatorgleichung (4.146).
Damit gilt die Aussage von Satz 4.8.
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Abschlielend wollen wir noch die Frage beantworten, ob auch bei nichtlinea-
ren Problemen Konvergenzraten fiir die Tichonov-Regularisierung erreichbar
sind. Wir erinnern in diesem Zusammenhang an die Satze 4.4 und 4.5 fiir den
linearen Fall, wollen hier aber nur die spezielle Apriori-Parameterwahl a ~ 4
naher betrachten. Wie im linearen kommen Konvergenzraten auch im nichtli-
nearen Fall nicht ohne Quelldarstellungen der Loésung aus. Im Hintergrund
steht wohl die Tatsache, dal man die lokale Korrektheit erzwingen kann, indem
man den Definitionsbereich D einer lokal inkorrekten nichtlinearen inversen Auf-
gabe auf Elemente einschrankt, die Quelldarstellungen befriedigen (s. Satz 3.9).

Satz 4.9 FEs sei x,,, eine x*-Minimum-Norm-Ldosung der nichtlinearen
Operatorgleichung (4.146) mit

| F'(z) = F'(@mn)|lexyy < Llle — Tmnllx fir alle x € D.  (4.155)

Dann gilt unter den in diesem Abschnitt formulierten Forderungen an den
Operator F fir eine Apriori-Parameterwahl o = «(8) ~ & die Fehler-
abschdtzung

|28 — @pn]lx < C VS (4.156)
fiir eine Konstante C' > 0, falls x,,, eine Quelldarstellung der Gestalt
T — T = F'(@p,) w0 (wey) (4.157)

mit
Lwl|y <1 (4.158)
befriedigt.

Die Aussage von Satz 4.9 beruht wieder auf der Ungleichung
To(we) = 1F(xs) = wsll3 + e llat, = @3 < Talwnn) < 8+ allam, — 273,

welche
1F(2)) = yslls + |2l = 2omall3 <
8+ a([wmn— |5+ 120 = Tmallx — 25— 27||%) = 420 (T — 2, Xmn — 20) v

nach sich zieht. Wegen (4.155) erhdlt man

L
1F'(20) = F(2mn) = F'(@mn) (@6 = 2n)|lv < 5 [E
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und damit unter Beriicksichtigung der Quelldarstellung (4.157)
1 () = wsll + e |l = el 3 < 6% 4 20w, F' (@) (2n — 20))y <
8% 420 (w, (y—ys) + (ys — F(25) + (F () = F (@) = F' (@) (€0, = Tn)) )y <
0 +2ad |wlly +2afwlly | F(e) = yslly +a Lifwlly [ = @3-
Dies wiederum liefert die Ungleichung
(IF(8) = yslly = aflwlly)* + o (1= Lllwlly) 23 = 2malli < (84 a[lwlly)?
und schlieBlich wegen (4.158)

§ + olwlly
L= Lifwlly

5, = @mallx <

Daraus erhélt man mit a(d) ~ § bzw. €6 < a(§) < C§ fiir alle betrachteten
>0

08— tall < —— M0 o p
NN

Dies entspricht einer Fehlerabschatzung (4.156). Dabei ist es ausreichend, bei
der Formulierung und beim Beweis von Satz 4.9 nur geniigend kleine 6 > 0
zu betrachten. Fiir die Lipschitz-Bedingung (4.155) reicht es, wenn sie in ei-
ner geniigend grofen Kugel um z,,, gilt. Aus den obigen Uberlegungen wird
auflerdem deutlich, dal es nur eine z*-Minimum-Norm-Lésung z,,, der Ope-
ratorgleichung (4.146) geben kann, welche die Voraussetzungen des Satzes 4.9
erfiillt.

Weitere Detailuntersuchungen zur Tichonov-Regularisierung nichtlinearer in-
korrekter Operatorgleichungen, Aussagen zur Aposteriori-Parameterwahl und
Anwendungsbeispiele findet der interessierte Leser in [EHN96, Kap. 10]. Im Ka-
pitel 11 des gleichen Buches werden auflerdem die wichtigsten heute bekannten
Ergebnisse zur iterativen Behandlung solcher nichtlinearer Probleme vorgestellt.
Insbesondere findet man Aussagen zur Verallgemeinerung der in Abschnitt 4.1.3
vorgestellten Landweber-Iteration auf nichtlineare Probleme.
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Aufgaben

Aufgabe 4.1 Zeigen Sie, daf fiir regularisierte Lésungen zd (s. Formel (4.22))
bei der Tichonov-Regularisierung einer unrestringierten linearen Operatorgleichung
Az = y mit vollstetigem Operator A € £(X,Y) und dim(R(A)) = oo in separablen

Hilbertrdumen X und Y mit ¢ (a) := ||z5]|% die Grenzwertbeziehungen

lim ¢(a) =0 fiir alle ys €Y

a—00
und
lim p(a) = ||ATys|l5 e ys € B(A) & R(A)*
sowie
lim ¢ () =co  fiir ys & R(A) D R(A)*
gelten.

Aufgabe 4.2 Unter den Voraussetzungen N(A*) = {0} und (4.32) sei z,,; € X eine
Losung des restringierten Extremalproblems (4.34). Man weise nach, daB es dann
einen Regularisierungsparameter o > 0 gibt, so da} x.,¢ auch eine nach Tichonov
regularisierte Losung 2% mit T, (2op¢) < To() fiir alle z € X ist.

Aufgabe 4.3 Zeigen Sie, da$ fiir ys ¢ N(A”) die in Formel (4.37) im Zusammen-

hang mit der Tichonov-Regularisierung einer linearen Operatorgleichung Ax =y bei

vollstetigem Operator A € £(X,Y) und dim(R(A)) = oo in separablen Hilbertraum-

en X und Y eingefiihrte Funktion $(3) := ||z} — ys||Z. — &2 fiir alle 5 > 0 stets
B

monoton fallend und streng konvex ist.

Aufgabe 4.4 Man zeige die Giiltigkeit der Ungleichung (4.71) aus Abschnitt 4.1.3
fiir alle positiven reellen Zahlen « und o.

Aufgabe 4.5 Man iiberzeuge sich von der Tatsache, dafl die auf n-dimensionale
Teilrdume X, = span(uy,...,u,) eingeschrinkte Methode der kleinsten Quadrate
(4.74) fiir einen vollstetigen Operator A mit dem singuldren System {o;;u;;v;} auf

die Formel .

§ (ys: v)
T =D T
; J

J=1

fithrt, die damit unter der Bedingung (4.73) mit der Darstellungsformel (4.57) der
Methode der abgebrochenen Singuldrwertentwicklung {ibereinstimmt.



Losungen der Aufgaben

Zu den meisten Aufgaben werden vollstindige Losungen angegeben. Bei einigen we-
nigen Aufgaben wird der Lésungsweg nur kurz skizziert oder es werden Fragen for-
muliert, die noch einer Beantwortung bediirfen.

2.1 Der Operator A : C[0,T] — L?(0,T) ist injektiv, d.h. die Hadamardsche Eindeu-
tigkeitsbedingung (s. Definition 2.3) ist erfiillt, denn wir erhalten z(¢) =0 (0 <t < T)

durch zweimaliges Differenzieren der Gleichung [(s—t) z(t)dt =0 (0 < s <7T') nach
0

der Variablen s. Als Spezialfall des Integraloperators (2.44) mita=¢=0,b=d="T
und einer die Bedingung (2.43) erfiillenden Kernfunktion k(s,t) = s—tfiir0 <t <s <
T sowie k(s,t) =0 fiir 0 < s < t < T besitzt A wegen Hilfssatz 2.3 keinen abgeschlos-
senen Wertebereich. Es gilt also R(A) # R(A), und die betrachtete Operatorgleichung
ist inkorrekt. Nach Folgerung 2.2 ist dann neben der Stabilitdtsbedingung auch die

Existenzbedingung verletzt.

2.2 Wir betrachten den Ansatz u(k,t) = K (k) T(t), welcher fiir die Differentialglei-
chung (2.61) auf eine Beziehung

() K'(k)

Twem ~ Kw ~ <0

fiihrt. Dies liefert
K (k) = ¢18in Ak + ¢3 cos Ak.

Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung (2.62) und der homogenen Randbe-
dingungen (2.63) erhilt man zusitzlich die Beziehungen A = 7 sowie ¢; T'(0) = 1 und
co = 0. Aus

(InT@)) = —7*2(t)

¢
ergibt sich schlieBlich T'(¢) = T'(0) exp (—772 Jx(n) dn) und damit die Darstellung
0

u(k,t) = sin 7K exp (—772/36(77) dn)

entsprechend der Formel (2.64).

2.3 Wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erkennt man sofort die Stetigkeit
der Funktion

S

fio) = [eydr ©<s<T)

0
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fiir alle € L%(0,T). Dann ist wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion auch
[F'(2)](s) (0 < s < T) nach Formel (2.66) eine stetige Funktion. Mit den Unglei-

chungen |[a(t)dt] < \/TH$HL2(OVT) < /T K erhilt man auferdem die expliziten

C—uw

Schranken
0 < coexp(—ey VT K) < [F(2)](s) < co exp(s VI K) < oo (0<s<T)
der Bildfunktion.

2.4 Anstelle der in Bsp. 2.6 fiir den lokalen Inkorrektheitsbeweis zum Selbstfal-
tungsoperator ' : D C L*(0,1) — L?(0,1) angegeben Folge {x,} kénnen wir im
Falle des in dieser Aufgabe definierten erweiterten Operators F : L%(0,1) — L%(0,2)
fiir alle Punkte z9 € D die fiir positive natiirliche Zahlen n definierte Folge x,, =
2o+ pn € BP (2¢) mit der Funktion p,(t) = r \/g tn=3 (0 <t <1) verwenden. Die
Funktionen p, € L?(0,1) mit ||p,|,2, = 7 besitzen bei t = 0 eine Polstelle, deren
Stdrke mit n zunimmt. Fiir die zugehorige Bildfolge F'(z,,) gilt nun aber auch hier
|1F'(2n) — F(x0)|l,2(05 — 0 fiir n — oo, woraus sich die lokale Inkorrektheit ergibt.
Diese Konvergenz der Bildfolge beruht auf der Tatsache, daf} es eine Konstante C' > 0
gibt mit
Cr? .

HF(Z)N)HL2(0,2) < \/§HF(pn)Hc[o,2] < T —0 fir n—= o0

sowie auf der schwachen Konvergenz p, — 0 in L*(0, 1).

2.5 Wir zeigen, daf in beiden Rdumen nicht jede unendliche Teilmenge von D eine
konvergente Folge enthilt. Dazu geniigt es zum Beispiel, die Funktionenfolge

z,,(t) = cos(nnt) (0<t<l; n=1,2,..)

aus D zu betrachten. Wegen

1 1
1
/Cos(nﬂ't) cos(mnmt)dt = 0 fir m#n und /(Cos(nﬂ't))th =3
0 0
gilt |2, — ¥l 20, = 1 fiir alle Paare voneinander verschiedener natiirlicher Zah-

len n und m. Daher kann diese Funktionenfolge {x,} keine Cauchyfolge und damit
auch keine konvergente Folge in L?(0,1) sein. Aus der Beziehung ||z, — @] ,2(,) <

V2|2, — T |epo folgt eben diese Eigenschaft auch fiir den Raum 70, 1].

3.1 Wegen Y = R(A) & R(A)L kann man y ¢ R(A) & R(A)L in eindeutiger Weise
in Yy = Yo + Yore mit yo € R(A) und y,,y € R(A)L = N(A*) zerlegen. Offensichtlich
muf dann yo ¢ R(A) gelten. Nun erhalten wir mit

J () = || Az = y|I5 = | Az = yoll 5 + llyorelS
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die Beziehung 12& J(@) = ||yort]]2 > 0, da yo in der Abschliefung von R(A) liegt und
es daher eine unendliche Folge {z,} C X mit 1i_>m |Az,, — yoll, = 0 gibt. Jedoch

kann es wegen yo ¢ R(A) kein Element z,,, € X mit ||Azm, — ylly, = Yortlly
bzw. damit gleichwertig || Az, — yo||, = 0 geben. Es existieren fiir solche Elemente
y ¢ R(A) @ R(A)L somit keine Minimum-Norm-Losungen. Bildelemente Afy der
Moore-Penrose-Inversen A' sind zu diesen y nicht sinnvoll erklirbar.

3.2 Mit rang(A) = m reprisentiert die Matrix A € R"™*" einen surjektiven linearen
Operator A : R" — R™, der die Beziehung R(A) = R™ erfiillt. Es gilt dann wegen
R(A) & N(A") = R™ auch N(4") = N(AA") = {0}, und die zusammengesetzte
Matrix A A" ist regulidr. Fiir alle y € R™ gibt es dann einen Vektor & € R™ mit
AZ =y. Auf der Basis von R(AT)@_N(A) = R" existiert eine Zerlegung z = A"+,
mit y € R™, 29 € N(A),y = A% = AA" j sowie schliefilich j = (AAT)_I y. Wegen
(A" 3 2y)2 = 0 gilt nach dem Satz des Pythagoras B B

12]15 = IA" (AA") " ylI3 + laoll3.
Die Minimum-Norm-L&sung erhilt somit die Form
2y = AT(AAT) Ty,
wobei At = AT (AAT)_I hier die Pseudoinverse der Matrix A darstellt.

3.3 Mit Hilfe von Eigenschaften der Fouriertransformation beweist man die Fin-
deutigkeit der L&sung einer solchen Gleichung fiir den Fall, dafi Y als Hilbertraum
L%(—00,00) (s. Abschn. 4.1.5) der auf ganz R quadratisch integrierbaren Funktionen
gewdhlt wird, man also y(s) fiir —oo < s < 0o beobachten kann. Dies wiirde bedeuten,
dafi das Flugzeug Gravitationsmessungen auf der gesamten Geraden ausfiihrt, wel-
che die betrachtete Strecke enthilt. In der eingeschrédnkten Form (3.15) ergibt sich
daraus die Eindeutigkeit von Losungen der Integralgleichung, wenn die Kenntnis der
Funktionswerte y(s) im Intervall s € [0, L] ausreicht, um alle Werte y(s) (s € R) zu
bestimmen. Man iiberlege sich, ob eine solche Fortsetzung der Funktion y gelingt!

3.4 Als Folgerung von Hilfssatz 3.2 ist ein beschrénkter linearer Operator A vollste-
tig, wenn aus der schwachen Konvergenz z,, — 0 einer Folge gegen das Nullelement
stets die entsprechende starke Konvergenz Az, — 0 der Bildfolge resultiert. Falls
B vollstetig ist, folgt also aus x,, — 0 die starke Konvergenz Bz, — 0 und dar-
aus wegen ||Az,||, < C||Bz,||, wiederum Az, — 0. Seien nun {o,} und {7,} die
Singuldrwertfolgen der vollstetigen Operatoren A und B. Dann gilt

[Az]y | Bz||,

[ [

<C’

fiir alle z € X.

[ [

Da diese Ungleichungsrelation bei Minimierung und Maximierung iiber gewisse Men-
gen von Elementen z unverdndert bleibt, erhalten wir die fiir alle n € IN giiltige
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Abschitzung
A B
0, = max  min 1Azl < ' max min 1Bzl =Co,
XnCX zeX,\{0} ||| XnCX weXn\{0} |lz]«
und folglich
1 C
— < —.
on on

und damit

woraus diese Eigenschaft auch fiir die Operatorgleichung Bz = z folgt.

3.5 Die Kernfunktion der Faltungsgleichung 148t sich in der Form

B 0 (r=0)
K(r) = { exp (—%) 0<7<1)

schreiben. Diese Funktion ist im abgeschlossenen Intervall [0, 1] unendlich oft differen-
zierbar, und der Funktionswert sowie simtliche Ableitungen verschwinden an der Stel-
le 7 =0, d.h. es gilt K € C[0,1] und £(0) = '(0) = ”(0) = ... = sV (0) = ... = 0.
Wegen Satz 3.6 hat die Faltungsgleichung daher den Inkorrektheitsgrad oo.

3.6 Es ldBt sich vermuten, daf der in Formel (2.67) definierte Selbstfaltungsoperator
F : L?(0,1) — L?*(0,1) mit Ausnahme von x¢ # O fiir kein zo € L%*(0,1) eine
n-Bedingung (3.78) befriedigt. Die Vermutung besagt, dafl mit » > 0, >0, 29 # 0
und h :=a — xg eine Ungleichung

1

/ (/Sh(s —t) h(t) dt)2 ds < n? /1 (/Sh(s — 1) (2wo(t) + (1)) dt)2 ds

0

niemals fiir alle Funktionen h € L?(0,1) erfiillt sein kann, die der Normbedingung
|P]l 204y < 7 geniigen. Obwohl eine derartige Fragestellung 1994 in [GOHO94] als
offenes Problem formuliert wurde, scheint ein strenger Beweis fiir die Giiltigkeit dieser
Vermutung bisher nicht ausgefiihrt worden zu sein.

4.1 Wegen al|ed|2 < T, (e2) < T (0) = [lusll2 gt w(a) = o212 < 0% 0 fi
o — O0.

Fiir ys € R(A)@® R(A)* liefern die aus (4.22) und (3.27) folgenden Reihenbeziehungen

00 0.2 ool

5112 J t,,.112
T _57 5 g —(Ys, v _A5 < 0
H ozHX ]1(]2 ) y7] ]1]2y7] H y”
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nach dem Weierstrafischen Majorantenkriterium fiir Reihen die Berechtigung zur Ver-
tauschung von Summation und Grenzwertbildung fiir o« — 0. Dann gilt

o] 0.2

fim () = 3 limy s, 1) = ATl
71=1 J

Die dritte Grenzwertbeziehung der Aufgabe zeigt man indirekt. Gébe es im Fall y5 ¢
R(A) @& R(A)* eine Folge von Regularisierungsparametern a;, — 0 mit ||z, [|2 <
C < o0, so existierte eine schwach konvergente Teilfolge regularisierter Losungen
Ta,, — T € X. Nach Hilfssatz 3.2 gilt wegen der Vollstetigkeit von A dann die starke
Konvergenz Awank — Az € Y. Aus A*Axank + oy Ta,, = A*ys folgt fiir £ — oo
A*Az = A*ys. Dies ist aber ein Widerspruch, da die Normalgleichung (4.17) fiir
ys € R(A) @ R(A)L keine Lésung besitzen kann.

4.2 Unter den gegebenen Voraussetzungen existiert ein eindeutig bestimmter Re-
gularisierungsparameter og;s > 0, so dafi die regularisierte Lésung z,,, dem Dis-
krepanzprinzip mit |[Az,, . — ys5||, = 0 geniigt. Dann muB ||z,p¢]|x < ||2ay.||x und
damit

T (@opt) = [[Aopt — Y5115 + aisl|@optl |5 < 6% + caisl| 2o, %
= HAxadis - 95"3 + adis,‘xadis"i = Tadis(xadis) < Tadis(x) fir alle z € X

gelten. Da die regularisierte Losung z,,, eindeutig bestimmt ist, haben wir aber
offenbar z,,; = 24,

4.3 Unter Ausnutzung der Singuldrwertzerlegung des vollstetigen Operators A erhélt
man die absolut konvergente Reihendarstellung

die man gliedweise zweimal nach g differenzieren darf. Wegen ys ¢ N (A*) ist wenig-
stens einer der Summanden von Null verschieden. Daraus ergibt sich mit

At . - _2(7]2 \2 0
&'(B) = ]Z:; W (ys, vj)y <

ein streng monotones Fallen der Funktion ¢(3) und mit

N _ - 60; A2 0
¢"(B) = ]Z:; m (s, vj)5 >

die strenge Konvexitidt der Funktion ¢(53).
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4.4 Wir setzen f§ := % > 0 und zeigen die Giiltigkeit der zu (4.71) dquivalenten
Ungleichung

e1(8) :==1—exp(—p?) <

fiir alle positiven reellen Zahlen 3. Wegen ¢4(0) =
Differenzierbarkeit der Funktionen ¢ und ¢ fiir 3
<

0 < 1 (B) =2Bexp(—5?)

(5

)=
(0) = 0 und der Stetigkeit sowie
> 0 geniigt es zu zeigen, dafl

y(8) =1

¥2
¥2

fiir alle positiven Zahlen § gilt. Nun nimmt ¢} (5) mit lim c,o’l(ﬁ) = ﬁlim P(B)=0
—+00

sein Maximum in einem Punkt Bo > 0 mit ¢ (Bo) = 2exp( B2) — 432 exp(—32) =0
an. Daraus ergibt sich §y = E und ¢} (6) = V2exp(—1) = 0.857... < 1, womit die
Giiltigkeit der Ungleichung (4.71) gezeigt ist.

4.5 Mit x = > A;u; erhidlt man fiir das Defektnormquadrat

=1
2

n

|Az — ys]|2 = U — Z (Ys, i)y Z Ao — (ys,v), ) + Z (ys,v;)?

7=1 v 7=1 n+1

Dieses wird minimal genau dann, wenn \; = %& (7 =1,2,...,n) gilt, woraus die
J

Darstellung

_ Zn: <y5vvj>y u;
j:l O-j

folgt.
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