






4...



VorwortEs ist ein nat�urlicher Wunsch des Menschen und vielfach auch eine Notwendig-keit, inverse Probleme zu l�osen, d.h. nach Ursachen von Zust�anden, Entwick-lungen und Ph�anomenen zu forschen, die man in der Natur, in Wirtschaft undGesellschaft oder im t�aglichen Leben beobachten kann. Gelingt es, aus den erleb-ten Wirkungen die daf�ur entscheidenden Ursachen zu identi�zieren, so bestehengute Aussichten, da� bisher unbekannte Zusammenh�ange erkannt, notwendigeEntscheidungen getro�en und zuk�unftige Entwicklungen vorhergesagt werdenk�onnen.Mit dem vorliegenden Buch wird einem m�oglichst gro�en Interessentenkreis dieGelegenheit geboten, die Formulierung inverser Aufgaben mit mathematischenMitteln an �uberschaubaren Beispielen kennenzulernen. Dar�uber hinaus zeigtdas Buch dem Leser, welche Werkzeuge die Mathematik bereith�alt, um inverseProbleme mathematisch einheitlich zu beschreiben, zu klassi�zieren und zu ana-lysieren sowie n�aherungsweise stabil zu l�osen. Demmit mathematischen Grund-kenntnissen ausgestatteten Leser wird es wenig M�uhe bereiten, die kleine Zahlvon vorgestellten Bausteinen der Funktionalanalysis kennenzulernen, die n�otigsind, um inverse Probleme e�zient beschreiben zu k�onnen. Insofern wendet sichdas Buch gleicherma�en an Studierende mathematisch-naturwissenschaftlicher,technischer und wirtschaftswissenschaftlicher Fachrichtungen als auch an Ab-solventen, Naturwissenschaftler und Ingenieure, Forscher und Manager, die inihremAufgabenkreis auf inverse Probleme sto�en und diese mathematisch hand-haben wollen.Bei der mathematischen Modellierung von Prozessen in Natur, Wirtschaft undTechnik mit Hilfe von algebraischen Gleichungen, linearen oder nichtlinearenGleichungssystemen, Integral- und Di�erentialgleichungen bestehen inverse Pro-bleme vielfach darin, skalare bzw. vektorielle Parameter oder Parameterfunk-tionen in den Modellgleichungen, aber auch in Anfangszust�anden oder Rand-bedingungen zu bestimmen, die man nicht direkt messen kann, deren Wirkunguns aber bei der Beobachtung von Proze�zust�anden entgegentritt. Ursachenfor-schung besteht dann in der Identi�kation von Parametern auf der Grundlage derInterpretation indirekter Messungen, wobei aus den beobachteten Wirkungenein H�ochstma� an Information �uber die zu bestimmenden Ursachen gewonnenwerden soll. Zu den inversen Problemen z�ahlen auch alle Diagnoseaufgaben, diein der Medizin sowie in der Technik auftreten und das Ziel haben, aus Me�-daten die entscheidenden biophysikalischen Zust�ande im menschlichen K�orperoder wichtige technische Parameter von Ger�aten und Bauteilen rekonstruieren



6 Vorwortzu k�onnen. An einigen Stellen werden wir zus�atzlich solche inversen Problemein die Betrachtungen einbeziehen, bei denen die gesuchten Parameter optimalso gesteuert werden sollen, da� sie gew�unschte Wirkungen hervorbringen.In allen geschilderten Anwendungssituationen erweisen sich die betrachteteninversen Probleme in der Regel als inkorrekt, d.h., ihre L�osungen, wenn solchedenn existieren, sind nicht immer eindeutig bestimmt und h�angen vor allen Din-gen nicht stabil von den gegebenen Eingangsdaten ab. Der Untersuchung diesessehr nachteiligen Ph�anomens der Inkorrektheit inverser Probleme und seiner�Uberwindung durch Nutzung von Regularisierungsmethoden ist ein Gro�teildes Buches gewidmet. Regularisierung bedeutet ganz allgemein den Einsatzvon objektiven oder subjektiven Zusatzinformationen �uber die gesuchten Para-meter sowie �uber den Vorgang der Datengewinnung bei der Konstruktion vonN�aherungsl�osungen. Dabei spielen die Kenntnisse und Erfahrungen von Spezia-listen unterschiedlichster Fachrichtungen, welche die Mathematik zur L�osungihrer Probleme einsetzen wollen, eine entscheidende Rolle bei der Formulierungsolcher Zusatzinformationen. In diesem Sinne wird eine praktisch erfolgreicheL�osung inverser Probleme meist durch interdisziplin�are Zusammenarbeit er-reicht. Diese setzt jedoch bei allen Beteiligten Grundkenntnisse der Mathematikinverser Probleme voraus. Das Studium des vorliegenden Buches kann zu derenErwerb gewi� einiges beitragen.Ich danke Herrn Prof. Dr. Christian Gro�mann (Dresden) sehr f�ur die wertvollenHinweise bei der Vollendung des Buches. Mein besonderer Dank gilt auch HerrnDiplom-Mathematiker Gunter Fleischer (Chemnitz) f�ur die mit gro�er Sorgfaltvorgenommene Pr�ufung und Korrektur des Manuskripts in allen Phasen seinerEntstehung sowie die interessanten inhaltlichen Anregungen und die Beratungin Softwarefragen. Auch spreche ich dem Verlag B. G. Teubner, insbesondereHerrn J. Wei�, meinen Dank f�ur die verst�andnisvolle und gute Zusammenarbeitaus.Chemnitz, im Januar 1999 Bernd Hofmann
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1 Direkte und inverse ProblemeIn der zweiten H�alfte des 20. Jahrhunderts wuchs mit der schnellen Entwicklungverschiedenster Zweige der modernen Mathematik, aber auch mit der explo-sionsartigen Entwicklung der Rechentechnik und mit der breiten Verf�ugbarkeitimmer schneller werdender Computer das Interesse an der Simulation realerProzesse in Natur und Technik auf der Grundlage mathematischer Modelle.Komplexe Prozesse, die sich in Raum und Zeit vollziehen, lassen sich heute inihren fundamentalen Zusammenh�angen mathematisch umfassend modellieren.Solche Modelle m�ussen dann aus der Sicht der Mathematik detailliert analysiertwerden, um grundlegende Eigenschaften und Verhaltensweisen der den Model-len zugrundeliegenden Komponenten charakterisieren zu k�onnen. Dies erst bil-det die Grundlage f�ur ein mathematisch fundiertes numerisches Nachvollziehenbzw. Vorwegnehmen der Proze�entwicklung auf leistungsf�ahigen Computern,eine Arbeitsrichtung, die heute unter dem Begri� Scienti�c Computing zusam-mengefa�t wird. So gelingt die Simulation von Luftstr�omungen in der Erdat-mosph�are. Die Ausbreitung von eingeleiteten Schadsto�en in ein Gew�asser oderdie Aufheizung des W�armeschutzschildes eines Weltraumshuttles bei der Lan-dung k�onnen modelliert und bei Vorhandensein geeigneter Daten in ihrer �ort-lichen und zeitlichen Entwicklung berechnet werden. Solche mathematischenModelle erm�oglichen auch das zeitlich verk�urzte Durchspielen l�anger dauern-der Vorg�ange und damit verbunden die Vorhersage von Werten physikalischerGr�o�en wie Temperatur, Luftfeuchtigkeit oder Druck. Diese Gr�o�en spielen beider heutigen Wettervorhersage eine wichtige Rolle. Dar�uber hinaus bietet einsolches mathematisches Modellexperiment oft die einzige Gelegenheit, quanti-tative Aussagen �uber technische Gr�o�en zu bekommen, die wegen gro�er Hitzeoder einer aggressiven Umgebung mit �ublichen Me�vorg�angen nicht bescha�twerden k�onnen. Hinzu tritt noch der positive wirtschaftliche E�ekt des Nach-vollziehens oder des Vorwegnehmens von Vorg�angen mittels mathematischerModelle im Vergleich zur traditionellen technisch-experimentellen Arbeitsweise.Auch wenn die Aufstellung und Analyse der Modelle Zeit und Geld kosten undder Computer als letztes Element in der langen Kette des Modellierungs- undL�osungsprozesses betr�achtliche Ressourcen wie Rechenzeit und Speicherplatzben�otigt, so sind diese Kosten doch meist gering im Verh�altnis zu dem erforder-lichen Aufwand einer realen mechanischen Nachgestaltung der Vorg�ange, sofernein solches Laborexperiment �uberhaupt realisierbar ist.Obwohl die heute �ublichen Farbbilder oder Farb�lme zur Pr�asentation von Er-gebnissen der Computersimulation realer Prozesse und die damit zusammen-h�angende Hardware und Software meist das vordergr�undige Interesse des Be-trachters genie�en, sollte man das Geschehen im Hintergrund, n�amlich das ma-



10 1 Direkte und inverse Problemethematische Modell und seine seri�ose Analyse, nicht vergessen. Diese erm�ogli-chen erst das Aufstellen eines geeigneten L�osungsalgorithmus und gew�ahrlei-sten nicht zuletzt die Richtigkeit des sichtbaren Simulationsergebnisses. Immereingedenk der Tatsache, da� auf modernen Computern auch Simulationen mitunzureichenden Eingangsinformationen sowie dem Problem nicht angepa�tenAlgorithmen sch�on aussehende, aber leider in Wirklichkeit unbrauchbare Ergeb-nisbilder liefern k�onnen, widmet sich das Buch eben diesem Geschehen im Hin-tergrund. Von entscheidender Bedeutung ist dabei der Einsatz leistungsf�ahigerund in den Resultaten mit der Realit�at gut �ubereinstimmender mathematischerModelle der nachzugestaltenden Prozesse. In solchen Modellen wird mit Hilfevon mathematischen Formeln, algebraischen Gleichungen, Gleichungssystemen,Integralgleichungen und Di�erentialgleichungen die Koppelung aller physikali-schen Gr�o�en so beschrieben, da� die interessierenden Zustandsgr�o�en, seiensie nun statischer oder dynamischer Natur, n�aherungsweise berechnet werdenk�onnen.Leistungsf�ahige mathematische Modelle wurden insbesondere m�oglich durch ei-ne zunehmende interdisziplin�are Zusammenarbeit zwischen Vertretern der An-gewandten Mathematik, der Naturwissenschaften und der Ingenieurwissenschaf-ten. Fortschritte gab es dabei speziell durch die wechselseitige Beein
ussungvon Modell und Experiment. Von seiten der Mathematik 
ossen in den letz-ten Jahren moderne Entwicklungen der Analysis, Algebra, der numerischenMathematik, mathematischen Optimierung und Stochastik in diese Modellie-rungsvorg�ange ein. Dar�uber hinaus gab es Fortschritte durch Einbeziehung vonGebieten, die mathematische Denkweisen nutzen, wie z.B. der Systemtheorieoder des Konzepts der Fuzzy-Set-Methoden.In jedem Falle bestehen mathematische Modelle aus Kopplungskomponenten,die man in einem sehr allgemeinen Sinne als Gleichungen au�assen kann. Indiesen Gleichungen kommen neben den Gr�o�en, welche Zust�ande beschreibenund die den Charakter von reellen Zahlen, Vektoren oder Funktionen besit-zen k�onnen, auch Parameter oder Parameterfunktionen vor, die das Verhaltenvon Materialien charakterisieren oder typische Verhaltensweisen der betrach-teten Vorg�ange ausdr�ucken. Solche Parameter sind wichtige Bestandteile desmathematischen Modells. Auf ihre Bedeutung werden wir noch zur�uckkommen.Vielfach beschreiben die Gleichungen allein den Proze� nicht vollst�andig. Esm�ussen noch zus�atzliche Bedingungen vorgegeben werden. Dies geschieht inder Regel mit Hilfe von Anfangsbedingungen bzw. von Randbedingungen. An-fangsbedingungen charakterisieren den Anfangszustand eines in der Zeit ver-laufenden Prozesses, w�ahrend Randbedingungen Informationen �uber wichtigephysikalische Gr�o�en am Rand des f�ur den Proze� interessierenden Ortsgebietssammeln. In solchen Bedingungen k�onnen ebenfalls wieder Parameter enthalten



1 Direkte und inverse Probleme 11sein, deren Kenntnis erst eine Anfangs- oder Randbedingung komplettiert.Es sei vermerkt, da� in bestimmten Situationen die Notwendigkeit zur Einbe-ziehung zuf�alliger (stochastischer) Komponenten in das Modell besteht. Denkenwir nur an zuf�allige Schwankungen von Me�werten oder das zuf�allige Streuenvon auf eine Fl�ache gerichteten Strahlen um einen gedachten Zielpunkt herum.Bei der Absch�atzung des Ein
usses stochastischer Fehler in solchen Modellentreten wiederum Parameter auf, deren Kenntnis die Probleml�osung entschei-dend beein
u�t. So kommt es bei Verwendung der Normalverteilung oder Gau�-Verteilung N(�; �2) mit ihrer wohlbekannten Glockenkurve als Dichtefunktionsowohl auf die Lage, als auch auf die Form der Kurve an. Diese Eigenschaftenwerden mit Hilfe des Lageparameters Mittelwert � und des FormparametersStreuung �2 in eindeutiger Weise zum Ausdruck gebracht.Wir wollen uns nun der Begri�swelt der direkten und inversen Problemen�ahern, die in engem Zusammenhang mit der eingangs erw�ahnten Simulationrealer Vorg�ange mittels mathematischer Modelle steht. Diese Begri�swelt isteigentlich keine mathematische, sondern eine physikalische oder technische. Eshandelt sich bei direkten und inversen Problemen um Aufgabenstellungen undProbleme, die bei der Betrachtung eines modellierten und damit meist ein wenigvereinfacht und �uberschaubarer dargestellten realen Vorgangs oder Zusammen-hangs als praktische Fragestellungen auftreten. Im allgemeinen l�a�t sich das je-weils betrachtete Modell in einen Kausalzusammenhang von Ursache undWirkung einbetten. Will man beispielsweise ausgehend von einem aktuellenZeitpunkt t = 0 das zuk�unftige Verhalten eines physikalischen Systems vorher-sagen, so kann man die Gesamtheit der Werte der einbezogenen physikalischenGr�o�en zum Zeitpunkt t = 0 als Ursachen au�assen. Die daraus resultieren-den Werte dieser Gr�o�en zum sp�ateren Zeitpunkt t = T > 0 haben dann denCharakter von Wirkungen. Wir bezeichnen als Ursache-Wirkungs-Abbildungdie Zuordnung der Wirkungen zu den entsprechenden Ursachen. Diese Abbil-dung ist nur dann vollst�andig nachvollziehbar, wenn auch die Umst�ande, unterdenen der betrachtete Kausalzusammenhang besteht, vollst�andig bekannt sind.Die Gesamtheit dieser Umst�ande bezeichnen wir als Bedingungsgef�uge. F�urdie eben erw�ahnte Vorhersage physikalischer Wirkungsgr�o�en anhand ihrer Ur-sachen wird das Bedingungsgef�uge entscheidend durch die relevanten physikali-schen Gesetze bestimmt, die den Kausalzusammenhang beschreiben und die immathematischen Modell vielfach durch gew�ohnliche oder partielle Di�erential-gleichungen ausgedr�uckt werden. Aber auch geometrische Gegebenheiten undRandbedingungen k�onnen zum Bedingungsgef�uge geh�oren.Nun spielen, wie bereits erw�ahnt, Parameter in mathematischen Modellen einegro�e Rolle. Ob es sich um die W�armeleitf�ahigkeit von K�orpern, die Licht-durchl�assigkeit von optischen Materialien oder die Viskosit�at von Fl�ussigkeiten



12 1 Direkte und inverse Problemehandelt, in jedem Fall beein
ussen solche die Eigenschaften des Materials kenn-zeichnenden Parameter einen physikalischen Vorgang und den damit verbun-denen Kausalzusammenhang entscheidend. Parameter sind dabei in der Regelals Komponenten des Bedingungsgef�uges anzusehen. In einem solchen Fall tre-ten sie zum Beispiel als Parameter in Gleichungen auf, wie die W�armeleitzahlin der W�armeleitungsgleichung. Ebenso k�onnen sie aber in Randbedingungeneingehen. Dies ist bei der W�arme�ubergangszahl der Fall, die als Proportiona-lit�atsfaktor den W�arme
u� �uber den Rand eines K�orpers hinweg zu beschrei-ben hilft. Parameter k�onnen aber auch als Komponenten in den Ursachen selbstverborgen sein, zum Beispiel als Parameter in den Anfangsbedingungen eineszeitabh�angigen Modells.Das direkte Problem ist im Rahmen eines festen Kausalzusammenhangs ein-deutig bestimmt. Es besteht darin, die Ursache-Wirkungs-Abbildung nachzu-vollziehen. Bei vollst�andig gegebenem Bedingungsgef�uge und vollst�andig gege-benen Ursachen werden die daraus resultierenden Wirkungen gesucht. Dabeiist klar, da� alle Parameter in Bedingungsgef�uge und Ursachen als bekanntvorausgesetzt werden m�ussen. Neben der Tatsache, da� es unter den genann-ten Umst�anden genau ein direktes Problem gibt, sind direkte Probleme durchweitere gutartige Eigenschaften ausgezeichnet. Wenn es m�oglich ist, den Kausal-zusammenhang richtig und vollst�andig zu beschreiben, so ergibt sich zu eindeu-tiger Ursache auch eine eindeutige Wirkung. Wenn man einmal von chaotischenProzessen absieht, sind Wirkungen in der Regel stabil, d.h., kleine �Anderun-gen in den Parametern der Ursachen oder des Bedingungsgef�uges ziehen auchnur kleine Ver�anderungen in den Wirkungen nach sich. Diese f�ur die mathe-matische Simulation von realen Prozessen hochwichtige Eigenschaft werden wirsp�ater unter dem Begri� der Korrektheit in den mathematischen Modellenweiter verfolgen.Zielt nun eine Problemstellung darauf ab, die Ursache-Wirkungs-Abbildungin irgendeiner Weise umzukehren, so handelt es sich dabei um ein inversesProblem. Es gibt sehr viele verschiedene M�oglichkeiten, solche Umkehrpro-bleme zu formulieren. Allen inversen Problemen gemeinsam ist die Suche nachgeeigneten Parametern, wobei diese als spezielle Ursachen oder aber als spezielleBedingungen im Rahmen des Bedingungsgef�uges auftreten k�onnen. Die restli-chen Ursachen und die restlichen Teile des Bedingungsgef�uges werden dabei alsbekannt angenommen. Diese Parametersuche setzt voraus, da� man �uber einigeInformationen bez�uglich der erzielten Wirkungen verf�ugt.In der Praxis treten zwei typische Situationen auf: Die erste Situation ist in derRegel verbunden mit Problemen der Interpretation indirekter Messungenin Naturwissenschaft und Technik. Da die gesuchten Parameter selbst nichtdirekt beobachtbar bzw. me�bar sind, werden spezielle Wirkungen derselben



1 Direkte und inverse Probleme 13beobachtet und mit den zu identi�zierenden Parametern abgeglichen. Solcheindirekten Messungen bilden die Datengrundlage dieser ersten Klasse inverserProbleme, die wir Identi�kationsprobleme nennen wollen. Den Identi�ka-tionsproblemen liegen im Normalfall eindeutig bestimmte reale Parameter alsgesuchte L�osungen zugrunde. Das f�ur den Datenabgleich benutzte mathema-tische Modell des inversen Problems kann aber sehr wohl zu mehrdeutigenL�osungen f�uhren. Im Rahmen des Modells ergeben dann eben verschiedeneUrsachen die gleiche Wirkung. Aber nur eine der Ursachen entspricht der Rea-lit�at. Dies ist ein erstes unangenehmes Ph�anomen bei der praktischen L�osunginverser Aufgaben. Ein zweites, mindestens genauso unangenehmes Ph�anomenvon Identi�kationsproblemen, die Instabilit�at, resultiert aus dem Fakt, da�die Ursache-Wirkungs-Abbildung in der Regel gl�attend wirkt, d.h., sehr un-terschiedlicheWerte eines Parameters l�osen vielfach nahezu die gleiche Wirkungaus. Solche benachbarten Wirkungen sind aber kaum unterscheidbar, zumal ihreBeobachtung meist mit einemMe�fehler �uberlagert ist. Kleine St�orungen in denBeobachtungsdaten ziehen dann beim Parameterabgleich gegebenenfalls gro�eSt�orungen in den identi�zierten Parametern nach sich. Diese unangenehmenPh�anomene werden wir unter dem Sammelbegri� Inkorrektheit als charakte-ristische Eigenschaft inverser Probleme erfassen.Es m�oge nicht unerw�ahnt bleiben, da� zu den Identi�kationsproblemen auchdie gro�e Klasse von Diagnoseproblemen geh�ort. Das k�onnen zum einen me-dizinische Diagnoseprobleme sein, bei denen aus der Beobachtung quanti-�zierbarer Krankheitssymptome auf deren Ursachen, also den Charakter, Artund Umfang einer bestimmten Krankheit geschlossen werden soll. Ursache undWirkung m�ussen dabei, damit mathematische Modelle zum Einsatz kommenk�onnen, durch biophysikalische Gr�o�en darstellbar sein. Eine wichtige Klassevon Identi�kationsaufgaben der medizinischenDiagnostik besteht in der nichtin-vasiven Bescha�ung von Informationen �uber das K�orperinnere durch �au�ereMessung von Strahlungsintensit�aten oder Magnetfeldern, z.B. die Rekonstruk-tion von Dichteverteilungen im Kopf oder Bauchraum eines Menschen zur Fest-stellung von Tumoren. Die gesuchten Parameter sind dann vorzugsweise Funk-tionen zweier reeller Ver�anderlicher (Querschnittsbilder). Als Methoden zumErhalt solcher Bilder kennt man u.a. die R�ontgentomographie und die wesent-lich schonendere Magnetresonanztomographie. Diese heute in R�ontgenpraxenroutinem�a�ig eingesetzten Diagnoseverfahren beruhen in jedem Falle auf einerstabilen und e�ektiven numerischen L�osung der damit verbundenen inversenProbleme. Zu Einzelheiten und o�enen Fragen dieses Problemkreises sei aufden Artikel [ANG97] von G. Anger verwiesen. Diagnoseprobleme treten aberauch im technischen Anwendungsbereich auf, wie z.B. bei der zerst�orungsfreienWerksto�pr�ufung durch Tomographieverfahren.
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1 Direkte und inverse Probleme 15Eine zweite Klasse inverser Probleme bilden die Steueraufgaben. Wir wollendarunter Aufgaben verstehen, bei denen auch Parameter gesucht werden, abersolche, die eine gew�unschte Wirkung hervorbringen. Hierbei ist es kein Nach-teil, wenn mehrere Parameterkonstellationen zu dieser gew�unschten Wirkungf�uhren. Entscheidend ist, da� man solche geeigneten bzw. optimalen Parameter�nden kann. In technischen Prozessen werden die Parameter dann so eingestelltbzw. gesteuert, da� sie die gew�unschte Wirkung erreichen. Zu dieser Aufgaben-klasse geh�oren auch Optimal-Design-Probleme, z. B. die optimale Kombinationvon Konstruktionselementen zu einem Ger�at mit gew�unschter Funktion. AuchSteueraufgaben k�onnen inkorrekt sein. Dies ist unter anderem der Fall, wenngar keine optimalen Parameter existieren oder wenn die Parameter, die zu be-nachbarten Wirkungen f�uhren, sich stark unterscheiden.In Bild 1.1 sind einige Zusammenh�ange schematisch dargestellt. Im folgendenwollen wir die eingef�uhrten Begri�e der direkten Aufgabe und der damit zusam-menh�angenden inversenAufgaben an einemkonkreten Beispiel deutlichmachen.Beispiel 1.1 Wir betrachten einen technischen Ofen, in dessen Innenraumzum Zeitpunkt t = 0 ein langer gerader Metallstab mit kreisf�ormigem Quer-schnitt vom Radius R eingebracht wird. Unter der Voraussetzung, da� Gas-brenner im Ofen zu allen betrachteten Zeiten t eine einheitliche Lufttemperatur (t) (0 � t � T ) erzeugen k�onnen, werde der Stab im Zeitintervall t 2 [0; T ]aufgeheizt. Dies wird durch die Wahl einer monoton wachsenden Funktion  erreicht.
������ Stab mit Radius RBild 1.2

Technischer OfenGastemperatur  (t)



16 1 Direkte und inverse ProblemeDas radialsymmetrische Pro�l des Stabes l�a�t die Annahme vern�unftig erschei-nen, da� die von Ort und Zeit abh�angige Temperatur u(r; t) (0 � r � R;0 � t � T ) im Stab bez�uglich des Ortes nur vom Abstand r der jeweiligenStabpunkte von der Symmetrieachse bestimmt wird. Dabei bezeichnen r = 0einen Punkt auf der Symmetrieachse und r = R einen Punkt auf der Ober
�achedes Stabes. Die Anfangstemperatur u0(r) (0 � r � R) des Stabes zum Zeit-punkt t = 0 weise ebenfalls dieses rotationssymmetrische Verhalten auf. Unterdiesen Umst�anden gen�ugt die Temperaturfunktion u der in Polarkoordinatengeschriebenen W�armeleitungsgleichung� c(u) @u(r; t)@t = 1r @@r  r �(u) @u(r; t)@r ! (0 < r < R ; 0 < t � T ): (1.1)Dies ist eine quasilineare parabolische partielle Di�erentialgleichungzweiter Ordnung, welche die Parameter bzw. Parameterfunktionen � (Dichtedes Stabes), c(u) (spezi�sche W�arme als Funktion der Temperatur) und �(u)(W�armeleitf�ahigkeit als Funktion der Temperatur) enth�alt. Die Situation zurZeit t = 0 l�a�t sich durch die Anfangsbedingungu(r; 0) = u0(r) (0 � r � R) (1.2)beschreiben. Hier tritt die Anfangsfunktion u0 als Parameterfunktion auf. We-gen der radialsymmetrischen Struktur des Problems ergeben sich zwei Rand-bedingungen. Die erste Randbedingung@u(0; t)@r = 0 (0 < t � T ) (1.3)bringt die Tatsache zum Ausdruck, da� aus Symmetriegr�unden kein W�arme
u��uber die Symmetrieachse des Stabes hinweg auftritt, w�ahrend in der zweitenRandbedingung��(u) @u(R; t)@r = �(u) (u(R; t)�  (t)) (0 < t � T ) (1.4)der W�arme
u� �uber den �au�eren Rand des Stabes als proportional zur Di�e-renz zwischen Ober
�achentemperatur u(R; t) des Stabes und Lufttemperatur (t) um den Stab herum erkl�art wird. Als Proportionalit�atsfaktor tritt �(u)(W�arme�ubergangszahl als Funktion der Temperatur) auf. Neben �(u) enth�altdiese Randbedingung auch die in der Di�erentialgleichung auftretende Funk-tion �(u) als Parameterfunktion. Vorausgesetzt, da� die Werte aller Parameterund Parameterfunktionen bekannt sind, besteht in unserem Beispiel die direkteAufgabe in der Bestimmung des Temperaturfeldesu(r; t) (0 � r � R; 0 � t � T ) (1.5)



1 Direkte und inverse Probleme 17im Stab als Funktion von Ort r und Zeit t. Zu diesem Zweck ist das Anfangs-Randwertproblem (1.1) { (1.4) zur W�armeleitungsgleichung zu l�osen. W�ahrendDi�erentialgleichung,Anfangs- und Randbedingungen Ursache und Bedingungs-gef�uge umfassen, beschreibt das komplette Temperaturfeld (1.5) die sich erge-benden Wirkungen. Als spezielle Wirkungen kann man dabei zum Beispiel dieTemperaturen u(ri; t) (i = 1; 2; :::; k; 0 � t � T ) (1.6)zu allen Zeiten 0 � t � T an k Punkten des Stabes mit Abst�anden 0 � r1 <r2 < ::: < rk � R von der Symmetrieachse betrachten. Die Daten (1.6) lassensich mit Hilfe von k durch Bohrungen im Stab an entsprechenden Stellen an-gebrachten Temperatursonden gewinnen. Ein praktisch interessantes inversesProblem auf der Grundlage der indirekten Messungen von (1.6) stellt dann dieBestimmung der W�arme�ubergangsfunktion�(u) (umin � u � umax)dar, wenn �; �(u);  (t) und u0(r) als bekannt angenommen werden k�onnen.Das Temperaturintervall [umin; umax] mu� nat�urlich so gew�ahlt werden, da� diegemessenen Temperaturen diesen Bereich in jedem Falle umfassen. Ein anderesinverses Problem ist die Bestimmung des Anfangstemperaturpro�ls u0(r)mit Hilfe von Temperaturdatenu(r; T ) (0 � r � R) (1.7)zur Endzeit T , wenn alle weiteren Parameter verf�ugbar sind. Eine solche manch-mal als History-Match-Problem bezeichnete Aufgabe entspricht praktisch derL�osung der W�armeleitungsgleichung mit umgekehrter Zeit. Beide erw�ahnteninversen Probleme sind Identi�kationsprobleme. F�ur die Beispielsituation sindaber ebenso Steueraufgaben formulierbar. Dazu geh�ort dieBestimmung eineroptimalen Gastemperatursteuerung (t) (0 � t � T )im Zeitintervall [0; T ]; so da� zur Endzeit T das resultierende radiale Tempe-raturpro�l (1.7) m�oglichst gut mit einem gew�unschten Temperaturpro�l uT (r)�ubereinstimmt. Dabei m�ussen die restlichen Parameter und Parameterfunktio-nen nat�urlich auch wieder mit einer akzeptablen Genauigkeit bekannt sein. 2Im Prinzip ist die Suche nach jedem Parameter, jeder Parameterfunktion undjeder Kombination von Parametern als Identi�kationsproblem formulierbar. Umeine reale Chance der Rekonstruktion der gesuchten Gr�o�en zu erhalten, sollte



18 1 Direkte und inverse Problemeaber beachtet werden, da� ein gen�ugend gro�er Bereich von Wirkungen ein-bezogen wird, so da� die Beobachtungsdaten tats�achlich ausreichend Informa-tionen �uber die zu bestimmenden Parameter enthalten. Ohne die Feinstruk-tur des Problems analysieren zu m�ussen, kann man diese Voraussetzung grobdurch Vergleich der Qualit�at von gesuchten Parametern und Daten �uberpr�ufen.Strebt man f�ur das inverse Problem die eindeutige L�osbarkeit an, so d�urfen nichtmehr Parameter gesucht werden, als Daten vorhanden sind. Diese Erkenntnis istz.B. bei der L�osung von Gleichungssystemen jedem stets gegenw�artig, denn vonunterbestimmten Gleichungssystemen kann man keine wohlbestimmten L�osun-gen erwarten. Da aber in der Regel von fehlerbehafteten Daten ausgegangen wer-den mu�, sollte der Datenumfang sogar gr�o�er sein als der Umfang der gesuchtenParameter. Solche �uberbestimmten Systeme bieten die M�oglichkeit, den Ein
u�von Datenfehlern auf die L�osung zur�uckzudr�angen. In der Stochastik wird dieseVorgehensweise mit dem Prinzip der Regression beschrieben. Will man im Rah-men einer inversen Aufgabe nicht endlich viele Parameter, sondern unendlichviele Werte in Gestalt einer Parameterfunktion von k reellen Ver�anderlichenidenti�zieren, so scheint es ein erlaubter Analogieschlu� der eben gemachten�Uberlegungen zu sein, da� dann auch die Daten in Gestalt einer Funktion vonwenigstens k reellen Ver�anderlichen vorliegen m�ussen.Um mit Hilfe eines Computers gesuchte Parameter oder Parameterfunktionenim Rahmen eines inversen Problems an beobachtete oder gew�unschte Wirkun-gen anpassen zu k�onnen, mu� man die direkte Aufgabe auf dem Computer f�uralle in Frage kommenden Parameterkonstellationen mit hinreichender Genau-igkeit l�osen k�onnen. So m�ussen etwa in Beispiel 1.1 f�ur alle denkbaren Mate-rialparameter die auftretenden Anfangs-Randwertprobleme f�ur die W�armelei-tungsgleichung (1.1) auf dem Computer n�aherungsweise l�osbar zu sein, um dieTemperaturwerte u zu erhalten, die mit den Daten abgeglichen werden sollen.Dies erfordert im konkreten Beispiel Kenntnisse �uber die numerische L�osungpartieller Di�erentialgleichungen (s. [GRRO92]) bis hin zur Nutzung geeigneterAlgorithmen und Software f�ur solche Probleme. Welchen L�osungszugang manauch immer f�ur ein inverses Problem w�ahlt, stets ist die mehrfache L�osungder entsprechenden direkten Aufgaben damit verbunden. In der Praxis m�ussenoft einige Tausend direkte Aufgaben mit unterschiedlichen Parametern gel�ostwerden, um eine befriedigende N�aherungsl�osung f�ur ein inverses Problem zuerhalten.W�ahrend sich die Mathematik lange vorwiegend mit der Formulierung und Be-handlung direkter Probleme besch�aftigte, entwickelte sich in den letzten Jahr-zehnten die Untersuchung inverser Probleme aus Naturwissenschaften und Tech-nik zu einemwichtigen Teilgebiet der Angewandten Mathematik. Dies hatte sei-ne Ursachen nat�urlich auch im Wunsch nach immer genauerer L�osung direkter



1 Direkte und inverse Probleme 19Aufgaben, welche aber nur zu erreichen ist, wenn die auftretenden Parameterhinreichend genau bekannt sind. In der Folge ergaben sich immer mehr Forde-rungen nach der Bestimmung der fehlenden Parameter im Rahmen der L�osunginverser Probleme. Die allerdings meist englischsprachige Literatur zu konkre-ten inversen Problemen aus den unterschiedlichsten Anwendungsgebieten istallein im letzten Jahrzehnt kaum noch zu �uberschauen. Eine sch�one und leichtverst�andliche Beispielsammlung solcher angewandter inverser Probleme �ndetder interessierte Leser im Buch von C. W. Groetsch (s. [GRO93]). Wir wer-den in den folgenden Kapiteln vielfach konkrete Beispiele zur Illustration derMathematik inverser Probleme in den Text ein
echten.Inverse Problemstellungen traten auch schon vereinzelt im 19. Jahrhundert beider Formulierung verschiedenartiger Fragestellungen der Mechanik und Poten-tialtheorie auf, so bei N. H. Abel 1823 und G. G. Stokes 1867. In der erstenH�alfte des 20. Jahrhunderts war die Geophysik Ausl�oser zahlreicher inverser Fra-gestellungen. Inverse Probleme der Seismik (H. Benndorf 1905), der Gravimetrie(C. Neumann 1906) und der Geoelektrik bzw. Magneto-Tellurik (R. E. Langer1933) fanden allgemeines Interesse. Seit den Untersuchungen von H. A. Lorentz1906 und J. Radon 1917 war das inverse Problem der Bestimmung von Funk-tionen aus der Kenntnis ihrer Integralwerte auf Linien Gegenstand mathe-matischer Untersuchungen, welches uns unter dem Begri� Tomographie be-gegnet. Die heute als bildgebendes Verfahren aus der medizinischen Diagno-stik nicht mehr wegzudenkende Computertomographie (zum mathematischenHintergrund s. F. Natterer [NAT85] und [NAT86]) entwickelte sich aber erstnach Arbeiten von A. M. Cormack 1963 und ausgehend von den nunmehr zurVerf�ugung stehenden rechentechnischen M�oglichkeiten. Ebenso geh�orten inver-se Spektralprobleme und inverse Streuprobleme zu Aufgabenklassen, die An-fang des 20. Jahrhundert speziell aus physikalischer Sicht Interesse fanden. Diegenannten Namen stehen nur exemplarisch f�ur die Wissenschaftler, die sichals Pioniere der inversen Theorie verdient gemacht haben (s. ausf�uhrlicher beiL. v. Wolfersdorf [WOL94]). In der 2. H�alfte des 20. Jahrhunderts entwickeltensich Theorie und Praxis inverser Probleme sehr rasch. Neue Anwendungsberei-che kamen hinzu, von denen hier als Beispiel nur die inversen W�armeleit- undDi�usionsprobleme genannt werden sollen. Insbesondere wurden aber unter demBegri� der Regularisierung analytische und numerische Zug�ange zur stabilenL�osung inverser Probleme systematisch entwickelt und erprobt. Eine umfassende�Ubersicht �uber diese Entwicklungen, die mit Arbeiten von A. N. Tikhonov 1963ihren Anfang nahmen, bis hinein in die 90er Jahre gibt H. W. Engl in [ENG93].Bez�uglich einer kurzen Einf�uhrung in die Numerik des inversen Problems seiandererseits auf die �Ubersichtsarbeit [LOU90] von A. K. Louis verwiesen.



20 1 Direkte und inverse ProblemeW�ahrend die Behandlung von linearen inversen Aufgaben, bei denen zwi-schen den zu bestimmenden Gr�o�en und ihren Wirkungen ein linearer Zusam-menhang besteht, heute im wesentlichen auf der Grundlage einer abgeschlosse-nen Theorie erfolgen kann, sind Untersuchungen zu nichtlinearen inversenProblemen ein aktueller Gegenstand der Forschung auf dem Gebiet der Ange-wandten Mathematik. Grundlegende Ergebnisse der Mathematik linearer undnichtlinearer inverser Aufgaben sollen in diesem Buch ihren Niederschlag �nden.F�ur den Leser, der sich dar�uber hinaus noch tiefer in die Mathematik inverserProbleme und ihre Anwendungen einarbeiten und dabei vielleicht auch die Be-weise weiterer wichtiger S�atze kennenlernen m�ochte, k�onnen die Lehrb�ucherund Monographien [BAU87], [ENG97], [EHN96], [HAN98], [HOF86], [KIR96],[KRE89] und [LOU89] eine Hilfe sein. Weitere ausgew�ahlte B�ucher, Sammel-b�ande und Artikel �ndet man im Literaturverzeichnis. Bei der Auswahl vonTiteln f�ur ein weiterf�uhrendes Studium leistet auch die kommentierte Referenz-liste am Schlu� von [GRO93] gute Dienste.



2 Mathematische Beschreibung von Identi�-kationsproblemen und SteueraufgabenIm vorausgegangenen Kapitel haben wir den Unterschied zwischen direkten undinversen Problemen kennengelernt und uns einen ersten Eindruck von der Viel-falt m�oglicher inverser Aufgaben bei einem mathematischen Modell aus denNaturwissenschaften oder der Technik verscha�t. Es wurde erw�ahnt, da� es da-bei sinnvoll ist, zwei klar getrennte Zielstellungen inverser Art zu unterscheiden.Auf der einen Seite stehen die Identi�kationsprobleme. Bei diesen ist ei-ne fest umrissene und damit in eindeutiger Weise existierende physikalischeGr�o�e x nicht direkt beobachtbar oder me�bar, sondern mu� aus Wirkungender gesuchten Gr�o�e auf andere tats�achlich beobachtbare physikalische Gr�o�eny rekonstruiert werden. Das Ziel einer solchen inversen Aufgabe besteht in derIdenti�kation von x durch mathematische Interpretation indirekter Messungen.Dabei kann x beispielsweise ein einzelner Materialparameter, aber auch eineZusammenfassung von endlich vielen solchen Parametern zu einem Parameter-vektor sein. H�au�g wird die gesuchte Gr�o�e x eine reelle Funktion einer odermehrerer reeller Ver�anderlicher darstellen. In diesem Falle mu� man eigentlichsogar �uberabz�ahlbar unendlich vieleWerte identi�zieren, etwa eine Funktion aufeinem Intervall. Wie wir sp�ater sehen werden, bleibt uns aber im numerischenProze� der n�aherungsweisen L�osung nichts anderes �ubrig, als die Anzahl derUnbekannten wieder auf eine endliche Zahl zu reduzieren. Nur auf diese Weisek�onnen wir moderne numerische Algorithmen auf leistungsf�ahigen Computernzur L�osung derartiger Aufgaben einsetzen.Die zweite Klasse inverser Aufgaben ist so bescha�en, da� physikalische Gr�o�enx gesucht werden, die gewisse gew�unschte Wirkungen y in optimaler Weise her-vorbringen. Solche Aufgaben nennen wir hier Steueraufgaben. Die Auswahlder Gr�o�e x soll n�amlich so gesteuert oder eingestellt werden, da� die damit er-zielte Wirkung bestm�oglich zur vorgegebenen bzw. erwarteten Wirkung y pa�t.Zu dieser Klasse z�ahlen praktische Aufgabenstellungen, die mit Mitteln dermathematischen Optimierung behandelt werden k�onnen. Eine wichtige Rollespielen auch die Probleme der optimalen Steuerung. Optimierung und optimaleSteuerung bilden heute eigenst�andige Teilgebiete der Angewandten Mathema-tik, die in diesem Buch jedoch nur kurz gestreift werden.Wie wir an den zahlreichen Beispielen sehen k�onnen, die in allen Kapitelndes Buches zur Illustration der abstrakten Theorie eingestreut sind, erfolgt diemathematische Beschreibung der verschiedenartigen Identi�kationsprobleme inAbh�angigkeit von der Natur der zugeh�origen spezi�schen direkten Aufgabenin sehr unterschiedlicher Weise. So �nden lineare und nichtlineare Gleichun-gen und Gleichungssysteme, Integralgleichungen sowie gew�ohnliche und parti-



22 2 Mathematische Beschreibungelle Di�erentialgleichungen gleicherma�en Anwendung. Ebenso vielf�altig sinddie M�oglichkeiten der Beschreibung von Steueraufgaben.Unser Ziel soll es in diesem Kapitel sein, eine einheitliche mathematischeBeschreibung von Identi�kationsproblemen einzuf�uhren, die f�ur alle derar-tigen Aufgaben G�ultigkeit hat. Ebenso wird eine einheitliche mathematischeBeschreibung der Steueraufgaben erw�ahnt. Wir nutzen dazu, soweit dies erfor-derlich ist, elementare Begri�e und Zusammenh�ange der Funktionalanalysis,die der Leser entweder unmittelbar im Text erkl�art �ndet oder aber in den�ubersichtlich gestalteten Nachschlagewerken [GORI94] bzw. [TTB95, Kap. 11]des Teubner-Verlages zur Funktionalanalysis nachlesen kann. Unsere Proble-me formulieren wir mit Hilfe von Operatoren, also von Abbildungen, welche inVektor- oder Funktionenr�aumen wirken. Im Kapitel 2 sind die dazu betrachte-ten R�aume allgemein Banachr�aume, in denen zu jedem Element des Raumeseine Norm existiert, mit Hilfe derer man auch Abst�ande zwischen verschiede-nen Elementen messen kann. Dagegen konzentrieren wir uns im Kapitel 3 aufHilbertr�aume als spezielle Banachr�aume, die mit einem Skalarprodukt ausge-stattet sind. Dies erlaubt eine Verallgemeinerung des aus der analytischen Geo-metrie bekannten Begri�es der Orthogonalit�at auch auf Funktionenr�aume undmacht so weitergehende Untersuchungen m�oglich. Die im folgenden dargestelltemathematische Beschreibung der Identi�kationsprobleme in Form von Opera-torgleichungen bzw. der Steueraufgaben mit Hilfe von Extremalproblemenerscheint auf den ersten Blick ein wenig kompliziert. Wenn man sich jedoch dieM�uhe macht, die wenigen verwendeten Bausteine der Funktionalanalysis et-was n�aher kennenzulernen, so staunt man �uber die kurze und pr�agnante Art,Probleme zu beschreiben, die sich daraus ergibt. Der entscheidende Vorteil be-steht aber wohl darin, da� wir in den meisten F�allen aufgrund der einheitlichenBeschreibung der Probleme auch einheitliche L�osungszug�ange formulierenk�onnen. Nicht jedes inverse Problem ben�otigt also einen speziellen L�osungsan-satz. Wir werden uns auf dieser Grundlage im Kapitel 4 ausf�uhrlich mit derBeschreibung der stabilen n�aherungsweisen L�osung von Identi�kationsproble-men befassen. Viele Ans�atze sind dabei auch auf Steueraufgaben �ubertragbar.Wir wollen diese zweite Klasse inverser Aufgaben jedoch im einzelnen nicht wei-ter verfolgen und verweisen den Leser auf die einschl�agige Literatur zu diesemeigenst�andigen Gebiet (s. z.B. [IOTI79], [VAS81], [KATI94] und [LEX86]).2.1 Operatorformulierung inverser AufgabenIn diesem Abschnitt werden wir zur mathematischen Beschreibung der inversenProbleme Operatorgleichungen bzw. von diesen abgeleitete Extremalproblemebenutzen. Nun sieht man es einer solchen Operatorgleichung erst einmal nicht



2.1 Operatorformulierung inverser Aufgaben 23immer an, ob sie eine direkte oder eine inverse Aufgabe beschreibt. Das hei�t,auch direkte Aufgaben lassen sich als Operatorgleichungen schreiben. Der ent-scheidende Unterschied besteht in den L�osungseigenschaften solcher Gleichun-gen. W�ahrend Operatorgleichungen f�ur direkte Aufgaben in der Regel korrektsind, erweisen sich, wie schon in Kapitel 1 angedeutet, die hier ausschlie�lichbetrachteten Operatorgleichungen f�ur die inversen Aufgaben als inkorrekt. Beiden inkorrekten Operatorgleichungen gibt es Schwierigkeiten mit der L�osbar-keit, mit der Eindeutigkeit von L�osungen und vor allem mit der Stabilit�at derL�osungen in bezug auf St�orungen in den Eingangsdaten. Der Abschnitt 2.2 wirdsich ganz ausf�uhrlich mit dem Ph�anomen der Inkorrektheit befassen.2.1.1 Wichtige Eigenschaften zugrundeliegender R�aumeDie Grundlage unserer weiteren Betrachtungen bilden reelle normierteR�aume Z: Das sind spezielle lineare R�aume (s. [TTB95, S.361]) �uber demK�orper der reellen Zahlen IR; bei denen jedem Element z des Raumes Z einenichtnegative Zahl kzkZ als Norm des Elements zugeordnet wird. Dabei geltendie Normaxiome kzkZ = 0 , z = 0;k� zkZ = j�j kzkZsowie als drittes Normaxiom die Dreiecksungleichungkz1 + z2kZ � kz1kZ + kz2kZf�ur alle z; z1; z2 2 Z und � 2 IR:Um eine inverse Aufgabe mit Hilfe von Operatoren formulieren zu k�onnen, w�ahltman zuerst zwei geeignete normierte R�aume X und Y mit zugeh�origen Normenk�kX und k�kY : Die Elemente dieser R�aume werden in der Regel durch reellwerti-ge Vektoren oder durch reelle Funktionen einer oder mehrerer reeller Ver�ander-licher gebildet. Aus dem normierten Raum X kommen die gesuchten L�osungenx der Aufgabe, w�ahrend m�ogliche Eingangsdaten y sich als Elemente von Ybetrachten lassen. Eingangsdaten sind dabei sowohl die beobachtbaren Gr�o�enbei den indirekten Me�problemen bzw. Identi�kationsproblemen als auch dieGr�o�en gew�unschter Wirkungen bei den Steueraufgaben.Ein wichtiger Begri� in normierten R�aumen ist der Begri� der starkenKonvergenz oder Normkonvergenz einer unendlichen Folge fxng � X vonElementen aus X gegen ein Grenzelement x0 2 X: Darunter versteht man dieKonvergenz limn!1 kxn � x0kX = 0; die bedeutet, da� es f�ur eine beliebig kleineZahl " > 0 einen Index n0 = n0(") gibt mitkxn � x0kX < " f�ur alle n � n0:



24 2 Mathematische BeschreibungAls Schreibweisen werden auch xn ! x0 in X bzw. xn X�! x0 f�ur n ! 1oder x0 = limn!1 xn verwendet. Wenn wir der Einfachheit halber im weiterennur von konvergenten Folgen in normierten R�aumen sprechen, werden wir stetsdie starke Konvergenz meinen. Zur Schreibweise von Elementefolgen sei all-gemein noch bemerkt, da� wir unter dem Symbol fxng stets eine unendlicheFolge fxng1n=1 verstehen wollen, deren Index n alle positiven nat�urlichen Zah-len durchl�auft. Jede konvergente Folge fxng in einem normierten Raum X istauch eine Cauchyfolge. Das hei�t, f�ur eine beliebig kleine Zahl " > 0 gibt eseinen Index n0 = n0("), so da� giltkxn � xmkX < "; sobald n;m � n0: (2.1)Ist andererseits in X jede Cauchyfolge eine konvergente Folge, so ist der nor-mierte Raum X vollst�andig, und wir nennen ihn Banachraum (s. [GORI94,S.39]).Die beiden normierten R�aume X und Y sollen in unseren Betrachtungen im-mer Banachr�aume sein. Dabei ist auch die Tatsache wichtig, da� Banachr�aumespezielle metrische R�aume (s. [GORI94, S.7]) sind. Man kann n�amlich imBanachraum X mittels der Beziehung d(x1; x2) = kx1 � x2kX mit x1; x2 2 Xeinen Abstand d(�; �) zwischen zwei Elementen des Raumes festlegen und soeine Metrik einf�uhren. Wenn es das Problem zul�a�t, w�ahlt man f�ur X und YHilbertr�aume (s. [GORI94, S.9 und 57]). Das sind Banachr�aume X bzw. Y ,die zus�atzlich mit einem Skalarprodukt h�; �iX bzw. h�; �iY ausgestattet sind. Insolchen Hilbertr�aumen X, welche f�ur x 2 X Norm und Skalarprodukt �uber dieBeziehung kxkX = qhx; xiX verbinden, lassen sich zahlreiche mathematischeSachverhalte einfacher formulieren und bequemer behandeln als in allgemeinennormierten R�aumen (s. Kapitel 3).Die Elemente z1; z2; :::; zk eines linearen Raumes Z hei�en linear unabh�angig,wenn aus�1z1 + �2z2 + ::::+ �kzk = 0 (0�Nullelement von Z; �1; :::; �k 2 IR)stets �1 = ::: = �k = 0 folgt. Die Dimension dim(Z) eines linearen RaumesZ ist dann die Maximalanzahl von linear unabh�angigen Elementen in Z. Fallsdiese Zahl endlich ist, so hei�t der Raum Z endlichdimensional. Existierenk in Z linear unabh�angige Elemente z1; :::; zk f�ur jede nat�urliche Zahl k; so istdim(Z) =1; und der Raum Z wird unendlichdimensional genannt.Besteht die inverse Aufgabe von vornherein darin, einen Vektor x = (x1; :::; xn)Taus IRn mit n reellen Komponenten xi (i = 1; :::; n) auf der Grundlage vonEingangsdaten in Form eines Vektors y = (y1; :::; ym)T 2 IRm mit m reellenKomponenten yj (j = 1; :::;m) zu bestimmen, so werden die R�aume X = IRn



2.1 Operatorformulierung inverser Aufgaben 25bzw. Y = IRm der n- bzw. m-elementigen reellwertigen Spaltenvektoren mitgeeigneten Vektornormen (s. Formel (2.36) in Abschn. 2.2.3) als Banachr�aumegew�ahlt. Das Symbol (�)T bezeichnet im weiteren stets transponierte Vektorenund Matrizen. Unter IRm�n wollen wir den Raum der Matrizen A = �aji� mitm Zeilen, n Spalten und den Eintr�agen aji (j = 1; :::;m; i = 1; :::; n) verstehen.Wir werden in diesem Buch Vektoren und Matrizen sowie deren Komponentenbzw. Eintr�age stets durch Unterstreichung ihrer Symbole charakterisieren. DieZahlen n; m und m� n geben auch die Dimensionen der endlichdimensionalenR�aume IRn; IRm und IRm�n an. Unendlichdimensionale R�aume X und Y tretenin der Regel auf, wenn inverse Probleme in der Bestimmung von Funktionenx bestehen, wobei dann sinnvollerweise auch die Eingangsdaten y Funktionensein sollten. Wir werden eines der Symbole x oder x(�) benutzen, wenn wir dieFunktion als Element eines Funktionenraumes beschreiben wollen. Hingegenbezeichne das Symbol x(t) den Wert der Funktion x zum Argument t:F�ur eine inverse Aufgabe mit realem Hintergrund mu� die Wahl der R�aumeX und Y so erfolgen, da� die entsprechenden Normen auf sinnvolle Abstands-begri�e bez�uglich der L�osung und bez�uglich der Eingangsdaten f�uhren. Wollenwir etwa eine auf dem endlichen abgeschlossenen Intervall [a; b] de�nierte reellestetige Funktion x(t) ausgehend von Me�daten einer auf dem gleichen Inter-vall de�nierten reellen Funktion y(s) bestimmen, so macht es h�au�g Sinn, dasRaumpaar X := C[a; b] der auf [a; b] stetigen Funktionen und Y := L2(a; b) derauf demselben Intervall quadratisch integrierbaren Funktionen zur Modellierungzu verwenden. Beide linearen R�aume X und Y sind unendlichdimensional. Siewerden zu Banachr�aumen durch Einf�uhrung entsprechender Normen. Um dieGenauigkeit von L�osungen zu charakterisieren, mi�t man den Abstand zweierElemente x und x̂ aus dem Raum C[a; b] mit der Maximumnormkx� x̂kC[a;b] := maxa�t�b jx(t)� x̂(t)j; (2.2)w�ahrend f�ur die Eingangsdaten der auf einer quadratischen Mittelbildung be-ruhende L2-Abstand zweier Elemente y und ŷky � ŷkL2(a;b) := vuuut bZa (y(s)� ŷ(s))2 ds (2.3)zugrundegelegt wird.Wenn wir in einem linearen Raum Z zwei Normen k � kZ und k � keZ betrachten,so hei�en die Normen �aquivalent, wenn es Konstanten 0 < K � K <1 gibtmit K kzkZ � kzkeZ � K kzkZ f�ur alle z 2 Z: (2.4)



26 2 Mathematische BeschreibungDie Konvergenz limn!1 kzn � z0kZ = 0 einer Folge fzng � Z in der Norm k � kZzieht dann die Konvergenz limn!1 kzn � z0keZ = 0 in der Norm k � keZ nach sichund umgekehrt. Man kann sagen, da� dann keine der beiden Normen st�arkerist als die andere. Alle Vektornormen k � kIRn im n-dimensionalen Raum IRn sind�aquivalent. Im unendlichdimensionalen Raum Z kann es jedoch sein, da� zwarkzkeZ � K kzkZ f�ur alle z 2 Z; (2.5)jedoch keine Beziehung der Gestalt (2.4) gilt. Dann ist die Norm k � kZ st�arkerals die Norm k � keZ.Vergleicht man unter diesem Aspekt f�ur den linearen Raum der auf [a; b] de�-nierten stetigen reellen Funktionen die NormenkzkZ := kzkC[a;b] = maxa�t�b jz(t)j (2.6)und kzkeZ := kzkL2(a;b) = vuuut bZa z2(t) dt; (2.7)so �ndet man eine Ungleichung (2.5) mit der Konstanten K = pb� a; wohin-gegen eine Konstante K > 0 im Sinne von Ungleichung (2.4) nicht existiert.Geht also eine Fehlergr�o�e in der Norm k � kC[a;b] gegen Null, so strebt sie eben-falls in der Norm k � kL2(a;b) gegen Null. Die Umkehrung dieser Aussage giltnicht. Es sei vermerkt, da� der lineare Raum C[a; b] der stetigen Funktionenmit der Norm (2.6) einen Banachraum bildet. W�ahrenddessen bilden die steti-gen Funktionen mit der schw�acheren Norm (2.7) nur einen (nicht vollst�andigen)normierten Raum, dessen Vervollst�andigung auf den schon erw�ahnten Banach-raum L2(a; b) der quadratisch integrierbaren Funktionen �uber [a; b] f�uhrt. AmRande soll hier erw�ahnt werden, da� unter der Integrierbarkeit dabei die Exi-stenz endlicher Lebesgue-Integrale (s. [FLO81, x8]) verstanden wird. In diesemSinne identi�ziert man zwei reelle Funktionen x1(t) und x2(t) �uber dem In-tervall [a; b] als zum gleichen Element des Raumes L2(a; b) geh�orig, wenn sichihre Funktionswerte nur auf einer Menge von Argumentwerten t vom Lebes-guema� Null unterscheiden. Man kann also beispielsweise die Funktionswerteeiner Funktion aus L2(a; b) in endlich oder abz�ahlbar vielen Punkten des Inter-valls [a; b] ab�andern, ohne da� sich deswegen ein anderes Element des RaumesL2(a; b) ergibt.Man sieht leicht ein, da� die Maximumnorm bei der Bewertung von Abst�andenst�arker ist als die im Mittel ausgleichende L2-Norm. Um mit einer vorgegebe-nen kleinen reellen Zahl " > 0 als Ma� f�ur den erlaubten Fehler die Forderung



2.1 Operatorformulierung inverser Aufgaben 27kx � x̂kC[a;b] � " zu erf�ullen, d�urfen f�ur alle t 2 [a; b] die Abweichungenjx(t)� x̂(t)j nicht gr�o�er als " sein. Diese C[a; b]-Norm orientiert also auf einenkleinen Fehler gleichm�a�ig f�ur alle t. Andererseits gen�ugt es bei Vorgabe einerkleinen Zahl " > 0 f�ur die Erf�ullung der Ungleichung kx� x̂kL2(a;b) � "; da� imIntervall [a; b] die Fl�ache zwischen der t-Achse und dem Graphen der Funktionf(t) := (x(t)� x̂(t))2 nicht gr�o�er als "2 ist. Gr�o�ere Abweichungen jx(t)� x̂(t)jin gewissen Teilbereichen von [a; b] k�onnen durch sehr kleine Abweichungen inanderen Teilbereichen wieder ein wenig kompensiert werden. Die L2(a; b)-Normcharakterisiert in diesem Sinne bis auf einen Proportionalit�atsfaktor, der dieIntervall�ange zum Ausdruck bringt, einen �uber das gesamte Intervall [a; b] ge-nommenen quadratischen Mittelwert von Abweichungen.Die Entscheidung, ob das oben gew�ahlte Raumpaar X und Y praktischenErfordernissen standh�alt, ist in der Regel nicht allein vom mathematischenStandpunkt aus zu tre�en, sondern erfordert die Kenntnis des physikalisch-technischen Problemhintergrunds. Die Mathematik stellt f�ur diesen Zweck al-lerdings eine breite Palette von Banachr�aumen mit unterschiedlichen Normenzur Verf�ugung. So k�onnte es etwa sein, da� man die Genauigkeit von L�osungengar nicht in der starken C-Norm bewerten will. Dann kann z.B. auch f�ur X derRaum L2(a; b) betrachtet werden, welcher im Gegensatz zu C[a; b] sogar einenHilbertraum bildet. Ebenso ist es h�au�g der Fall, da� nicht nur die Werte x(t)einer gesuchten Funktion, sondern auch die Werte x0(t) ihrer Ableitung von In-teresse sind und in die Bewertung von Abst�anden einbezogen werden m�ussen.Dann w�are die Wahl des Raumes C1[a; b] der auf [a; b] stetig di�erenzierba-ren Funktionen mit der gegen�uber der einfachen Maximumnorm in C[a; b] nochweiter verst�arkten Normkx� x̂kC1[a;b] := maxa�t�b jx(t)� x̂(t)j+ maxa�t�b jx0(t)� x̂0(t)j (2.8)angemessen. Eine solche Variabilit�at der Raumwahl hat man auch in bezug aufden Raum Y , wobei aber die Bescha�enheit und das Format der Eingangsdatendiese M�oglichkeiten stark eingrenzen k�onnen.2.1.2 Der Operator der direkten AufgabeNeben der Raumwahl spielt bei der Formulierung inverser Aufgaben auch dieWahl eines geeigneten De�nitionsbereichs D � X eine wichtige Rolle. AlleElemente x dieser Menge D kommen als L�osungen des inversen Problems inFrage. Die Menge D darf nat�urlich nur solche Parameter x enthalten, f�ur welchedie zugeh�orige direkte Aufgabe �uberhaupt l�osbar ist.Die eingangs erw�ahnten Ursache-Wirkungs-Beziehungen werden allgemein mitHilfe einer Abbildung x 7! y zwischen Banachr�aumen oder mit anderen Wor-



28 2 Mathematische Beschreibungten durch einen Operator F : D � X �! Y charakterisiert. Jedem Elementx 2 D (Urbild), das eine Ursache oder eine Komponente des Bedingungsgef�ugesbeschreibt, wird mittels F in eindeutiger Weise eine Wirkung y 2 Y (Bild desOperators) zugeordnet. Diese Richtung des Kausalzusammenhangs ist geradedie der direkten Aufgabe. Den Operator F nennt man daher auch Operatorder direkten Aufgabe. Es kann durchaus sein, da� sich die Bildelementey = F (x) nicht mit Hilfe einer expliziten Formel unter Verwendung der Ur-bildelemente x ausdr�ucken lassen. Bei inversen Problemen, deren beobachtbareWirkungsgr�o�en physikalische Zust�ande u sind, gen�ugen diese Zust�ande in derRegel einer gew�ohnlichen oder partiellen Di�erentialgleichung oder einem Sy-stem derselben. In diesem Zusammenhang kann man etwa als Element x dieParameterfunktion � in Beispiel 1.1 betrachten. Die Zust�ande u, aus denen sichdas Wirkungselement y ergibt, sind hier Temperaturen, die der W�armeleitungs-gleichung (1.1) mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen gen�ugen.Um bei Vorgabe des Parameterelements x das Bild y = F (x) des Operatorsder direkten Aufgabe bestimmen zu k�onnen, mu� in solchen F�allen erst ein Dif-ferentialgleichungsproblem gel�ost werden, in Beispiel 1.1 das Problem (1.1) {(1.4). Das Bild F (x) ist dann bei Vorgabe von x nur implizit �uber die L�osungu dieses Di�erentialgleichungsproblems gegeben.Abgesehen von sehr speziellen Situationen, zum Beispiel von Prozessen, bei de-nen chaotische Verhaltensweisen dominieren, geht man von folgendem Zusam-menhang aus: Eine kleine St�orung im Element x, also z.B. eine leicht ver�anderteUrsache, ruft wiederum nur eine kleine St�orung in y hervor, zieht also auch nureine leicht ver�anderte Wirkung nach sich. Mathematisch dr�uckt man dies durchdie Annahme eines stetigen Operators F aus. Wir werden im weiteren immerdie in der folgenden De�nition eingef�uhrte Stetigkeit des Operators F derdirekten Aufgabe auf dem gesamten De�nitionsbereich D voraussetzen.De�nition 2.1 Ein Operator F : D � X �! Y hei�t s t e t i g imPunkt x0 2 D, wenn f�ur jede gegen x0 konvergierende Folge fxng � D vonUrbildern, d.h. limn!1 kxn � x0kX = 0;auch die zugeh�orige Bildfolge fF (xn)g � Y gegen F (x0) konvergiert, d.h.,es gilt dann limn!1 kF (xn)� F (x0)kY = 0:Der Operator F hei�t stetig auf D; wenn er in allen Punkten x0 2 D stetigist.



2.1 Operatorformulierung inverser Aufgaben 29Eine besondere Rolle spielt unter den stetigen Operatoren F der direkten Auf-gabe die Klasse der beschr�ankten linearen Operatoren A:De�nition 2.2 Ein Operator A : X �! Y hei�t l i n e a r , wenn f�ur allex1; x2 2 X, �1; �2 2 IR die GleichungA (�1x1 + �2x2) = �1Ax1 + �2Ax2gilt. Gibt es zus�atzlich eine Konstante K � 0; so da� f�ur alle x 2 XkAxkY � K kxkXerf�ullt ist, so hei�t der lineare Operator A b e s c h r �a n k t .Beschr�ankte lineare Operatoren A zwischen X und Y bilden selbst einen Ba-nachraum, den wir mit L(X;Y ) bezeichnen. Die NormkAkL(X;Y ) := supx2X;x6=0 kAxkYkxkXin diesem Raum entspricht der kleinstm�oglichen Konstante K in De�nition 2.2.Falls der stetige Operator F nicht die Gestalt eines beschr�ankten linearen Ope-rators besitzt, so sprechen wir von einemnichtlinearen Operator der direktenAufgabe.2.1.3 Operatorgleichungen und ExtremalproblemeJede inverse Aufgabe besteht unter den beschriebenen Bedingungen in einer Re-konstruktion geeigneter Urbilder x 2 D � X bei Vorgabe von Bildern y 2 Y desOperators F der direkten Aufgabe. Die L�osung der inversen Aufgabe entsprichtalso der Realisierung der Umkehrabbildung y 7! x des Operators der direktenAufgabe. In Abh�angigkeit davon, ob es sich um ein Identi�kationsproblem oderum eine Steueraufgabe handelt, ist diese Umkehrung aber in besonderer Weisezu verstehen. Ebenso spielen f�ur die Charakterisierung inverser Aufgaben Ei-genschaften des Operators F der direkten Aufgabe und des De�nitionsbereichsD eine entscheidende Rolle.Jedes der betrachteten Identi�kationsprobleme l�a�t sich in Form einerOperatorgleichungF (x) = y ; x 2 D � X ; y 2 Y (2.9)darstellen. Die Eingangsdaten y bilden dabei die rechte Seite der Operatorglei-chung (2.9). Das gesuchte Parameterelement x aus dem De�nitionsbereich D



30 2 Mathematische Beschreibungcharakterisiert die L�osung dieser Gleichung. Sofern F ein nichtlinearer Opera-tor ist, liegt ein nichtlineares Identi�kationsproblem vor, und wir erhalten einenichtlineare Operatorgleichung (2.9). F�ur den Fall linearer Identi�kati-onsprobleme ergibt sich entsprechend als Spezialfall eine lineare Operator-gleichung Ax = y ; x 2 D � X ; y 2 Y ; A 2 L(X;Y ) (2.10)zur Darstellung des Problems.Bei den Identi�kationsproblemen sind die Operatorgleichungen (2.9) und (2.10)aber als idealisierte Schreibweisen aufzufassen, da die Elemente y eigentlich ex-akte Bilder y = F (x) bzw. y = Ax des gesuchten Parameterelements x bei An-wendung des Operators F der direkten Aufgabe repr�asentieren. In der Realit�atwerden die Eingangsdaten diese Idealsituation niemals erf�ullen, da aufgrund un-vermeidlicherModell- und Beobachtungsfehler von gegen�uber y gest�orten Dateny� auszugehen ist. Wir werden dann stets die Absch�atzungky� � ykY � � (2.11)bei Vorgabe eines Datenfehlerniveaus � > 0 zugrundelegen.F�ur Steueraufgaben ist diese Art der Modellierung auf der Grundlage von Ope-ratorgleichungen wenig sachgerecht. Die vorgegebenen gew�unschten Wirkungeny, zu denen ein m�oglichst gut passendes Element x gesucht wird, werden imRegelfall nicht exakte Bilder von F sein. Ebenso ist das Abstandsniveau � dergew�unschten Elemente y von solchen exakten Bildern F (x) kaum quantitativzu fassen. Deshalb ist den Steueraufgaben eine Formulierung als Extremal-problem J(x) := kF (x)� ykY = min! ; x 2 D � X (2.12)angemessen. Das Defektnormfunktional J(x) wird dabei minimiert bez�uglichaller zul�assigen Elemente x 2 D, wobei es Minimalelemente xmin als L�osungenvon (2.12) nicht unbedingt geben mu�. Da aber Normen nichtnegative Werteliefern, haben wir wenigstens ein In�mum infx2D J(x) = infx2D kF (x)� ykY � 0 alsuntere Grenze aller zul�assigen Defektnormen. Somit existieren zu vorgegebenenZahlen � > 0 stets Elemente x�min; die der BeziehungJ(x�min) � infx2D J(x) + � (2.13)gen�ugen.F�ur beide Klassen inverser Probleme kann man die Sondersituation D = X her-vorheben. Wir haben es in diesem Fall mit unrestringierten inversen Pro-blemen zu tun. Speziell f�ur lineare Identi�kationsprobleme in der Darstellung



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 31als lineare Operatorgleichungen (2.10) spielt dieser Fall eine wichtige Rolle, dahierf�ur eine geschlossene mathematischeTheorie existiert, deren Grundlagen wirin den Abschnitten 2.2.3 f�ur allgemeine Banachr�aume und 3.1 f�ur Hilbertr�aumekennenlernen werden. Ist der De�nitionsbereich D eine echte Teilmenge desBanachraums X, so sprechen wir von restringierten inversen Problemen.Von Interesse sind dabei f�ur D Teilmengen im Banachraum X mit besonderenEigenschaften. Mit Hilfe von KugelnD = fx 2 X : kxkX � Kg (2.14)ist es beispielsweise m�oglich, L�osungen inverser Aufgaben in der Norm desRaumes X durch eine vorgegebene Konstante K > 0 zu beschr�anken. Ebensok�onnen L�osungsfunktionen, z.B. x 2 C[a; b], entsprechend ihrem Anwendungs-hintergrund a priori als nichtnegativ,D = fx 2 C[a; b] : x(t) � 0 (a � t � b)g ; (2.15)als monoton nichtfallend,D = fx 2 C[a; b] : x(t1) � x(t2) (a � t1 < t2 � b)g ; (2.16)oder als konvex,D = (x 2 C[a; b] : x�t1 + t22 � � x(t1) + x(t2)2 (a � t1 < t2 � b)) ; (2.17)vorausgesetzt werden. Eine weitere wichtige Klasse von Restriktionen wird inden Abschnitten 2.3.2 und 2.3.3 ausf�uhrlich betrachtet. Zum einen machen Re-striktionen die praktische Behandlung der Operatorgleichungen und Extremal-probleme schwieriger, da spezielle auf Restriktionen zugeschnittene numerischeL�osungszug�ange entwickelt und eingesetzt werden m�ussen. Zum anderen steigenmit den Restriktionen aber die Chancen einer realistischen L�osung der inversenAufgaben, da gegen�uber den unrestringierten Problemen zus�atzliche Informa-tionen �uber die erwartete L�osung in die Problemstellung ein
ie�en.2.2 Das Ph�anomen der InkorrektheitLeider sind wichtige positive Eigenschaften direkter Aufgaben nicht auf inverseAufgaben �ubertragbar. So ist die Tatsache, da� bei direkten Aufgaben klei-ne St�orungen in den Ursachen auch nur kleine St�orungen in den Wirkungennach sich ziehen, nicht umkehrbar. Ebenso kann aus der eindeutigen Bestimmt-heit einer resultierenden Wirkung bei vorgegebener Ursache nicht geschlossen



32 2 Mathematische Beschreibungwerden, da� zu jeder vorgegebenen Wirkung eine eindeutig bestimmte Ursa-che geh�ort. Diese nachteiligen Verhaltensweisen inverser Aufgaben �nden ih-ren allgemeinen Ausdruck in der Inkorrektheit oder Schlechtgestelltheit(englisch: ill-posedness) solcher Aufgaben. Mit diesem Ph�anomen und seinenAuswirkungen auf die n�aherungsweise L�osung inverser Aufgaben werden sich diefolgenden Betrachtungen besch�aftigen. Auch wenn wir dabei nur die Inkorrekt-heit der mathematischenModelle (2.9) bzw. (2.12) von Identi�kationsproblemenbzw. Steueraufgaben diskutieren werden, sei an dieser Stelle unterstrichen, da�Inkorrektheit eine Eigenschaft des inversen Problems selbst ist und nicht etwadie Folge einer unsachgem�a�en Modellierung desselben.2.2.1 Die Hadamardsche Korrektheitsde�nitionBereits Anfang dieses Jahrhunderts formulierte der franz�osische MathematikerJ. Hadamard (s. [HAD23]) bei Betrachtungen von Cauchyproblemen zu parti-ellen Di�erentialgleichungen den Begri� der Korrektheit einer Aufgabe. Wirwenden diese De�nition im folgenden sinngem�a� auf die ein Identi�kationspro-blem beschreibende Operatorgleichung (2.9) an:De�nition 2.3 Die Operatorgleichung (2.9) hei�t k o r r e k t nachHadamard, wenn gilt:i. Zu jedem y 2 Y gibt es eine L�osung x 2 D von F (x) = y(Existenzbedingung).ii. Die aus F (x) = y erhaltene L�osung x ist in D eindeutig bestimmt(Eindeutigkeitsbedingung).iii. Die L�osung x h�angt stetig von der rechten Seite y ab(Stabilit�atsbedingung).Ist wenigstens eine der drei Bedingungen verletzt, so hei�t die Operatorglei-chung i n k o r r e k t nach Hadamard.� Wenn der Operator F : D � X ! Y der direkten Aufgabe dieExistenzbedingung in der Hadamardschen Korrektheitsde�nition er-f�ullt, so nennen wir ihn surjektiv. Die BildmengeF (D) := fy 2 Y : y = F (x); x 2 Dgdes Operators f�ullt dann den ganzen Raum Y aus. Ist dagegen die Exi-stenzbedingung verletzt, so ist es m�oglich, da� zwar f�ur die exakte rechteSeite y 2 F (D) eine L�osung der Operatorgleichung (2.9) existiert, nicht



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 33jedoch f�ur gest�orte Eingangsdaten y� 62 F (D), obwohl die Abweichung �(s. (2.11)) sehr klein sein kann. Die Verletzung der Existenzbedin-gung ist ein erstes Ph�anomen der Inkorrektheit.Im L�osungsproze� der Operatorgleichung kann die Tatsache, da� nicht zu allenrechten Seiten L�osungen existieren, dadurch �uberwunden werden, da� man ver-allgemeinerte L�osungen von (2.9) akzeptiert. Eine wichtige Rolle spielen dabeiElemente x 2 D, welche die Defektnorm kF (x) � ykY bzw. das in Hilbert-r�aumen meist verwendete Defektnormquadrat kF (x) � yk2Y der Operatorglei-chung minimieren, sofern solche �uberhaupt existieren. Bei einer Verwendung derEuklidischen NormkykIRn :=vuut nXi=1 y2i �y = (y1; y2; :::; yn)T 2 IRn� (2.18)im n-dimensionalen Vektorraum Y = IRn oder bei Verwendung der Norm ausFormel (2.3) im Raum Y = L2(a; b) bzw. allgemein im Hilbertraum spricht mandabei von Kleinste-Quadrate-L�osungen nach der auf C. F. Gau� zur�uckge-henden Methode der kleinsten Quadrate.� Die Operatorgleichung (2.9) erf�ullt die Eindeutigkeitsbedingung derHadamardschen Korrektheitsde�nition, wenn f�ur alle y 2 F (D); also f�uralle rechten Seiten y, zu denen �uberhaupt L�osungen in D existieren, ausF (x1) = F (x2) = y mit x1; x2 2 D die Gleichheit x1 = x2 folgt. Wirnennen den Operator F dann injektiv auf dem De�nitionsbereich D.Folglich existiert der inverse Operator oder UmkehroperatorF�1 : F (D) � Y ! D � Xmit F�1(z) = x f�ur z = F (x). Die L�osung x des Identi�kationsproblemskann man dann in expliziter Weise in der Formx = F�1(y) (2.19)aus den Eingangsdaten y herleiten. Der Operator F�1 ist der L�osungs-operator des entsprechenden inversen Problems. Gilt neben der Eindeu-tigkeitsbedingung auch noch die Existenzbedingung, so ist F (D) = Y; undder Umkehroperator F�1 des Operators der direkten Aufgabe ist auf demganzen Raum Y de�niert. Bei Verletzung der Eindeutigkeitsbedingung istselbst bei exakt gegebener rechter Seite y keine eindeutige Identi�kationdes gesuchten Parameterelements x m�oglich. Die beobachteten Wirkun-gen enthalten dann zuwenig Informationen �uber das zu identi�zierendeObjekt, um es unzweifelhaft zu charakterisieren. Mehrdeutigkeit derL�osung ist ein zweites Ph�anomen der Inkorrektheit.



34 2 Mathematische BeschreibungBei der praktischen L�osung von mehrdeutigen Operatorgleichungen macht esmanchmal Sinn, nach speziell ausgezeichneten L�osungen zu suchen. In g�unsti-gen F�allen wird dadurch der L�osungsproze� im Sinne dieser verallgemeiner-ten L�osungen sogar eindeutig gestaltet. H�au�g sucht man nach x�-Minimum-Norm-L�osungen, die unter allen Elementen x 2 D mit minimaler Defektnormden kleinsten Abstand zu einem vorgegebenen Referenzelement x� 2 X haben.De�nition 2.4 Ein Element xmn 2 D hei�t x� { M i n i m u m { N o r m {L �o s u n g der Operatorgleichung (2.9) zu einer gegebenen rechten Seitey 2 Y und einem gegebenen Referenzelement x� 2 X; wenn giltkF (xmn)� ykY = minx2D kF (x)� ykYundkxmn�x�kX = min�kx̂� x�kX : kF (x̂)� ykY = minx2D kF (x)� ykY ; x̂ 2 D� :Wenn x� = 0 gesetzt wird, so werden als x�-Minimum-Norm-L�osungen dienormkleinsten Elemente mit minimaler Defektnorm gesucht. Man spricht dannnur von Minimum-Norm-L�osungen.� Bei erf�ullter Eindeutigkeitsbedingung bedeutet in der HadamardschenKorrektheitsde�nition die Stabilit�atsbedingung, da� aus der Konver-genz yn ! y0 in Y die Konvergenz der Bilder des inversen OperatorsF�1(yn) ! F�1(y0) in X folgt. Die Stabilit�atsbedingung ist in diesemFalle gleichwertig mit der Stetigkeit des Umkehroperators F�1 im Sin-ne von De�nition 2.1. Leider wird aber selbst bei erf�ullter Eindeutig-keitsbedingung die Stabilit�atsbedingung bei Problemen der Identi�kationvon Funktionen einer oder mehrerer Ver�anderlicher in der Regel verletzt.Die Banachr�aume X und Y sind in solchen F�allen unendlichdimensiona-le Funktionenr�aume, wie etwa die erw�ahnten R�aume C[a; b] und L2(a; b).Die Tatsache, da� dann F�1 unstetig wird und beliebig kleine St�orun-gen in y zu beliebig gro�en St�orungen in x f�uhren k�onnen, erschwert dieL�osung von Identi�kationsproblemen au�erordentlich. Instabilit�at istals drittes Ph�anomen der Inkorrektheit f�ur den L�osungsproze�das gravierendste.Wird die Eindeutigkeitsbedingung nicht befriedigt, so wollen wir unter derErf�ullung der Stabilit�atsbedingung in der Hadamardschen Korrektheitsde�ni-tion verstehen, da� zu einer in Y gegen y0 2 F (D) konvergenten unendlichen



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 35Folge fyng � F (D) die zugeh�orige Folge der UrbildmengenU(yn) := fx 2 D : F (x) = yng (n = 1; 2; :::)von Elementen x 2 D; deren Bild yn ergibt, gegen die UrbildmengeU(y0) := fx 2 D : F (x) = y0gvon y0 konvergiert. Die Konvergenz ist dabei im Sinne der Konvergenz desQuasiabstandes gegen Null wie folgt zu verstehen:qdist(U(yn); U(y0)) := supxn2U(yn) infx02U(y0) kxn � x0kX ! 0 f�ur n!1: (2.20)Kleine St�orungen in der rechten Seite der Operatorgleichung (2.9) liefern imStabilit�atsfall L�osungen, die auch nur kleine Abst�ande von der L�osungsmengezu (2.9) bei exakter rechter Seite aufweisen. Die St�orungen in der L�osungsmen-ge m�ussen aber bei Verletzung der Eindeutigkeitsbedingung auf der Grundlagedes nichtsymmetrischen Quasiabstandes einer Menge M1 � X von einer MengeM2 � X bewertet werden. Wenn man f�ur jeden Punkt x1 2 M1 der erstenMenge den gew�ohnlichen Abstand dist(x1;M2) := infx22M2 kx1 � x2kX von derMenge M2 (Punkt-Mengen-Abstand) betrachtet, so charakterisiert der Qua-siabstand (Mengen-Mengen-Abstand) qdist(M1;M2) := supx12M1 dist(x1;M2) diekleinste obere Schranke dieser �uber alle Elemente von M1 genommenen Punkt-Mengen-Abst�ande zu M2:Die Instabilit�at als gravierendste Komponente der Inkorrektheit kann �uberwun-den werden, wenn anstelle der instabilen Aufgaben selbst stabile Ersatzauf-gaben zur n�aherungsweisen L�osung eingesetzt werden. Um eine akzeptable Ge-nauigkeit der N�aherungsl�osungen zu gew�ahrleisten, m�ussen die Ersatzaufgabenaber die Ausgangsprobleme gen�ugend gut approximieren. Im Prinzip ist dabeiein gesunderKompromi� zwischen Stabilit�at und Approximation zu �n-den. Diese Vorgehensweise wird bei der L�osung inverser Aufgaben durch denBegri� der Regularisierung verk�orpert. Methoden, die in sehr unterschiedli-cher Weise einen solchen Kompromi� realisieren, hei�enRegularisierungsme-thoden und werden in speziellen Varianten in Abschnitt 2.3 und umfassend imKapitel 4 dieses Buches vorgestellt.Als Ursache f�ur die Inkorrektheit, speziell auch f�ur die Instabilit�at von Iden-ti�kationsproblemen, ist die Tatsache zu nennen, da� die meisten OperatorenF der direkten Aufgabe gl�attend wirken. Die Bilder F (x) haben dann in derRegel eine h�ohere Glattheit als die Urbilder x. So k�onnen unstetige Funktio-nen x in stetige Funktionen F (x) transformiert werden oder stetige, aber nicht



36 2 Mathematische Beschreibung�uberall di�erenzierbare Funktionen x in Funktionen F (x) �uberf�uhrt werden,die �uberall eine stetige erste Ableitung oder sogar h�ohere Ableitungen besitzen.Gl�attung kann hier aber auch bedeuten, da� stark oszillierende Funktionen xin kaum schwingende Funktionen F (x) �ubergehen. Ebenso ist es m�oglich, da�zwei Elemente x1 und x2 mit gro�em Abstand kx1 � x2kX in Bilder F (x1) undF (x2) mit sehr kleinem Abstand kF (x1) � F (x2)kY �ubergehen oder aber da�zwar die Abst�ande kx1 � x2kX und kF (x1) � F (x2)kY die gleiche Gr�o�enord-nung haben, jedoch die verwendete Norm in Y viel st�arker ist als die Norm inX.Die Umkehroperatoren F�1 gl�attender Operatoren F , also die L�osungsoperato-ren des inversen Problems, sind dann in der Folge aufrauhend. Das bedeutetf�ur die L�osung des Identi�kationsproblems zum Beispiel, da� man Amplitudeund Frequenz einer stark schwingenden Funktion x rekonstruieren soll, obwohldie Datenfunktion F (x) erstens kaum Schwingungen aufweist und zweitens inder Praxis auch noch mit einem Datenfehler �uberlagert ist. Dieser Vorgang desAufrauhens ist stets problematisch und fehleranf�allig. Die damit verbundenenOperatoren F�1 sind im allgemeinen nicht stetig. Folglich ist die Stabilit�atsbe-dingung verletzt, und das inverse Problem ist inkorrekt. Das folgende Beispielillustriert diesen Zusammenhang.Beispiel 2.1 F�ur einen auf einer geraden Stra�e fahrenden PKW wird im Zeit-raum 0 � t � T mittels eines Me�ger�ats die Geschwindigkeit y(t) als Funktionder Zeit t aufgezeichnet. Daraus sind die den Geschwindigkeiten zugrundelie-genden zeitabh�angigen Beschleunigungenx(t) = y0(t) (0 � t � T ) (2.21)des Wagens zu identi�zieren. Wir haben es mit einem inversen Problem zu tun,welches auf die Bestimmung der ersten Ableitung einer Funktion ausden Werten der Funktion selbst f�uhrt. Geht man davon aus, da� der PKWzum Zeitpunkt t = 0 in Ruhe ist, so wird der Zusammenhang zwischen denFunktionen x und y durch die Integralgleichung[F (x)](t) := tZ0 x(� ) d� = y(t) (0 � t � T ) (2.22)beschrieben, welche hier die konkrete Form der Operatorgleichung (2.9) dar-stellt. Der Operator F der direkten Aufgabe ist ein "gl�attender\ Integralopera-tor, genauer ein linearer Volterrascher Integraloperator, w�ahrend der L�osungs-operator F�1 der inversen Aufgabe mit x = F�1(y) = ddty ein "aufrauhen-der\ Di�erentialoperator ist. Betrachten wir den Operator F nun im RaumX = Y = C[0; T ] stetiger Funktionen, d.h. messen wir alle Abweichungen



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 37in der Maximumnorm (s. (2.2)), dann ist F ein stetiger Operator, denn dieAbsch�atzungkF (xn)� F (x0)kC[0;T ] = max0�t�T ������ tZ0 (xn(� )� x0(� )) d� ������ �� max0�t�T tZ0 jxn(� )� x0(� )j d� � T max0�t�T jxn(t)� x0(t)j � T kxn � x0kC[0;T ]besagt, da� f�ur n ! 1 mit xn ! x0 auch F (xn) ! F (x0) in C[0; T ] gilt(s. De�nition 2.1).St�oren wir andererseits eine L�osung x0 von Gleichung (2.22) mit F (x0) = y0 inder Art xn(t) = x0(t) + cos nt (0 � t � T ; n = 1; 2; :::); (2.23)so gilt kxn � x0kC[0;T ] = max0�t�T j cos ntj = 1;aber wir habenyn(t) = y0(t) + 1n sin nt (0 � t � T ; n = 1; 2; :::) (2.24)mit kyn � y0kC[0;T ] � 1n;wobei yn = F (xn) ist. Folglich giltlimn!1 kyn � y0kC[0;T ] = 0; aber limn!1 kF�1(yn)� F�1(y0)kC[0;T ] = 1 6= 0:Der Di�erentialoperator F�1 ist somit in C[0; T ] unstetig. Die Operatorglei-chung (2.22) verletzt die Stabilit�atsbedingung der Hadamardschen Korrekt-heitsde�nition und ist somit inkorrekt. Vergleicht man die Formeln (2.23) und(2.24), so wird deutlich, da� beim �Ubergang von x zu y f�ur sehr hochfrequenteSt�orungen die Amplitude der St�orungen beliebig stark ged�ampft werden kann.Dies illustriert den gl�attenden bzw. aufrauhenden Charakter der Operatoren Fbzw. F�1 in diesem Beispiel. Mit einer Modi�kation des hier betrachteten Bei-spiels in Richtung des Zusammenhangs zwischen zeitabh�angiger Beschleunigungund zur�uckgelegtem Weg des Fahrzeugs besch�aftigt sich Aufgabe 2.1. 2Um nach De�nition 2.3 zu �uberpr�ufen, ob eine Operatorgleichung (2.9) kor-rekt oder inkorrekt ist, m�ussen alle Bestandteile der Operatorgleichung, dieBanachr�aume X;Y , die Menge D und der Operator F herangezogen werden.



38 2 Mathematische BeschreibungManchmal l�a�t sich die eindeutige L�osbarkeit von (2.9) erreichen, indem manden De�nitionsbereich D geeignet einschr�ankt, so da� aus mehreren L�osungs-zweigen ein spezieller ausgew�ahlt wird. F�ur die Stabilit�atsbedingung dagegenspielt die Wahl der R�aume X und Y und ihrer Normen eine gro�e Rolle. W�ahltman etwa in Beispiel 2.1 f�ur die Betrachtung der Integralgleichung (2.22) wiederX = C[0; T ] mit der Maximumnorm der Funktionswerte der L�osungsfunktio-nen, aber nun Y = C1[0; T ]; wobei Abweichungen in der rechten Seite von (2.22)nach Formel (2.8) bewertet werden, so gilt f�ur eine Folge fxng � X stetskF (xn)� F (x0)kC1[0;T ] = max0�t�T ������ tZ0 (xn(� )� x0(� )) d� ������+ max0�t�T jxn(t)� x0(t)jund folglich eine UngleichungkF (xn)� F (x0)kC1[0;T ] � kxn � x0kC[0;T ];welche die Stabilit�at des inversen Problems sicherstellt. In diesem Raumpaarist die Stabilit�atsbedingung nun pl�otzlich erf�ullt. Der L�osungsoperator der Inte-gralgleichung F�1 : C1[0; T ]! C[0; T ] ist hier ein stetiger Operator. Stabilit�atoder Instabilit�at einer Operatorgleichung h�angen also wesentlich von derWahlder "Topologie\ der Funktionenr�aume ab, die in Banachr�aumen durchdie Auswahl der betrachteten Normen festgelegt wird. Eine Verst�arkung derNorm in Y , wie hier beim �Ubergang von C[0; T ] zu C1[0; T ]; oder als Alter-native eine Abschw�achung der Norm in X kann dazu f�uhren, da� aus einerinstabilen Aufgabe eine stabile wird. Dieser mathematische Trick ist aberkaum von praktischer Bedeutung, da f�ur die mathematische Modellierunginverser Probleme die Normen im allgemeinen durch den Problemhintergrundfestgelegt sind und nicht frei gew�ahlt werden k�onnen. So w�urde in Beispiel 2.1die Wahl einer C1-Norm f�ur Y bedeuten, da� zu allen betrachteten Zeiten nichtnur die Geschwindigkeiten y(t), sondern auch ihre Ableitungen y0(t) mit einervorgegebenen Genauigkeit � gemessen werden k�onnen. Dies wird ein Geschwin-digkeitsme�ger�at aber kaum leisten. Die Ableitungswerte sollen im Rahmen desinversen Problems ja gerade bestimmt werden.Die Integralgleichung (2.22) wurde in Beispiel 2.1 als Spezialfall einer Operator-gleichung (2.9) betrachtet. Da der auftretende Integraloperator aber beschr�anktund linear ist, geh�ort sie sogar in die Klasse (2.10) von linearen Operator-gleichungen. Die Korrektheit bzw. Inkorrektheit nach Hadamard dieser Auf-gabenklasse f�ur den unrestringierten Fall D = X werden wir ausf�uhrlich imAbschnitt 2.2.3 diskutieren. Bei dieser Klasse stehen Existenz, Eindeutigkeitund Stabilit�at von L�osungen in einem engen Zusammenhang. F�ur restringierte



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 39Probleme mit D � X (echte Teilmenge) andererseits und Aufgaben mit ei-nem nichtlinearen Operator F wird die Hadamardsche Existenzbedingung aberh�au�g verletzt sein, denn F (D) stellt dann normalerweise eine echte Teilmengevon Y dar. In diesem Fall ergeben sich daraus keine Schlu�folgerungen f�ur dieEindeutigkeit und die Stabilit�at der L�osung.2.2.2 Die Korrektheit von ExtremalproblemenDa f�ur Steueraufgaben nicht Operatorgleichungen, sondern Extremalprobleme(2.12) zur mathematischen Darstellung geeignet sind, ist die Korrektheit sol-cher Probleme auch nicht aus der Hadamardschen De�nition zu erschlie�en.Man mu� sich dazu mit dem Korrektheitsbegri� bei einem allgemeinen Extre-malproblem J(x) = min! ; x 2 D � X (2.25)f�ur ein reelles Funktional J : D � X ! IR befassen. Ausgehend von [VAS81]formulieren wir im folgenden eine solche daf�ur passende Korrektheitsde�nition:De�nition 2.5 Das Extremalproblem (2.25) hei�t k o r r e k t, wenn gilt:iv. Die L�osungsmenge Lmin = �xmin 2 D : J(xmin) = infx2D J(x)� von Pro-blem (2.25) ist nichtleer, wobei infx2DJ(x) > �1 vorausgesetzt wird(Existenzbedingung).v. F�ur eine minimierende Folge fxng � D mit limn!1 J(xn) = infx2DJ(x)gilt limn!1 dist(xn; Lmin) = 0, wobei dist(xn; Lmin) = infx2Lmin kxn � xkXeinen Punkt-Mengen-Abstand beschreibt (Stabilit�atsbedingung).Ist eine Bedingung verletzt, so hei�t das Extremalproblem i n k o r r e k t.Um eine Vorstellung von inkorrekten Extremalproblemen (2.25) zu erhalten,gen�ugt es, mit D = X = IR den Raum der reellen Zahlen zu betrachten. AlsNorm inX wird der Absolutbetrag kxkX = jxj einer reellen Zahl x 2 IR benutzt.Dann ist zum Beispiel f�ur das ExtremalproblemJ(x) := 1x2 + 1 = min! ; x 2 IR (2.26)die Existenzbedingung der obigen De�nition verletzt, da zwar infx2IRJ(x) = 0 >�1 gilt, das Funktional J(x) im Bereich der reellen Zahlen aber kein Minimumbesitzt, die L�osungsmenge Lmin von (2.26) also leer ist. Betrachtet man dagegen



40 2 Mathematische Beschreibungdas ExtremalproblemJ(x) := x2x4 + 1 = min! ; x 2 IR; (2.27)so ist die Existenzbedingung erf�ullt, denn xmin = 0 ist L�osung von (2.27) undLmin = f0g nichtleer. Jedoch bildet xn = n (n = 1; 2; :::) eine minimierendeFolge, f�ur die zwar limn!1 J(xn) = 0 = infx2IRJ(x) gilt, aber auchdist(xn; Lmin) = n!1 f�ur n!1:Die Stabilit�atsbedingung ist o�ensichtlich verletzt. Die Extremalprobleme (2.26)und (2.27) sind beide inkorrekt.F�ur ein Steuerproblem in der Formulierung (2.12) bedeutet die Existenzbedin-gung in der Korrektheitsde�nition, da� dann zu vorgegebenem y 2 Y Elementexmin 2 D mit minimalem Defekt kF (x)� ykY existieren. Betrachtet man einedefektminimierende Folge fxng � D mit limn!1 kF (xn)� ykY = infx2D kF (x)� ykY ;so sind die Folgenelemente bei erf�ullter Stabilit�atsbedingung f�ur gro�e n beliebiggute N�aherungen f�ur Elemente xmin mit minimalem Defekt. Derartige Folgenfxng entstehen z.B. bei der unvollst�andigen Minimierung des Defekts, wenn f�ureine Folge positiver Zahlen f�ng mit �n ! 0 f�ur n!1 die UngleichungenkF (xn)� ykY � infx2D kF (x)� ykY + �nerzeugt werden.Eine Forderung nach der Existenz eines eindeutig bestimmten Elements xminmit minimalemDefekt �ndet man in De�nition 2.5 wohlweislich nicht. F�ur Steu-eraufgaben ist es n�amlich nicht von Nachteil, wenn mehrere L�osungen existieren.Setzen wir f�ur (2.12) aber voraus, da� sowohl die Existenzbedingung als auchdie Stabilit�atsbedingung im Sinne von De�nition 2.5 erf�ullt sind, so k�onnen wirauch die Frage beantworten, wie es mit der Stabilit�at der L�osung von (2.12) inbezug auf St�orungen in y aussieht. Bezeichne fyng � Y eine Folge von N�ahe-rungselementen der exakten Eingangsdaten y0 2 Y; f�ur die kyn� y0kY � �n mitlimn!1 �n = 0 gelte, und fxng � D eine durch unvollst�andige Minimierung vonkF (x)� ynkY erhaltene Folge mitkF (xn)� ynkY � infx2D kF (x)� ynkY + �n (2.28)und limn!1 �n = 0: Dann folgt aus der Dreiecksungleichung f�ur NormenkF (xn)� y0kY � kF (xn)� ynkY + kyn � y0kY : (2.29)



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 41Aus den Ungleichungen (2.28) und (2.29) erh�alt mankF (xn)� y0kY � infx2D kF (x)� ynkY + �n + �n � kF (xmin)� ynkY + �n + �n:Wendet man nochmals die Dreiecksungleichung an, so ergibt sichkF (xn)� y0kY � kF (xmin)� y0kY + ky0 � ynkY + �n + �n� kF (xmin)� y0kY + �n + 2�n n!1�! infx2D kF (x)� y0kY :Das hei�t, fxng ist eine minimierende Folge f�ur das DefektfunktionalkF (x) � y0kY zu den exakten Eingangsdaten y0. In diesem Sinne ist das Ex-tremalproblem (2.12) stabil bez�uglich kleiner St�orungen in den Daten.Wenngleich wir in diesem Buch Steueraufgaben nicht tiefergehend betrachtenwollen, ist die De�nition 2.5 der Korrektheit eines Extremalproblems trotzdemweiter von Interesse. Vielfach wird es n�amlich n�utzlich sein, Extremalproble-me als Ersatzaufgaben zur n�aherungsweisen L�osung inkorrekter Operatorglei-chungen (2.9) zu formulieren. Die Korrektheit dieser Ersatzaufgaben ist danndie Voraussetzung, um auf diese Weise eine stabile n�aherungsweise L�osung derAusgangsgleichung zu sichern.2.2.3 Korrektheit und Inkorrektheit bei linearen Operatorgleichun-gen in Banachr�aumenWir betrachten nun die lineare OperatorgleichungAx = y ; x 2 X ; y 2 Y ; A 2 L(X;Y ) (2.30)als mathematisches Modell eines unrestringierten linearen Identi�kationspro-blems. Der beschr�ankte lineare Operator A der direkten Aufgabe ist dabei aufdem ganzen Banachraum X de�niert und nimmt Werte im Banachraum Y an.An dieser Stelle wollen wir spezielle Teilmengen T � X des Banachraums Xeinf�uhren, die in den weiteren Betrachtungen Verwendung �nden werden. Wirnennen T � X einen Teilraum von X; wenn T selbst wieder einen linearenRaum bildet, in dem die gleiche Norm wie in X eingef�uhrt wird. F�ur beliebige�1; �2 2 IR gilt dann mit x1; x2 2 T auch �1x1 + �2x2 2 T; jede Linearkom-bination zweier Elemente aus T ist also wieder ein Element des Teilraums T:Eine Teilmenge T von X hei�t abgeschlossen, wenn sie mit ihrer Abschlie-�ung T �ubereinstimmt, also T = T gilt. Dabei enth�alt die Abschlie�ung Talle Elemente von T sowie s�amtliche Elemente in X; die Grenzelemente einerkonvergenten Folge aus T sind. Weiter hei�t eine Teilmenge T von X o�en,wenn sie nur aus inneren Punkten besteht, d.h., T = int(T ) gilt, wobei int(T )



42 2 Mathematische Beschreibungdie Menge der inneren Punkte von T bezeichnet. Ein Element x0 2 T hei�tinnerer Punkt von T; wenn es eine positive Zahl r > 0 gibt, so da� die o�eneKugel Br(x0) := fx 2 X : kx� x0kX < rgum x0 mit Radius r vollst�andig in T liegt. Man �uberlegt sich leicht, da� derBanachraumX selbst sowohl eine o�ene als auch eine abgeschlossene Menge bil-det. Andererseits gibt es auch Mengen in X, die weder o�en noch abgeschlossensind.Wir bezeichnen mit N(A) = fx 2 X : Ax = 0gden Nullraum des Operators A: Dieser enth�alt alle Elemente des Raumes X;welche mittels A in das Nullelement von X abgebildet werden. Wegen der Ste-tigkeit von A haben wir f�ur ein Element x0 2 X mit limn!1 kxn � x0kX = 0 undfxng � N(A) auch Ax0 = 0: Daher ist der Nullraum N(A) ein abgeschlossenerTeilraum von X: Weiter bezeichnen wir mitR(A) = fy 2 Y : y = Ax ; x 2 Xgden Bildraum des Operators A: Der Bildraum R(A) ist wieder ein Teilraumdes Banachraums Y; der aber nicht in jedem Fall abgeschlossen zu sein braucht.Die Frage der Abgeschlossenheit des Bildraums von A ist, wie wir sehen werden,eng mit der Frage nach der Korrektheit der linearen Operatorgleichung (2.30)verkn�upft.Wenden wir nun auf die lineare Operatorgleichung (2.30) die HadamardscheKorrektheitsde�nition (s. De�nition 2.3) an. Dann ist die Existenzbedingunggenau dann erf�ullt, wenn A surjektiv ist, d.h. R(A) = Y gilt. Andererseitserf�ullt (2.30) die Eindeutigkeitsbedingung genau dann, wenn A injektivist. Dies ist gleichwertig mit der Tatsache, da� N(A) = f0g gilt, der Nullraumvon A also nur aus dem Nullelement des Banachraumes X besteht. W�arenn�amlich f�ur N(A) = f0g die Elemente x1; x2 2 X zwei L�osungen von (2.30) mitx� = x2 � x1; so w�urde aus Ax1 = Ax2 wegen der Linearit�at des Operators Afolgen, da� Ax� = 0 ist. Dies hat x� = 0; somit x1 = x2 und die Injektivit�atvon A zur Folge. Umgekehrt erg�abe sich f�ur injektives A aus der Existenz ei-nes Elements x� 6= 0 mit x� 2 N(A); da� neben x1 auch x2 = x1 + x� 6= x1L�osung von (2.30) w�are, was einenWiderspruch zur Injektivit�at vonA darstellenw�urde. Bei erf�ullter Eindeutigkeitsbedingung existiert der inverse OperatorA�1 : R(A) � Y ! X und ist wieder ein linearer Operator. F�ur lineare Ope-ratoren, die auf einem linearen normierten Raum de�niert sind und wieder ineinen solchen abbilden, ist die Stetigkeit im Sinne von De�nition 2.1 in allenPunkten des normierten Raumes gleichbedeutend mit der Beschr�anktheit des



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 43linearen Operators im Sinne von De�nition 2.2. Das bedeutet f�ur den inversenOperator A�1, da� er genau dann stetig ist, die Operatorgleichung (2.30) alsoder Stabilit�atsbedingung gen�ugt, wenn mit einer positiven Konstanten KkA�1ykX � K kykY f�ur alle y 2 R(A)oder anders geschriebenkxkX � K kAxkY f�ur alle x 2 X (2.31)erf�ullt wird. Interessant ist nun, da� die Stabilit�atsbedingung der Hadamard-schen Korrektheitsde�nition immer erf�ullt ist, wenn sowohl Existenzbedingungwie auch Eindeutigkeitsbedingung erf�ullt sind. Diesen Zusammenhang stellt dasOpen Mapping Theorem her, das wir im folgenden als Hilfssatz formulierenwollen.Hilfssatz 2.1 Es sei A 2 L(X;Y ) ein surjektiver beschr�ankter linearerOperator, der den Banachraum X auf den Banachraum Y abbildet, d.h.,es gilt R(A) = Y: Dann ist f�ur jede o�ene Teilmenge T von X auch dieBildmenge AT := fy 2 Y : y = Ax; x 2 Tg eine o�ene Teilmenge von Y .Da ein Operator genau dann stetig ist, wenn die Urbilder o�ener Mengen wiedero�ene Mengen sind, ergibt sich aus dem Hilfssatz 2.1 eine wichtige Folgerung.Folgerung 2.1 Ist der lineare Operator A aus Hilfssatz 2.1 zus�atzlich in-jektiv, d.h. gilt N(A) = f0g; dann haben wir einen beschr�ankten lineareninversen Operator A�1 2 L(Y;X):Wir setzen in den weiteren Betrachtungen dieses Abschnitts den Operator Astets als injektiv und damit die Eindeutigkeitsbedingung als erf�ullt voraus. Zu-erst betrachten wir den Fall R(A) = R(A): (2.32)Als abgeschlossener Teilraum von Y ist der Bildraum eY := R(A) selbst wiederein Banachraum mit derselben Norm wie in Y . Der Operator eA 2 L(X; eY ) miteAx := Ax f�ur alle x 2 X ist dann surjektiv, und es lassen sich Hilfssatz 2.1 sowieFolgerung 2.1 anwenden. Der damit stetige inverse Operator eA�1 2 L( eY ;X) si-chert die Erf�ullung der Stabilit�atsbedingung der Hadamardschen Korrektheits-de�nition. So ergibt sich der folgende Satz:



44 2 Mathematische BeschreibungSatz 2.1 Der Operator A in der linearen Operatorgleichung (2.30) sei in-jektiv und habe einen abgeschlossenen Bildraum, d.h., es gelte (2.32). Dannist die Stabilit�atsbedingung in De�nition 2.3 erf�ullt.Da Y als Banachraum abgeschlossen ist, folgt aus der Existenzbedingung vonDe�nition 2.3 die Abgeschlossenheit des Bildraums (2.32). Aus Satz 2.1 erh�altman somit:Folgerung 2.2 Gen�ugt die lineare Operatorgleichung (2.30) sowohl der Exi-stenzbedingung als auch der Eindeutigkeitsbedingung von De�nition 2.3, sogen�ugt sie auch der Stabilit�atsbedingung, und (2.30) ist korrekt nach Hada-mard.Nunmehr betrachten wir die alternative Situation, da� der lineare Operator Azwar injektiv ist, aber keinen abgeschlossenen Bildraum besitzt, d.h., wir habenR(A) 6= R(A): (2.33)Dann ist der inverse Operator A�1 : R(A) � Y ! X nicht beschr�ankt, somitnicht stetig und die Stabilit�atsbedingung von (2.30) verletzt. W�are n�amlich mit(2.33) auch eine Ungleichung (2.31) erf�ullt, so m�u�te f�ur eine Folgeyn Y�! y0 62 R(A) f�ur n!1 mit yn = Axn 2 R(A) (n = 1; 2; :::)die Absch�atzungkxn � xmkX � K kyn � ymkY (n;m = 1; 2; :::) (2.34)gelten. Da fyng als konvergente Folge auch eine Cauchyfolge ist (s. Beziehung(2.1)), ergibt sich aus (2.34), da� auch fxng eine Cauchyfolge ist. Dann existiertim Banachraum X aber ein Grenzelement x0 = limn!1 xn: Wegen der Stetigkeitvon A folgt daraus limn!1Axn = Ax0 = y0: Dies schlie�lich widerspricht derAnnahme y0 62 R(A):Satz 2.2 Der Operator A in der linearen Operatorgleichung (2.30) sei in-jektiv und habe keinen abgeschlossenen Bildraum, d.h., es gilt (2.33). Dannist die Stabilit�atsbedingung in De�nition 2.3 verletzt und (2.30) inkorrektnach Hadamard.Wir befassen uns nun mit typischen Beispielen, anhand derer stabile Situationen(2.32) und instabile Situationen (2.33) erl�autert werden sollen.



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 45Beispiel 2.2 Ein inverses Problem aus dem Bereich des Strahlenschutzes be-steht in der Identi�kation von Gammaspektren (Photonenspektren) aufder Grundlage von gemessenen Impulsspektren zum Zwecke der Berechnung derStrahlendosis, die ein entsprechendes Objekt in einer betrachteten Zeit tri�t.Typisch f�ur solche Aufgaben ist die Tatsache, da� das zu identi�zierende Spek-trum nicht direkt beobachtbar ist, jedoch Wirkungen davon sehr wohl beobach-tet (gemessen) werden k�onnen. Wir sprechen dann von indirekten Messungen,deren mathematische Interpretation die gew�unschte Identi�kation m�oglich ma-chen soll. Teilt man den interessierenden Energiebereich [0; Emax] der Spektrenin n gleichgro�e Teilintervalle Ii = h i�1n Emax; inEmaxi (i = 1; :::; n) ein, sowird der Vektor x = (x1; :::; xn)T gesucht, dessen Komponenten xi den in ei-ner festgelegten Me�zeit auf das Objekt tre�enden Quanten
u� von Teilchenaus dem Energieintervall Ii charakterisieren. Mit Hilfe eines Detektors werdenals Wirkungen des Quanten
usses f�ur jedes Energieintervall elektrische Impulseyj (j = 1; :::; n) gemessen und zu einem Vektor y = (y1; :::; yn)T 2 IRn zu-sammengefa�t. Der Vektor y (Impulsspektrum) kann als eine Verf�alschung derOriginalinformation x (Photonenspektrum) aufgefa�t werden, wobei sich dieVerf�alschungsmatrix A = (aji) = 0BBB@ a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . .an1 an2 � � � ann 1CCCAaus Standardspektren zusammenstellen l�a�t. Bild 2.1 zeigt in Form von Strei-fendiagrammen mit n = 40 Energieintervallen ein Beispiel eines solchen Spek-trenpaares.0106 0 1 2 3 4 5 6 7 8Energie in MeVImpulse/h 01052�1053�105 0 1 2 3 4 5 6 7 8Energie in MeVPhotonen/hBild 2.1 Gegen�uberstellung von Impulsspektrum und PhotonenspektrumDas lineare Identi�kationsproblem erh�alt als Spezialfall der Operatorgleichung(2.30) die Gestalt eines linearen GleichungssystemsAx = y (2.35)



46 2 Mathematische Beschreibungmit n linearen Gleichungen in n Unbekannten. Die quadratische MatrixA 2 IRn�n repr�asentiert hier den linearen Operator A : IRn ! IRn aus Gleichung(2.30). Als Banachr�aume werden X = Y = IRn mit einer speziellen Vektor-norm k � kX = k � kY = k � kIRn gew�ahlt. Die Vektornormen k � kIRn kommen dabeiaus der Familie der p-NormenkxkIRn = kxkp :=  nXi=1 jxijp! 1p (1 � p <1); (2.36)deren wichtigster Vertreter, die Euklidische Norm mit p = 2, bereits in Formel(2.18) erw�ahnt wurde. Als Grenzfall f�ur p =1 tritt die MaximumnormkxkIRn = kxk1 := max1�i�n jxij (2.37)hinzu. Jeder dieser Vektornormen ist mittelskAkIRn�n := supx2IRn; x 6=0 kAxkIRnkxkIRneine endlicheMatrixnorm zugeordnet. Der durch die MatrixA vertreteneOpe-rator A : IRn ! IRn ist dann linear und beschr�ankt im Sinne von De�nition 2.2,wobei die Operatornorm hier der MatrixnormkAkL(IRn;IRn) = kAkIRn�nentspricht. 2Wir betrachten nun die Frage nach der Korrektheit eines quadratischen linearenGleichungssystems (2.35), wie es in Beispiel 2.2 auftritt. Dazu nutzen wir denfolgenden Hilfssatz:Hilfssatz 2.2 Jeder Teilraum des endlichdimensionalen Raumes IRn ist ab-geschlossen.Folglich ist der zur Matrix A geh�orende BildraumR(A) = fy 2 IRn : y = Ax; x 2 IRngeine abgeschlossene Menge in IRn; und wir haben die auf Stabilit�at f�uhrendeSituation (2.32). F�ur eine regul�are Matrix mit von Null verschiedener Deter-minante det(A) 6= 0 (A 2 IRn�n) (2.38)



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 47liegt der Fall eines injektiven linearen Operators mit trivialem NullraumN(A) = fx 2 IRn : Ax = 0g = f0gund ebenfalls regul�arer inverser Matrix A�1 vor. F�ur jede rechte Seite y 2 IRngibt es mit (2.38) eine eindeutig bestimmte L�osungx = A�1 y (2.39)von (2.35). Wegen Satz 2.1 erh�alt man:Folgerung 2.3 Gen�ugt das lineare Gleichungssystem (2.35) der Bedingung(2.38), so ist es korrekt nach Hadamard.Unter Verwendung von Vektor- und Matrixnormen kann man die wegen Fol-gerung 2.3 gesicherte Stabilit�at der L�osung des Gleichungssystems (2.35) so-gar quanti�zieren. Es sei y� eine N�aherung f�ur den Vektor y, dann gilt mitx� = A�1 y� die Absch�atzungkx� x�kIRn � kA�1kIRn�n ky � y�kIRn (2.40)f�ur den absoluten Fehler der L�osung. Aus kykIRn = kAxkIRn � kAkIRn�nkxkIRnfolgt f�ur y 6= 0 die Beziehung 1kxkIRn � kAkIRn�n 1kykIRn und nach Multiplikationmit (2.40) die Absch�atzungkx� x�kIRnkxkIRn � kAkIRn�n kA�1kIRn�n ky � y�kIRnkykIRn = cond(A)ky � y�kIRnkykIRn : (2.41)Die Konditionszahl cond(A) := kAkIRn�nkA�1kIRn�n � 1 gibt an, um welchenFaktor der relative Fehler der L�osung h�ochstens gr�o�er ist als der relative Fehlerder Eingangsdaten. Ein lineares Gleichungssystem (2.35) hei�t gutkonditio-niert, wenn die Konditionszahl cond(A) klein bleibt, ansonsten schlechtkon-ditioniert. F�ur lineare Operatorgleichungen in endlichdimensionalen R�aumen,welche wegen Folgerung 2.3 die Stabilit�atsbedingung erf�ullen, kann man dieKonditionszahl als Stabilit�atsma� verwenden. Von schlechtkonditionierten Sy-stemen sprechen wir, wenn die Konditionszahl sehr gro�e Werte annimmt,wobeidie Grenze f�ur diese Werte von der verwendeten Arithmetik abh�angt und biszu einem gewissen Grade subjektiv gew�ahlt ist. Insofern kann man sich strei-ten, ob schlechtkonditionierte Aufgaben bei Konditionszahlen von 106 beginnenoder erst bei 1010: Im Falle schlechter Kondition ist zwar die HadamardscheStabilit�atsbedingung f�ur (2.35) erf�ullt, die L�osung reagiert aber trotzdem sehr



48 2 Mathematische Beschreibungsensibel auf St�orungen in den Daten. Versucht man etwa in Beispiel 2.2 dasin Bild 2.1 rechts dargestellte Photonenspektrum x aus dem links dargestell-ten Impulsspektrum y durch direkte Auswertung eines entsprechenden linearenGleichungssystems (2.35) mit 40 Gleichungen in 40 Unbekannten �uber die For-mel (2.39) zu erhalten, so ergeben sich aufgrund schlechter Kondition der Ma-trix A stark oszillierende L�osungen, wie als Streifendiagramm in Bild 2.2dargestellt.
�6�105�3�10503�1056�105

0 1 2 3 4 5 6 7 8Energie in MeV
Photonen/h

Bild 2.2 Stark oszillierende L�osung bei schlechter KonditionF�ur von vornherein positive L�osungskomponenten, wie hier die Photonenzahl,werden teilweise sehr gro�e negative Werte angeboten. Solche L�osungen sindg�anzlich unbrauchbar und werden bei physikalischer Interpretation sofort ver-worfen. Sollen praktische n�utzliche N�aherungsl�osungen von derartigen schlecht-konditionierten Systemen im IRn gefunden werden, so erfordert dies genau wieim Falle der L�osung von Problemen im unendlichdimensionalen Raum, welchedie Hadamardsche Stabilit�atsbedingung verletzen, den Einsatz von stabilisie-renden Verfahren (Regularisierungsmethoden).Im �ubrigen entstehen schlechtkonditionierte Gleichungssysteme im IRn in nat�ur-licher Weise, wenn in unendlichdimensionalen R�aumen formulierte instabileAufgaben auf der Basis einer n-dimensionalen Diskretisierung von Bild undUrbild durch endlichdimensionale Probleme angen�ahert werden und man dabeidie Raumdimension n gro� genug w�ahlt.Bei Verletzung der Bedingung (2.38) ist (2.35) inkorrekt nach Hadamard, dennExistenz- und Eindeutigkeitsbedingung sind beide verletzt. Wir werden aber inKapitel 3 sehen, da� f�ur lineare Operatorgleichungen im endlichdimensionalenRaum wenigstens die Stabilit�atsbedingung (2.20) immer erf�ullt ist.



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 49Beispiel 2.3 Bei der Farbanalyse von Objektproben tritt als inverses Pro-blem die Identi�kation von Remissionskurven auf der Grundlage der Mes-sung von Integralen �uber diese Kurven auf. Die zu bestimmenden stetigen Re-missionskurven x(t) (a � t � b); welche die Re
exionscharakteristik einesbetrachteten Objekts beschreiben, stellen Materialfunktionen dar, die im Zu-sammenspiel mit dem Spektrum des verwendeten Lichts die Farbe der Probeausmachen. Die Variable t kennzeichnet dabei die Wellenl�ange in einem zumBereich des sichtbaren Lichts geh�orenden Spektralintervall [a; b]:
00.20.40.60.81300 400 500 600 700 800Wellenl�ange in nm

Beispielverl�aufe von Remissionskurven
300 400 500 600 700 800Wellenl�ange in nm
Typische Kernfunktionen k(s; �)

Bild 2.3 Illustrationen zur Identi�kation von RemissionskurvenIn Bild 2.3 sind links zwei Beispiele f�ur m�ogliche Remissionskurven dargestellt.Als Me�daten kann man Photostr�ome y(s) verwenden, die in Photodioden ei-nes Sensors auftreten, wobei der Variablen s als De�nitionsbereich ein Intervall[c; d] der reellen Zahlen zugeordnet werde. Jedem Wert s aus diesem Intervallentspreche dabei eine spezielle Me�situation, die durch Wahl von Parameternder Lichtquellen und verwendeten Photodioden variiert werden kann. Der Zu-sammenhang zwischen gesuchter Funktion x und gemessenen Daten y l�a�t sichmathematisch durch eine lineare Fredholmsche Integralgleichung ersterArt bZa k(s; t)x(t) dt = y(s) (c � s � d) (2.42)mit einer reellwertigen Kernfunktion k(s; t) ((s; t) 2 [c; d]� [a; b]) beschreiben.Die Kernfunktion ist hier eine Apparatefunktion, die den Charakter der integra-len Me�werte aufzeigt. F�ur festes s sollte die Kernfunktion aus den Parametern



50 2 Mathematische Beschreibungder jeweiligen Me�situation ableitbar sein. H�au�g sind solche Apparatefunktio-nen n�aherungsweise vom Typ einer Glockenkurve (s. Bild 2.3 rechts). Je deutli-cher sich der Verlauf der Kernfunktionen k(s; �) f�ur verschiedene s unterscheidet,desto mehr Informationen �uber die gesuchte Funktion x enthalten die Daten y:Unter Verwendung der unendlichdimensionalen Banachr�aume X = C[a; b] mitder Norm (2.6) und Y = L2(c; d) mit der Norm (2.7) kann die Integralgleichung(2.42) bei geeigneten Forderungen an das Verhalten der Kernfunktion k(s; t)als lineare Operatorgleichung (2.30) betrachtet werden. Wir wollen in diesemZusammenhang die Bedingungenk(s; �) 2 L1(a; b) f�ur alle s 2 [c; d] und bZa jk(�; t)j dt 2 L2(c; d) (2.43)voraussetzen. Dabei bezeichnet L1(a; b) den Raum der absolut integrierbarenFunktionen �uber dem Intervall [a; b]. Die erste Forderung von (2.43) bedeutetalso, da� f�ur alle betrachteten s ein endliches Integral R ba jk(s; t)j dt existiert. F�urstetige Apparatefunktionen k(s; �) ist diese Forderung stets erf�ullt. 2Der Operator A : C[a; b]! L2(c; d) der direkten Aufgabe in Beispiel 2.3 ist einlinearer Fredholmscher Integraloperator. Er ist �uber die Beziehung[Ax] (s) := bZa k(s; t)x(t) dt (c � s � d) (2.44)de�niert und bei Vorgabe einer Kernfunktion k; die den Bedingungen (2.43)gen�ugt, ein beschr�ankter linearer Operator, denn es gilt die UngleichungkAxk2L2(c;d) � dZc 0@ bZa jk(s; t)j jx(t)j dt1A2 ds � 264 dZc 0@ bZa jk(s; t)j dt1A2 ds375 kxk2C[a;b];(2.45)und die Gr�o�e dRc  bRa jk(s; t)j dt!2 ds ist wegen (2.43) endlich. F�ur die Operator-norm von A gilt wegen (2.45) die Absch�atzungkAkL(C[a;b];L2(c;d)) � vuuut dZc 0@ bZa jk(s; t)j dt1A2 ds:Wir betrachten solche Kernfunktionen k; bei denen der Operator A injektivwirkt und somit die Eindeutigkeitsbedingung von De�nition 2.3 befriedigt. Un-ter dieser Voraussetzung werden wir hier zeigen, da� die Integralgleichung erster



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 51Art (2.42) niemals die Stabilit�atsbedingung erf�ullen kann und folglich inkorrektnach Hadamard ist. Im Kapitel 3 wird im Zusammenhang mit Hilbertr�aumenund Eigenschaften der dort eingef�uhrten Moore-Penrose-Inversen Ay als Verall-gemeinerung des inversen Operators A�1 deutlich werden, da� die Stabilit�ats-bedingung von (2.42) in der Regel auch im Falle nichtinjektiver FredholmscherIntegraloperatoren A verletzt ist. Die Instabilit�at ist dabei fundamental undnicht von der speziellen Gestalt des Kerns k abh�angig. Sie beruht auf dem fol-gendem Hilfssatz.Hilfssatz 2.3 Falls die auf dem Rechteck [c; d] � [a; b] de�nierte Funktionk(s; t) die Bedingungen (2.43) erf�ullt, so giltlimn!1 bZa k(s; t) sin nt dt = 0 f�ur alle s 2 [c; d]sowie limn!1 dZc 0@ bZa k(s; t) sinnt dt1A2 ds = 0:Die erste Grenzwertbeziehung des Hilfssatzes �ndet man in der Literatur unterder BezeichnungRiemann-Lebesgue-Lemma (s. [NATA61, S. 313]), w�ahrenddie zweite Grenzwertbeziehung mit (2.43) aus der ersten resultiert, wenn mandas Majorantenkriterium von Lebesgue (s. [TTB95, S. 334]) anwendet.F�ur eine Folge stetiger Funktionenxn(t) = x0(t) + sinnt (a � t � b ; n = 1; 2; :::) (2.46)gilt dann mit yn = Axn (n = 1; 2; :::); y0 = Ax0 und A aus (2.44)kxn � x0kC[a;b] = 1; falls n � �b� a;aber kyn � y0kL2(c;d) = vuuut dZc 0@ bZa k(s; t) sinnt dt1A2 ds! 0 f�ur n!1:Die Oszillationen der x0 �uberlagernden sinusf�ormigen St�orung mit variabler Fre-quenz n und fester Amplitude 1 werden durch Anwendung des Operators A der-ma�en gegl�attet, da� dieWirkung der St�orung in der rechten Seite der Gleichung



52 2 Mathematische Beschreibung(2.42) gemessen in der L2-Norm f�ur gen�ugend gro�e Frequenzen n beliebig kleinwird. Der Operator A�1 : R(A) � L2(c; d) ! C[a; b] ist folglich unbeschr�anktund damit unstetig. Die in der obigen Betrachtung anhand von Sinus-St�orungenillustrierte Instabilit�at der Integralgleichung (2.42), die als lineare Operatorglei-chung (2.30) zwischen den unendlichdimensionalen Banachr�aumen X = C[a; b]und Y = L2(c; d) wirkt, ist die Konsequenz aus einer Eigenschaft des OperatorsA; die wir als Vollstetigkeit bezeichnen werden und die uns stets auf nichtabgeschlossene Bildr�aume R(A) 6= R(A) (s. (2.33)) f�uhrt. Die demonstrierteInstabilit�at auf der Grundlage von Sinus-St�orungen ist im �ubrigen nicht etwanur darauf zur�uckzuf�uhren, da� die starke Maximumnorm zur Messung von Ab-weichungen in X verwendet wurde. Man rechnet leicht nach, da� f�ur die Folge(2.46) die Grenzbeziehunglimn!1 kxn � x0kL2(a;b) = sb� a2 6= 0gilt. Dies macht die Instabilit�at der Integralgleichung (2.42) auch f�ur das Raum-paar X = L2(a; b) und Y = L2(c; d) sichtbar.Eine Teilmenge T ist im Banachraum X beschr�ankt, wenn die Normen allerElemente von T durch eine Konstante gleichm�a�ig beschr�ankt sind. Zum an-deren hei�t eine Teilmenge S im Banachraum relativ kompakt, wenn manaus jeder unendlichen Folge von Elementen aus S eine konvergente Teilfolgeausw�ahlen kann. Ist eine solche relativ kompakte Teilmenge S zus�atzlich abge-schlossen, so wird sie kompakt genannt.De�nition 2.6 Ein linearer Operator A 2 L(X;Y ); der zwischen den Ba-nachr�aumen X und Y wirkt, hei�t v o l l s t e t i g, wenn er jedein X beschr�ankte Teilmenge T � X in eine relativ kompakte TeilmengeAT = fy 2 Y : y = Ax; x 2 Tg von Y abbildet.F�ur vollstetige lineare Operatoren gilt der folgende Satz:Satz 2.3 Es sei A 2 L(X;Y ) ein injektiver und vollstetiger linearer Ope-rator, der zwischen den unendlichdimensionalen Banachr�aumen X und Ywirkt. Dann ist der unendlichdimensionale Bildraum R(A) des Operators Anicht abgeschlossen, d.h., es gilt die Beziehung (2.33). Folglich ist der zu Ainverse Operator A�1 : R(A) � Y ! X unbeschr�ankt.W�are n�amlich f�ur einen injektiven und vollstetigen linearen OperatorA 2 L(X;Y ) mit dim(X) = 1 die Beziehung R(A) = R(A) erf�ullt oder da-



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 53mit gleichbedeutend der inverse Operator A�1 : R(A) � Y ! X beschr�ankt,dann m�u�te eine Ungleichung (2.31) gelten. In jedem unendlichdimensionalenBanachraum existiert aber eine beschr�ankte Teilmenge T , die nicht relativ kom-pakt ist. Es gibt dann eine unendliche Folge fxng � T; die keine konvergenteTeilfolge und damit auch keine Cauchyfolge als Teilfolge besitzt. Jedoch ist we-gen der Vollstetigkeit von A die BildmengeAT relativ kompakt. Folglich besitztdie Folge fAxng � AT eine konvergente Teilfolge, die dann auch Cauchyfolgeist. Diese Situation widerspricht der Ungleichung (2.31) (s. auch Formel (2.34))und ist somit ausgeschlossen.Wegen Satz 2.2 ergibt sich aus Satz 2.3 sofort:Folgerung 2.4 Der Banachraum X in der linearen Operatorgleichung(2.30) sei unendlichdimensional. Weiter sei der zugeh�orige Operator A in-jektiv und vollstetig. Dann ist die Stabilit�atsbedingung von De�nition 2.3verletzt und die lineare Operatorgleichung (2.30) inkorrekt nach Hadamard.Wir wenden Satz 2.3 und Folgerung 2.4 nun auf die beiden Varianten des li-nearen Fredholmschen Integraloperators (2.44) an, bei denen entweder Mengenstetiger Funktionen mit der Maximumnorm beide R�aume X und Y kennzeich-nen oder sowohl f�ur X als auch f�ur Y quadratisch integrierbare Funktionen mitL2-Normen betrachtet werden.Hilfssatz 2.4 Der in Formel (2.44) de�nierte lineare Fredholmsche Inte-graloperator A : X ! Y mit stetigem Kern k 2 C([c; d]�[a; b]) ist im Raum-paar X = C[a; b] und Y = C[c; d] ein vollstetiger Operator. Ebenso ist derOperator (2.44) mit quadratisch integrierbarem Kern k 2 L2((c; d) � (a; b))im Raumpaar X = L2(a; b) und Y = L2(c; d) vollstetig.Dabei bezeichnen C([c; d]� [a; b]) den Banachraum der auf dem Rechteck[c; d]� [a; b] := f(s; t) 2 IR2 : c � s � d; a � t � bgstetigen Funktionen k(s; t) zweier reeller Ver�anderlicher mit der MaximumnormkkkC([c;d]�[a;b]) := max(s;t)2[c;d]�[a;b] jk(s; t)j <1 (2.47)und L2((c; d) � (a; b)) den Hilbertraum der auf diesem Rechteck quadratischintegrierbaren Funktionen k(s; t) mitkkkL2((c;d)�(a;b)) := sZ dc Z ba (k(s; t))2 dt ds <1: (2.48)



54 2 Mathematische BeschreibungAls Res�umee der oben gemachten �Uberlegungen l�a�t sich ableiten, da� lineareFredholmsche Integralgleichungen erster Art (2.42) in Paaren X und Y stetigerFunktionen sowie in Paaren X und Y quadratisch integrierbarer Funktionen in-korrekt nach Hadamard sind. Sie erfordern dementsprechende Ma�nahmen, umeine stabile n�aherungsweise L�osung dieser Gleichungen zu sichern. ImGegensatzdazu sind lineare Fredholmsche Integralgleichungen zweiter Artx(s) + bZa k(s; t)x(t) dt = y(s) (c � s � d) (2.49)(zur Theorie s. [DRKU96]) als Operatorgleichungen der Formx+Ax = y; x 2 X; y 2 Y; A 2 L(X;Y ) vollstetig mit kAkL(X;Y ) < 1 (2.50)in diesen R�aumen stets korrekt nach Hadamard. Bei derartigen Integralgleichun-gen zweiter Art existiert f�ur alle y 2 Y stets eine eindeutig bestimmte L�osungx 2 X von (2.49) bzw. (2.50), die stetig von der rechten Seite y abh�angt. Leidersind lineare inverse Probleme praktisch nie als Integralgleichungen zweiter Art(2.49) formulierbar. Die Identi�kation von Funktionen aus Messungen integra-ler Werte der gesuchten Funktion f�uhrt hingegen regelm�a�ig auf Integralglei-chungen erster Art (2.42), so da� die Inkorrektheit f�ur diese Klasse praktischerAufgabenstellungen eine typische Eigenschaft ist.2.2.4 Lokale Inkorrektheit bei nichtlinearen OperatorgleichungenHadamards klassische De�nition (s. De�nition 2.3) der Korrektheit von Ope-ratorgleichungen, die Identi�kationsprobleme beschreiben, ist globaler Natur,d.h., es werden Bedingungen an den Operator F der direkten Aufgabe gestellt,die den gesamten De�nitionsbereich D des Operators betre�en. Eine besondereBedeutung besitzt diese De�nition daher f�ur die im Abschnitt 2.2.3 ausf�uhr-lich behandelte Klasse von unrestringierten linearen Identi�kationsproblemen.Bei solchen Problemen ist der zugeh�orige Operator A der direkten Aufgabeaufgrund seiner Linearit�at ebenfalls von globaler Natur und mit gleichartigenEigenschaften auf dem gesamten Raum augestattet. Betrachtet man aber nicht-lineare Identi�kationsprobleme, die sich in Form einer nichtlinearen Opera-torgleichung F (x) = y ; x 2 D � X ; y 2 Y (2.51)in den Banachr�aumen X und Y darstellen lassen, so ist die L�osbarkeit von(2.51) im allgemeinen nur f�ur speziell gestaltete rechte Seiten y 2 Y zu erwar-ten. H�au�g treten, wie schon bei der quadratischen Gleichung im Raum der



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 55reellen Zahlen, verschiedene L�osungszweige auf, die einer globalen Forderungnach eindeutiger L�osbarkeit von (2.51) auf dem gesamten De�nitionsbereichD wenig Sinn geben. Vielmehr bietet sich eine lokale Analyse des Verhaltensvon (2.51) an, welche insbesondere der stabilen Abh�angigkeit der L�osung vonder rechten Seite y entsprechende Aufmerksamkeit schenkt. Zu diesem Zweckwerden die Durchschnittsmengen�BDr (x0) := fx 2 D : kx� x0kX � rg (2.52)des De�nitionsbereichs D mit zu hinreichend kleinen Radien r > 0 geh�origenabgeschlossenen Kugeln um einen L�osungspunkt x0 2 D herum betrachtet,wobei F (x0) = y0 ; x0 2 D ; y0 2 Y (2.53)gelte.De�nition 2.7 Die Operatorgleichung (2.51) hei�t in x0 l o k a li n k o r r e k t , wenn f�ur beliebig kleine Radien r > 0 jeweils eine nichtgegen x0 konvergierende unendliche Folge fxng von Elementen aus der Kugel�BDr (x0) existiert, deren Bildfolge fF (xn)g � Y gegen F (x0) konvergiert,d.h., f�ur diese Folgen giltF (xn)! F (x0) in Y; aber xn 6! x0 in X f�ur n!1: (2.54)Andernfalls hei�t (2.51) in x0 l o k a l k o r r e k t.O�ensichtlich impliziert die lokale Inkorrektheit von (2.51) in x0 zu jedemvorgegebenen Radius r > 0 die Existenz eines kleineren Radius ~r mit 0 < ~r < r;so da� der Ringbereich�BDr (x0) n �BD~r (x0) = fx 2 D : 0 < ~r < kx� x0kX � rgeine unendliche Folge fxng mit der Konvergenzeigenschaft F (xn) Y�! F (x0) f�urn!1 enth�alt.Andererseits �uberlegt man sich leicht, da� bei lokaler Korrektheit der nicht-linearen Operatorgleichung (2.51) in x0 ein fester Radius r0 > 0 existieren mu�,so da� f�ur eine Folge fxng � �BDr0(x0) die Konvergenz der Bildfolge fF (xn)ggegen F (x0) in Y auch die Konvergenz der Urbildfolge fxng gegen x0 in X nachsich zieht, d.h., es gilt die ImplikationF (xn)! F (x0) in Y; xn 2 �BDr0(x0) =) xn ! x0 in X: (2.55)



56 2 Mathematische BeschreibungEine notwendige Bedingung f�ur die lokale Korrektheit von (2.51) in x0 ist wegen(2.55) die Forderung, da� x0 ein isolierter Punkt der L�osungsmengeU(y0) = fx 2 D : F (x) = y0gist und somit ein Kugelradius r0 > 0 mitU(y0) \ �BDr0(x0) = fx0g (2.56)existiert. Die Bedingung (2.56) ist allerdings wesentlich weniger einschr�ankendals die Forderung nach der Injektivit�at des Operators F auf einer kleinen Kugelum x0, denn in (2.56) wird die lokale Eindeutigkeit der L�osung nur f�ur die exakterechte Seite y0 gefordert.Wir werden uns im weiteren davon �uberzeugen, da� die Bedingung (2.55) einerlokalen Variante der Hadamardschen Stabilit�atsbedingung entspricht,die im Falle nichtinjektiver Operatoren F global in der Konvergenzbeziehung(2.20) zum Ausdruck kommt. Es sei (2.51) in x0 lokal korrekt und beschreibefyng � Y mit limn!1 yn = y0 eine Folge von N�aherungselementen der rechtenSeite y0; deren UrbildmengenU(yn) = fx 2 D : F (x) = yngder Bedingung U(yn) \ �BDr0(x0) 6= ; (leere Menge)gen�ugen. Dann existieren nichtnegative reelle Zahlenfn := supxn2U(yn)\ �BDr0(x0) kxn � x0kX � r0 (n = 1; 2; :::);wobei wegen (2.56) auchfn = supxn2U(yn)\ �BDr0(x0) infx2U(y0)\ �BDr0(x) kxn � xkXgilt. F�ur alle positiven n gibt es dann ein Element x�n 2 U(yn) \ �BDr0(x0) mitkx�n�x0kX � fn� 1n : Daraus folgt lim supn!1 kx�n�x0kX � lim supn!1 fn: Nun ist aberwegen (2.55) limn!1 kx�n�x0kX = 0 und somit limn!1 fn = 0: Wir erhalten also einelokale Variante von (2.20) in der Formyn ! y0 in Y =) qdist(U(yn) \ �BDr0(x0); U(y0) \ �BDr0(x0))! 0: (2.57)Diese �Uberlegungen lassen sich zusammenfassend in folgendem Satz formulieren:



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 57Satz 2.4 Die zu einer rechten Seite y0 2 Y geh�orige L�osung x0 2 D � Xeiner in x0 nach De�nition 2.7 lokal korrekten Operatorgleichung (2.51) isteine isolierte L�osung. Die Operatorgleichung ist dar�uber hinaus lokal stabilim Sinne von Beziehung (2.57).Die lokale Inkorrektheit ist eine f�ur die L�osungsrekonstruktion nachteilige Eigen-schaft, die allerdings bei nichtlinearen Identi�kationsproblemen h�au�g zu �ndenist. Falls n�amlich die Operatorgleichung (2.51) in x0 lokal inkorrekt ist, so gibtes keinen systematischen Zugang, um die tats�achliche L�osung x0 beliebig ge-nau anzun�ahern, selbst wenn Daten yn der rechten Seite y0 mit beliebig kleinenSt�orungen zur Verf�ugung gestellt werden, d.h. wenn limn!1 yn = y0 gilt. Wir wol-len exemplarisch einige Typen nichtlinearer Identi�kationsprobleme vorstellen,die sich als lokal inkorrekt erweisen.Beispiel 2.4 Ein fundamentales Prinzip der Kinetik chemischer Reaktionenist die Tatsache, da� sich Konzentrations�anderungen eines Sto�es zu allen be-trachteten Zeiten t � 0 proportional zur aktuellen Konzentration y(t) dessel-ben vollziehen. Geht man von einer zeitlich variablen �Anderungsrate x(t) derKonzentration aus, so gilt die gew�ohnliche Di�erentialgleichung ersterOrdnung y0(t) = x(t) y(t) (2.58)mit der Anfangsbedingung y(0) = c0; (2.59)welche die Anfangskonzentration c0 > 0 enth�alt. Die direkte Aufgabe bestehtin der Bestimmung des zeitlichen Konzentrationsverlaufs y(t) (0 � t � T );wenn der Anfangswert c0 und die Parameterfunktion x(t) (0 � t � T ) gegebensind. Der nichtlineare Operator F der direkten Aufgabe l�a�t sich dann unterVerwendung der Exponentialfunktion exp(z) = ez in der Form[F (x)] (s) = c0 exp0@ sZ0 x(t) dt1A (0 � t � T ) (2.60)darstellen. Die nichtlineare Operatorgleichung (2.51) mit diesem Operator Fbeschreibt die inverse Aufgabe der Identi�kation der variablen Rate x(t)auf der Grundlage von Konzentrationsmessungen y(t) im Zeitintervall t 2 [0; T ]:2Beispiel 2.5 Wir betrachten ein auf das Einheitsintervall [0; 1] konzentriertes�ortlich eindimensionales W�armeleitproblem, bei welchem x(t) (0 � t � T ) einen



58 2 Mathematische Beschreibungzeitlich ver�anderlichen W�armeleitkoe�zienten bezeichnet. Die partielle Di�e-rentialgleichung zweiter Ordnung zur Beschreibung des W�armeleitvorgangshabe die spezielle Gestalt@u(�; t)@t = x(t) @2u(�; t)@�2 (0 < � < 1 ; 0 < t � T ); (2.61)wobei u(�; t) (0 � � � 1; 0 � t � T ) das Temperaturfeld beschreibe und einekonkrete Anfangsbedingungu(�; 0) = sin �� (0 � � � 1) (2.62)sowie homogene Randbedingungenu(0; t) = u(1; t) = 0 (0 � t � T ) (2.63)vorausgesetzt werden. Beobachtbar sei z.B. durch Messung mit Hilfe eines Sen-sors im Mittelpunkt des Ortsintervalls das zeitliche Verhalteny(t) := u� 12 ; t� (0 � t � T )der Temperatur. Dann wird der Operator F der direkten Aufgabe durch dienichtlineare Abbildung x(t) (0 � t � T ) 7! y(t) (0 � t � T ) bestimmt. UnterBeachtung der Anfangsbedingung (2.62) und der Randbedingungen (2.63) lie-fert die Methode der Trennung der Ver�anderlichen (s. Aufgabe 2.2) f�urdie partielle Di�erentialgleichung (2.61) die Darstellungu(�; t) = sin�� exp0@��2 tZ0 x(�) d�1A (0 � � � 1; 0 � t � T ) (2.64)und damit [F (x)] (s) = exp0@��2 sZ0 x(t) dt1A (0 � s � T ): (2.65)Die inverse Aufgabe der Identi�kation des W�armeleitkoe�zienten alsFunktion der Zeit auf der Grundlage von zeitabh�angigen Temperaturmes-sungen, die mit einem einzelnen Sensor in der Intervallmitte gewonnen wurden,entspricht dann der L�osung einer nichtlinearen Operatorgleichung (2.51) mitdem in Formel (2.65) eingef�uhrten Operator F . 2



2.2 Das Ph�anomen der Inkorrektheit 59Die beiden letzten Beispiele f�uhren auf nichtlineare Operatoren der Gestalt[F (x)] (s) = c0 exp0@c1 sZ0 x(t) dt1A (0 � s � T ) (2.66)mit von Null verschiedenen reellen Konstanten c0 und c1 (s. Aufgabe 2.3). Be-trachtet man das Raumpaar X = Y = L2(0; T ); so ist der Operator F : X ! Yjeweils mit D = X auf dem gesamten Raum X de�niert und stetig. Gleichesl�a�t sich f�ur den entsprechenden Operator F zum Raumpaar X = Y = C[0; T ]aussagen. Leider mu� man feststellen, da� nichtlineare Gleichungen (2.51) mitOperatoren (2.66) in solchen Raumpaaren in allen Punkten x0 2 X lokal inkor-rekt im Sinne von De�nition 2.7 sind. Wir verdeutlichen uns dies bei Betrach-tung des Raumpaares X = Y = C[0; T ] am Spezialfall c0 = c1 = 1; x0(t) = 0(0 � t � T ) mit [F (x0)] (s) = 1 (0 � s � T ): Dann gibt es f�ur beliebig kleineRadien r > 0 Folgen stetiger Funktionenxn(t) = r cosnt2 �1 + r sinnt2n � (0 � t � T )mitkxnkC[0;T ] � r2 �1� r2n� � r und xn 2 �BDr (x0) f�ur gen�ugend gro�es n;limn!1 kxnkC[0;T ] = r2 und folglich xn 6! x0 in C[0; T ] f�ur n!1:Die Folge der Bildfunktionen[F (xn)] (s) = 1 + r sinns2n (0 � s � T )konvergiert dagegen in C[0; T ] gegen F (x0), denn es giltlimn!1 kF (xn)� F (x0)kC[0;T ] = limn!1 r2n = 0:Dies bedeutet aber gerade die lokale Inkorrektheit der zugeh�origen Operator-gleichung (2.51) in x0:Beispiel 2.6 Es ist wohlbekannt, da� die Wahrscheinlichkeitsdichte y einerSumme von zwei stochastisch unabh�angigen Zufallsgr�o�en mit den Wahrschein-lichkeitsdichten u und v �uber die Faltungy(s) = 1Z�1 u(s� t) v(t) dt (�1 < s <1)



60 2 Mathematische Beschreibungberechenbar ist. Gilt speziell u(t) = v(t) = 0 f�ur t < 0 und x(t) := u(t) = v(t);d.h., die beiden summierten Zufallsgr�o�en sind identisch verteilt und nehmenmit Wahrscheinlichkeit Eins positive Werte an, dann haben wir y(s) = 0 f�urs < 0 und y(s) = sZ0 x(s� t)x(t) dt (0 � s <1):Es sei nun die Funktion y(s) im Einheitsintervall s 2 [0; 1] bekannt. Davon aus-gehend wollen wir die Dichtefunktion x(t) in eben diesem Intervall rekonstru-ieren. Dies ist ein nichtlineares Identi�kationsproblem, welches durch die soge-nannte Selbstfaltungsgleichung, eine nichtlineare Operatorgleichung (2.51)mit dem Selbstfaltungsoperator[F (x)] (s) = sZ0 x(s� t)x(t) dt (0 � s � 1); (2.67)charakterisiert wird. Formel (2.67) liefert f�ur x 2 L2(0; 1) immer eine stetigeBildfunktion [F (x)] (s) (0 � s � 1): Wir betrachten im weiteren die Raumsi-tuation F : D � L2(0; 1)! L2(0; 1)mit dem De�nitionsbereichD := nx 2 L2(0; 1) : x(t) � 0 f�ur fast alle t 2 [0; 1]o (2.68)der auf dem Intervall [0; 1] fast �uberall, d.h. h�ochstens mit Ausnahme einer Men-ge vom Lebesguema� Null, nichtnegativen quadratisch integrierbaren Funktio-nen. Unter diesen Umst�anden ist die Selbstfaltungsgleichung in jedem Punktx0 2 D lokal inkorrekt, denn es gibt f�ur alle r > 0 eine Folgexn(t) = ( x0(t) (0 � t � 1 � 1=n)x0(t) + rpn (1� 1=n < t � 1) (n = 2; 3::::)mit kxn � x0kL2(0;1) = r; xn 2 �BDr (x0) und xn 6! x0 in L2(0; 1) f�ur n ! 1:Weiter ist[F (xn)] (s)� [F (x0)] (s) = 8><>: 0 (0 � s � 1� 1=n)2rpn s�(1�1=n)R0 x0(t) dt (1� 1=n < s � 1) ;und es gilt die Absch�atzungkF (xn)� F (x0)kL2(0;1) � 2r 1=nZ0 x0(t) dt:



2.3 Was n�utzen Zusatzinformationen? 61Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung f�ur Integrale ergibt dann die Grenzbezie-hungkF (xn)� F (x0)kL2(0;1) � 2rvuuuut 1=nZ0 1 dtvuuuut 1=nZ0 x20(t) dt � 2r 1pn kx0kL2(0;1) n!1�! 0;welche die lokale Inkorrektheit o�ensichtlich werden l�a�t. Eine Modi�kation desSelbstfaltungsproblems wird auch in Aufgabe 2.4 behandelt. 22.3 Was n�utzen Zusatzinformationen?Das in Abschnitt 2.2 behandelte Ph�anomen der Inkorrektheit von Identi�ka-tionsproblemen kann ganz allgemein dazu f�uhren, da� die zu identi�zierendenParameter und Parameterfunktionen als L�osungen nichtlinearer Operatorglei-chungen (2.9) bzw. linearer Operatorgleichungen (2.10) erstens nicht in ein-deutiger Weise bestimmt und zweitens aufgrund instabilen L�osungsverhaltenstrotz kleiner St�orungen in den Eingangsdaten mit signi�kanten Fehlern behaf-tet sind. Ein entscheidendes Mittel zum �Uberwinden der Inkorrektheit oderwenigstens zur Reduktion negativer Auswirkungen der Inkorrektheit auf denL�osungsproze� inverser Aufgaben liegt in der geschickten Einbeziehung vonZusatzinformationen �uber den Vorgang der Datengewinnung und �uber dieerwarteten L�osungen selbst, die manchmal auch als Apriori-Informationenbezeichnet werden. Durch Einsatz solcher Zusatzinformationen besteht eineChance, die informationsvernichtende Wirkung des gl�attenden Operators derdirekten Aufgabe teilweise zu kompensieren.2.3.1 Objektive und subjektive Apriori-InformationenUnter Zusatzinformationen in bezug auf die Datenfehler oder St�orungen in derrechten Seite der Operatorgleichungen (2.9) bzw. (2.10) versteht man zus�atzli-che Angaben �uber den Charakter der tats�achlich verf�ugbaren N�aherung y� zurexakten rechten Seite y 2 Y einer solchen Operatorgleichung. Man unterscheidethier deterministische und stochastische Zusatzinformationen �uber den Feh-ler (Me�fehler, Beobachtungsfehler oder anderweitiger Datenfehler) der rechtenSeite. Ist z.B. y eine auf dem Intervall [c; d] de�nierte reelle Funktion aus demFunktionenraum Y (Banachraum), so stellen bei Vorgabe einer Fehlerschranke� > 0 die schon in Formel (2.11) erw�ahnte Beschr�ankung der Fehlernormky� � ykY � � (2.69)



62 2 Mathematische Beschreibungoder die punktweise Beschr�ankung des Fehlersjy�(s)� y(s)j � � f�ur alle s 2 [c; d] (2.70)deterministische Zusatzinformationen �uber die Eingangsdaten dar.Ist Y ein n-dimensionaler Vektorraum, wobei anstelle des exakten Vektorsy = (y1; :::; yn)T 2 IRn der rechten Seite eines linearen Gleichungssystems (2.35)nur ein gest�orter Datenvektor z = y + " (2.71)mit der vektoriellen Datenst�orung " = ("1; :::; "n)T 2 IRn bekannt sei, so stellt" � N (0; C) (2.72)eine h�au�g verwendete stochastische Zusatzinformation �uber die Eingangsdatendar. Die Darstellung (2.72) bedeutet, da� kein systematischer Beobachtungs-fehler vorliegt und der Fehlervektor " Realisierung eines normalverteiltenn-dimensionalen zuf�alligen Vektors mit Erwartungswertevektor E " = 0und Kovarianzmatrix C 2 IRn�n ist. Die Matrix C mu� als KovarianzmatrixC = Cov " = E ""T symmetrisch und positiv semide�nit sein, d.h., wir habenC = CT , und alle Eigenwerte der Matrix C sind reell und nichtnegativ. In vielenF�allen gelingt es, den Me�vorgang zur Datengewinnung so zu gestalten, da� dieeinzelnen Me�kan�ale sich in ihrem zuf�alligen Fehlerverhalten nicht beein
ussenund eine einheitliche Streuung �2 besitzen. Das f�uhrt auf eine DiagonalmatrixC = �2 I = diag(�2; :::; �2); wobei hier I die Einheitsmatrix der Dimension nbezeichnet. Die daraus resultierende Modellannahme" � N (0; �2 I) (2.73)wird auch manchmal wei�es Rauschen des Datenfehlers genannt.Zusatzinformationen �uber die Eingangsdaten werden im allgemeinen genutzt,um nur solche Elemente x 2 X als m�ogliche L�osungen des inversen Problemszuzulassen, die unter Ber�ucksichtigung des Operators der direkten Aufgabe zuden Daten passen oder in einem gewissen Sinne mit den Daten kompatibel sind.Verwendet man die deterministische Zusatzinformation (2.69), so kann f�ur dieOperatorgleichung (2.9) die Kompatibilit�at des Parameterelements x mit derBeobachtung y� vorzugsweise die Erf�ullung der UngleichungkF (x)� y�kY � � (2.74)bedeuten. Andererseits lassen stochastische Zusatzinformationen der Gestalt(2.73) f�ur die rechte Seite eines linearen Gleichungssystems (2.35) Vektoren x als



2.3 Was n�utzen Zusatzinformationen? 63kompatibel mit den Daten z aus (2.71) erscheinen, wenn eine unter Verwendungder Euklidischen Norm k � k2 geschriebene GleichungkAx � zk22 = fn�2 (2.75)erf�ullt ist, wobei sich die rechte Seite der Gleichung als Produkt des Fehler-erwartungswertes Ek"k22 = n�2 mit einem Gleitfaktor f 2 [fmin; fmax] ergibt.Einige Autoren empfehlen aus ihren Erfahrungen heraus die Werte fmin = 0:7und fmax = 1 als Intervallgrenzen f�ur diesen Gleitfaktor.Da es meist noch zu viele Elemente x 2 X gibt, die mit den Eingangsdatenbei Ber�ucksichtigung deterministischer oder stochastischer Zusatzinformationen�uber den Me�vorgang kompatibel sind, ist es zweckm�a�ig, auch vorhandeneInformationen �uber die zu erwartende L�osung x einer ein Identi�kationspro-blem beschreibenden Operatorgleichung ein
ie�en zu lassen. Wir unterschei-den dabei objektive Apriori-Informationen, also Zusatzinformationen �uberdie L�osung des inversen Problems, die sich aus physikalisch-technischem Hin-tergrundwissen ergeben und die damit unumst�o�lich sind, sowie subjektiveApriori-Informationen. Letztere bringen unsere mathematisch formuliertensubjektiven Erwartungen an die L�osung zum Ausdruck.Die objektiven Apriori-Informationen lassen sich in der Regel bei der Formu-lierung des De�nitionsbereichs D der Operatoren F und A in die Gleichungen(2.9) bzw. (2.10) und damit in das mathematische Modell einbringen. Als Bei-spiele objektiver Zusatzinformationen wurden bereits im Abschnitt 2.1.3 dieNormbeschr�ankung (2.14) sowie die Nichtnegativit�at, Monotonie und Konve-xit�at stetiger Funktionen (2.15) { (2.17) genannt. In der praktischen Anwen-dung spielen solche objektiven Apriori-Informationen die wichtigste Rolle, dieauf eine abgeschlossene und konvexe Menge D als De�nitionsbereich derOperatorgleichung f�uhren. Dabei wird eine Menge D im Banachraum X konvexgenannt, wenn f�ur zwei beliebige Elemente x1; x2 2 D und beliebiges � 2 [0; 1]auch �x1 + (1 � �)x2 2 D gilt, d.h. alle Punkte auf der Verbindungsstreckezwischen x1 und x2 selbst in der Menge D liegen.Gen�ugen die objektiven Zusatzinformationen �uber die L�osung noch nicht, umdie Inkorrektheit einer inversen Aufgabe zu erzwingen, so kommt man nichtumhin, auch subjektive Zusatzinformationen erg�anzend heranzuziehen. Unterallen mit den Eingangsdaten vertr�aglichen Elementen x 2 D werden dann solcheals L�osung der inversen Aufgabe ausgew�ahlt, die ein Sympathiefunktional
 : D � X ! IR minimieren:
(x) = min! ; x 2 D � X und x datenkompatibel: (2.76)Die Datenkompatibilit�at kann dabei zum Beispiel im Sinne einer der Bezie-hungen (2.74) oder (2.75) verstanden werden. Das Sympathiefunktional wird so



64 2 Mathematische Beschreibungkonstruiert, da� Elementen x; die den Erwartungen an die L�osung der Aufgabegut entsprechen, kleine Werte 
(x) zugeordnet werden, w�ahrend unsympathi-sche Elemente x zu gro�en Werten 
(x) geh�oren.Orientiertman sich vorzugsweise an Elementenx, die m�oglichst wenig von einemReferenzelement x� abweichen, so ist 
(x) = kx� x�kX bzw. in Hilbertr�aumenX �ublicherweise 
(x) = kx� x�k2X (2.77)als Sympathiefunktional geeignet (s. auch De�nition 2.4 in Abschn. 2.2.1). Mitx� = 0 wird dabei speziell auf Elemente mit m�oglichst kleiner Norm zur�uckge-gri�en. F�ur R�aume X glatter Funktionen x(t) (a � t � b) kommt h�au�g dasSympathiefunktional 
(x) = kx0k2L2(a;b) = bZa (x0(t))2 dt (2.78)zur Anwendung. Dahinter steckt der Gedanke, da� wenig schwankende Funktio-nen x als L�osung einer inversen Aufgabe gegen�uber stark oszillierenden L�osun-gen in der Regel bevorzugt werden. Eine im Mittel betragsm�a�ig kleine Ablei-tung x0 tritt n�amlich nur f�ur Funktionen mit im Durchschnitt geringen Schwan-kungen auf. Alternativ k�onnen geringe Schwankungen der Werte einer glattenFunktion auch durch die Forderung nach im Mittel kleinen Kr�ummungen desGraphen der Funktion zum Ausdruck gebracht werden. Dies entspricht der Mi-nimierung der L2-Norm der 2. Ableitung x00 der Funktion. Manchmal verwendetman auch Linearkombinationen der Form
(x) = �1kxk2L2(a;b) + �2kx0k2L2(a;b) + �3kx00k2L2(a;b) (2.79)mit nichtnegativen Multiplikatoren �1; �2 und �3 als Sympathiefunktional. ImSinne des wahrscheinlichkeitstheoretischen Konzepts der Entropie, welches inder Informationstheorie und in der statistischen Mechanik breit angewendetwird, ist ein Sympathiefunktional der Gestalt
(x) = bZa x(t) log x(t)x�(t) dt (2.80)mit einer aus Zusatzinformationen resultierenden Referenzfunktion x�(t) > 0(a � t � b) motiviert. Ein Zugang zur L�osung inverser Probleme auf derGrundlage des Extremalproblems (2.76) mit einem Funktional (2.80) wird alsMaximum-Entropie-Regularisierung bezeichnet (s. [EHN96, S. 134]).



2.3 Was n�utzen Zusatzinformationen? 65Subjektive Apriori-Informationen sollten bei der Behandlung inverser Aufga-ben aber so zur�uckhaltend wie m�oglich eingesetzt werden. Ist also z.B. in Teil-bereichen des De�nitionsbereichs der gesuchten L�osungsfunktion eine stabileAbh�angigkeit der Funktionswerte von den Daten allein durch objektive Apriori-Informationen zu erreichen, so sollte 
(x) diese Teilbereiche auch aussparen.Stimmt n�amlich das tats�achliche Verhalten der realen L�osung einer inversenAufgabe nicht mit den subjektiven Vorstellungen des Bearbeiters �uberein, sok�onnen falsche Sympathiefunktionale im L�osungproze� gro�e Fehler erzeugen.In manchen Modellen spielen auch stochastische Zusatzinformationen �uber dieL�osung eine Rolle. Dies ist besonders dann der Fall, wenn bei Identi�kations-problemen die zu identi�zierende Funktion oder der zu identi�zierende Vektorrandomisierbar sind, also x bzw. x selbst als Realisierung einer Zufallsgr�o�eaufgefa�t werden k�onnen. Wir haben es dann mit Bayesschen Modellen zutun. Typisch sind solche Situationen f�ur inverse Aufgaben im Bereich der Kli-matologie und Meteorologie, bei denen die Wahrscheinlichkeitsverteilung derzuf�alligen L�osung oder im Vektorfalle wenigstens der ErwartungswertevektorEx = � und eine positiv de�nite Kovarianzmatrix Cov x = B als bekanntvorausgesetzt werden k�onnen. Aus statistischer Sicht l�a�t sich dann die Ver-wendung der quadratischen Form
(x) = (x� �)TB�1(x� �) (2.81)als Sympathiefunktional gut motivieren.Die in diesemAbschnitt erw�ahnten sto-chastischen Zusatzinformationen �nden ihre Anwendung bei der stabilen n�ahe-rungsweisen L�osung von schlechtkonditionierten linearen Gleichungssystemenin Kapitel 4 (s. Abschn. 4.2).2.3.2 Der Satz von Tichonov und die Korrektheit inverser Aufgabenauf kompakten MengenVon Natur aus inkorrekte inverse Aufgaben werden korrekt, wenn die zul�assi-gen L�osungen dieser Aufgaben auf eine kompakte Menge eingeschr�ankt werden.Dies ist die Botschaft des Satzes von Tichonov, den wir im folgenden alsSatz 2.5 formulieren werden. Eine solche Einschr�ankung von L�osungen auf kom-pakte Mengen f�uhrt zur �Uberwindung der instabilen Abh�angigkeit der L�osungder inversen Aufgabe von den Eingangsdaten. Sie kann durch objektive Apriori-Informationen erreicht werden, wenn Zusatzinformationen, welche die erwarteteL�osung der inversen Aufgabe qualitativ beschreiben, den De�nitionsbereich



66 2 Mathematische BeschreibungD � X des Operators F der direkten Aufgabe auf eine kompakte Menge ein-schr�anken, folglich eine relativ kompakte und abgeschlossenene Teilmenge desBanachraumes X als Menge zul�assiger L�osungen auszeichnen. Diese Vorgehens-weise wird von vielen Autoren als deskriptive Regularisierung bezeichnet.Die beobachteten Daten werden dann dazu verwendet, um die L�osung der in-versen Aufgabe, deren qualitatives Verhalten bekannt ist, durch Bestimmungder fehlenden quantitativen Komponenten zu vervollst�andigen.F�uhren die objektivenHintergrundinformationen �uber die zu erwartende L�osungallein nicht auf eine kompakte Menge, so kann die Korrektheit des inversen Pro-blems andererseits durch Einschr�ankung der L�osung auf eine subjektiv gew�ahltekompakteMenge erzwungen werden. Wie stets bei subjektiven Apriori-Informa-tionen ist aber auch hier zu beachten, da� eine subjektive Ver�anderung desmathematischen Modells immer Fehlerquellen in sich birgt. Im Falle der sub-jektiven Einschr�ankung auf kompakte Mengen erkauft man sich die gewonneneStabilit�at der L�osung bez�uglich gest�orter Eingangsdaten durch zus�atzliche Ap-proximationsfehler, die aus der Kluft zwischen dem verwendeten Modell undder Realit�at herr�uhren.Satz 2.5 Es sei F : D � X ! Y ein stetiger injektiver Operator, der ausdem Banachraum X in den Banachraum Y abbildet und dessen De�nitions-bereich D eine kompakte Teilmenge des Raumes X darstellt. Dann ist auchder inverse Operator F�1 : F (D) � Y ! D � X stetig.Man �uberzeugt sich leicht von der Stetigkeit eines solchen inversen OperatorsF�1 in einem beliebigen Punkt y0 = F (x0); x0 2 D; indem man eine Folgefxng � D mit kF (xn)�F (x0)kY ! 0 f�ur n!1 betrachtet. DaD als kompakteMenge in X sowohl relativ kompakt als auch abgeschlossen ist, existiert eine imBanachraumX konvergierende Teilfolge fxnkgmit limk!1 xnk = ~x 2 D:Wegen derStetigkeit des Operators F gilt dann auch limk!1F (xnk) = F (~x) im BanachraumY: Da F ein injektiver Operator ist, folgt nunmehr ~x = x0 und kxnk �x0kX ! 0f�ur k !1: Auf der Grundlage der bisherigen �Uberlegungen ergibt sich aus derKonvergenz der Teilfolge aber sogar die Konvergenz kxn�x0kX ! 0 f�ur n!1der Folge selbst, woraus wiederum die Stetigkeit des Operators F�1 im Punkty0 folgt. W�are n�amlich xn 6! x0 in X; so g�abe es f�ur eine gen�ugend kleine Zahl" > 0 eine unendliche Teilfolge fxnlg mit kxnl � x0kX > " f�ur alle l = 1; 2; ::: :Diese m�u�te aber dann wegen der Injektivit�at von F und der Kompaktheitvon D eine gegen x0 konvergierende Teilfolge besitzen, was o�ensichtlich einenWiderspruch liefert.



2.3 Was n�utzen Zusatzinformationen? 67Als Folgerung aus Satz 2.5 erh�alt man sofort, da� die Kompaktheit des De-�nitionsbereichs D daf�ur sorgt, da� mit der Hadamardschen Eindeutigkeits-bedingung auch die Hadamardsche Stabilit�atsbedingung (s. De�nition 2.3 inAbschn. 2.2.1) erf�ullt ist:Folgerung 2.5 Wird ein Identi�kationsproblem durch eine Operatorglei-chung (2.9) mit einem stetigen injektiven Operator F und kompaktem De�ni-tionsbereich D beschrieben, so ist die Stabilit�atsbedingung von De�nition 2.3stets erf�ullt.Schlie�lich gilt aufgrund der oben gemachten �Uberlegungen auch:Satz 2.6 Besitzt eine Operatorgleichung (2.9) zu einer speziellen rechtenSeite y0 eine eindeutig bestimmte L�osung x0 2 D; wobei der Operator Fstetig und der De�nitionsbereich D kompakt sind, so gilt die ImplikationF (xn)! F (x0) in Y; xn 2 D =) xn ! x0 in X: (2.82)In diesem Satz wurde die Forderung nach Injektivit�at von F durch die wesentlichschw�achere Eigenschaft der eindeutigen L�osbarkeit von (2.9) f�ur eine speziellerechte Seite y0 abgeschw�acht.Auch f�ur Extremalprobleme (2.12), die entweder Steueraufgaben beschreibenoder bei Identi�kationsproblemen mit verletzter Existenzbedingung verallge-meinerte L�osungen mit minimaler Defektnorm charakterisieren, ist die Kom-paktheit des De�nitionsbereichs eine stabilisierende Eigenschaft.Satz 2.7 Ein Extremalproblem (2.12) ist stets korrekt im Sinne von De�ni-tion 2.5, falls der Operator F : D � X ! Y stetig ist und der De�nitions-bereich D durch eine nichtleere und in X kompakte Menge charakterisiertwird.Betrachtet man die �Uberlegungen des Abschnitts 2.2.2 genauer, so ist unter denVoraussetzungen von Satz 2.7 das Extremalproblem (2.12) stabil in folgendemSinne:



68 2 Mathematische BeschreibungFolgerung 2.6 Unter den die Kompaktheit von D einschlie�enden Voraus-setzungen von Satz 2.7 ist eine Folge fxng � D mitkF (xn)� ynkY � infx2D kF (x)� ynkY + �n;kyn � y0kY � �n und limn!1 �n = limn!1 �n = 0 eine minimierende Folge desExtremalproblemskF (x)� y0kY = min! ; x 2 D � X; (2.83)d.h., es gilt limn!1 kF (xn)� y0kY = minx2D kF (x)� y0kY :Dar�uber hinaus strebt der Punkt-Mengen-Abstand der Elemente der Folgefxng zur L�osungsmengeLmin = fxmin 2 D : kF (xmin)� y0kY = infx2D kF (x)� y0kY g 6= ;von (2.83) gegen Null, also istlimn!1 dist(xn; Lmin) = 0:Sowohl die Existenzbedingung als auch die Stabilit�atsbedingung von De�niti-on 2.5 folgen unter den die Kompaktheit von D einschlie�enden Voraussetzun-gen von Satz 2.7 aus der Tatsache, da� limn!1 kF (xn)�ykY = infx2D kF (x)�ykY f�ureine Folge fxng � D die Existenz einer Teilfolge fxnkg mit limk!1 xnk = ~x 2 Dund kF (~x)� ykY = infx2D kF (x)� ykY nach sich zieht.Die genannten Stabilit�atseigenschaften von Extremalproblemen bei kompakterMenge D machen sich viele Zug�ange zur n�aherungsweisen L�osung inverser Auf-gaben nutzbar. Voraussetzung ist daf�ur allerdings, da� in den L�osungsr�aumenX geeignete kompakte Mengen D gefunden werden. Im endlichdimensionalenRaumX = IRn stellt dies kein Problem dar, denn alle beschr�ankten und ab-geschlossenen Mengen D sind in IRn kompakt. Vern�unftige Schranken f�urdie einzelnen Komponenten eines Parametervektors lassen sich aus physikalisch-technischer Sicht aber meist leicht �nden. In diesem Sinne ist auch das im fol-genden Beispiel erkl�arte inverse Matrixeigenwertproblem stabil l�osbar.



2.3 Was n�utzen Zusatzinformationen? 69Beispiel 2.7 In diesem Beispiel gehen wir von n fest vorgegebenen symmetri-schen Matrizen M i 2 IRm�m (i = 1; 2; :::; n) aus und bilden mit ihnen Linear-kombinationen M := x1M1 + x2M2 + :::+ xnMn:F�ur jeden Vektor x = (x1; :::; xn)T 2 IRn ist M = M(x) 2 IRm�m eben-falls wieder eine symmetrische Matrix und besitzt die m reellen Eigenwertey1 � y2 � ::: � ym; die wir im Vektor y = (y1; :::; ym)T 2 IRm zusammenfassen.Dabei gibt es Eigenvektoren ui 2 IRm mit ui 6= 0 undM(x)ui = yi ui (i = 1; 2; :::;m): (2.84)Das Matrixeigenwertproblem der Bestimmung des Vektors der Eigenwertey := F (x) bei gegebenem Multiplikatorenvektor x stellt die direkte Aufgabedar. Die Eigenwerte der Matrix M(x) sind bei gegebenem Vektor x aus einemBereichD � IRn zul�assiger Multiplikatoren stets eindeutig bestimmt.Weiter istaus der St�orungstheorie bei Eigenwertproblemen bekannt, da� kleine St�orungenin der symmetrischen Matrix M stets auch nur kleine St�orungen in den Eigen-werten nach sich ziehen. In diesem Sinne ist der nichtlineare OperatorF : D � IRn ! IRmder direkten Aufgabe stetig und die direkte Aufgabe korrekt. Dagegen stelltdie Aufgabe der Identi�kation von x 2 D bei gegebenem Eigenwertevektor yeine inverse Aufgabe dar, die inkorrekt nach Hadamard ist, denn nicht zu allenVektoren y 2 IRm gibt es passende Multiplikatoren x; so da� Eigenwertgleichun-gen (2.84) erf�ullt werden. Dar�uber hinaus k�onnen gegebenenfalls verschiedeneVektoren x zum gleichen Eigenwertevektor y von M(x) f�uhren. 2Das in Beispiel 2.7 betrachtete Identi�kationsproblem geh�ort zur gro�en Klassevon inversen Eigenwertproblemen (s. [JIX98]). Es entspricht der L�osungeines nichtlinearen GleichungssystemsF (x) = y; x 2 D � IRn; y 2 IRm (2.85)mit m nichtlinearen Gleichungenfj(x1; :::; xn) = yj (j = 1; 2; :::;m)in den n Unbekannten x1; :::; xn: Dabei stellt (2.85) mit X := IRn und Y := IRmeinen Spezialfall der nichtlinearen Operatorgleichung (2.9) dar. Der Operator



70 2 Mathematische BeschreibungF = 0BBB@ f1f2� � �fm 1CCCA zerf�allt in die nichtlinearen Funktionen fj, welche die Zuord-nung x 7! yj der Matrixmultiplikatoren zum j-ten Eigenwert beschreiben. Die-se Funktionen sind nicht analytisch angebbar. Ihre Funktionswerte lassen sichjedoch beliebig genau berechnen, indem man die Eigenwerte der zugeh�origensymmetrischen MatrixM mit numerischen Methoden bestimmt. Schr�ankt manden De�nitionsbereich D des nichtlinearen Operators F auf eine beschr�ankteabgeschlossene und damit kompakte Menge in IRn ein, z.B. aufD := fx 2 IRn : ci � xi � ci (i = 1; 2; :::; n)g; (2.86)und ist F injektiv auf D, so l�a�t sich die Folgerung 2.5 anwenden, d.h., dieHadamardsche Stabilit�atsbedingung wird erf�ullt. Injektivit�at bedeutet dabei,da� es in D h�ochstens einen Multiplikatorenvektor x gibt, der auf einen festenEigenwertevektor y von M (x) f�uhrt. Dieser Fall liegt h�au�g in recht kleinenBereichen D vor, deren entsprechende Matrizen M(x) f�ur alle x 2 D nur ein-fache Eigenwerte y1 > y2 > ::: > ym besitzen. Kann die Injektivit�at von Fauf D nicht gesichert werden, so f�uhrt im Sinne von Folgerung 2.6 eine Mini-mierung der Defektnorm kF (x) � y�kIRm �uber alle x 2 D auch bei gest�ortenEigenwertevektoren y� mit ky� � ykIRm � � auf Multiplikatorenvektoren x�, dief�ur � ! 0 gegen tats�achliche L�osungen des inversen Matrixeigenwertproblemsstreben. Aber auch bei Problemen, die sich als nichtlineare Gleichungssysteme(2.85) mit kompaktem De�nitionsbereich D � IRn schreiben lassen, kann es beierf�ullter Hadamardscher Stabilit�atsbedingung gro�e Fehler in der L�osung trotzkleiner Datenfehlerschranken � > 0 geben. Dann haben wir es mit schlecht-konditionierten nichtlinearen Gleichungssystemen zu tun. Das Ph�ano-men der Schlechtkonditioniertheit wurde bereits f�ur lineare Gleichungssystemeim Anschlu� an Beispiel 2.2 erl�autert.2.3.3 Spezielle kompakte Mengen in Funktionenr�aumenViel komplizierter ist die Situation im unendlichdimensionalen Banachraum X;der typischen Situation f�ur Funktionenr�aume, da hier abgeschlossene Kugeln(2.14) im allgemeinen keine kompakten Mengen bilden. Es gen�ugt also nicht,die in Frage kommenden L�osungen in der Norm des Raumes X zu beschr�anken.Ebensowenig bilden die praktisch wichtigen Klassen nichtnegativer, monotoneroder konvexer Funktionen (s. (2.15) { (2.17)) in einem Banachraum X reel-ler Funktionen �uber einem endlichen Intervall kompakte Mengen, da sie stetsFunktionen mit beliebig gro�er Norm inX enthalten. F�ur die Kompaktheit einer



2.3 Was n�utzen Zusatzinformationen? 71Menge ist jedoch ihre Beschr�anktheit im Banachraum notwendig. Andererseitssichert auch die gleichm�a�ige Beschr�ankung der Funktionswerte einer Familievon Funktionen nach oben und unten noch keine Kompaktheit (s. Aufgabe 2.5).Erst eine Kombination von gleichm�a�iger Beschr�anktheit mit zus�atzlichen Ei-genschaften f�uhrt zum Erfolg. Im Raum der stetigen Funktionen ist nach demSatz von Arzel�a-Ascoli (s. [TTB95, S.373]) die gleichgradige Stetigkeit allerbetrachteten Funktionen eine solche die Kompaktheit erzwingende Zusatzeigen-schaft. F�ur di�erenzierbare Funktionen erreicht man dies z.B. durch gleichm�a�i-ge Beschr�ankung der Ableitungswerte. In R�aumen integrierbarer Funktionenkann die Monotonie bzw. die Konvexit�at von Funktionen als eine derartigeZusatzeigenschaft genutzt werden. Auf diese Weise lassen sich f�ur viele un-endlichdimensionale Funktionenr�aume X praktikable Forderungen an zul�assigeL�osungen des inversen Problems formulieren, die kompakte De�nitionsbereicheD und damit die Stabilit�at der Aufgabe sichern.Wir betrachten zuerst f�ur 1 � p < 1 die Schar von Banachr�aumen X =Lp(a; b) der auf dem Intervall [a; b] zur p-ten Potenz integrierbaren reellenFunktionen z(t) (a � t � b); die eine endliche NormkzkLp(a;b) := 0@ bZa jz(t)jp dt1A1=p (2.87)besitzen. Vom einzigen Hilbertraum in dieser Schar, der sich f�ur p = 2 alsRaum L2(a; b) der quadratisch integrierbaren Funktionen ergibt, haben wirschon mehrfach Gebrauch gemacht. Es gelten dabei f�ur alle R�aume Lp(a; b) dieim Abschnitt 2.1.1 zur De�nition des Raumes L2(a; b) gemachten Bemerkun-gen. Insbesondere sind die in Formel (2.87) auftretenden Integrale als Lebesgue-Integrale zu verstehen, und alle hier betrachteten Funktionen z sind bez�uglichdes Lebesguema�es me�bar. Solche Funktionen z, die sich nur auf einer Men-ge vom Lebesguema� Null unterscheiden, sind demselben Element des RaumesLp(a; b) zuzuordnen (zu Details s. [FLO81]). Je gr�o�er die Zahl p ist, um sost�arker ist die in (2.87) de�nierte Norm. Mit 1 � p < q <1 und eZ = Lp(a; b);Z = Lq(a; b) sowie K = (b � a) 1p� 1q gilt eine Ungleichung vom Typ (2.5), d.h.,wir haben eine Absch�atzungkzkLp(a;b) � (b� a) 1p� 1q kzkLq(a;b) (1 � p < q <1; z 2 Lq(a; b)); (2.88)wobei zwischen den R�aumen eine echte Inklusion Lq(a; b) � Lp(a; b) f�ur 1 �p < q < 1 gilt. Ein linearer Raum von Funktionen z(t) (a � t � b); dief�ur beliebig gro�e Potenzen p integrierbar sind, ist der Raum L1(a; b) der fast�uberall beschr�ankten, d.h. mit Ausnahme von Argumenten t aus einer Men-ge vom Lebesguema� Null beschr�ankten Funktionen. L1(a; b) bildet mit dem



72 2 Mathematische Beschreibungwesentlichen SupremumkzkL1(a;b) := ess supt2(a;b) jz(t)j = limp!1 kzkLp(a;b) (2.89)der Funktion z als Norm selbst einen Banachraum. Unter ess supt2(a;b) jz(t)j verstehtman dabei das In�mum aller positiven Zahlen s; f�ur die jz(t)j � s im Intervall(a; b) nur f�ur Argumente t aus einer Menge vom Lebesguema� Null gilt. Mit derechten Einschlie�ung L1(a; b) � Lp(a; b) f�ur 1 � p <1 undkzkLp(a;b) � (b� a) 1p kzkL1(a;b) (1 � p <1; z 2 L1(a; b)) (2.90)ist die L1-Norm wiederum st�arker als alle Lp-Normen mit endlichem p: Die Ba-nachr�aume Lp(a; b) (1 � p � 1) zusammengenommen hei�en Lebesguer�aume(zu weiteren Einzelheiten s. [FLO81, x14] oder [GORI94, Abschn. 2.2.2]).Jede Menge monotoner Funktionen auf dem Intervall [a; b], deren Funkti-onswerte durch feste endliche Konstanten nach oben und unten gleichm�a�igbeschr�ankt sind, ist kompakt im Banachraum Lp(a; b) f�ur alle Exponenten1 � p < 1: Wir formulieren diese Aussage im folgenden Hilfssatz f�ur mono-ton nichtwachsende Funktionen. Sie gilt aber ebenso f�ur monoton nichtfallendeFunktionen. In der Menge der hier betrachteten monotonen Funktionen liegensowohl stetige als auch st�uckweise stetige Funktionen mit Spr�ungen. Betrachtetman bei Sprungfunktionen nur rechtsseitig oder linksseitig stetige Funktionen,so bilden diese jeweils Repr�asentanten f�ur das zugeh�orige Element im Lebes-gueraum Lp(a; b):Hilfssatz 2.5 Mit �1 < c � c <1 ist jede Menge der GestaltD = fx(t) 2 [c; c] (a � t � b) : x(t1) � x(t2) (a � t1 < t2 � b)g (2.91)von sowohl monoton nichtwachsenden als auch gleichm�a�ig nach oben undunten beschr�ankten Funktionen im Raum Lp(a; b) f�ur alle 1 � p < 1kompakt.Um die Aussage des Hilfssatzes zu erhalten, nutzt man den Begri� der Total-variation bVa (x) := supa�t0<t1<:::<tk�1<tk�b kXi=1 jx(ti)� x(ti�1)j (2.92)einer Funktion x(t) (a � t � b); wobei das Supremum in Formel (2.92) �uberalle m�oglichen Unterteilungen a � t0 < t1 < ::: < tk�1 < tk � b des Intervalls



2.3 Was n�utzen Zusatzinformationen? 73[a; b] in endlich viele Teilintervalle genommen werden mu�. Alle Funktionen ausD nach Formel (2.91) sind von beschr�ankter Totalvariation, und es gibt eineKonstante C derart, da� f�ur x 2 D die Ungleichungen jx(t)j � C (a � t � b)und bVa (x) � C gelten. Dann folgt aus dem Satz von Helly (s. [NATA61, S.250]),da� es in jeder unendlichen Teilmenge von D eine Folge fxng mit limn!1 xn(t) =�x(t) (a � t � b) und �x 2 D gibt. Da jxn(t) � �x(t)jp � j2Cjp durch eineintegrierbare Funktion beschr�ankt ist und f�ur n ! 1 fast �uberall gegen Nullstrebt, liefert der Satz von Lebesgue (s. [GORI94, S.32]) wegenlimn!1 kxn � �xkLp(a;b) = 0@ bZa limn!1 jxn(t)� �x(t)jp dt1A 1p = 0die Behauptung des Hilfssatzes.Weiterhin l�a�t sich zeigen, da� auch jede Menge konvexer Funktionen aufdem Intervall [a; b], deren Funktionswerte durch feste endliche Konstanten nachoben und unten gleichm�a�ig beschr�ankt sind, kompakt ist im BanachraumLp(a; b) f�ur alle Exponenten 1 � p < 1: Diese im folgenden Hilfssatz f�urkonvexe Funktionen formulierte Tatsache gilt analog f�ur konkave Funktionen.Hilfssatz 2.6 Mit �1 < c � c <1 ist jede Menge der GestaltD = (x(t) 2 [c; c] : x�t1 + t22 � � x(t1) + x(t2)2 (t; t1; t2 2 [a; b])) (2.93)von sowohl konvexen als auch gleichm�a�ig nach oben und unten beschr�anktenFunktionen kompakt im Raum Lp(a; b) f�ur alle 1 � p <1:K�onnen die L�osungen inverser Aufgaben auf Mengen D von gleichm�a�ig be-schr�ankten Funktionen eingegrenzt werden, die monoton (s. (2.91)), konvex(s. (2.93)) oder im Sinne vonD = fx(t) 2 [c; c] (a � t � b) : x nichtwachsend und konvexg (2.94)monoton und konvex sind, so erweisen sich derartige Aufgaben als korrekt, undihre L�osungen h�angen stabil von den Eingangsdaten ab, wenn X = Lp(a; b) f�ureine Zahl 1 � p < 1 gew�ahlt wird und der zugeh�orige Operator der direktenAufgabe F : D � Lp(a; b) ! Y stetig ist. Unter den Voraussetzungen vonSatz 2.6 gilt dann f�ur eine Operatorgleichung (2.9) Beziehung (2.82) in derFormF (xn)! F (x0) in Y; xn 2 D =) xn ! x0 in Lp(a; b): (2.95)



74 2 Mathematische BeschreibungJedoch kann man, obwohl alle drei betrachteten MengenD zu L1(a; b) geh�oren,auch f�ur x0 2 L1(a; b) nicht auf eine gleichm�a�ige KonvergenzF (xn)! F (x0) in Y; xn 2 D =) xn ! x0 in L1(a; b) (2.96)schlie�en. Dies hat seinen Grund darin, da� die in (2.91), (2.93) und (2.94)eingef�uhrten Mengen D nicht kompakt in L1(a; b) sind, wie das folgende Ge-genbeispiel zeigt.Beispiel 2.8 Wir betrachten die in Bild 2.4 dargestellte Folge gleichm�a�ig nachoben und unten beschr�ankter, nichtwachsender, konvexer Funktionenxn(t) = (1 � t)n (0 � t � 1; n = 1; 2; :::):
00.250.50.751 0 0.25 0.5 0.75 1Graph der Funktion xn(t) = (1� t)n

n=1n=3n=10n=100
Bild 2.4 Folge xn, die in Lp (1 � p <1); aber nicht in L1 konvergiertDiese Folge konvergiert in Lp(0; 1) (1 � p <1) gegen x0(t) � 0 (Nullfunktion),nicht jedoch in L1(0; 1); denn wir haben kxn � x0kLp(0;1) = (np + 1)�1=p ! 0;aber kxn�x0kL1(0;1) = 1 6! 0 f�ur n!1: Im Raum L1(0; 1) konvergiert gewi��uberhaupt keine Teilfolge von fxng: Somit kann keine Menge D kompakt inL1(0; 1) sein, welche die Folge fxng enth�alt. 2Es sei noch angemerkt, da� die in Beispiel 2.8 betrachtete Folge von mono-ton fallenden und konvexen Funktionen fxng f�ur jedes abgeschlossene Intervall["; 1] (" > 0); das den linken Randpunkt t = 0 nicht enth�alt, gleichm�a�iggegen die Nullfunktion konvergiert. Betrachtet man im L�osungsraum X =Lp(a; b) (1 � p <1) die Situation von Satz 2.6, wobei die eindeutig bestimmte



2.3 Was n�utzen Zusatzinformationen? 75L�osung x0 der Operatorgleichung (2.9) zur rechten Seite y0 eine auf [a; b] stetigeFunktion sei, so kann man zeigen, da� f�ur D aus (2.91) oder (2.93) neben (2.95)aus der Konvergenz der Bildfolge fF (xn)g in Y auch die punktweise Konvergenzxn(t) ! x0(t) (a < t < b) f�ur alle inneren Punkte t des Intervalls [a; b] folgt.Da die punktweise Konvergenz von Folgen gleichm�a�ig beschr�ankter monotonerbzw. konvexer Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall gegen eine steti-ge Funktion die gleichm�a�ige Konvergenz der Folge nach sich zieht (s. [POSZ54,S.63]), gilt bei diesen De�nitionsbereichen D auch f�ur beliebig kleine " > 0 dieImplikationF (xn)! F (x0) in Y; xn 2 D =) xn ! x0 in L1(a+"; b�"): (2.97)In jedem abgeschlossenen Teilintervall von [a; b]; das keinen der Randpunkte aoder b enth�alt, konvergiert die Funktionenfolge fxng dann gleichm�a�ig gegenx0 2 C[a; b]: F�ur D aus (2.94) und x0 2 C[a; b] gilt sogarF (xn)! F (x0) in Y; xn 2 D =) xn ! x0 in L1(a+ "; b); (2.98)d.h., das rechte Intervallende wird, wie in der Folge von Beispiel 2.8 geschehen,in die gleichm�a�ige Konvergenz eingeschlossen.Der Betrachtung von Funktionen, die weder monoton noch konvex sein m�ussen,dient der folgende Hilfssatz:Hilfssatz 2.7 Mit �1 < c � c < 1 und 0 < K < 1 ist jede Menge derGestalt D = �x(t) 2 [c; c] (a � t � b) : bVa (x) � K� (2.99)von gleichm�a�ig nach oben und unten beschr�ankten Funktionen mit zus�atz-lich gleichm�a�ig beschr�ankter Totalvariation kompakt im Raum Lp(a; b) f�uralle 1 � p <1:Dabei verhelfen Schranken der in Formel (2.92) eingef�uhrten Totalvariation zurstabilen L�osung inverser Aufgaben mit solchen nichtmonotonen und nichtkonve-xen L�osungsfunktionen. Der Hilfssatz beruht wiederum auf dem Satz von Helly.Die in D zusammengefa�te Familie von Funktionen mit gleichm�a�ig beschr�ank-ter Totalvariation, in der nur linksseitig bzw. rechtsseitig stetige Funktionenbetrachtet werden sollten, zeichnet sich dadurch aus, da� alle diese Funktionennicht �uber ein gewisses Ma� hinaus oszillieren d�urfen. O�ensichtlich werden ansolche Funktionen, die auch an endlich oder abz�ahlbar unendlich vielen StellenSpr�unge aufweisen d�urfen, keinerlei Forderungen nach Monotonie oder Konve-xit�at gestellt.



76 2 Mathematische BeschreibungEs ist durchaus auch von Interesse, L�osungsr�aume X inverser Probleme be-handeln zu k�onnen, bei denen auch Ableitungen der betrachteten Funktioneneine Rolle spielen. Unter Konvergenz von N�aherungsl�osungen gegen die exakteL�osung versteht man dann sowohl die Konvergenz der Funktionswerte in einemwohlde�nierten Sinne als auch die Konvergenz der jeweiligen Ableitungen. Indiesem Zusammenhang nutzt man neben R�aumen stetig di�erenzierbarer Funk-tionen h�au�g Sobolevr�aume (s. [TTB95, Abschn. 11.26]).Wir beschr�anken uns beispielhaft auf die Betrachtung des speziellen Sobolevrau-mes H1(a; b) der auf [a; b] de�nierten quadratisch integrierbaren reellen Funk-tionen z mit quadratisch integrierbarer verallgemeinerter erster Ableitungz0 (s. [TTB95, S.383]). Diese Funktionen besitzen eine endliche SobolevnormkzkH1(a;b) := qkzk2L2(a;b) + kz0k2L2(a;b) = vuuut bZa (z(t))2 dt+ bZa (z0(t))2 dt; (2.100)mit welcherH1(a; b) zumBanachraumwird. Es existiert auch ein zu dieser Normpassendes Skalarprodukt, das H1(a; b) zum Hilbertraum macht. Wie im Falledes Lebesgueraumes L2(a; b) k�onnen die Werte z(t) der Funktionen z; die zueinem festen Element inH1(a; b) geh�oren, auf einer Argumentmenge vom Lebes-guema� Null beliebig abge�andert werden. Jedoch �ndet man zu jedem Elementz 2 H1(a; b) stets eine stetige Funktion als Repr�asentanten. Diese Repr�asen-tantenfunktionen sind auch fast �uberall im klassischen Sinne di�erenzierbar. Esgelten die echten Inklusionen H1(a; b) � C[a; b] � L2(a; b): Wir sagen, da� derSobolevraumH1(a; b) in den entsprechenden Raum der stetigen Funktionen wieauch in den entsprechenden Raum der quadratisch integrierbaren Funktioneneingebettet ist. Diese Einbettungen sind stetig, d.h., es gelten Absch�atzungendes Typs (2.5) in der FormkzkC[a;b] � K1 kzkH1(a;b) f�ur alle z 2 H1(a; b) (2.101)und kzkL2(a;b) � K2 kzkH1(a;b) f�ur alle z 2 H1(a; b) (2.102)mit positiven Konstanten K1 und K2, wobei wegen Formel (2.100) f�ur die Kon-stante aus (2.102) o�ensichtlich K2 = 1 gesetzt werden kann. Diese �Uberle-gungen zeigen, da� die Sobolevnorm (2.100) st�arker ist als die Normen (2.6)bzw. (2.7), mit denen �ublicherweise stetige bzw. quadratisch integrierbare Funk-tionen bewertet werden. Mehr noch, die Einbettung von H1(a; b) in die R�aumeC[a; b] bzw. L2(a; b) ist sogar vollstetig im Sinne des folgenden als Satz vonRellich-Kondrachov bekannten Hilfssatzes.



2.3 Was n�utzen Zusatzinformationen? 77Hilfssatz 2.8 Es sei K eine positive Konstante. Dann ist die MengeD = fx 2 H1(a; b) : kxkH1(a;b) � Kg (2.103)als Teilmenge der Banachr�aume C[a; b] und L2(a; b) jeweils relativ kompakt.Leider erlaubt die in Hilfssatz 2.8 betrachtete MengeD nicht die Anwendung derStabilit�atsaussagen aus Abschnitt 2.3.2 f�ur inverse Aufgaben, deren L�osungenzu den Funktionenr�aumen X = C[a; b] bzw. X = L2(a; b) geh�oren, denn D istzwar relativ kompakt, aber nicht abgeschlossen und damit nicht kompakt indiesen R�aumen. Wir werden in Kapitel 4 des Buches (s. Formel (4.54)) jedochsehen, da� die Menge (2.103) aus Hilfssatz 2.8 trotzdem eine gewisse Rollebei der stabilen n�aherungsweisen L�osung inverser Aufgaben im SobolevraumH1(a; b) spielen kann.Zum Abschlu� des Kapitels zeigt der folgende Hilfssatz auf, wie man kompakteMengen D auch im Raum H1(a; b) konstruieren kann.Hilfssatz 2.9 Mit �1 < c � c < 1, �1 < d � d <1 und 0 < K <1ist jede Menge der GestaltD = 8><>:x 2 H1(a; b) : x(t) 2 [c; c]; x0(t) 2 [d; d]; a � t � b;bVa (x0) � K 9>=>; (2.104)von Funktionen mit gleichm�a�ig nach oben und unten beschr�ankten Wertender Funktion selbst und ihrer verallgemeinerten Ableitung sowie mit zus�atz-lich gleichm�a�ig beschr�ankter Totalvariation der verallgemeinerten Ableitungkompakt im Raum H1(a; b):Es sei an dieser Stelle der Vollst�andigkeit halber noch erw�ahnt, da� die Funk-tionen x(t) (a � t � b) in Formel (2.104) klassische Ableitungen x0(t) auf demIntervall [a; b] nur fast �uberall besitzen m�ussen. Erg�anzt man diese Ableitungenauf der verbleibenden Menge vom Lebesguema� Null aber so, da� linksseitigoder rechtsseitig stetige Funktionen entstehen, so erh�alt man auf ganz [a; b]de�nierte Funktionen x0; f�ur welche die Totalvariation bVa (x0) dann bestimmtwerden kann.



78 2 Mathematische BeschreibungAufgabenAufgabe 2.1 In Anlehnung an Bsp. 2.1 (s. Abschn. 2.2.1) charakterisiert die lineareOperatorgleichung[Ax] (s) := sZ0 (s� t) x(t) dt = y(s) (0 � s � T )in den R�aumen X = C[0; T ] und Y = L2(0; T ) die Identi�kation der zeitabh�angigenBeschleunigungen x eines zum Nullzeitpunkt in Ruhe be�ndlichen Fahrzeuges ausMessungen des zur�uckgelegten Weges y. Zeigen Sie, da� die Gleichung inkorrekt istund diskutieren Sie dabei die Erf�ullung der drei Hadamardschen Bedingungen.Aufgabe 2.2 Man leite in Bsp. 2.5 (s. Abschn. 2.2.4) die Darstellungsformel (2.64)f�ur das Temperaturfeld mit Hilfe der Methode der Trennung der Ver�anderlichenaus der partiellen Di�erentialgleichung (2.61), der Anfangsbedingung (2.62) und denRandbedingungen (2.63) her.Aufgabe 2.3 Zeigen Sie, da� der nichtlineare Operator F aus Formel (2.66) mitpositiven Konstanten c0 und c1 f�ur alle quadratisch integrierbaren Funktionen x 2L2(0; T ) eine stetige Bildfunktion [F (x)] (s) (0 � s � T ) liefert, und bestimmen Sieunter der Bedingung kxkL2(0;T ) � K untere und obere Schranken f�ur die Werte dieserBildfunktionen.Aufgabe 2.4 Der in Bsp. 2.6 eingef�uhrte Selbstfaltungsoperator (2.67) werde f�urX = L2(0; 1) und D aus (2.68) mittels der Vorschrift[F (x)] (s) = sZ0 x(s� t) x(t) dt (0 � s � 2)auf den Bildraum Y = L2(0; 2) erweitert. Dabei setzen wir die Funktionswerte x(t) f�urArgumente t 62 [0; 1] stets gleich Null. Zeigen Sie durch Konstruktion von geeignetenBeispielfolgen fxng � �BDr (x0); da� die nichtlineare Operatorgleichung (2.51) auchmit dem erweiterten Selbstfaltungsoperator F : D � L2(0; 1) ! L2(0; 2) in allenPunkten x0 2 D lokal inkorrekt ist.Aufgabe 2.5 Die Stabilisierung von Identi�kationsproblemen nach dem Satz vonTichonov (s. Satz 2.5) beruht auf der Kompaktheit des De�nitionsbereichs D derAufgabe. Zeigen Sie, da� der De�nitionsbereichD = fx(t) 2 [�1; 1] (0 � t � 1) : x stetigg;der aus stetigen reellen Funktionen besteht, die nach oben und unten gleichm�a�igbeschr�ankt sind, in keinem der beiden Funktionenr�aume C[0; 1] und L2(0; 1) kom-pakt ist und demzufolge der Stabilisierungszugang von Abschnitt 2.3.2 darauf nichtangewendet werden kann.



3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenIn diesem Kapitel betrachten wir Identi�kationsprobleme, die sich als Operator-gleichungen (2.9) oder (2.10) in reellen Hilbertr�aumen X und Y schreibenlassen. Ein reeller Hilbertraum H ist ein linearer Raum �uber dem K�orper derreellen Zahlen IR; der durch ein Skalarprodukt h�; �i mit den Eigenschaftenhx+ y; zi = hx; zi+ hy; zi;hx; yi = hy; xi;h�x; yi = � hx; yisowie hx; xi � 0 und hx; xi = 0 , x = 0f�ur alle x; y; z 2 H und � 2 IR charakterisiert wird. Der Raum H mu� dabeiso bescha�en sein, da� er mit der aus dem Skalarprodukt �uber die Beziehungkxk := qhx; xi f�ur alle x 2 H erzeugten Norm k � k einen Banachraum, alsoeinen vollst�andigen normierten Raum bildet.Wir bezeichnenmit h�; �iX bzw. h�; �iY die Skalarprodukte imRaumX der L�osun-gen bzw. im Raum Y der Eingangsdaten des inversen Problems und mit k � kXbzw. k � kY die daraus erzeugten Normen in diesen R�aumen. Da im Hilbertraummit dem eingef�uhrten Skalarprodukt eine zus�atzliche Struktur gegeben ist, dieman in Erg�anzung zu den auf der Norm basierenden Banachraumeigenschaftennutzen kann, lassen sich umfassendere L�osungseigenschaften der Operatorglei-chungen formulieren. Vielfach k�onnen aber auch Sachverhalte, die aus �Uber-legungen im Banachraum schon im Ansatz bekannt sind, im Hilbertraum bisins Detail ausgearbeitet und �ubersichtlich dargestellt werden. So existieren inseparablen Hilbertr�aumen, auf die wir uns beschr�anken wollen, endlicheoder abz�ahlbare Orthonormalsysteme, die eine Anwendung der Theorie derFourierreihen und damit eine explizite Entwicklung von Elementen des Hil-bertraumes sowie von Operatorbildern in eine Reihe m�oglich machen. Beson-ders pr�agnante Aussagen gewinnt man dabei f�ur die bereits in Abschnitt 2.2.3behandelten unrestringierten linearen Identi�kationsprobleme in Form von li-nearen Operatorgleichungen (2.30) und dabei wiederum f�ur den Fall, da� derOperator der direkten Aufgabe ein linearer vollstetiger Operator ist.3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumenIm Abschnitt 2.2.3 haben wir in Banachr�aumen die Korrektheit bzw. Inkor-rektheit von unrestringierten linearen Identi�kationsproblemen im Sinne vonHadamard ausf�uhrlich diskutiert. Wir kommen auf die in diesem Zusammen-hang auftretenden linearen Operatorgleichungen



80 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenAx = y ; x 2 X ; y 2 Y ; A 2 L(X;Y ) (3.1)nunmehr unter der Voraussetzung zur�uck, da� f�ur X und Y Hilbertr�aumegew�ahlt werden. Eingangs wollen wir einige grundlegende Begri�e und im wei-teren ben�otigte Aussagen der Hilbertraumtheorie kurz zusammenstellen.3.1.1 Einige Grundbegri�e der HilbertraumtheorieEs sei H ein reeller Hilbertraum mit dem Skalarprodukt h�; �i und der darauserzeugten Norm k � k. Dann ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichungjhx; yij � kxk kykf�ur alle x; y 2 H g�ultig. Zwei Elemente x und y aus H hei�en orthogonal, wennsie die Beziehung hx; yi = 0 erf�ullen. Es gilt dann der Satz des Pythagoraskx+yk2 = hx+y; x+yi = hx; xi+2hx; yi+hy; yi = hx; xi+hy; yi = kxk2+kyk2:Wir bezeichnen mitT? := fx 2 H : hx; zi = 0 f�ur alle z 2 Tgdas orthogonale Komplement T? einer Teilmenge T vonH. Das orthogonaleKomplement H?1 eines Teilraums H1 von H ist ein abgeschlossener Teilraumvon H. Ist H1 ein abgeschlossener Teilraum von H, so kann H als orthogonaledirekte Summe H = H1 �H?1dargestellt werden, d.h., f�ur jedes Element x 2 H gibt es eindeutig bestimmteElemente x1 2 H1 und x2 2 H?1 mit x = x1 + x2:Eine Folge feng � H hei�t Orthonormalsystem, wenn die Orthonormalit�ats-relationen hem; eni = ( 1 f�ur m = n0 f�ur m 6= n (m;n = 1; 2; :::)gelten. Das Orthonormalsystem hei�t dar�uber hinaus vollst�andig, wenn sichjedes Element x 2 H in eine konvergente Fourierreihex = 1Xn=1hx; eni en



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 81entwickeln l�a�t, wobei f�ur alle x 2 H die Parsevalsche Gleichung1Xn=1hx; eni2 = kxk2erf�ullt ist. Die Skalarprodukte hx; eni hei�en Fourierkoe�zienten von x. Istfeng � H ein nicht notwendig vollst�andiges Orthonormalsystem, so gilt wenig-stens die Besselsche Ungleichung1Xn=1hx; eni2 � kxk2:Der Hilbertraum H wird separabel genannt, wenn er entweder endlichdi-mensional ist oder es im unendlichdimensionalen Falle eine unendliche Folgefeng � H gibt, die ein abz�ahlbares vollst�andiges Orthonormalsystem bildet.Besonders �ubersichtlich ist im Hilbertraum H die Darstellung beschr�ankterlinearer Funktionale f 2 L(H; IR); d.h. stetiger linearer Abbildungen f vonH in die Menge der reellen Zahlen. Der Satz von Riesz besagt, da� sich jedessolche Funktional als Skalarproduktf(x) = hx; gi f�ur alle x 2 Hmit einem eindeutig bestimmten Repr�asentantenelement g 2 H darstellen l�a�t.Unter den Konstanten C > 0; f�ur die eine Ungleichungjf(x)j � C kxk f�ur alle x 2 Hgilt, ist C = kgk der kleinstm�ogliche Wert.Neben der starken Konvergenz (s. Abschn. 2.1.1) spielt in Hilbertr�aumen auchdie schwache Konvergenz xn * x0 einer Folge fxng � H gegen ein Grenzele-ment x0 2 H eine wichtige Rolle. Eine Folge fxng � H konvergiert f�ur n!1schwach gegen x0; wenn f�ur alle g 2 H die Grenzwertbeziehunglimn!1 hxn; gi = hx0; gierf�ullt ist. Bei schwacher Konvergenz xn * x0 gilt stets kx0k � lim infn!1 kxnk:Das Grenzelement einer schwach konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.Die starke Konvergenz xn ! x0 zieht stets die schwache Konvergenz xn * x0nach sich. Andererseits liefern schwache Konvergenz xn * x0 und Konvergenzder Normen kxnk ! kx0k zusammen die starke Konvergenz xn ! x0 in H:Jede in H beschr�ankte Menge ist relativ schwach kompakt, d.h., aus jederbeschr�ankten unendlichen Folge fxng � H kann man eine schwach konvergenteTeilfolge xnk * x0 f�ur k ! 1 ausw�ahlen. Insbesondere konvergiert eine Folgefeng � H; die ein Orthonormalsystem bildet, wegen der aus der BesselschenUngleichung resultierenden Grenzwertbeziehung limn!1hx; eni = 0 stets schwachgegen Null, d.h., es gilt en * 0 f�ur n!1:



82 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumen3.1.2 Einige Eigenschaften beschr�ankter linearer Operatoren inHilbertr�aumenBetrachten wir nun also wieder die eingangs eingef�uhrten separablen reellenHilbertr�aumeX und Y und in diesen R�aumen einen beschr�ankten linearen unddamit stetigen Operator A 2 L(X;Y ): Dieser Operator ist dann auch schwachstetig, d.h., xn * x0 in X zieht stets Axn * Ax0 in Y nach sich. �Uber dieBeziehung hAu; viY = hu;A�viX f�ur alle u 2 X und v 2 Yl�a�t sich in eindeutiger Weise der zu A adjungierte Operator A� 2 L(Y;X)de�nieren (s. [GORI94, S. 81]). Zwischen den Nullr�aumen N(A) und N(A�)sowie den Bildr�aumenR(A) und R(A�) von A und A� bestehen die BeziehungenX = N(A)�R(A�) und Y = R(A)�N(A�):Falls A 2 L(X;X) und A = A� gilt, so hei�t der Operator A selbstadjungiert.Betrachtet man Eigenwerte � 2 IR und Eigenelemente u 2 X mit u 6= 0eines selbstadjugierten Operators, welche der EigenwertgleichungAu = �ugen�ugen, so sind Eigenelemente u1 und u2 zu verschiedenen Eigenwerten �1und �2 orthogonal. F�ur beliebige Operatoren A 2 L(X;Y ) erweisen sich diespeziellen Operatorprodukte A�A 2 L(X;X) und AA� 2 L(Y; Y ) als selbstad-jungiert. Die Eigenwerte dieser beiden Operatorprodukte stimmen �uberein undsind nichtnegativ.Jeder Operator A 2 L(X;X) mit einem endlichdimensionalen Bildraum,dim(R(A)) = m; ist vollstetig. Dann besitzen die Operatoren A�A und AA�eine endliche Folge von nicht notwendig verschiedenen nichtnegativen Eigenwer-ten �1 � �2 � ::: � �m � 0und zugeh�orige m-elementige Orthonormalsysteme von Eigenelementenfuigmi=1 � X mit A�Aui = �iui (i = 1; 2; :::;m)bzw. fvigmi=1 � Y mit AA� vi = �ivi (i = 1; 2; :::;m):Andererseits ist ein vollstetiger Operator mit dim(R(A)) =1 dadurch charak-terisiert, da� er eine gegen Null strebende unendliche Folge positiver Zahlen�1 � �2 � ::: � �n�1 � �n � ::: ! 0 f�ur n!1



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 83besitzt, die Eigenwerte sowohl von A�A als auch von AA� sind. Auch hiergibt es entsprechende Orthonormalsysteme von Eigenelementen fuig1i=1 � Xmit A�Aui = �iui bzw. fvig1i=1 � Y mit AA� vi = �ivi zur Eigenwertfol-ge f�ig1i=1; wobei fuig1i=1 ein vollst�andiges Orthonormalsystem im TeilraumR(A�) = R(A�A) = N(A)? des Hilbertraumes X und fvig1i=1 ein vollst�andigesOrthonormalsystem im Teilraum R(A) = R(AA�) = N(A�)? des Hilbertrau-mes Y bilden.Aus den obigen Aussagen folgt, da� f�ur einen vollstetigen Operator A 2 L(X;Y )der adjungierte Operator A� 2 L(Y;X) auch wieder vollstetig ist.3.1.3 Die Nashedsche Korrektheitsde�nitionFolgen wir den �Uberlegungen von M. Z. Nashed (s. [NAS87]), so gelangen wir zueiner weiteren De�nition, deren Beziehung zur Hadamardschen Korrektheitsde-�nition wir im folgenden diskutieren werden.De�nition 3.1 Die lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertr�aumenX und Y hei�t k o r r e k t nach Nashed, wenn der Bildraum des OperatorsA abgeschlossen ist, d.h. wenn giltR(A) = R(A): (3.2)Ist der Bildraum von A nicht abgeschlossen, gilt alsoR(A) 6= R(A); (3.3)so hei�t (3.1) inkorrekt nach Nashed, und zwar inkorrekt vom Typ I, fallsA kein vollstetiger Operator ist, jedoch inkorrekt vom Typ II, falls es sichbei A um einen vollstetigen Operator handelt.Wegen Hilfssatz 2.2 aus Abschnitt 2.2.3 ist eine lineare Operatorgleichung (3.1)mit einem endlichdimensionalen BildraumR(A) stets korrekt nach Nashed. DieInkorrektheit vom Typ I ist genau dadurch gekennzeichnet, da� der BildraumR(A) zwar nicht abgeschlossen ist, aber wenigstens einen unendlichdimensio-nalen abgeschlossenen Teilraum enth�alt. Wie wir noch genauer sehen werden(s. im weiteren Satz 3.4), f�uhren alle vollstetigen linearen Operatoren A; derenBildraum R(A) unendlichdimensional ist, auf eine Inkorrektheit vom Typ II.Nashed selbst vermerkt in seinen Arbeiten, da� die Inkorrektheit vom Typ Iweniger stark ist als die Inkorrektheit vom Typ II. Dies l�a�t sich damit be-gr�unden, da� Inkorrektheit durch die gl�attende Eigenschaft des Operators Aentsteht und vollstetige Operatoren A mit unendlichdimensionalem Bildraum



84 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenR(A) in der Regel st�arker gl�atten als nicht vollstetige Operatoren A. Die Situa-tionen der Korrektheit, Inkorrektheit vom Typ I und Inkorrektheit vom Typ IIwerden im folgenden Abschnitt an drei Beispielen verdeutlicht.3.1.4 Die Moore-Penrose-Inverse, Stabilit�atsbetrachtungen undBeispieleIm Kapitel 2 haben wir uns f�ur Banachr�aume X und Y bei der Diskussion derKorrektheit linearer Operatorgleichungen im Sinne von Hadamard vielfach aufden Fall eines injektiven linearen Operators A 2 L(X;Y ) zur�uckgezogen, f�urden eine Inverse A�1 : R(A) � Y ! X existiert. Im Hilbertraum k�onnen wirnun relativ bequem auch den nichtinjektiven Fall in die Betrachtungen ein-beziehen, indem wir mit verallgemeinerten Inversen zum Operator A arbeiten.Wir konzentrieren uns dabei hier auf die Moore-Penrose-Inverse Ay: UnterVerwendung von Eigenschaften dieser verallgemeinerten Inversen von A werdenwir zeigen k�onnen, da� die Korrektheit nach Nashed gleichwertig ist mit derErf�ullung der Stabilit�atsbedingung nach Hadamard (s. im folgenden Satz 3.2).Die Korrektheit nach Nashed einer linearen Operatorgleichung (3.1) ist alsoweder an die Existenz von L�osungen f�ur alle rechten Seiten y noch an derenEindeutigkeit gebunden.Im Zusammenhang mit der �Uberwindung von Mehrdeutigkeiten bei der L�osungvon Identi�kationsproblemen haben wir in Abschnitt 2.2.1 den Begri� derMinimum-Norm-L�osung einer Operatorgleichung eingef�uhrt. F�ur die lineareOperatorgleichung (3.1) in den Hilbertr�aumenX und Y kann man entsprechendformulieren, da� ein Element xmn 2 X mitkAxmn � ykY = minx2X kAx� ykY (3.4)Minimum-Norm-L�osung genannt wird, wennkxmnkX = min�kx̂kX : kA x̂� ykY = minx2X kAx� ykY ; x̂ 2 X� (3.5)gilt. Wir �uberlegen uns, da� f�ur y 2 R(A)�R(A)? eine solche Minimum-Norm-L�osung xmn = xmn(y) stets existiert und eindeutig bestimmt ist. Jedes Elementy 2 R(A)�R(A)? l�a�t sich n�amlich darstellen in der Formy = A~x+ yort; ~x = x0 + xort:Dabei sind f�ur gegebenes y die Elemente yort 2 R(A)? = N(A�) und xort 2N(A)? eindeutig bestimmt, w�ahrend das Nullraumelement x0 2 N(A) beliebiggew�ahlt werden kann. WegenkAx� yk2Y = kAx�A~xk2Y + kyortk2Y



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 85minimieren genau alle Elemente ~x; welche auch die Gleichung A�A~x = A�yerf�ullen, die Defektnorm kAx�ykY . Darunter ist wegen k~xk2X = kx0k2X+kxortk2Xxmn = xort das eindeutig bestimmte normkleinste Element und damit die ein-deutig bestimmteMinimum-Norm-L�osung. �Ubrigens existieren keine Minimum-Norm-L�osungen f�ur y 62 R(A)�R(A)? (s. Aufgabe 3.1).Wir k�onnen nun die auf der Menge R(A)�R(A)? de�nierteMoore-Penrose-Inverse Ay von A �uber die BeziehungAy y := xmn; y 2 R(A)�R(A)? (3.6)einf�uhren. Wichtige Eigenschaften von Ay entnimmt man dem folgenden Hilfs-satz (s. [LOU89, S. 47]):Hilfssatz 3.1 Der in Hilbertr�aumen X und Y �uber die Beziehung (3.6)de�nierte Operator Ay : R(A)�R(A)? � Y ! Xist linear mitN(Ay) = R(A)? und R(Ay) = N(A)? = R(A�):Weiter ist Ay genau dann stetig, wenn R(A) abgeschlossen ist.Unmittelbar aus der De�nition 3.1 ergibt sich mit Hilfssatz 3.1 der nachfolgendeSatz.Satz 3.1 Die lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertr�aumen X undY ist korrekt nach Nashed genau dann, wenn die Moore-Penrose-Inverse Aydes Operators A stetig ist.Im Falle der Korrektheit nach Nashed existieren f�ur beliebige Eingangsdateny 2 Y Minimum-Norm-L�osungen xmn zu (3.1), und Ay ist ein auf dem gesamtenHilbertraum Y de�nierter beschr�ankter linearer Operator Ay 2 L(Y;X): KleineSt�orungen in der rechten Seite y f�uhren dann auch nur zu kleinen St�orungenin der Minimum-Norm-L�osung. Wie der folgende Satz zeigt, hat dies aber auchnoch weitergehendeKonsequenzen f�ur die Stabilit�at des Problems (3.1) im Sinneder Hadamardschen Korrektheitsde�nition (s. De�nition 2.3 in Abschn. 2.2.1).



86 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenSatz 3.2 F�ur eine lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertr�aumen Xund Y ist die Konvergenzbedingung (2.20) und damit die Hadamardsche Sta-bilit�atsbedingung aus De�nition 2.3 genau dann erf�ullt, wenn (3.1) korrektnach Nashed ist.Ist n�amlich (3.1) korrekt nach Nashed, also (3.2) erf�ullt und Ay 2 L(Y;X); dannerhalten wir f�ur eine Folge fyng � R(A) mit kyn � y0kY ! 0 f�ur n ! 1 vongest�orten Elementen zu y0 2 R(A) und zugeh�origen UrbildmengenU(yn) := fx 2 X : Ax = yng = fx = Ayyn + xN : xN 2 N(A)g (n = 0; 1; 2; :::)die Beziehung (2.20) und damit die Stabilit�atsbedingung der HadamardschenKorrektheitsde�nition, weil wir mit kAykL(Y;X) <1 die Beziehungqdist(U(yn); U(y0)) := supxn2U(yn) infx02U(y0) kxn � x0kX= kAy(yn � y0)kX � kAykL(Y;X) kyn � y0kY ! 0 f�ur n!1bekommen. Andererseits gilt die schon eben verwendete Identit�atqdist(U(yn); U(y0)) := supxn2U(yn) infx02U(y0) kxn � x0kX = kAy(yn � y0)kXf�ur yn 2 R(A) (n = 0; 1; 2; :::) auch, wenn (3.1) mit (3.3) inkorrekt nach Nashedund Ay ein unstetiger, also unbeschr�ankter linearer Operator ist. Wegen derUnbeschr�anktheit von Ay gibt es dann eine Folge ffng � R(A) mit kfnkY = 1und 'n := kAyfnkX ! 1 f�ur n ! 1: Setzt man �n := kyn � y0kY undyn := y0 + �nfn; so erh�alt manqdist(U(yn); U(y0)) = kyn � y0kY kAyfnkX = �n 'n:Nur dann, wenn �n f�ur n ! 1 bez�uglich 'n schnell genug gegen Null strebt,ist limn!1 �n 'n = 0: Es gibt also Folgen yn ! y0 in Y , f�ur die (2.20) verletzt ist.Die Stabilit�atsbedingung der Hadamardschen Korrektheitsde�nition ist folglichnicht erf�ullt, sobald (3.1) inkorrekt nach Nashed ist.Aus den obigen �Uberlegungen folgt auch, da� unter der Bedingung (3.3) dieMinimum-Norm-L�osungen Ayyn zu gest�orter rechter Seite yn 2 R(A) von (3.1)nicht notwendigerweise gegen die Minimum-Norm L�osung Ayy0 zu exakter rech-ter Seite y0 2 R(A) streben, wenn mit yn ! y0 in Y die St�orungen f�ur n!1beliebig klein werden.An drei Beispielen wollen wir uns nun die drei m�oglichen Alternativen vonDe�nition 3.1, Korrektheit, Inkorrektheit vom Typ I und Inkorrektheit vom



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 87Typ II, veranschaulichen. Wir beginnen mit dem nach Nashed korrekten Fall.Als Folgerung von Satz 3.2 und Hilfssatz 2.2 erh�alt man diesen Fall stets beiBetrachtung endlichdimensionaler R�aume:Folgerung 3.1 Wenn der Bildraum R(A) endlichdimensional ist, erf�ulltdie lineare Operatorgleichung (3.1) in den Hilbertr�aumen X und Y immerdie Hadamardsche Stabilit�atsbedingung. Dies ist insbesondere dann stets derFall, wenn X und Y selbst endlichdimensionale R�aume sind.Beispiel 3.1 Ein klassisches Identi�kationsproblem der Satellitenmeteorologie,das seit mehr als 20 Jahren von Meteorologen und Mathematikern gleicherma-�en mit Interesse betrachtet wird, ist die Rekonstruktion vertikaler Luft-temperaturpro�le �uber einem festen Punkt der Erdober
�ache auf der Grund-lage von Me�daten eines in gro�er H�ohe �uber diesem Standpunkt be�ndlichenSatelliten (s. Bild 3.1). Die Kenntnis der Temperaturverteilung in verschiedenenH�ohen der Erdatmosph�are stellt einen wichtigen Faktor f�ur die Gestaltung einerzuverl�assigen Wettervorhersage dar.Satellit
Erdober
�ache

200100 -50 0 50vertikalesTemperatur-H�ohein km 0Ct pro�lBild 3.1 Identi�kation von Atmosph�arentemperaturen aus SatellitendatenDabei ist die L�osung des inversen Problems der Identi�kation von vertikalenTemperaturpro�len aus indirekten Messungen wesentlich wirtschaftlicher alsdie direkte Messung der vertikalen Temperaturverteilung. Bei letzterer ben�otigtman Ballons, die Wettersonden in gro�e H�ohen tragen. Das ist zum einen sehrteuer und zum anderen �uber unbewohnten Gebieten nur schwierig zu realisieren.



88 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenAn Bord des Satelliten be�nden sich Infrarotme�ger�ate, die in m Frequenzbe-reichen die Intensit�at der W�armestrahlung der zwischen Satellit und Erdbodenliegenden Luft messen k�onnen. Unterteilt man diesen Bereich der Erdatmo-sph�are in n H�ohenschichten, so kann das Identi�kationsproblem n�aherungsweiseals lineares Gleichungssystem Ax = y (3.7)mit m Gleichungen in n Unbekannten formuliert werden, wobei die Elementeaji der rechteckigen MatrixA = (aji) = 0BBB@ a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1 am2 � � � amn 1CCCAnumerische Werte f�ur die mittlere Durchl�assigkeit der i-ten H�ohenschicht derAtmosph�are in bezug auf W�armestrahlung aus dem j-ten gemessenen Frequenz-bereich enthalten, deren n�aherungsweise Kenntnis f�ur die Behandlung des be-trachteten indirekten Me�problems unverzichtbar ist. Die Komponente xi des indiesem Identi�kationsproblem gesuchten Vektors x stellt die mittlere Tempera-tur der i-ten H�ohenschicht dar, w�ahrend die Komponente yj des Datenvektorsy die gemessene Intensit�at der W�armestrahlung aus dem j-ten Frequenzbereichzum Ausdruck bringt. Das m�oglicherweise �uberbestimmte (m > n) oder un-terbestimmte (m < n) lineare Gleichungssystem (3.7) ist ein Spezialfall derlinearen Operatorgleichung (3.1) in den endlichdimensionalen Hilbertr�aumenX = IRn, Y = IRm. Als Skalarprodukt im Raum IRl w�ahlt man z.B. in dereinfachsten Variante das zur Euklidischen Norm (2.18) geh�orige Skalarprodukthu; viIRl := hu; vi2 := lXi=1 ui vi (3.8)mit den Vektoren u = (u1; :::; ul)T und v = (v1; :::; vl)T aus IRl. Die rechteckigeMatrix A 2 IRm�n repr�asentiert hier den linearen Operator A 2 L(IRn; IRm) aus(3.1) (s. auch Bsp. 2.2 f�ur den quadratischen Fall). Wegen der endlichen Dimen-sion der R�aume X und Y ist dieser Operator A in jedem Falle vollstetig. DieMoore-Penrose-Inverse Ay wird durch die Pseudoinverse Ay 2 IRn�m der Ma-trix A repr�asentiert. Diese Pseudoinverse wird sich sp�ater als Spezialfall einerMoore-Penrose-Inversen eines vollstetigen Operators genauer charakterisierenlassen. Das Problem (3.7) erf�ullt wegen Folgerung 3.1 sicherlich die Hadamard-sche Stabilit�atsbedingung (2.20), d.h., es gibt f�ur alle Vektoren y 2 IRm immereine eindeutig bestimmte Minimum-Norm-L�osung xmn = xmn(y) = Ay y; die



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 89stetig von y abh�angt. F�ur den sogenannten Vollrangfall rang(A) = n; bei demdie Matrix A eine Anzahl n linear unabh�angiger Zeilen und Spalten besitzt, giltAy = (ATA)�1AT und damit die Darstellungxmn = (ATA)�1AT y (3.9)mit einer regul�aren Matrix ATA: Dieser Vollrangfall entspricht der Situationdes injektiven Operators A in (3.1). F�ur den Fall m < n und rang(A) = msei auf die Aufgabe 3.2 verwiesen. Obwohl lineare Gleichungssysteme (3.7) mitrechteckiger Matrix A stets korrekt nach Nashed sind, k�onnen sie aber wiedie in Beispiel 2.2 vorgestellten Gleichungssysteme mit quadratischer Matrixschlechtkonditioniert sein, d.h. eine gro�e Konditionszahl aufweisen, so da�kleine relative Fehler in der rechten Seite y zu gro�en relativen Fehlern in derMinimum-Norm-L�osung xmn f�uhren. Die Konditionszahl hat hier im recht-eckigen Falle die Gestalt cond(A) := kAkIRm�nkAykIRn�m ; deren Darstellung mangenauer in Formel (3.32) von Abschnitt 3.1.5 �nden wird. 2Wir bezeichnen mitspan(g1; g2; :::; gm) := 8<:z 2 Z : z = mXj=1�j gj ; �j 2 IR (j = 1; 2; :::;m)9=;die lineare H�ulle einer Folge fgjgmj=1 von Elementen des linearen Raumes Z:Sind die m Elemente der Folge linear unabh�angig, so bildet die lineare H�ulleeZ := span(g1; g2; :::; gm) einen m-dimensionalen Teilraum von Z: Die Elementeg1; g2; :::; gm stellen dann eine Basis in diesem Teilraum eZ dar, d.h., jedes Ele-ment z 2 eZ l�a�t sich als Linearkombination z = �1g1+�2g2+ :::+�mgm derBasiselemente mit eindeutig bestimmten reellen Multiplikatoren �1; �2; :::; �mschreiben.Abgesehen von den in Beispiel 3.1 betrachteten linearen Gleichungssystementreten nach Nashed korrekte lineare Operatorgleichungen (3.1) auch in unend-lichdimensionalen Hilbertr�aumen X und Y auf, wenn der Bildraum R(A) desOperators A endlichdimensional mit dim(R(A)) = m ist. Dann hei�t der Ope-rator A ausgeartet, ist vollstetig und besitzt eine DarstellungAx = mXj=1 hx; fjiX gj ; (3.10)wobei fgjgmj=1 eine Basis des Bildraums R(A) bezeichnet. Dabei stellen hx; fjiXmit fj 2 X (j = 1; 2; :::;m) nach dem Satz von Riesz beschr�ankte lineareFunktionale auf dem Raum X dar.



90 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenEine in X l�osbare Operatorgleichung (3.1) mit A vom Typ (3.10) kann alslineares Gleichungssystem (3.7) geschrieben werden, wenn man einen Ansatzx = nPi=1xihi mit span(Ah1; Ah2; :::Ahn) = span(g1; g2; :::; gm); Ahi = mPj=1 ajigjund y = mPj=1 yjgj verwendet. WegenAx = nXi=1 xiAhi = mXj=1 nXi=1 aji xi gj = mXj=1 yj gj = ym�ussen genau die m linearen GleichungennXi=1 aji xi = yj (j = 1; 2; :::;m)in den n Unbekannten xi (i = 1; 2; :::; n) erf�ullt sein.Auch wenn mit dim(R(A)) = 1 der Operator A nicht ausgeartet ist, kannder Bildraum R(A) abgeschlossen sein. Dies ist z.B. f�ur Operatorgleichungender Gestalt (2.50) der Fall, die wir als lineare Integralgleichungen zweiter Arth�au�g bei der Modellierung direkter Aufgaben antre�en. Diese Gleichungenspielen jedoch bei der Identi�kation von Parameterfunktionen praktisch keineRolle.Ein Kriterium zur Unterscheidung vollstetiger Operatoren A 2 L(X;Y ) vonnicht vollstetigen liefert der Hilfssatz 3.2. Dieser Hilfssatz ist sehr n�utzlich, umnach Nashed inkorrekte Aufgaben vom Typ II von solchen vom Typ I zu unter-scheiden.Hilfssatz 3.2 In Hilbertr�aumen X und Y ist der beschr�ankte lineare Ope-rator A 2 L(X;Y ) genau dann vollstetig, wenn f�ur jede in X schwach kon-vergente Folge xn * x0 f�ur n ! 1 die zugeh�orige Bildfolge stark in Ykonvergiert, also Axn ! Ax0 f�ur n!1 gilt.F�ur das folgende Beispiel einer nach Nashed vom Typ I inkorrekten Opera-torgleichung (3.1) ben�otigen wir als Bildraum Y den unendlichdimensionalenseparablen Hilbertraum l2; der alle quadratisch summierbaren unendlichen Zah-lenfolgen � = f�ng mit 1Pn=1 �2n <1 enth�alt. Dabei bildenh�; �il2 := 1Xn=1 �n �n (3.11)und k�kl2 := vuut 1Xn=1 �2n (3.12)



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 91Skalarprodukt und Norm in diesem Raum. Der dazu analoge separable Hil-bertraum f�ur reelle Funktionen auf dem Intervall [a; b] ist der schon mehrfachverwendete Raum L2(a; b) der quadratisch integrierbaren Funktionen mit demSkalarprodukt hu; viL2(a;b) := bZa u(t) v(t) dt (3.13)(bez�uglich der Norm s. Formel (2.7)). Wir verwenden den Spezialfall L2(0; 1)als Raum X in Beispiel 3.2.Beispiel 3.2 In diesem Beispiel betrachten wir das inverse Problem der Iden-ti�kation einer auf dem Einheitsintervall de�nierten elektrischen Ladungsdich-tefunktion x(t) (0 � t � 1) aus Daten der k-ten Momentemk(x) := 1Z0 tk x(t) dt (k = 0; 1; 2; :::)der Ladungsverteilung, einHausdor�sches Momentenproblem. Dieses Pro-blem kann man als Systemmj�1(x) = yj (j = 1; 2; :::)unendlich vieler Gleichungen in der unbekannten Funktion x mit einer unend-lichen reellen Zahlenfolge fyjg � IR als rechter Seite schreiben bzw. als Opera-torgleichung (3.1), wenn wir f�ur die Hilbertr�aume X := L2(0; 1) und Y := l2sowie f�ur den linearen Operator A 2 L(L2(0; 1); l2)(Ax)j := 1Z0 tj�1 x(t) dt (j = 1; 2; :::) (3.14)setzen. Es l�a�t sich zeigen, da� f�ur den Operator A aus (3.14) die BeziehungenkAxkl2 � p� kxkL2(0;1) und kAkL(L2(0;1);l2) := supx2L2(0;1)nf0g kAxkl2kxkL2(0;1) = p�gelten. Falls das hier formulierte Hausdor�sche Momentenproblem l�osbar ist,was nur f�ur spezielle Datenfolgen fyjg der Fall sein wird, so ist es eindeutigl�osbar, d.h., der Operator A ist injektiv. Dar�uber hinaus gilt der folgende Satz:Satz 3.3 Die aus dem Hausdor�schen Momentenproblem resultierende li-neare Operatorgleichung (3.1) mit A 2 L(L2(0; 1); l2) aus Formel (3.14) istinkorrekt nach Nashed vom Typ I, d.h., der Bildraum R(A) ist nicht abge-schlossen, A�1 also unbeschr�ankt, und A ist kein vollstetiger Operator.



92 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenWir �uberzeugen uns von der Inkorrektheit des Hausdor�schen Momentenpro-blems, indem wir ein Orthonormalsystem feng � L2(0; 1) betrachten, des-sen Funktionen fast �uberall gleichm�a�ig beschr�ankt sind, d.h., es soll geltenkenkL1(0;1) � C < 1 f�ur n = 1; 2; :::: Zum Beispiel bilden die Funktionenen(t) = p2 sinn�t (0 � t � 1) mit kenkL1(0;1) � p2 ein solches System. Dannhaben wir schwache Konvergenz en * 0 in L2(0; 1); und f�ur die Bildfolge fAengergibt sichkAenk2l2 = 1Xj=10@ 1Z0 tj�1 en(t) dt1A2 � C2 1Xj=10@ 1Z0 tj�1 dt1A2 = C2 1Xj=1 1j2 = C2 �26 :Wegen en * 0 und der Tatsache, da� jede der Funktionen tj�1 (0 � t � 1) einElement in L2(0; 1) vertritt, gilt limn!1 1R0 tj�1 en(t) dt = 0 f�ur j = 1; 2; :::: Dies hatnach dem Weierstra�schen Majorantenkriterium f�ur Reihen die Vertauschbar-keit der Grenz�uberg�ange und damit die Grenzwertbeziehunglimn!1 kAenk2l2 = 1Xj=1 limn!10@ 1Z0 tj�1 en(t) dt1A2 = 0zur Folge. Im Falle injektiver Operatoren A gilt stets x = AyAx f�ur alle Ele-mente des betrachteten Hilbertraumes. W�are nun Ay ein beschr�ankter linearerOperator, so m�u�te f�ur eine Konstante K > 0 und alle n die Absch�atzungkenkL2(0;1) = kAy(Aen)kL2(0;1) � K kAenkl2gelten. Wegen kenkL2(0;1) = 1 und kAenkl2 ! 0 f�ur n!1 existiert eine solcheKonstante aber nicht, und wir haben wegen Hilfssatz 3.1 die Situation R(A) 6=R(A) vorliegen, welche die Inkorrektheit nach Nashed ausweist.Um die Aussage des Satzes 3.3 vollst�andig zu erhalten, zeigen wir nun noch, da�die Inkorrektheit des Hausdor�schen Momentenproblems vom Typ I ist, A alsokeinen vollstetigen Operator repr�asentiert. Einer Idee von A. Neubauer folgendbetrachten wir dazu eine in L2(0; 1) schwach gegen die Nullfunktion konvergie-rende Folge fxng � L2(0; 1); die in L1(0; 1) nicht gleichm�a�ig beschr�ankt istund deren Bildfolge fAxng � l2 nicht gegen das Nullelement 0 = (0; 0; :::; 0; :::)in l2 strebt. So eine Folge ist z.B. fxng = fpn tn (0 � t � 1)g; denn xn * 0in L2(0; 1) ist gleichwertig mit limn!1 tR0 xn(� ) d� = 0 f�ur alle t 2 [0; 1]: Wir habenf�ur diese Argumente t aber o�ensichtlich j tR0 pn �n d� j = pnn+1 tn+1 � pnn+1 ! 0



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 93f�ur n!1: Weiter gilt kAxnkl2 6! 0 f�ur n!1 wegenkAxnk2l2 = 1Xj=10@ 1Z0 tj�1pn tn dt1A2 = 1Xj=1 pnn+ j!2 == n 1Xj=n+1 1j2 � n 1Zn+1 1t2 dt = nn+ 1 n!1�! 1 6= 0:W�are A vollstetig, so m�u�te xn * 0 in L2(0; 1) nach Hilfssatz 3.2 die BeziehungAxn ! 0 in l2 implizieren. Dies ist aber nicht der Fall, womit die Behauptungendes Satzes 3.3 s�amtlich gezeigt sind. 2Wir wenden uns nun dem im Bereich der linearen inversen Aufgaben wesent-lich h�au�ger anzutre�enden Fall einer inkorrekten Operatorgleichung (3.1) imHilbertraum mit vollstetigem Operator A zu.Beispiel 3.3 Als Beispiel eines Identi�kationsproblems, das auf eine Gleichungmit vollstetigem Operator f�uhrt, wollen wir im folgenden ein vereinfachtes ein-dimensionales Problem der Gravimetrie betrachten (s. auch [GRO93, S.9]).Bei der Gravimetrie werden lokal konzentrierte Abweichungen der Dichte vonMaterialien im Erdboden, wie sie zum Beispiel typisch sind f�ur Lagerst�attenvon Energietr�agern wie Kohle und Erd�ol, durch gemessene Abweichungen derdadurch verursachten St�orungen des Kraftfeldes der Erde bestimmt.Ein Flugzeug �uber
iege in Einheitsh�ohe eine Strecke der L�ange L auf der Erd-ober
�ache und messe die Vertikalkomponente der Gravitationskraft, welchedurch die darunterliegenden Erdschichten bewirkt wird. Dabei soll eine auf die-ser Strecke in unmittelbarer N�ahe der Erdober
�ache vermutete �ortlich ver�ander-liche Anomalie x(t) (0 � t � L) der Massendichte bestimmt werden, wobei tdie Ortspunkte der Strecke parametrisiert. Um diese Anomalie herum nehmenwir eine homogene Massenverteilung an. Mi�t man vom Flugzeug aus in H�ohe1 �uber dem Punkt s der Strecke die Gravitationsanomalie, so bewirkt eine Mas-se m im Punkt t eine Anziehungskraft, deren Betrag jF j indirekt proportionalzum Quadrat des Abstandes zwischen Flugzeug und betrachtetem Massepunktist und somit nach dem Satz des Pythagoras mit der Gravitationskonstante 
den Wert jF j = 
 m(s�t)2+1 besitzt. Gemessen wird aber die VertikalkomponenteFvert der Kraft, f�ur die man sich leicht die Formel Fvert = 
 m((s�t)2+1)3=2 �uberlegt.Enthalten die Werte y(s) die zur Gravitationskonstante ins Verh�altnis gesetzteGravitationsanomalie �uber dem Punkt s der Strecke, so l�a�t sich das Identi�-kationsproblem als lineare Fredholmsche Integralgleichung (2.42) der speziellen



94 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenGestalt LZ0 �(s� t)2 + 1�� 32 x(t) dt = y(s) (0 � s � L) (3.15)und damit im Raum X = Y := L2(0; L) als Operatorgleichung (3.1) mit einemOperator A aus Formel (2.44) schreiben. Es sei noch erw�ahnt, da� der Kernder Integralgleichung (3.15) und damit der entsprechende Operator A nichtausgeartet im Sinne von Formel (3.10) ist, d.h., wir haben dim(R(A)) = 1:Der ausgeartete Fall w�urde eine Kerndarstellungk(s; t) = mXi=1 fi(t) gi(s)erfordern, die sich hier nicht �nden l�a�t. Da die Kernfunktion auf ihrem ge-samten De�nitionsbereich stetig und sogar unendlich oft di�erenzierbar ist,besitzt sie nat�urlich auch die Eigenschaft der quadratischen Integrierbarkeitk 2 L2((0; L) � (0; L)): Dann ist der in diesem Beispiel betrachtete OperatorA 2 L(L2(0; L); L2(0; L)) wegen Hilfssatz 2.4 aus Abschnitt 2.2.3 vollstetig. Daaber die Injektivit�at von A hier nicht sofort erkennbar ist (s. Aufgabe 3.3), l�a�tsich die vermutete Inkorrektheit von (3.15) im Sinne von R(A) 6= R(A) unddamit die Verletzung der Stabilit�atsbedingung (2.20) nicht ohne weiteres ausSatz 2.3 schlu�folgern. Die nachfolgenden allgemeinen Betrachtungen zeigen je-doch, da� (3.15) inkorrekt nach Nashed vom Typ II ist, ohne da� daf�ur dieInjektivit�at von A ben�otigt wird. 2Die Grundlage daf�ur bietet der folgende Hilfssatz (s. [ENG97, S.152]):Hilfssatz 3.3 Die Moore-Penrose-Inverse Ay eines in Hilbertr�aumen Xund Y de�nierten vollstetigen Operators A 2 L(X;Y ) mit dim(R(A)) = 1ist ein unbeschr�ankter und damit unstetiger linearer Operator.Als direkte Konsequenz der Hilfss�atze 2.2, 3.1 und 3.3 erh�alt man schlie�lichSatz 3.4, der f�ur den Fall vollstetiger Operatoren A die Situationen von Kor-rektheit und Inkorrektheit umfassend beschreibt.Satz 3.4 Im Falle eines vollstetigen Operators A ist die lineare Operator-gleichung (3.1) in den Hilbertr�aumen X und Y korrekt nach Nashed genaudann, wenn der Bildraum R(A) des Operators A endlichdimensional ist.Andernfalls, d.h. f�ur vollstetiges A und dim(R(A)) =1; ist (3.1) inkorrektnach Nashed vom Typ II.



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 95Als unmittelbare Folgerung aus Satz 3.4 ergibt sich, da� die Integralgleichung(3.15) des Gravimetrieproblems aus Beispiel 3.3 inkorrekt nach Nashed vomTyp II ist und damit f�ur diese Gleichung die Stabilit�atsbedingung (2.20) verletztist. Der Satz besagt aber viel mehr, n�amlich da� alle linearen FredholmschenIntegralgleichungen (2.42) mit quadratisch integrierbarem Kern k 2 L2((c; d)�(a; b)) im Raumpaar X = L2(a; b) und Y = L2(c; d) unabh�angig von derErf�ullung der Eindeutigkeitsbedingung instabil sind, d.h. kleine St�orungen derDatenfunktionen y solcher inverser Aufgaben zu beliebig gro�en Abweichungender erhaltenen L�osungsfunktionen x von der tats�achlichen L�osungsmenge f�uhrenk�onnen.3.1.5 Singul�arwertzerlegung vollstetiger OperatorenDie Grundlage f�ur die genauere Untersuchung linearer Operatorgleichungen(3.1) mit vollstetigen Operatoren A bildet der als Hilfssatz 3.4 formuliertePolarzerlegungssatz, bei dessen Formulierung wir uns an das Buch [BAU87,S. 60-61] von J. Baumeister anlehnen.Hilfssatz 3.4 Es sei A 2 L(X;Y ) ein vollstetiger Operator, der zwischenden separablen Hilbertr�aumen X und Y wirkt. Dann existieren eine Index-menge J = f1; 2; ::::;mg f�ur den Fall dim(R(A)) = m bzw. J = IN =f1; 2; :::g f�ur den Fall dim(R(A)) = 1; Orthonormalsysteme fujgj2J in Xbzw. fvjgj2J in Y und eine Folge f�jgj2J positiver reeller Zahlen mit fol-genden Eigenschaften:f�jgj2J ist nichtwachsend, und es gilt limj!1 �j = 0 f�ur J = IN ; (3.16)Auj = �j vj (j 2 J) und A� vj = �j uj (j 2 J) : (3.17)F�ur alle x 2 X gibt es ein Element x0 2 N(A) mitx = x0 +Xj2J hx; ujiX uj und Ax = Xj2J �j hx; ujiX vj : (3.18)Es gilt f�ur alle y 2 Y A� y = Xj2J �j hy; vjiY uj : (3.19)Der Hilfssatz besagt, da� es f�ur einen vollstetigen Operator in jedem Falle einsingul�ares System im Sinne der folgenden De�nition gibt.



96 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenDe�nition 3.2 Es seien X und Y separable Hilbertr�aume und A 2 L(X;Y )ein vollstetiger Operator. Dann hei�t die zur Indexmenge J mitJ = 1; 2; :::;m f�ur dim(R(A)) = mbzw. J = IN = f1; 2; :::g f�ur dim(R(A)) =1geh�orige Tripelfolgef�j ; uj ; vj gj2J s i n g u l �a r e s S y s t e m f �u r A;wenn �j > 0; uj 2 X und vj 2 Y wie in Hilfssatz 3.4 de�niert sind unddie Bedingungen (3.16) { (3.19) erf�ullen. Insbesondere hei�en die positivenZahlen �j S i n g u l �a r w e r t e von A. Weiterhin nennt man die inFormel (3.18) angegebene Zerlegung S i n g u l �a r w e r t z e r l e g u n gdes Operators.Es sei vermerkt, da� kAkL(X;Y ) = �1 (3.20)gilt und aus (3.17) sofortA�Auj = �2j uj sowie AA� vj = �2j vj (3.21)folgen, d.h., die singul�aren Werte �j sind de�niert als Quadratwurzeln der po-sitiven Eigenwerte �j sowohl des Operators A�A als auch des Operators AA�:Die Orthonormalsysteme fujgj2J bzw. fvjgj2J des singul�aren Systems sind inR(A�) bzw. R(A) vollst�andige Orthonormalsysteme der Eigenelemente von A�Abzw. AA�:Unter Verwendung der in De�nition 3.2 eingef�uhrten singul�aren Systeme su-chen wir nun L�osbarkeitseigenschaften und L�osungsdarstellungen zu linearenOperatorgleichungen (3.1) mit vollstetigen Operatoren. Unabh�angig von derKorrektheit oder Inkorrektheit solcher Gleichungen k�onnen ihre L�osungen mitHilfe von Fourierreihen explizit ausgedr�uckt werden. Jede rechte Seite y 2 Yeiner Gleichung (3.1) l�a�t sich n�amlich darstellen als Fourierreihey = y0 +Xj2J hy; vjiY vj (3.22)mit einem eindeutig bestimmten Element y0 2 N(A�); wobei hy0; vjiY = 0(j 2 J) gilt. F�ur die L�osung x in (3.1) verf�ugt man �uber die Darstellung (3.18).



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 97Damit erh�alt die Operatorgleichung (3.1) in Reihenform die GestaltXj2J �j hx; ujiX vj = y0 +Xj2Jhy; vjiY vj: (3.23)Aus der Gleichung (3.23) folgt unmittelbar, da� y0 = 0 bzw. damit gleichwertigy 2 N(A�)? eine notwendige Bedingung f�ur die L�osbarkeit von (3.1) darstellt.Um daraus aber eine hinreichende Bedingung zu erhalten, m�ussen zum einenzus�atzlich die Gleichungen�j hx; ujiX = hy; vjiX f�ur alle j 2 Jzwischen den Fourierkoe�zienten von L�osung und rechter Seite gelten, zumanderen mu� x = x0 +Xj2J hy; vjiY�j uj (3.24)tats�achlich ein Element des Hilbertraums X repr�asentieren. In der Darstellung(3.24), die alle potentiellen L�osungen von (3.1) besitzen, bedeutet x0 2 N(A)ein beliebig gew�ahltes Nullraumelement. Dabei ist im Falle eines ausgeartetenOperators A mit J = f1; 2; :::;mgx = x0 + mXj=1 hy; vjiY�j ujstets ein Element aus X. F�ur alle y 2 Y stellt dann speziellxmn = Ay y = mXj=1 hy; vjiY�j ujdie eindeutig bestimmte Minimum-Norm-L�osung von (3.1) dar.Interessanter ist der nichtausgeartete Fall mit dim(R(A)) =1; f�ur welchen inder Darstellung (3.24) die Bedingung x 2 X der Picardschen Bedingung1Xj=1 hy; vji2Y�2j < 1 (3.25)entspricht. Die Picardsche Bedingung, welche die Zugeh�origkeit der Folge vonQuotienten n hy;vjiY�j o zum Raum l2 fordert und die eine Konvergenzbedingungf�ur die in (3.24) auftretende Fourierreihe darstellt, ist genau dann erf�ullt, wenny 2 R(A)�R(A)? gilt, also die Elemente y zum De�nitionsbereich der Moore-Penrose-Inversen Ay geh�oren. WegenkAx� yk2Y = 1Xj=1 (�j hx; ujiX � hy; vjiY )2 + ky0k2Y



98 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenist f�ur die Elemente y 2 R(A)�R(A)?xmn = 1Xj=1 hy; vjiY�j uj (3.26)Minimum-Norm-L�osung von (3.1). Die Moore-Penrose-Inverse besitzt f�ur voll-stetige Operatoren A also im allgemeinen die DarstellungAy y = Xj2J hy; vjiY�j uj ; y 2 R(A)�R(A)?: (3.27)Satz 3.5 Es sei A 2 L(X;Y ) in separablen Hilbertr�aumen X und Y einvollstetiger Operator mit dem singul�aren System f�j ; uj ; vjgj2J : Die lineareOperatorgleichung (3.1) besitzt genau dann eine L�osung, wenn y 2 N(A�)?gilt und im Falle dim(R(A)) =1 zus�atzlich die Picardsche Bedingung (3.25)erf�ullt ist. Alle Elemente x; die der Darstellung (3.24) gen�ugen, sind dannL�osungen von (3.1). F�ur rechte Seiten y 2 R(A) � R(A)? charakterisiertdie Darstellung (3.24) genau die Elemente mit kleinster Defektnorm kAx�ykY : Unter diesen Elementen ist dann mit x0 = 0 die eindeutig bestimmteMinimum-Norm-L�osung xmn = Ayy von (3.1) zu �nden.Der �uber einen Operator A vom Typ (3.10) beschriebene ausgeartete Fall derlinearen Operatorgleichung (3.1) kann, wie wir gesehen haben, durch ein linea-res Gleichungssystem (3.7) mit X = IRn; Y = IRm und einer den OperatorA in seinen wesentlichen Komponenten charakterisierenden Matrix A 2 IRm�ndargestellt werden. Wir verwenden in beiden endlichdimensionalen R�aumen Xund Y das zur Euklidischen Norm k � k2 (s. Formeln (2.18) und (2.36)) geh�ori-ge Skalarprodukt h�; �i2 (s. Formel (3.8)) und f�uhren der Allgemeinheit halbernoch das Symbol r := rang(A) � min(m;n) f�ur den Rang der Matrix A ein.Dann existiert f�ur die Matrix A ein singul�ares System f�j ;uj ; vjgrj=1 mit densingul�aren Werten �1 � �2 � ::: � �r > 0und zwei Orthonormalsystemen von Vektorenfujgnj=1 � IRn bzw. fvjgmj=1 � IRm;so da� die BeziehungenAuj = �j vj ; AT vj = �j uj (j = 1; 2; :::; r) (3.28)



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 99gelten und eine Singul�arwertzerlegung der Matrix A in Form des Matrizenpro-dukts A = V 0BBBB@ �1 : : : 0 0... . . . ... ...0 : : : �r 00 : : : 0 0 1CCCCA U T (3.29)mit den orthogonalen MatrizenU = (u1ju2j:::jun) 2 IRn�n bzw. V = (v1jv2j:::jvm) 2 IRm�mm�oglich wird. F�ur orthogonale Matrizen U; deren Zeilen und Spalten zueinanderpaarweise orthogonal sind, gilt dabei bekanntlich UT = U�1:Aus der Singul�arwertzerlegung (3.29) der Matrix A 2 IRm�n mit rang(A) = rl�a�t sich unmittelbar die Pseudoinverse Ay 2 IRn�m mitAy = U 0BBBBB@ 1�1 : : : 0 0... . . . ... ...0 : : : 1�r 00 : : : 0 0 1CCCCCA V T (3.30)als spezielle Moore-Penrose-Inverse f�ur diese endlichdimensionale Situation ab-leiten. In Verallgemeinerung der f�ur den Vollrangfall rang(A) = n g�ultigenFormel (3.9) kann man damit die Minimum-Norm-L�osung eines allgemeinenlinearen Gleichungssystems (3.7) mit rang(A) = r � min(m;n) in der Formxmn = Ay y = rXj=1 hy; vji2�j uj (3.31)schreiben. Aus den obigen �Uberlegungen zur Singul�arwertzerlegung von Matri-zen A folgt f�ur die Spektralnorm kAkIRm�n := kAk2 := supx2IRn; x6=0 kAxk2kxk2 mitkAkIRm�n = �1 (s. Formel (3.20)) und kAykIRn�m = 1�r die Darstellungcond(A) = kAkIRm�n kAykIRn�m = �1�r (3.32)f�ur die Konditionszahl der Matrix A:Wir setzen in den nun folgenden Betrachtungen dieses Abschnitts voraus, da�mit dim(A) = 1 der nichtausgeartete Fall eines vollstetigen Operators A vor-liegt. Eine besonders wichtige Klasse solcher Operatoren bilden die Hilbert-Schmidt-Operatoren.



100 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenDe�nition 3.3 Ein Operator A 2 L(X;Y ); der zwischen den separablenHilbertr�aumen X und Y wirkt, hei�tH i l b e r t { S c h m i d t { O p e r a t o r;wenn f�ur ein in X vollst�andiges Orthonormalsystem fejg � X gilt:S(A) := 1Xj=1 kAejk2Y < 1: (3.33)Hilfssatz 3.5 Hilbert-Schmidt-Operatoren A sind stets vollstetig underf�ullen f�ur alle in X vollst�andigen Orthonormalsysteme fejg � X die Be-ziehung S(A) = 1Xj=1 kAejk2Y = 1Xj=1 �2j < 1:Als Konsequenz aus Hilfssatz 3.5 erhalten wir, da� f�ur einen Hilbert-Schmidt-Operator die Summe S(A) unabh�angig ist von der Wahl des diese Summe erzeu-genden Orthonormalsystems fejg: Man kann dar�uber hinaus auch zeigen, da�ein vollstetiger Operator A genau dann Hilbert-Schmidt-Operator ist, wenn dieFolge f�jg seiner Singul�arwerte quadratisch summierbar ist, also ein Elementim Raum l2 bildet.Die linearen Fredholmschen Integraloperatoren A vom Typ (2.44) in den R�au-men X = L2(a; b) und Y = L2(c; d) mit quadratisch integrierbarem Kern k 2L2((c; d)� (a; b)) sind Hilbert-Schmidt-Operatoren, wobei die BeziehungenS(A) = dZc bZa (k(s; t))2 dt ds = 1Xj=1 �2j < 1und im Falle eines von der Nullfunktion verschiedenen Kernesk(s; t) = 1Xj=1 �j uj(t) vj(s) (3.34)gelten, wenn f�j ; uj ; vjg1j=1 ein singul�ares System f�ur A bezeichnet. Die Kon-vergenz der unendlichen Reihe in Formel (3.34) ist dabei im Sinne der Konver-genz des Raumes L2((c; d)� (a; b)) zu verstehen.Wir wollen uns nun die Gestalt singul�arer Systeme am Beispiel verdeutlichen.Dazu betrachten wir zuerst den bereits in Beispiel 2.1 eingef�uhrten vollstetigen



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 101Operator [Ax] (s) := sZ0 x(t) dt (0 � s � 1) (3.35)im Raum X = Y = L2(0; 1): Wendet man die in Abschnitt 3.1.2 eingef�uhrteGleichung zur De�nition des adjungierten Operators A� an, so l�a�t sich dieDarstellung [A�y] (t) = 1Zt y(s) ds (0 � t � 1)und schlie�lich [A�Ax] (� ) = 1Z� sZ0 x(t) dt ds (0 � � � 1)�nden. Die Eigenwertgleichung A�Au = �u f�uhrt auf das Randwertproblem�u(t) = �u00(t) (0 � t � 1); u(1) = u0(0) = 0; kukL2(0;1) = 1;dessen L�osungen�j = 4(2j � 1)2�2 ; uj(t) = p2 cos�j � 12��t (0 � t � 1)die singul�aren Werte �j = 2(2j � 1)� (j = 1; 2; :::) (3.36)liefern. Man sieht wegen f�jg 2 l2 sofort, da� A ein Hilbert-Schmidt-Operatorist. Mit vj(t) = 1�j (Auj) (t) = p2 sin�j � 12��t (0 � t � 1)erh�alt man das singul�are System( 2(2j � 1)� ; p2 cos�j � 12��t (0 � t � 1); p2 sin�j � 12��t (0 � t � 1))1j=1f�ur den Operator (3.35). Die dabei auftretenden Orthonormalsysteme fujg undfvjg sind vollst�andig in L2(0; 1). Damit gilt N(A) = N(A�) = f0g; und A sowieA� sind injektive Operatoren. Man erkennt, da� die Eigenfunktionen uj undvj aus dem singul�aren System von (3.35) um so st�arker oszillieren, je gr�o�er



102 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenj und damit je kleiner der singul�are Wert �j ausf�allt. Die Situation, da� Sin-gul�arwerte nahe Null zu sehr stark oszillierenden Eigenfunktionen geh�oren, isttypisch f�ur das Verhalten einer gro�en Klasse vollstetiger Operatoren im Raumder quadratisch integrierbaren Funktionen.Wir betrachten ein weiteres Beispiel eines Hilbert-Schmidt-Operators A, dessenSingul�arwerte �j f�ur j !1 exponentiell, also sehr schnell gegen Null streben,w�ahrend die Singul�arwertfolge im Falle (3.36) nur proportional zu 1=j abklingt.Die Bedeutung dieser Abklingraten wird uns im n�achsten Abschnitt im Zu-sammenhang mit dem Grad der Inkorrektheit einer linearen Operatorglei-chung (3.1) besch�aftigen.Beispiel 3.4 Ebenfalls zu den klassischen inversen Problemen geh�ort die Auf-gabe der Rekonstruktion des Anfangstemperaturpro�ls x(�) (0 � � � 1)eines homogenen Stabes der L�ange 1, dessen von der Ortskoordinate � und derZeitkoordinate t abh�angigen Temperaturen u(�; t) dem Anfangs-Randwertpro-blem zur eindimensionalen W�armeleitungsgleichung@u(�; t)@t = @2u(�; t)@�2 (0 < � < 1 ; 0 < t � 1)mit den homogenen Randbedingungenu(0; t) = u(1; t) = 0 (0 � t � 1)und der Anfangsbedingungu(�; 0) = x(�) (0 � � � 1)gen�ugen, aus Messungeny(�) = [Ax] (�) := u(�; 1) (0 � � � 1) (3.37)des Temperaturpro�ls des Stabes zur Endzeit t = 1: Der in (3.37) de�nierteOperator A ist in X = Y = L2(0; 1) linear und vollstetig. Funktionen u; dieder Di�erentialgleichung und den Randbedingungen des betrachteten W�arme-leitproblems gen�ugen, lassen sich als Reiheu(�; t) = 1Xj=1 cj exp(�j2�2t) sin j��mit beliebigen reellen Koe�zienten cj (j = 1; 2; :::) darstellen. Daraus resultiertunmittelbar das singul�are Systemnexp(�j2�2) ; p2 sin j�� (0 � � � 1) ; p2 sin j�� (0 � � � 1)o1j=1



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 103des Operators A aus (3.37). Dieser Operator A 2 L(L2(0; 1); L2(0; 1)) ist selbst-adjungiert und injektiv. Er l�a�t sich als Hilbert-Schmidt-Operator in Form einesIntegraloperators[Ax] (�) = 1Z0 k(�; �)x(�) d� (0 � � � 1)mit der Formel (3.34) entsprechenden Reihendarstellungk(�; �) = 1Xj=1 2 exp(�j2�2) sin j�� sin j�� (0 � � � 1; 0 � � � 1)der Kernfunktion schreiben. Die Kernfunktion k(�; �) verk�orpert dabei eineGreensche Funktion des entsprechenden Anfangswertproblems zur W�arme-leitungsgleichung. 23.1.6 Der Grad der Inkorrektheit linearer OperatorgleichungenBisher haben wir uns zwar ausf�uhrlich mit der Inkorrektheit linearer Opera-torgleichungen (3.1) besch�aftigt, aber niemals die Frage gestellt, wie stark in-korrekt solche dahinter stehenden Identi�kationsprobleme sind. Die besondersgut strukturierte Klasse injektiver vollstetiger linearer Operatoren A in un-endlichdimensionalen separablen Hilbertr�aumen X und Y; auf die wir uns indiesem Abschnitt immer beziehen werden und die stets nach Nashed inkorrekteGleichungen (3.1) hervorbringt, wird Antworten auf diese weitergehende Fragenunmehr erlauben.Die St�arke der Inkorrektheit eines linearen inversen Problems vom Typ (3.1)wird durch den Grad der Schwierigkeiten bestimmt, die ein solches Problembei der n�aherungsweisen oder numerischen L�osung bereitet. Diese Art der Pro-bleml�osung ist mit Blick auf eine Behandlung der Zug�ange mittels Computer im-mer mit einer Einschr�ankung des Problems auf endlichdimensionale R�aume ver-bunden. Ausgehend von einem in X vollst�andigen Orthonormalsystem fwjg �X zur Erzeugung n-dimensionaler Teilr�aumeXn := span(w1; w2; :::; wn)wollen wir hier unter n�aherungsweiser oder numerischer L�osung von (3.1) dieKonstruktion eines Elementes xn 2 Xn verstehen, welches L�osung des auf denn-dimensionalen Teilraum eingeschr�ankten Kleinste-Quadrate-ProblemskAx� yk2Y = min! ; x 2 Xn (3.38)



104 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenist. Aus den �Uberlegungen von Abschnitt 3.1.4 folgt, da�xn = Ayn yf�ur alle y 2 Y die in Xn wegen der Injektivit�at von A eindeutig bestimmteL�osung des Extremalproblems (3.38) bildet. Dabei stellt Ayn 2 L(Y;Xn) dieMoore-Penrose-Inverse des Operators An 2 L(Xn; Y ) dar, der mittels der Vor-schrift Anx = Ax f�ur x 2 Xn als Einschr�ankung des Operators A auf denTeilraum Xn festgelegt ist.Es sei nun x0 2 X die f�ur eine feste rechte Seite y 2 R(A) eindeutig bestimmteL�osung von (3.1). Wir betrachten den Fehler kx�n�x0kX einer N�aherungsl�osungx�n := Ayny� zu einer gest�orten rechten Seite y� mit ky� � ykY � �: Aus derDreiecksungleichung erhalten wir daf�urkx�n�x0kX � kx�n� xnkX + kxn� x0kX � kAynkL(Y;Xn) ky� � ykY + kAyn y� x0kXund damit kx�n � x0kX � kAynkL(Y;Xn) � + kAynAx0 � x0kX : (3.39)Die Schranke f�ur den Fehler der N�aherungsl�osung x�n im Sinne der rechten Sei-te von Absch�atzung (3.39) zerf�allt in einen ersten Term kAynkL(Y;Xn) �; der dieStabilit�at der N�aherung in bezug auf St�orungen in den Daten charakterisiertund einen zweiten Term kAynAx0 � x0kX ; der die Approximation von x0durch geeignete Elemente des n-dimensionalen Raumes Xn widerspiegelt. Beigeschickter Wahl des Orthonormalsystems fwjg strebt dieser Term f�ur n!1gegen Null. W�ahlt man etwa fwjg := fujg mit fujg aus dem singul�aren Systemf�ur A, so gilt f�ur y = Ax0Ayn y = nXj=1 hy; vjiY�j uj = hx0; A�vjiX�j uj = nXj=1hx0; ujiX ujund damit kAynAx0 � x0kX = vuut 1Xj=n+1hx0; uji2X n!1�! 0: (3.40)Die Konvergenz in (3.40) ist dabei eine Konsequenz der Parsevalschen Gleichungbzw. der daraus resultierenden Tatsache, da� die Zahlenfolge f nPj=1hx0; uji2Xg1n=1eine Cauchyfolge ist.Um den Approximationsfehler klein zu halten, emp�ehlt es sich also, bei dernumerischen L�osung von (3.1) die Dimension n so gro� wie m�oglich zu w�ahlen.Die Inkorrektheitheit nach Nashed ist aber, wie uns Satz 3.2 gezeigt hat, stetsmit Instabilit�at verbunden. Diese kommt in der Absch�atzung (3.39) dadurch



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 105zum Ausdruck, da� der Multiplikator kAynkL(Y;Xn) des Datenfehlerniveaus � imSinne des folgenden Hilfssatzes mit n!1 �uber alle Grenzen w�achst. Je gr�o�eralso n gew�ahlt wird, um so st�arker wirken sich die Datenfehler in der N�ahe-rungsl�osung aus. Diese widerspr�uchlichen Tendenzen kann man praktisch durchWahl eines mittleren "Diskretisierungsniveaus\ n handhaben, welches zu einenKompromi� zwischen Stabilit�at und Approximation f�uhrt.Hilfssatz 3.6 Bei beliebiger Wahl des die Teilr�aume Xn generierenden Or-thonormalsystems fwjg gilt f�urkAynkL(Y;Xn) =  minx2Xnnf0g kAxkYkxkX !�1 (3.41)die Grenzwertbeziehung limn!1 kAynkL(Y;Xn) = 1:Die Aussage dieses Hilfssatzes folgt aus der Tatsache, da� f�ur die unbeschr�ankteInverse A�1 eines injektiven vollstetigen Operators A eine unendliche Folgefzjg � X mit zj 6= 0 (j = 1; 2; :::) undkAzjkYkzjkX ! 0 f�ur j !1 (3.42)existiert. W�are nun die Grenzwertbeziehung limn!1 kAynkL(Y;Xn) = 1 verletzt,so g�abe es unter Ber�ucksichtigung der Darstellung (3.41) eine Folge von Di-mensionen ni ! 1 f�ur i ! 1 und eine Konstante " > 0, so da� f�ur allez 2 Xni (i = 1; 2; :::) die Ungleichung kAzkY � "kzkX gilt. Die ni-dimensionalenApproximationen znij = niPl=1hzj ; wliXwl von zj erf�ullten dann f�ur alle i und j dieBedingung kAznij kY � "kznij kX und mit limi!1 kznij � zjkX = 0 die UngleichungkAzjkY � "kzjkX : Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Grenzwertbeziehung(3.42).Sucht man nach solchen Teilr�aumenXn; die den "Instabilit�atsfaktor\ kAynkL(Y;Xn)in der rechten Seite von Ungleichung (3.39) m�oglichst klein halten, so leistetdaf�ur das in Hilfssatz 3.7 f�ur unsere Zwecke geeignet formulierte Maximum-Minimum-Prinzip von Poincar�e und Fischer gute Dienste.



106 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenHilfssatz 3.7 Es sei A 2 L(X;Y ) ein vollstetiger linearer Operator in sepa-rablen Hilbertr�aumen X und Y mit einem singul�aren System f�j;uj; vjgj2J .Dann gilt f�ur alle n 2 J�n = maxXn�X minx2Xnnf0g kAxkYkxkX = minx2span(u1;:::;un)nf0g kAxkYkxkX = kAunkY :(3.43)Dabei ist das Maximum in Formel (3.43) �uber alle n-dimensionalenTeilr�aume Xn des Hilbertraums X zu nehmen.Daraus ergibt sich wegen Formel (3.41) unmittelbar:Folgerung 3.2 Die Norm kAynkL(Y;Xn) wird bez�uglich aller n-dimensionalenTeilr�aume Xn von X minimal f�ur Xn = span(u1; u2; :::; un); d.h., es giltkAynkL(Y;Xn) � 1�n und kAynkL(Y;Xn) = 1�n f�ur Xn = span(u1; :::; un): (3.44)W�ahlt man die Teilr�aume Xn in diesem Sinne optimal als Menge von Linear-kombination der ersten n Eigenelemente aus dem singul�aren System f�ur A, soverh�alt sich die N�aherungsl�osung im Sinne der Absch�atzung (3.39) am stabil-sten gegen�uber Datenst�orungen. Die Kehrwerte der singul�aren Werte �n spie-len dann die Rolle der "Instabilit�atsfaktoren\. Je schneller die Folge f�ng derSingul�arwerte gegen Null abklingt, um so schneller w�achst der MultiplikatorkAynkL(Y;Xn) selbst im g�unstigsten Falle f�ur n!1 ins Unendliche. So macht esSinn, den Grad der Inkorrektheit einer Operatorgleichung (3.1) �uber die Ab-klingrate der Singul�arwertfolge des Operators A gegen Null zu de�nieren.De�nition 3.4 Wir bezeichnen eine lineare Operatorgleichung (3.1) mitvollstetigem Operator A 2 L(X;Y ) in separablen Hilbertr�aumen X und Yals h �o c h s t e n s i n k o r r e k t v o m G r a d e � > 0; wenn f�urdie Singul�arwertfolge f�ng des Operators A eine Konstante C > 0 mit1�n � C n� (n = 1; 2; :::) (3.45)existiert.Erg�anzend zu De�nition 3.4 k�onnen wir eine lineare Operatorgleichung (3.1) alsmindestens inkorrekt vom Grade � > 0 bezeichnen, wenn eine Konstante



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 107C > 0 mit C n� � 1�n (n = 1; 2; :::) (3.46)zu �nden ist. Haben wir sogar �n � n�� ; so nennen wir die positive Zahl �Grad der Inkorrektheit. Die Proportionalit�at �n � n�� entspricht dabei derExistenz zweier Konstanten 0 < C � C <1 mitC n� � 1�n � C n� (n = 1; 2; :::): (3.47)Gilt f�ur jedes positive � eine Ungleichung (3.46), so sagen wir, da� die Ope-ratorgleichung den Grad der Inkorrektheit1 besitzt. Wenn eine Operatorglei-chung h�ochstens inkorrekt vom Grade 1 ist, so nennt man sie auch schwachinkorrekt. Man spricht von m�a�ig inkorrekten Gleichungen, wenn es eineendliche Zahl � gibt, so da� (3.45) gilt, andernfalls hei�en solche Gleichungenstark inkorrekt. Je h�oher der Grad der Inkorrektheit einer inversen Aufgabe(3.1) ausf�allt, desto kleiner mu� man die Diskretisierungsdimension n in (3.38)w�ahlen, um bei festem Datenfehlerniveau � > 0 noch einen akzeptablen Fehler(3.39) der N�aherungsl�osung x�n zu erzwingen. Dieser Umstand l�a�t die folgen-de Interpretation zu: Will man ein gewisses fest vorgegebenes Fehlerniveau derN�aherungsl�osung nicht �uberschreiten, so kann man bei stark inkorrekten Aufga-ben nur eine sehr kleine Anzahl n von Parameterwerten aus den gegebenen feh-lerhaften Daten rekonstruieren, w�ahrend die entsprechende Anzahl bei schwachinkorrekten Gleichungen (3.1) deutlich gr�o�er ausf�allt. Im Kapitel 4 werdenwir mit Hilfe von Regularisierungsverfahren und auf der Grundlage einer we-sentlichen Verallgemeinerung des Begri�s der N�aherungsl�osung gegen�uber demZugang (3.38) danach streben, auch bei st�arker inkorrekten Problemen f�ur einegr�o�ere Anzahl von Parameterwerten akzeptable N�aherungsl�osungen zu erlan-gen. Aber auch bei diesen Zug�angen spielt der Grad der Inkorrektheit einerAufgabe f�ur die Auswahl konkreter Verfahren und die Festlegung geeigneternumerischer Parameter eine gewisse Rolle.Im vorigen Abschnitt haben wir im Raum X = Y = L2(0; 1) bereits f�ur denOperator A aus (3.35), der zum Problem (2.22) der Identi�kation der ersten Ab-leitung einer Funktion aus deren Funktionswerten geh�ort, die Singul�arwertfolge(3.36) bestimmt, f�ur die o�ensichtlich�n � n�1gilt. Wir haben es beim Di�erentiationsproblem also mit einem Grad � = 1 derInkorrektheit und damit mit einen Problem zu tun, das an der Grenze zwischenden schwach und m�a�ig inkorrekten Problemen angesiedelt ist. Weiter haben



108 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenwir in Beispiel 3.4 die Singul�arwertfolge�n = exp (�n2�2)f�ur das W�armeleitungsproblem mit Zeitumkehr gefunden. Dieses in Operator-gleichung (3.37) formulierte inverse Problem ist stark inkorrekt und sein Gradder Inkorrektheit 1, da die Folge der Singul�arwerte schneller gegen Null f�alltals jede Potenz n�� f�ur endliches positives �.Beispiel 3.5 In diesem Beispiel betrachten wir im Raum X = Y = L2(0; 1)die f�ur reelle Zahlen r > 0 de�nierte Familie[Ar x] (s) := sZ0 (s� t)r�1�(r) x(t) dt = y(s) (0 � s � 1) (3.48)von speziellen linearen Integralgleichungen mit Operatoren Ar der gebroche-nen Integration. Dabei bezeichnet �(r) den Wert der Gammafunktion zumArgument r: Die Familie (3.48) geh�ort zu den linearen VolterraschenIntegralgleichungen erster ArtsZ0 k(s; t)x(t) dt = y(s) (0 � s � 1); (3.49)einer Teilklasse der linearen Fredholmschen Integralgleichungen ersterArt 1Z0 k(s; t)x(t) dt = y(s) (0 � s � 1); (3.50)wobei die imQuadrat (s; t) 2 [0; 1]�[0; 1] de�nierte Kernfunktion k(s; t) bei denVolterraschen Integralgleichungen im Dreieck f(s; t) : 0 � s < t � 1g identischverschwindet. Unter den linearen Volterraschen Integralgleichungen erster Artgeh�ort die Familie (3.48) wiederum zu den linearen FaltungsgleichungensZ0 �(s� t)x(t) dt = y(s) (0 � s � 1); (3.51)deren Kernfunktionen � nur von der Di�erenz der Argumente s und t abh�angenund die wir im n�achsten Beispiel und den sich daran anschlie�enden Betrach-tungen genauer studieren werden. Die Bezeichnung "gebrochene Integration\



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 109im Zusammenhang mit dem Operator Ar l�a�t sich damit begr�unden, da� dieGleichung (3.48) f�ur nat�urliche Zahlen r = l (l = 1; 2; :::) in der FormsZ0 (s� t)l�1(l� 1)! x(t) dt = y(s) (0 � s � 1) (3.52)dem Problem der Identi�kation der l-ten Ableitung x(t) := y(l)(t) einerFunktion y(t) (0 � t � 1) aus Werten der Funktion entspricht. Dabei gibtes stetige L�osungen x von (3.52) nat�urlich nur f�ur l-mal stetig di�erenzierbareFunktionen y 2 C l[0; 1] mity(0) = y0(0) = y00(0) = ::: = y(l�1)(0) = 0:Die Gleichung (3.48) l�a�t sich als Verallgemeinerung dieses Problems (3.52) derl-maligen Di�erentiation in Richtung der Identi�kation von Ableitungeneiner gebrochenen Ordnung r der Funktion y ansehen.F�ur den Zahlenbereich 0 < r < 1 wird (3.48) als Abelsche Integralgleichungbezeichnet, f�ur die es zahlreiche Anwendungen bei inversen Problemen z.B. derMechanik, Stereologie und Geophysik gibt. Eine Zusammenstellung dieser An-wendungen und umfassende Aussagen zur Theorie Abelscher Integralgleichun-gen �ndet man im Buch [GOVE91] von R. Goren
o und S. Vessella. Bei solcherWahl des Parameters r sind im Gegensatz zum Fall r � 1 die Kernfunktionendes Integraloperators Ar nicht mehr stetig, sondern schwach singul�ar, d.h., sieweisen f�ur s = t auf der Diagonale des Quadrats (s; t) 2 [0; 1]� [0; 1] eine Pol-stelle auf, die aber in dem Sinne schwach ausgepr�agt ist, da� die entsprechendeKernfunktion � in der Variante (3.51) die Darstellung�(� ) = 1� 1�r (0 � � � 1)besitzt, f�ur 0 < r < 1 integrierbar ist und somit zum Raum L1(0; 1) geh�ort.Aus der Ungleichung von Young (s. [GOVE91, S.65]) ergibt sich f�ur x 2L2(0; 1) und � 2 L1(0; 1) aber Ax 2 L2(0; 1) mit A aus (3.51), und es gilt eineAbsch�atzung kAxkL2(0;1) � k�kL1(0;1) kxkL2(0;1): Daher haben wir in (3.48) f�ur aller > 0 einen beschr�ankten linearen Operator Ar 2 L(L2(0; 1); L2(0; 1)) vorliegen,der auch vollstetig ist. Aber nur f�ur r > 12 ist der Kern des Integraloperatorsquadratisch integrierbar und damitAr ein Hilbert-Schmidt-Operator. Allgemeinl�a�t sich f�ur die Singul�arwerte von Ar in L2(0; 1) zeigen, da��n � n�r f�ur alle r > 0gilt. Das Problem (3.52) der l-maligen Di�erentiation ist also vom Inkorrekt-heitsgrade l und damit m�a�ig inkorrekt, wobei mit wachsendem Di�erentia-tionsniveau l die Schwierigkeiten der Aufgabe steigen. Dagegen ist die AbelscheIntegralgleichung mit einem Grad 0 < r < 1 nur schwach inkorrekt. 2



110 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenBeispiel 3.6 Lineare FaltungsgleichungensZ0 �(s� t)x(t) dt = y(s) (0 � s � T ) (3.53)als Spezialfall Volterrascher Integralgleichungen erster Art treten bei der Inter-pretation indirekter Messungen auf, wenn die Werte x(t) (0 � t � T ) einer vonder Zeit t abh�angigen und selbst nicht direkt me�baren Gr�o�e aus den gemesse-nen Werten y(s) (0 � s � T ) der Faltung sR0 �(s� t)x(t) dt der Funktion x miteiner Kernfunktion � bestimmt werden sollen. Die Kernfunktion als "Appara-tefunktion\ de�niert den inneren Mechanismus der indirekten Messung, wobeinur Werte x(t) (0 � t � s) aus der Vergangenheit den Me�wert y(s) zu einemaktuellen Zeitpunkt s beein
ussen.Anwendungen des Modells (3.53) gibt es in der Technik z.B. bei der Fluores-zenzspektroskopie zur Untersuchung der inneren Struktur komplexer Objekte.Dabei wird der Untersuchungsgegenstand durch einen optischen Probeimpulserregt. Aus der molekularen Fluoreszenzreaktion k�onnen dann die gesuchtenStrukturinformationen gewonnen werden. Der optische Eingangsimpuls, die so-genannte "Lampenfunktion\, bestimmt den Kern �; der mittels Faltung diegesuchte Strukturfunktion x und die me�bare Fluoreszenzreaktion y verbindet.Eine weitere Anwendung �ndet man in der Nuklearmedizin bei der Bestimmungvon Parameterfunktionen x; welche die Funktionst�uchtigkeit innerer Organe desmenschlichen K�orpers beschreiben. Dabei untersucht man mit Hilfe von in dieBlutbahn injizierten schwach radioaktiven Substanzen, deren aktuell vorhande-ne Substratmenge als zeitabh�angige Funktion y gemessen wird, wie die Isotopevon dem betro�enen Organ verarbeitet werden, um damit Sto�wechselst�orun-gen diagnostizieren zu k�onnen. Die Kernfunktion � charakterisiert dabei �ublicheVerarbeitungsraten f�ur die jeweilige Substanz im menschlichen K�orper.Als drittes Beispiel sei eine geophysikalische Anwendung von Gleichung (3.53)bei der mathematischen Modellierung von Untergrundgasspeichern vom Aqui-fertyp erw�ahnt. Dabei geht es um die Bestimmung des "Speicherged�achtnisses\x aus zeitabh�angigen Gasdruckmessungen y im Untergrundgasspeicher. DerFunktionswert x(t) dr�uckt aus, welche Druck�anderungen eine zum Zeitpunktt0 in den Speicher eingebrachte Einheitsmenge an Gas zum Zeitpunkt t + t0bewirkt, wie also der Speicher auf die Vergangenheit reagiert. Wie bei jedemGed�achtnis kann man dabei davon ausgehen, da� die Wirkung um so mehr ab-nimmt, je weiter der Zeitpunkt t0 zur�uckliegt, da� x also eine monoton fallendeFunktion repr�asentiert. In diesem Modell leitet sich die Kernfunktion � aus derzeitlichen Verlaufskurve der Volumina des in den Speicher eingebrachten oderdes daraus entnommenen Gases her. 2



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 111Angeregt durch Beispiel 3.6 widmen wir uns nun etwas allgemeiner dem zuGleichung (3.51) geh�origen linearen Faltungsoperator[Ax] (s) := sZ0 �(s� t)x(t) dt (0 � s � 1) (3.54)im Raum X = Y = L2(0; 1); wobei wir annehmen, da� die Kernfunktion � denBedingungen� 2 L2(0; 1) und supfs : �(� ) = 0 f�ur fast alle � 2 [0; s]g = 0 (3.55)gen�ugt. Die quadratisch integrierbare Kernfunktion �, mit welcher der Opera-tor A aus (3.54) sofort als Hilbert-Schmidt-Operator erkennbar wird, soll alsof�ur kein Intervall [0; s] (0 < s � 1) identisch Null sein, wobei Mengen vomLebesguema� Null wie immer bei Untersuchungen im Raum L2 au�er Betrachtbleiben. Eine Bedingung, die f�ur fast alle Zahlen eines Intervalls gilt, darf aufeiner Teilmenge dieses Intervalls genau dann verletzt sein, wenn diese Teilmengevom Lebesguema� Null ist. Die zweite Bedingung in (3.55) sichert, wie der inder Literatur als Satz von Titchmarsh bekannte Hilfssatz 3.8 zeigen wird,die Injektivit�at von A und damit die Eindeutigkeit von L�osungen der linearenFaltungsgleichung (3.51).Hilfssatz 3.8 Es seien f 2 L2(0; 1) und g 2 L2(0; 1) zwei Funktionen und
 2 (0; 1] eine positive reelle Zahl, so da�sZ0 f(s� t) g(t) dt = 0 f�ur fast alle s 2 [0; 
]gilt. Dann existieren Zahlen �; � 2 [0; 1] mit � + � � 
 und f(t) = 0 f�urfast alle t 2 [0; �] sowie g(t) = 0 f�ur fast alle t 2 [0; �]:Gilt nun f�ur den Faltungsoperator (3.54) Ax = 0 in L2(0; 1) und f�ur kein0 < " � 1 die Beziehung �(� ) = 0 f�ur fast alle � 2 [0; "], so mu� wegenHilfssatz 3.8 x(t) = 0 sein f�ur fast alle t 2 [0; 1]: Damit ist aber x = 0 inL2(0; 1); und der in Formel (3.54) de�nierte Operator A 2 L(L2(0; 1); L2(0; 1))erweist sich als injektiv. Vorstellungen �uber den Grad der Inkorrektheit vonFaltungsgleichungen (3.51) liefert der folgende Satz:



112 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenSatz 3.6 Im Raum X = Y = L2(0; 1) ist jede Operatorgleichung (3.1) miteinem linearen Faltungsoperator (3.54), dessen Kern � der Bedingung (3.55)gen�ugt, mindestens inkorrekt vom Grade � = 12 : Ist f�ur eine positive ganzeZahl l der Kern dar�uber hinaus (l� 1)-mal stetig di�erenzierbar und besitzteine quadratisch integrierbare verallgemeinerte l-te Ableitung, d.h. gilt� 2 C l�1[0; 1] und �(l) 2 L2(0; 1); (3.56)so ist die Gleichung sogar mindestens inkorrekt vom Grade � = l+ 12 ; wennzus�atzlich f�ur die Ableitungen des Kerns die Bedingung�(0) = �0(0) = ::: = �(l�1)(0) = 0 (3.57)erf�ullt ist.Sind � 2 C l�1[0; 1] und (3.57) in Satz 3.6 f�ur beliebig gro�e Zahlen l erf�ullt, sohat die Faltungsgleichung den Inkorrektheitsgrad 1 (s. z.B. Aufgabe 3.5). Jeglatter der Kern � wird, desto gr�o�er f�allt der Grad der Inkorrektheit einer Fal-tungsgleichung (3.51) aus. Dies deckt sich mit den Erfahrungen aus Beispiel 3.5,wo im Falle der Abelschen Integralgleichung mit einer Polstelle im Kern diekleinsten Inkorrektheitsgrade festgestellt wurden, w�ahrend die stetigen und mitwachsendem l an Glattheit zunehmenden Kerne in Gleichung (3.52) von eben-falls wachsenden Inkorrektheitsgraden begleitet werden. Allerdings wachsen dieInkorrektheitsgrade bei den Faltungsgleichungen nur dann an, wenn im Sinnevon Bedingung (3.57) immer h�ohere Ableitungen des Kerns an der Stelle t = 0verschwinden. Dies ist auch eine Glattheitsbedingung, aber jetzt an den Kernk(s; t) = ( �(s� t) (0 � t � s � 1)0 (0 � s < t � 1)des dazu geh�origen linearen Fredholmschen Integraloperators (2.44) mita = c = 0 und b = d = 1 beim �Ubergang �uber die Diagonale s = t desQuadrats (s; t) 2 [0; 1]� [0; 1].



3.1 Lineare Operatorgleichungen in Hilbertr�aumen 113Satz 3.7 Wir betrachten im Raum X = Y = L2(0; 1) die lineare Fredholm-sche Integralgleichung erster Art[Ax] (s) := 1Z0 k(s; t)x(t) dt = y(s) (0 � s � 1) (3.58)mit k 2 L2((0; 1) � (0; 1)): Dann gilt f�ur die Singul�arwerte des Operators A�n � C(n)n� 12 (n = 1; 2; :::) mit limn!1C(n) = 0:Falls dar�uber hinaus die Funktionenk; @k@s ; @2k@s2 ; ::: ; @l�2k@sl�2stetig in s sind f�ur fast alle t und@l�1k(s; t)@sl�1 = sZ0 g(�; t) d� + h(t)mit g 2 L2 ((0; 1)� (0; 1)) und h 2 L1(0; 1) gilt, so haben wir sogar�n � C(n)n�(l+ 12) (n = 1; 2; :::) mit limn!1C(n) = 0: (3.59)Satz 3.6 ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz 3.7, der den Zusammen-hang zwischen der Glattheit des quadratisch integrierbaren Kerns k(s; t) einerlinearen Fredholmschen Integralgleichung erster Art (3.50) und den Ab-klingraten der Singul�arwerte des entsprechenden linearen Integraloperators imRaum X = Y = L2(0; 1) herstellt. Zur Literatur in bezug auf Satz 3.7 sei auf[ENG97, S.195] verwiesen. Ist bei den Faltungsgleichungen (3.51) die sehr ein-schneidende Kernbedingung (3.57) nicht realisiert, so liegt der Inkorrektheits-grad niedriger als in Satz 3.6 behauptet, auch wenn (3.56) erf�ullt ist. Allgemeinsind bei vergleichbaren Di�erenzierbarkeitseigenschaften des Kernes Volterra-sche Integralgleichungen erster Art (3.49) weniger inkorrekt als FredholmscheIntegralgleichungen (3.50), falls nicht im Ausnahmefall alle Werte der Kern-funktion k(s; t) der Volterraschen Gleichung und ihrer s�amtlichen partiellenAbleitungen bis zur h�ochsten vorhandenen Ordnung f�ur s = t verschwinden.Die Beziehung (3.57) charakterisiert gerade einen solchen Ausnahmefall f�ur dieFaltungsgleichung.



114 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenUnmittelbar aus Satz 3.7 erhalten wir f�ur Fredholmsche Integralgleichungen(3.50) eine in Folgerung 3.3 formulierte Aussage �uber den in Abh�angigkeit vonder Kernglattheit mindestens auftretenden Inkorrektheitsgrad.Folgerung 3.3 Eine lineare Fredholmsche Integralgleichung (3.50) mitk 2 L2((0; 1) � (0; 1)) ist mindestens inkorrekt vom Grade � = 12 : Unterden in Satz 3.7 formulierten Glattheitsbedingungen an die Kernfunktion k,welche die Singul�arwertabsch�atzung (3.59) nach sich ziehen, ist die Glei-chung (3.50) sogar mindestens inkorrekt von Grade � = l + 12:Es sei erw�ahnt, da� man aus Kenntnissen der Kernglattheit einer linearen Inte-gralgleichung leider nichts dar�uber aussagen kann, welchen Grad der Inkorrekt-heit eine solche Integralgleichung h�ochstens aufweist.Falls die Singul�arwerte f�ng eines vollstetigen linearen Operators A 2 L(X;Y )bzw. deren Abklingraten und damit der Grad der Inkorrektheit der entspre-chenden Operatorgleichung (3.1) nicht unmittelbar veri�zierbar sind, so kannman versuchen, den Operator A mit Hilfe eines anderen vollstetigen OperatorsB 2 L(X;Z) (X;Y;Z separable Hilbertr�aume) in der Formc kB xkZ � kAxkY � c kB xkZ f�ur alle x 2 X (3.60)und Konstanten 0 < c � c <1 abzusch�atzen, wenn die Singul�arwerte fe�ng desOperators B oder wenigstens deren Abklingraten bekannt sind. Wegen Hilfs-satz 3.7 folgen dann aus (3.60) und (3.43) die Ungleichungenc e�n � �n � c e�n (n = 1; 2; :::): (3.61)Ein Inkorrektheitsgrad � > 0; der dem Operator B zuzuordnen ist, �ubertr�agtsich auf den Operator A und umgekehrt (s. auch Aufgabe 3.4). Wir demonstrie-ren diese Vorgehensweise am Beispiel des Operators aus (3.35) im SobolevraumX = Y := H1(0; 1). F�ur das Di�erentiationsproblemsZ0 x(t) dt = y(s) (0 � s � 1) (3.62)wissen wir aus Abschnitt 3.1.5, da� bei Betrachtung von L�osungen x und rech-ten Seiten y im Raum L2(0; 1) der Inkorrektheitsgrad � = 1 auftritt (s. Formel(3.36)). Um den entsprechenden Inkorrektheitsgrad im SobolevraumH1(0; 1) zubestimmen, betrachten wirA 2 L(H1(0; 1);H1(0; 1)) als den zu (3.62) geh�origen



3.2 Nichtlineare Operatorgleichungen 115Operator und nutzen die aus der De�nition der Sobolevnorm (2.100) resultie-rende DarstellungkAxkH1(0;1) = vuuut0@ sZ0 x(t) dt1A2 ds + 1Z0 (x(t))2 dt = qkAxk2L2(0;1) + kxk2L2(0;1):Wegen (3.20) und (3.36) ergibt sich daraus mitkxkL2(0;1) � kAxkH1(0;1) � s1 + 4�2 kxkL2(0;1) f�ur alle x 2 H1(0; 1) (3.63)eine Ungleichung vom Typ (3.60). Dabei haben wir Z := L2(0; 1); c = 1;c = q1 + 4�2 und einen Operator B 2 L(H1(0; 1); L2(0; 1)) mit Bx = x f�ur allex 2 H1(0; 1); der die Einbettung des Raumes H1(0; 1) in den Raum L2(0; 1)beschreibt (s. Formel (2.102) in Abschn. 2.3.3). Nun l�a�t sich f�ur diesen vollste-tigen Einbettungsoperator B das singul�are System mit den Komponentene�j = 1q1 + (j � 1)2�2 (j = 1; 2; :::);eu1(t) = 1 (0 � t � 1); euj(t) = q 21+(j�1)2�2 cos(j � 1)�t (j = 2; 3; :::; 0 � t � 1)undev1(t) = 1 (0 � t � 1); evj(t) = p2 cos(j � 1)�t (j = 2; 3; :::; 0 � t � 1);explizit aufschreiben, und wir haben eine Rate e�n � n�1 f�ur das Abklingender Singul�arwerte des Einbettungsoperators. Demzufolge gibt es Konstanten0 < ĉ � ĉ <1 mit ĉn � �n � ĉnf�ur die Singul�arwertfolge f�ng von A 2 L(H1(0; 1);H1(0; 1)). Das Di�erentia-tionsproblem (3.62) ist also auch im Raum H1(0; 1) vom Inkorrektheitsgrad� = 1:3.2 Nichtlineare Operatorgleichungen und ihr lokalesKorrektheitsverhalten in Hilbertr�aumenIm Abschnitt 2.2.4 haben wir in Banachr�aumen die lokale Korrektheit bzw. In-korrektheit (s. De�nition 2.7) von nichtlinearen Identi�kationsproblemenF (x) = y ; x 2 D � X ; y 2 Y (3.64)



116 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenstudiert und Beispiele f�ur lokal inkorrekte Aufgaben betrachtet. Wir wollen dieOperatorgleichung (3.64) nun unter der Voraussetzung weiterverfolgen, da� Xund Y separable Hilbertr�aume darstellen. Dazu werden eingangs einige Begri�ezur genaueren Charakterisierung der nichtlinearen Operatoren F bereitgestellt.3.2.1 Einige weitere Begri�e zu nichtlinearen OperatorenIn De�nition 2.6 haben wir den Begri� des vollstetigen linearen Operators Aeingef�uhrt. Eine entsprechende De�nition der Vollstetigkeit k�onnen wir auchf�ur nichtlineare Operatoren F geben.De�nition 3.5 Ein nichtlinearer Operator F : D � X ! Y; der zwischenden Hilbertr�aumen X und Y wirkt, hei�t v o l l s t e t i g auf der TeilmengeS � D; wenn F auf S stetig ist und jede in X beschr�ankte Teilmenge T � Sin eine relativ kompakte Teilmenge F (T ) = fy 2 Y : y = F (x); x 2 Tg vonY abbildet.Eine weitere wichtige Eigenschaft nichtlinearer Operatoren, die wir hier betrach-ten wollen, ist die schwache Abgeschlossenheit.De�nition 3.6 Ein nichtlinearer Operator F : D � X ! Y; der zwi-schen den Hilbertr�aumen X und Y wirkt, hei�t s c h w a c h a b g e -s c h l o s s e n , wenn f�ur fxng � D die schwache Konvergenz der Fol-gen xn * x0 in X und F (xn) * y0 in Y die Beziehungen x0 2 D undF (x0) = y0 nach sich zieht.Eine Verbindung zwischen den De�nitionen 3.5 und 3.6 liefert der folgendeHilfssatz:Hilfssatz 3.9 Falls der schwach abgeschlossene Operator F : D � X ! Yauf S � D vollstetig ist, so transformiert F schwach konvergente Folgenxn * x0 in X mit fxng � S und x0 2 S in stark konvergente FolgenF (xn)! F (x0) in Y .Um nichtlineare Operatoren F in Taylorreihen entwickeln zu k�onnen, wiewir es bei Funktionen einer oder mehrerer reeller Ver�anderlicher gew�ohnt sind,ben�otigen wir den Begri� der Ableitung des Operators F im Punkt x0 2 D:Dabei betrachten wir zwei Varianten einer solchen Ableitung, die Fr�echet-Ableitung und die Gâteaux-Ableitung.



3.2 Nichtlineare Operatorgleichungen 117De�nition 3.7 Ein beschr�ankter linearer Operator A 2 L(X;Y ) hei�tF r �e c h e t - A b l e i t u n g des Operators F : D � X ! Y im Punktx0 2 int(D) (innerer Punkt von D), wenn es eine o�ene Kugel Br(x0) � Dund ein positives reelles Funktional " : Br(x0) � X ! IR mit limx!x0 "(x) = 0gibt, so da� f�ur alle x 2 Br(x0) gilt:kF (x)� F (x0)�A (x� x0)kY � "(x) kx� x0kX : (3.65)Der Operator F hei�t auf der o�enen Menge S � D F r �e c h e t - d i f -f e r e n z i e r b a r , wenn er in allen Punkten x0 2 S eine Fr�echet-AbleitungF 0(x0) := A besitzt.Gilt f�ur A 2 L(X;Y ) anstelle von Ungleichung (3.65) f�ur hinreichend kleines tund beliebige Elemente h 2 X mit khkX = 1 sowie eine positive reelle Funktion" mit limt!0 "(t) = 0 die BeziehungkF (x0 + th)� F (x0)� t (Ah)kY � "(t) jtj; (3.66)so hei�t F 0(x0) := A Gâteaux-Ableitung von F im Punkt x0. Jede Fr�echet-Ableitung F 0(x0) ist auch eine Gâteaux-Ableitung, und jeder auf einer o�enenMenge S � D Fr�echet-di�erenzierbare Operator F ist auf dieser Menge S auchstetig. Existiert F 0(x0) f�ur alle x 2 Br(x0) und ist als Abbildung x 2 Br(x0) �X 7! F 0(x) 2 L(X;Y ) stetig, so gilt eine DarstellungF (x)� F (x0) = 1Z0 F 0(x0 + t(x� x0))(x� x0) dt (x 2 Br(x0)): (3.67)Ist au�erdemkF 0(x)� F 0(x0)kL(X;Y ) � L kx� x0kX (x 2 Br(x0)); (3.68)so erhalten wir aus (3.67) die Absch�atzungkF (x)� F (x0)� F 0(x0)(x� x0)kY � L2 kx� x0k2X (x 2 Br(x0)): (3.69)Es ist von einiger Bedeutung, da� sich die Vollstetigkeit eines nichtlinearenOperators F auf dessen Fr�echet-Ableitungen �ubertr�agt (s. [COKR92, S.101]):Hilfssatz 3.10 Es sei F : D � X ! Y ein auf der o�enen MengeS � D vollstetiger Operator, der im Punkt x0 2 S Fr�echet-di�erenzierbarist. Dann stellt die Fr�echet-Ableitung F 0(x0) 2 L(X;Y ) ebenfalls einen voll-stetigen Operator dar.



118 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumen3.2.2 Hinreichende Bedingungen f�ur lokale Inkorrektheit und lokaleKorrektheitIn den Abschnitten 2.2.3 und 3.1.4 haben wir gesehen, da� vollstetige lineareOperatoren A mit unendlichdimensionalem Bildraum R(A) stets auf inkorrekteProbleme f�uhren, bei denen insbesondere die Hadamardsche Stabilit�atsbedin-gung (2.20) nicht erf�ullt ist. Weiter konnten wir uns im Abschnitt 2.2.4 davon�uberzeugen, da� die lokale Korrektheit einer nichtlinearen inversen Aufgabe ei-ner lokalen Variante der Stabilit�atsbedingung (2.20) entspricht. Es liegt daherdie Vermutung nahe, da� vollstetige nichtlineare Operatoren F mit lokal in-korrekten Problemen eng verbunden sind. Dies wollen wir im Satz 3.8 zeigen.Vorher formulieren wir aber noch einige Voraussetzungen, die uns in diesemAbschnitt stets begleiten sollen: Wir nehmen an, da� der De�nitionsbereich Dvon F wenigstens eine abgeschlossene Kugel�Br(x0) := fx 2 X : kx� x0kX � rg � D(F ) (3.70)mit positivem Radius r enth�alt und der Operator F im Inneren Br(x0) derKugel stetige Fr�echet-Ableitungen F 0(x) 2 L(X;Y ) besitzt, die der Glatt-heitsbedingung (3.68) gen�ugen.Satz 3.8 Der De�nitionsbereich D des zwischen den unendlichdimensiona-len separablen Hilbertr�aumen X und Y wirkenden schwach abgeschlossenenOperators F erf�ulle f�ur einen Kugelradius r > 0 die Bedingung (3.70). Wei-ter sei F auf �Br(x0) vollstetig. Dann ist die nichtlineare Operatorgleichung(3.64) in x0 lokal inkorrekt.W�ahlt man sich n�amlich in X ein abz�ahlbar unendliches Orthonormalsystemfeng � X; von dem bekannt ist, da� schwache Konvergenz en * 0 inX vorliegt,so gilt xn := x0+ �en 2 �Br(x0) mit kxn�x0kX = � und xn * x0; aber xn 6! x0in X f�ur beliebige 0 < � � r; woraus wegen Hilfssatz 3.9 die starke Konvergenzder Bildfolge F (xn) ! F (x0) in Y folgt. Dies entspricht gerade der lokalenInkorrektheit in x0.Unter den in Satz 3.8 geforderten Bedingungen ist die Vollstetigkeit von Fhinreichend f�ur die lokale Inkorrektheit von (3.64) in x0: Aussagen dar�uber, wieweit man die Kugelbedingung (3.70) abschw�achen kann, so da� trotzdem lokaleInkorrektheit auftritt, �ndet man in der Arbeit [EKN89].Um eine nichtlineare Gleichung (3.64) in der Umgebung eines Punktes x0 n�ahe-rungsweise mit Hilfe einer einfacheren linearen Gleichung l�osen zu k�onnen, be-trachtet man gern die Linearisierung, die sich ergibt, wenn man F (x) in x0



3.2 Nichtlineare Operatorgleichungen 119in eine Taylorreihe bis zum linearen Glied F (x) � F (x0) + F 0(x0)(x� x0) ent-wickelt. So entsteht als N�aherung f�ur (3.64) eine lineare OperatorgleichungF 0(x0)x = ey ; x 2 D � X ; ey 2 Y ; F 0(x0) 2 L(X;Y ) (3.71)vom Typ (2.10) mit ey := y � F (x0) + F 0(x0)x0: Wegen Hilfssatz 3.10 ist f�ur Fvollstetig auf �Br(x0) auch die Fr�echet-Ableitung F 0(x0) vollstetig. Aufgrund derErgebnisse von Abschnitt 3.1 erweist sich die lineare Operatorgleichung (3.71)genau dann als korrekt nach Nashed, wenn dim(R(F 0(x0))) <1 gilt. F�ur voll-stetige Operatoren F und unendlichdimensionale Hilbertr�aume X und Y f�uhrtdas in x0 lokal instabile nichtlineare Problem (3.64) entweder auf ein ebenfallsinstabiles linearisiertes Problem (3.71) mit dim(R(F 0(x0))) =1 und einer un-beschr�ankten Moore-Penrose-Inverse F 0(x0)y der Fr�echet-Ableitung oder aberF 0(x0) ist ausgeartet mit F 0(x0)y 2 L(Y;X) und einer stabilen linearisiertenGleichung (3.71). F�ur beide F�alle lassen sich Beispiele angeben.Man kann die lokale Korrektheit einer nichtlinearen Gleichung (3.64) allerdingserzwingen, indem man den Bereich der zul�assigen L�osungen auf eine MengefD = fx 2 D : x� x0 = F 0(x0)�w; w 2 Y; kwkY � �g (3.72)einschr�ankt. Alle Elemente einer solchen Menge lassen eine Quelldarstellungx� x0 = F 0(x0)�w (w 2 Y ) (3.73)zu, wobei F 0(x0)� der zu F 0(x0) adjungierte Operator ist.Satz 3.9 Unter den in diesem Abschnitt formulierten Voraussetzungen andas lokale Verhalten des Operators F in der Umgebung des Punktes x0 istdie OperatorgleichungF (x) = y ; x 2 fD � X ; y 2 Y (3.74)mit einem gegen�uber der Ausgangsgleichung (3.64) im Sinne von (3.72) ein-geschr�ankten Bereich fD zul�assiger L�osungen stets lokal korrekt in x0:Wir betrachten zum Beweis des Satzes die f�ur alle x 2 fD g�ultige und aus derCauchy-Schwarzschen Ungleichung resultierende Absch�atzungkx� x0k2X = hx� x0; F 0(x0)�wiX = hF 0(x0)(x� x0); wiY� kF 0(x0)(x� x0)kY kwkY � � kF 0(x0)(x� x0)kY :



120 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenDann ergibt sich f�ur x 2 fD \ Br(x0) mit (3.69) und � := L�2kF (x)� F (x0)� F 0(x0)(x� x0)kY � � kF 0(x0)(x� x0)kYund somit wegen der DreiecksungleichungkF 0(x0)(x� x0)kY � kF (x)� F (x0)� F 0(x0)(x� x0)kY+kF (x)� F (x0)kY � (1 + �) kF (x)� F (x0)kY :Folglich gilt f�ur alle x 2 fD \Br(x0) die Stabilit�atsabsch�atzungkx� x0kX � q� (1 + �)qkF (x)� F (x0)kY ;aus der die lokale Korrektheit von (3.74) folgt.Gelingt es bei der n�aherungsweisen L�osung von Gleichung (3.64) in einer Um-gebung von x0 stets solche N�aherungsl�osungen auszuw�ahlen, die der Quelldar-stellung (3.73) gen�ugen, so kann man die Instabilit�at des Problems �uberwinden.Manche iterativen N�aherungsverfahren zur L�osung von (3.64) lassen sich in die-ser Weise handhaben.Beispiel 3.7 Wir betrachten f�ur eine lichtdurchl�assige Materialschicht derDicke d = 1; in welcher der reelle Parameter t den Abstand eines entspre-chenden Schichtpunktes von der Unterkante der Schicht beschreibt, die Pro-�lfunktion x(t) (0 � t � 1) einer physikalischen Gr�o�e, deren nicht direktme�baren Werte nur von t abh�angen. Bei der Schicht kann es sich um einend�unnen Film, aber auch um eine Luftschicht in der Erdatmosph�are handeln,wobei x dann z.B. ein Refraktionspro�l oder ein Temperaturpro�l verk�orpernkann. Aus integralen Me�daten y(s) (0 � s � 1); die bei Durchstrahlung derSchicht gewonnen werden, soll im Sinne eines Identi�kationsproblems die Ma-terialfunktion x rekonstruiert werden. Diese Daten k�onnen Intensit�atswerte derStrahlung nach Durchlaufen der Schicht als Funktion der Wellenl�ange oder desEinfallswinkels s der Strahlung sein. Kennt man die Reaktionsfunktion k(s; t; x)der Schichtbestandteile in der jeweiligen H�ohe t auf die jeweilige Strahlung s;die auch noch von der dazugeh�origen Pro�lfunktion abh�angen darf, so ist dasinverse Problem als nichtlineare Urysohnsche Integralgleichung[F (x)] (s) := 1Z0 k(s; t; x(t)) dt = y(s) (0 � s � 1) (3.75)zu schreiben. Wenn mit f 2 L2((0; 1)� (0; 1))jk(s; t; x)j � f(s; t) (c1 + c2 jxj) (s; t 2 [0; 1]; x 2 IR)



3.2 Nichtlineare Operatorgleichungen 121gilt, so ist der Operator F : L2(0; 1)! L2(0; 1) auf dem ganzen Raum L2(0; 1)vollstetig und die Gleichung (3.75) damit �uberall lokal inkorrekt. Falls weiterhindie zweiten partiellen Ableitungen @2k(s;t;x)@x2 nach der dritten Variablen der Kern-funktion �uberall existieren und gleichm�a�ig beschr�ankt sind, so gibt es f�ur allex0 2 L2(0; 1) die Fr�echet-Ableitung F 0(x0) des Operators F mit der Darstellung[F 0(x0)h] (s) = 1Z0 @k(s; t; x0(t))@x h(t) dt (0 � s � 1; h 2 L2(0; 1)): (3.76)Der Operator F 0(x0) aus (3.76) ist dann f�ur alle x0 2 L2(0; 1) ein vollstetigerlinearer Fredholmscher Integraloperator mit quadratisch integrierbarem Kern.Auch das in Beispiel 3.1 vorgestellte Identi�kationsproblem der Satellitenmeteo-rologie f�uhrt bei strenger Modellierung erst einmal auf eine Integralgleichung(3.75). Meist wird jedoch f�ur die n�aherungsweise Bestimmung vertikaler Tempe-raturpro�le in der Erdatmosph�are eine Linearisierung (s. Formel (3.71)) diesernichtlinearen Gleichung verwendet, die wiederum durch Diskretisierung auf einlineares Gleichungssystem (3.7) gebracht wird, welches wir in Beispiel 3.1 dis-kutiert haben. 2Betrachtet man dagegen nochmals den nichtlinearen SelbstfaltungsoperatorF : L2(0; 1) ! L2(0; 1) aus Formel (2.67), so erweist sich dieser als schwachabgeschlossen, aber nicht vollstetig auf jeder Kugel Br(0) (s. [GOHO94]). Vonder Nichtvollstetigkeit des Operators F �uberzeugt man sich leicht anhand derFolge xn(t) = r sinnt (0 � t � 1)mit fxng � Br(0); xn * 0; kxnkL2(0;1) ! r2p2 6= 0 und[F (xn)] (s) = r2 ��s cos ns2 + sinns2n � (0 � s � 1)sowie F (xn) * 0, aber kF (xn)kL2(0;1) ! r12p6 6= 0: Die Bildfolge fF (xn)gin L2(0; 1) kann also keine konvergente Teilfolge besitzen, und es liegt keineVollstetigkeit vor. Interessanterweise ist trotzdem die Fr�echet-Ableitung[F 0(x0)h] (s) = 2 sZ0 x0(s� t)h(t) dt (0 � s � 1; h 2 L2(0; 1)) (3.77)f�ur alle x0 2 L2(0; 1) ein vollstetiger linearer Faltungsoperator.



122 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumen3.2.3 Der lokale Grad der InkorrektheitUm f�ur ein nichtlineares Identi�kationsproblem (3.64) in sinnvoller Weise einenlokalen Grad der Inkorrektheit im Punkt x0 2 D einf�uhren zu k�onnen(s. [HOF94]), bilden vollstetige lineare Operatoren A 2 L(X;Y ), die das lokaleVerhalten des Operators F in einer Umgebung von x0 hinreichend widerspiegeln,ein gutes Hilfsmittel. Insbesondere leistet dies in optimaler Weise eine vollste-tige Fr�echet-Ableitung F 0(x0), wovon wir uns in Satz 3.10 �uberzeugen werden.Unter dem lokalen Grad der Inkorrektheit von (3.64) im Punkt x0 wollen wirdaher den Grad der Inkorrektheit der entsprechenden linearisierten Gleichung(3.71) verstehen. In der Arbeit [HOSR94] wurde gezeigt, da� es allerdings un-terschiedlich enge Verbindungen der Fr�echet-Ableitung F 0(x0) mit dem nicht-linearen Operator F im Punkt x0 gibt. Wenn eine �-Bedingung (s. [EHN96,S.279]) kF (x)� F (x0)� F 0(x0)(x� x0)kY � � kF (x)� F (x0)kY (3.78)f�ur eine Konstante � > 0 und alle x aus einer Kugel �Br(x0) erf�ullt wird, ist dieseBindung so eng, da� die Fr�echet-Ableitung die wesentlichen Eigenschaften desnichtlinearen Operators F in einer Umgebung von x0 zum Ausdruck bringt.Gilt nur eine Absch�atzung (3.69), so kann dieser Zusammenhang wesentlichschw�acher sein. Aber auch in diesem Fall liefert der Satz 3.9 gute Argumente,um den lokalen Grad der Inkorrektheit �uber die Abklingrate der Singul�arwertevon F 0(x0) zu motivieren.Um Aufschl�usse �uber das Stabilit�atsverhalten einer nichtlinearen Operatorglei-chung (3.64) im Punkt x0 zu gewinnen, kann man auch danach fragen, welchelinearen Operatoren A 2 L(X;Y ) eine Ungleichung des TypskA(x� x0)kY � K kF (x)� F (x0)kY (x 2 Br(x0)) (3.79)befriedigen. Betrachtet man solche Operatoren A, so gilt f�ur diese mitkzkZ := kAzkY (z 2 X) eine Stabilit�atsabsch�atzungkx� x0kZ � K kF (x)� F (x0)kY (x 2 Br(x0)):Dabei erf�ullt k � kZ die ersten beiden Normaxiome (s. Abschn. 2.1.1), das dritteAxiom jedoch nur f�ur injektive Operatoren A. Wir sprechen daher von einerSeminorm k � kZ : Mi�t man die Abst�ande in X in dieser Seminorm, so ist dienichtlineare Aufgabe (3.64) diesbez�uglich lokal korrekt, wenn (3.79) gilt. Wirsuchen unter allen solchen Operatoren A nun denjenigen Operator Amax, dermaximal ist im Sinne der HalbordnungA1 � A2 , kA1hkY � c kA2hkY (h 2 X); (3.80)



3.2 Nichtlineare Operatorgleichungen 123d.h. f�ur den stets A � Amax gilt. Dieser gesuchte Operator ist derjenige mitdem "kleinsten Nullraum\ und mit den "geringsten Gl�attungseigenschaften\unter allen Operatoren A, die (3.79) erf�ullen. Es sollte erw�ahnt werden, da�die Halbordnung (3.80) sich auf �Aquivalenzklassen bezieht. Zwei OperatorenA1 und A2 werden als zu einer �Aquivalenzklasse geh�orend "identi�ziert\, fallssie der Beziehung A1 � A2 mitA1 � A2 , cmin kA2hkY � kA1hkY � cmax kA2hkY (h 2 X) (3.81)f�ur Konstanten 0 < cmin � cmax <1 gen�ugen.Satz 3.10 Der Operator F erf�ulle f�ur x 2 �Br(x0) eine �-Bedingung (3.78).Dann ist die Fr�echet-Ableitung F 0(x0) ein Repr�asentant der eindeutig be-stimmten �Aquivalenzklasse maximaler Operatoren Amax zur Halbordnung(3.80) bez�uglich aller beschr�ankten linearen Operatoren A 2 L(X;Y ), dieeine Ungleichung (3.79) befriedigen.Die Aussage von Satz 3.10 ergibt sich aus der Tatsache, da� die betrachteteFr�echet-Ableitung F 0(x0) auch eine Gâteaux-Ableitung mitF 0(x0)h = limt!0 F (x0 + th)� F (x0)tist. Dann folgt n�amlich f�ur alle h 2 X und hinreichend kleines t die Unglei-chung kA(th)kY � K kF (x0 + th) � F (x0)kY und beim �Ubergang zur Grenzet ! 0 auch kAhkY � K kF 0(x0)hkY sowie A � F 0(x0) f�ur alle OperatorenA 2 L(X;Y ), die (3.79) erf�ullen. F 0(x0) erf�ullt aber selbst (3.79), da wegender Dreiecksungleichung und der �-Bedingung f�ur x 2 �Br(x0) die Absch�atzungkF 0(x0)(x� x0)kY � kF (x)� F (x0)� F 0(x0)(x� x0)kY + kF (x)� F (x0)kY �(�+1) kF (x)�F (x0)kY gilt. Somit ist F 0(x0) = Amax und die Fr�echet-Ableitungmaximaler Operator im Sinne der eingef�uhrten Halbordnung.Im Anschlu� an die Beispiele 2.4 sowie 2.5 und durch diese angeregt wurde inAbschnitt 2.2.4 der nichtlineare Operator (2.66) diskutiert und die lokale Inkor-rektheit der entsprechenden nichtlinearen Gleichungen gezeigt. Wir betrachtenf�ur X = Y = L2(0; 1) diesen auf ganz L2(0; 1) de�nierten Operator[F (x)] (s) := c0 exp0@c1 sZ0 x(t) dt1A (0 � s � 1; c0 > 0; c1 6= 0) (3.82)mit der Fr�echet-Ableitung[F 0(x0)h] (s) := c1 [F (x0)] (s) sZ0 h(t) dt (0 � s � 1; h 2 L2(0; 1)) (3.83)



124 3 Identi�kationsprobleme in Hilbertr�aumenimPunkt x0 2 L2(0; 1):Wegen der Positivit�at, Stetigkeit und damit Beschr�ankt-heit der Funktion [F (x0)] (s) (0 � s � 1) (s. Aufgabe 2.3) haben wir �AquivalenzF 0(x0) � A im Sinne von Formel (3.81) zwischen der Fr�echet-Ableitung (3.83)und dem Integraloperator A des Di�erentiationsproblems (s. Formel (3.35)),von dem wir wissen, da� ein Grad � = 1 der Inkorrektheit vorliegt. Dann ist� = 1 auch der im ganzen Raum L2(0; 1) einheitliche lokale Grad der Inkor-rektheit von (3.64) f�ur F aus (3.82) (s. Hilfssatz 3.7 und Formeln (3.60) sowie(3.61)). Der in (3.83) de�nierte Operator F 0(x0) ist wegen Satz 3.10 f�ur allex0 2 L2(0; 1) auch maximaler Operator f�ur die Halbordnung (3.80) unter allenlinearen Operatoren A, die einer Ungleichung (3.79) gen�ugen, denn er befrie-digt selbst eine �-Bedingung (3.78). Dies erkennt man bei Betrachtung der f�ur0 � s � 1 g�ultigen Beziehungen[F (x)� F (x0)] (s) = [F (x0)] (s) (exp( (s))� 1) ;[F (x)� F (x0)� F 0(x0)(x� x0)] (s) = [F (x0)] (s) (exp( (s))� 1 �  (s))sowie schlie�lichj[F (x)� F (x0) � F 0(x0)(x� x0)] (s)j � j (s)j j[F (x)� F (x0)] (s)jmit  (s) := c1 sR0 (x(t)�x0(t)) dt und j exp( )�1� j � j j j exp( )�1j ( 2 IR);aus denenkF (x)� F (x0)� F 0(x0)(x� x0)kL2(0;1) � c1 kx� x0kL2(0;1) kF (x)� F (x0)kL2(0;1)folgt.Aber nicht jeder nichtlineare Operator f�uhrt wie F aus (3.82) auf einen in allenPunkten x0 einheitlichen Grad der Inkorrektheit. Wie in [GOHO94] ausf�uhrlichdargestellt wird, kann der Grad der Inkorrektheit f�ur den Selbstfaltungsoperator(2.67) in Abh�angigkeit vom Punkt x0 stark variieren. Satz 3.6 zeigt n�amlich,da� f�ur einen Faltungsoperator (3.77), der in diesem Fall die Fr�echet-Ableitungbildet, schwache, m�a�ige und starke Inkorrektheiten m�oglich sind, je nachdemwie glatt die Funktion x0 ist und welches Verhalten diese Funktion an der Stellet = 0 aufweist (s. auch Aufgabe 3.6).



Aufgaben 125AufgabenAufgabe 3.1 Zeigen Sie, da� f�ur Elemente y 62 R(A)�R(A)? keine Minimum-Norm-L�osungen der linearen Operatorgleichung (3.1) im Sinne der Formeln (3.4) und (3.5)existieren, also die Moore-Penrose-Inverse Ay auf diese Elemente nicht anwendbar ist.Zeigen Sie dazu, da� das Funktional J(x) = kAx� yk2Y des Defektnormquadrats f�ury 62 R(A) � R(A)? zwar ein endliches In�mum infx2X J(x) > �1 besitzt, jedoch f�ursolche rechten Seiten y kein Element xmn 2 X mit J(xmn) = infx2X J(x) existiert.Aufgabe 3.2 Wir betrachten in Bsp. 3.1 den Fall eines unterbestimmten linearenGleichungssystems (3.7) mit m < n und rang(A) = m: Man �nde in diesem Fall eineDarstellung der Minimum-Norm-L�osung xmn von (3.7) als Gegenst�uck zu der f�ur denVollrangfall rang(A) = n g�ultigen Formel (3.9).Aufgabe 3.3 Ist die L�osung x 2 L2(0; L) der Integralgleichung (3.15) aus Bsp. 3.3,sofern eine solche f�ur gegebenes y 2 L2(0; L) �uberhaupt existiert, stets eindeutigbestimmt?Aufgabe 3.4 Im Falle separabler unendlichdimensionaler Hilbertr�aume X; Y und Zgelte f�ur zwei injektive beschr�ankte lineare Operatoren A 2 L(X; Y ) und B 2 L(X;Z)sowie eine Konstante C > 0 die Absch�atzungkAxkY � C kB xkZ f�ur alle x 2 X:Man zeige, da� die folgenden beiden Aussagen gelten: Falls B vollstetig ist, so istauch A vollstetig. Wenn A und B vollstetige Operatoren sind und sich die Operator-gleichung Ax = y als h�ochstens inkorrekt vom Grade � > 0 erweist, so ist auch dieOperatorgleichung Bx = z h�ochstens inkorrekt vom Grade �:Aufgabe 3.5 Welchen Grad der Inkorrektheit besitzt die FaltungsgleichungsZ0 exp�� 1s � t� x(t) dt = y(s) (0 � s � 1)im Raum X = Y = L2(0; 1)?Aufgabe 3.6 F�ur welche Elemente x0 2 L2(0; 1) erf�ullt der in Formel (2.67) de�-nierte Selbstfaltungsoperator F : L2(0; 1)! L2(0; 1) eine �-Bedingung (3.78) f�ur allex aus einer Kugel �Br(x0) im Raum L2(0; 1) mit Mittelpunkt x0 und Radius r > 0?



4 RegularisierungsmethodenDieses Kapitel soll nun Antworten auf die Frage liefern, wie man inkorrekteinverse Aufgaben, deren L�osungen insbesondere nicht stabil von den Eingangs-daten abh�angen, n�aherungsweise stabil l�osen kann. Methoden, die einen solchenZweck erf�ullen, hei�en allgemeinRegularisierungsmethoden.Wir wollen imfolgenden einen �Uberblick �uber diesen Methodenkomplex geben und wichtigePrinzipien der Theorie der Regularisierung vorstellen. Die aufgabenbezogeneanalytische und numerische Umsetzung dieser Theorie mit dem Ziel der L�osungkonkreter angewandter inverser Probleme aus allen Zweigen der Naturwissen-schaft und Technik ist in zahlreichen B�uchern und Zeitschriftenartikeln nach-zulesen, die in den letzten 40 Jahren enstanden sind und von denen eine kleineAuswahl im Literaturverzeichnis aufgef�uhrt ist.Die Einbeziehung von Zusatzinformationen begegnete uns als grundlegendeTechnik der Regularisierung bereits im Abschnitt 2.3. Dabei haben wir auch dieals deskriptive Regularisierung bezeichnete Variante der Regularisierungs-methoden im Zusammenhang mit dem Satz von Tichonov (s. Satz 2.5) kennen-gelernt. Diese Variante beruht auf der Nutzung objektiver Apriori-Informatio-nen �uber die Gestalt der gesuchten L�osung, die f�ur die Einschr�ankung des Be-reichs D zul�assiger L�osungen auf eine kompakte Menge in X ausreichen. Unsinteressiert in diesem Kapitel der leider h�au�ger auftretende Fall, da� eine soweitgehende L�osungseinschr�ankung f�ur das Identi�kationsproblem nicht erreichtwird. Der Einfachheit halber konzentrieren wir uns hier wie im vorangegange-nen Kapitel 3 auf Identi�kationsprobleme, die sich als lineare bzw. nichtlineareOperatorgleichungen (3.1) bzw. (3.64) in separablen Hilbertr�aumen X und Yschreiben lassen. Es sei erw�ahnt, da� sich die im weiteren vorgestellten Regu-larisierungszug�ange modi�ziert und manchmal mit gewissen Einschr�ankungenversehen auch in Banachr�aumen formulieren lassen.Wie wir aus der bisherigen Diskussion des Inkorrektheitsph�anomens in Hilbert-r�aumen entnehmen k�onnen, ist f�ur inkorrekte Aufgaben in unendlichdimen-sionalen R�aumen X und Y die Methode der kleinsten Quadrate, die aufder Minimierung des DefektnormquadratskF (x)� y�k2Y = min! ; x 2 D � X (4.1)f�ur allgemeine nichtlineare Operatorgleichungen bzw.kAx� y�k2Y = min! ; x 2 X (4.2)f�ur den Spezialfall der unrestringierten linearen Operatorgleichungen beruht,praktisch zum Scheitern verurteilt. Diese in der englischsprachigen Litera-tur unter dem Begri� output least-squares eingef�uhrte Methode verfolgt das



4 Regularisierungsmethoden 127Ziel, das gesuchte L�osungselement x ideal an die gegebenen fehlerbehaftetenDaten y� anzupassen, die mit den exakten Daten y �uber die Beziehungky� � ykY � � (4.3)verbunden sind. Zum einen existieren f�ur Elemente y�; die nicht imWertebereichder Operatoren F bzw.A liegen, im Normalfall gar keine die Defektnormquadra-te minimierenden Elemente, zum anderen entspricht eine derartige Minimierungder Bestimmung von x = F�1(y) bzw. x = A�1y; falls solche inversen Opera-toren F�1 bzw. A�1 existieren. Wir wissen aber, da� diese Inversen (oder wieim Falle der Moore-Penrose-Inversen Ay deren Verallgemeinerungen) bei Ver-letzung der Stabilit�atsbedingung (2.20) unstetig sind. Kleine Ver�anderungen inden Daten rufen so unkontrollierbare Fehler hervor.Nicht viel g�unstiger sieht es f�ur schlechtkonditionierte Probleme in end-lichdimensionalen R�aumen aus, die durch Diskretisierung, also z.B. durch Ein-schr�ankung der zul�assigen L�osungen auf endlichdimensionale Teilr�aumeXn mitrelativ gro�er Dimension n; entstanden sind (s. Abschn. 3.1.6). Dann existie-ren zwar Kleinste-Quadrate-L�osungen xn aus Problem (3.38) und h�angen stetigvon den Daten ab, aber der Datenfehler multipliziert sich beim �Ubergang zumFehler in der L�osung mit dem Faktor kAynkL(Y;Xn); der wiederum f�ur n ! 1selbst ins Unendliche strebt (s. Hilfssatz 3.6). F�ur gro�e Dimensionen n sind dieStabilit�atsprobleme bei der L�osung eines endlichdimensionalen schlechtkonditio-nierten Problems, welches durch Diskretisierung aus einem inkorrekten Problemim unendlichdimensionalen Raum entstanden ist, von der gleichen Qualit�at wiebeim inkorrekten Ausgangsproblem.Das Prinzip der Regularisierung besteht daher f�ur inkorrekte und schlechtkon-ditionierte korrekte Probleme darin, die Bildelemente F (x) bzw. Ax zu poten-tiellen L�osungen x nicht so genau wie m�oglich an die Daten y� anzupassen,sondern nur so genau wie n�otig, um damit Spielraum f�ur eine Einbeziehungsubjektiver Apriori-Informationen in den L�osungsvorgang zu erhalten (s. Ab-schn. 2.3.1). Die notwendige Anpassung an die Daten ist so zu verstehen, da�nur Elemente x als L�osungen in Frage kommen, die "datenkompatibel\ sind,d.h. deren Abweichung kF (x)� y�kY bzw. kAx� y�kY die Gr�o�enordnung desDatenfehlerniveaus � nicht �uberschreitet. Falls die Operatoren F bzw. A selbstnur n�aherungsweise bekannt sind, mu� der dadurch zus�atzlich verursachte Feh-ler in den Bildelementen noch zum Datenfehlerniveau � hinzugez�ahlt werden.Mit dieser Situation werden wir uns hier nicht befassen (s. aber z.B. [HOF86,Abschn. 4.1.3]).Die Menge der datenkompatiblen Elemente, die auch alle gegebenen objek-tiven Apriori-Informationen ber�ucksichtigen, ist aber in der Regel ungeheuerumfangreich. Die Regularisierung kennt nun zwei Wege, um in dieser Menge



128 4 Regularisierungsmethodeneine regularisierte L�osung als N�aherungsl�osung auszuw�ahlen. Der erste Weg,den wir nicht weiter verfolgen wollen, weil er theoretisch kaum beherrscht wird,ist die ungesteuerte Regularisierung. Man kann dabei ein instabiles Mini-mierungsproblem (4.1) bzw. (4.2) durch unvollst�andige Minimierung sta-bilisieren, indem man das Minimierungsproblem (in der Regel nach vorherigerDiskretisierung) mit Hilfe eines Iterationsverfahrens l�ost, die Iteration einfachnach einer vorher subjektiv festgelegten Anzahl von Iterationsschritten abbrichtund die letzte Iterierte als regularisierte L�osung verwendet. Die Instabilit�at trittn�amlich im Iterationsproze� erst auf, wenn die Iterierten sich den Minimalele-menten von (4.1) bzw. (4.2) stark ann�ahern. Ebenso kann man eine diskretisierteinverse Aufgabe, etwa im Sinne eines Gleichungssystems mit m Gleichungen inn Unbekannten, durch Zulassung von Rundungsfehlern in der numerischenL�osung stabilisieren. In beiden F�allen ist aber trotz m�oglicherweise erreichterStabilit�at der N�aherungsl�osung absolut unklar, welche Eigenschaften die gewon-nene Approximation besitzt und wie weit sie von der tats�achlichen L�osung einesIdenti�kationsproblems entfernt ist.Wenigstens die Eigenschaften der N�aherungsl�osung hat man in der Hand, wennman den zweiten Weg geht und gesteuert regularisiert. Dies kann zum Bei-spiel geschehen, indem man (s. Formel (2.76) in Abschn. 2.3.1) bei der Auswahlder regularisierten L�osung �uber der Menge der datenkompatiblen Elemente einSympathiefunktional minimiert bzw. bei der iterativen Minimierung von (4.1)bzw. (4.2) den Iterationsabbruch vom Datenfehlerniveau � oder von erreich-ten Eigenschaften der N�aherungsl�osung abh�angig macht. Ebenso kann man re-gularisierte L�osungen in endlichdimensionalen Teilr�aumen suchen (s. Formel(3.38) in Abschn. 3.1.6), wobei hier die maximal zu w�ahlende Raumdimen-sion n wiederum durch die erreichten Eigenschaften der N�aherungsl�osung be-stimmt sein sollte. Verschiedenartige Methoden f�ur diese Art der Regularisie-rung und Stabilit�ats- sowie Approximationseigenschaften der damit erreichtenN�aherungsl�osungen werden uns in diesem Kapitel im weiteren interessieren.4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen mitvollstetigen OperatorenIn diesem Abschnitt wollen wir ein allgemeines Regularisierungsschema f�ur diestabile n�aherungsweise L�osung unrestringierter linearer Operatorgleichungen(3.1) mit vollstetigen Operatoren A 2 L(X;Y ) vorstellen. Diese OperatorenA sollen mit dim(R(A)) =1 zwischen den unendlichdimensionalen separablenHilbertr�aumen X und Y wirken. Damit sind die betrachteten linearen inversenProbleme nach Nashed inkorrekt vom Typ II (s. De�nition 3.1 in Abschn. 3.1.3).In dieses allgemeine Schema k�onnen verschiedenartige Regularisierungsverfah-



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 129ren eingeordnet werden, deren spezielle Eigenschaften wir im Anschlu� betrach-ten werden. Dar�uber hinaus kann das vorgestellte Regularisierungsschema auchauf Gleichungen (3.1) verallgemeinert werden, die nach Nashed inkorrekt vomTyp I sind, also nicht vollstetige Operatoren A aufweisen. Mit der dazu not-wendigen Spektraltheorie solcher Operatoren wollen wir uns hier aber nichtbefassen (s. [EHN96, S.42�]).4.1.1 Ein allgemeines RegularisierungsschemaUnter der exakten L�osung von Gleichung (3.1) werden wir im weiteren dieMinimum-Norm-L�osung xmn = Ayy f�ur eine exakte rechte Seite y 2 R(A)verstehen. Anhand von gest�orten Daten y� 2 Y , welche die Ungleichung (4.3)befriedigen, soll diese exakte L�osung durch eine lineare Transformation der Da-ten n�aherungsweise so berechnet werden, da� die N�aherungsl�osungen stetig vonden Daten abh�angen und einen m�oglichst kleinen Fehler aufweisen.De�nition 4.1 Eine Familie fR�g�>0 von beschr�ankten linearen Operato-ren R� 2 L(Y;X) hei�t lineare R e g u l a r i s i e r u n g f�ur den OperatorAy; wenn lim�!0 R� y = Ay y f�ur alle y 2 R(A) (4.4)gilt. Der Operator R� hei�t linearer Regularisierungsoperator f�ur Ay mit demRegularisierungsparameter � > 0:Die Operatoren R� in De�nition 4.1 approximieren f�ur � ! 0 punktweisedie Moore-Penrose-Inverse Ay: Es gilt dabei der folgende Hilfssatz (s. [EHN96,S.53]):Hilfssatz 4.1 Wenn der Wertebereich R(A) des Operators A 2 L(X;Y ) inY nicht abgeschlossen ist, so folgt f�ur eine Familie fR�g�>0 von beschr�anktenlinearen Regularisierungsoperatoren R� 2 L(Y;X), welche die Grenzwertbe-ziehung (4.4) befriedigen, die Divergenz der Operatornormenlim�!0 kR�kL(Y;X) =1: (4.5)Wendet man die Operatoren R� f�ur einen festen Wert � > 0 auf die Daten ybzw. y� an, so entstehen regularisierte L�osungen x� := R�y bzw. x�� := R�y�;die wegen der Beschr�anktheit von R� stetig von den Daten abh�angen. Weiter



130 4 Regularisierungsmethodenerh�alt man aufgrund der Dreiecksungleichungkx�� � xmnkX = kR�y� �AyykX � kR�y� �R�ykX + kR�y �AyykX� kR�kL(Y;X) ky� � ykY + kR�y �AyykXund damit im Ergebnis eine Absch�atzungkx�� � xmnkX � kR�kL(Y;X) � + kR� y �Ay ykX (4.6)des totalen Regularisierungsfehlers bestehend aus einer Stabilit�atskomponentekR�kL(Y;X) �, die den Ein
u� des Datenfehlers ausdr�uckt und einer Approxima-tionsfehlerkomponente kR�y �AyykX , die f�ur den Fall exakter Daten ein Ma�f�ur den Abstand des �uber die Vorschrift x� = R�y gel�osten stabilen "Nachbar-problems\ vom instabilen Ausgangsproblem der Berechnung von xmn = Ayydarstellt. F�ur kleine � ist die zweite Komponente kR�y �AyykX des Regulari-sierungsfehlers klein und strebt f�ur �! 0 selbst gegen Null, w�ahrend die ersteFehlerkomponente kR�kL(Y;X) � wegen (4.5) bei festem Datenfehlerniveau � > 0f�ur � ! 0 ins Unendliche tendiert. Vergr�o�ert man den Regularisierungspa-rameter �, so wird eine bessere Stabilit�at, die in einem fallenden FehlerfaktorkR�kL(Y;X) zum Ausdruck kommt, durch einen wachsenden Approximationsfeh-ler kR�y � AyykX erkauft. Das prinzipielle Verhalten der Regularisierungsfeh-lerkomponenten ist in Bild 4.1 schematisch dargestellt.
0 �optRegularisierungsparameter �

kR�y�AyykkR�k �kx���xmnk
Bild 4.1 Verhalten der Komponenten des RegularisierungsfehlersDie Wahl eines optimalen Regularisierungsparameters �opt, der den Ge-samtfehler kx�� � xmnkX minimiert, wird wieder auf der Grundlage eines Kom-promisses zwischen Stabilit�at und Approximation gewonnen. Leider h�angt die-ser optimale Regularisierungsparameter von der L�osung xmn selbst ab und ist



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 131daher anhand der Daten nicht a priori bestimmbar. F�ur die Wahl eines geeig-neten Regularisierungsparameters �, der bei festen Daten y� dem Optimalwert�opt nahekommen soll, wurden aber heuristische Parameterwahlstrategienentwickelt, auf die wir an sp�aterer Stelle noch detailliert eingehen werden.Hier soll uns nunmehr die Frage besch�aftigen, ob man f�ur eine Folge von Daten,deren Datenfehlerniveau � gegen Null strebt, die also die exakten Daten in derGrenze beliebig genau approximieren, eine zugeh�orige Folge von Regularisie-rungsparametern � = �(�) �nden kann, so da� auch der Regularisierungsfehlerkx�� � xmnkX gegen Null strebt.De�nition 4.2 Im Zusammenhang mit der Bestimmung von Minimum-Norm-L�osungen xmn einer linearen Operatorgleichung (3.1) in Hilbertr�au-men X und Y sei eine lineare Regularisierung fR�g�>0 f�ur den Operator Ayim Sinne von De�nition 4.1 gegeben. Dann hei�t diese Regularisierung f�ureine Vorschrift � = �(�; y�) zur Auswahl des positiven Regularisierungspa-rameters k o n v e r g e n t , wenn f�ur alle y 2 R(A)lim�!0 sup nkR�(�;y�) y� � xmnkX : y� 2 Y; ky� � ykY � �o = 0 (4.7)gilt.Wir sprechen von einer Apriori-Parameterwahl � = �(�), wenn der Regu-larisierungsparameter � nur vom Datenfehlerniveau � abh�angig gemacht wird,andernfalls von einer Aposteriori-Parameterwahl, bei der z.B. � so gew�ahltwerden kann, da� die aktuelle Defektnorm kAx���y�kY einer gew�unschten Gr�o�eentspricht, die von � abh�angen darf. Eine interessante Tatsache, die in der Li-teratur manchmal als Bakushinsky-Veto bezeichnet wird, ist die Nichtexistenzvon konvergenten linearen Regularisierungen f�ur nach Nashed inkorrekte lineareOperatorgleichungen, bei denen mit � = �(y�) die Parameterwahlvorschrift nurvon den Daten y� abh�angt, ohne das Datenfehlerniveau � explizit zu ber�uck-sichtigen. Vorschriften zur Regularisierungsparameterwahl, die ohne Kenntnisvon � auskommen, liefern daher niemals konvergente lineare Regularisierungen(s. [EHN96, S. 51f]).Eine direkt aus Formel (4.6) resultierende Apriori-Parameterwahl, die auf einekonvergente Regularisierung f�uhrt, liefert der folgende Satz:



132 4 RegularisierungsmethodenSatz 4.1 Eine lineare Regularisierung fR�g�>0 f�ur Ay ist konvergent, wennder Regularisierungsparameter � = �(�) so gew�ahlt wird, da� die Grenzwert-beziehungen lim�!0 �(�) = 0 (4.8)und lim�!0 kR�(�)kL(Y;X) � = 0 (4.9)erf�ullt sind.Es ergeben sich nun als Fragen, wie man eine lineare Regularisierung �uber-haupt konstruieren kann, wie die Gr�o�en kR�kL(Y;X) dementsprechend beschaf-fen sind und welche Forderungen dies an die Apriori-Parameterwahl � = �(�)stellt, so da� die Bedingung (4.9) erf�ullt wird. Zur Beantwortung dieser Fra-gen betrachten wir lineare Regularisierungen f�ur Ay, wenn der Operator A mitdim(R(A)) = 1 vollstetig ist, die auf der Grundlage des singul�aren Systemsf�j;uj; vjg1j=1 (s. De�nition 3.2) f�ur den Operator A konstruiert werden. Wirgehen dazu von der Reihendarstellung der Minimum-Norm-L�osungAy y = 1Xj=1 1�j hy; vjiY uj ; y 2 R(A) (4.10)(s. Formel (3.27)) aus und f�uhren Filterfaktoren f(�; �j) zur D�ampfung derdie Instabilit�at verursachenden Vorfaktoren 1=�j in (4.10) ein. Als lineare N�ahe-rungsvorschrift f�ur Ayy angewandt auf gest�orte Daten y� w�ahlt man dabeiR� y� := 1Xj=1 f(�; �j)�j hy�; vjiY uj ; y� 2 Y; (4.11)wobei die Filterfunktion f : (0;1) � (0; kAkL(X;Y )]! IR f�ur eine nichtnegativeFunktion K : (0;1)! [0;1) die Bedingungen0 � f(�; �) � 1 f�ur alle � > 0 und 0 < � � kAkL(X;Y ); (4.12)jf(�; �)j � K(�)� f�ur alle 0 < � � kAkL(X;Y ) (4.13)sowie lim�!0 f(�; �) = 1 f�ur alle 0 < � � kAkL(X;Y ) (4.14)erf�ulle.



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 133Satz 4.2 Es sei A 2 L(X;Y ) ein vollstetiger Operator mit dem singul�arenSystem f�j;uj; vjg1j=1 : Dann ist die �uber die Vorschrift (4.11) de�nierteFamilie fR�g�>0 von beschr�ankten linearen Operatoren aus L(Y;X) eine li-neare Regularisierung f�ur Ay; wenn f�ur die Filterfunktion f die Bedingungen(4.12), (4.13) und (4.14) erf�ullt sind. Dabei gilt kR�kL(Y;X) � K(�); und dieRegularisierung ist konvergent f�ur eine Apriori-Parameterwahl � = �(�),wenn �! 0 die Grenzwertbeziehungen �(�)! 0 und �K(�)! 0 nach sichzieht.Man �uberzeugt sich anhand der aus (4.13) folgenden und f�ur alle y� 2 Y g�ultigenBeziehungkR�y�k2Y = 1Xj=1 (f(�; �j))2�2j hy�; vji2Y � (K(�))2 1Xj=1hy�; vji2Y � (K(�))2 ky�k2Ysofort von der Beschr�anktheit des Operators R� und der dabei auftretendenEigenschaft kR�kL(Y;X) � K(�): Die Grenzwertbeziehung (4.4) resultiert f�urx = x0 + 1Pj=1hx; ujiXuj; x0 2 N(A) und y = Ax aus der ReihendarstellungkR�y �Ayyk2X = kR�Ax�AyAxk2X = 1Xj=1(f(�; �j)� 1)2hx; uji2X ; (4.15)wobei wegen 1Pj=1(f(�; �j) � 1)2hx; uji2X � 1Pj=1hx; uji2X � kxk2X (s. (4.12)) dasWeierstra�sche Majorantenkriterium f�ur Reihen anwendbar ist und die Vertau-schung des Grenz�ubergangs f�ur � ! 0 mit der Summation erm�oglicht, so da�mit (4.14) und lim�!0(f(�; �j) � 1)2hx; uji2 = 0 auch lim�!0 kR�y � AyykX = 0 f�uralle y 2 R(A) folgt. Die Konvergenzaussage f�ur die Regularisierung in Satz 4.2ist dann eine direkte Folgerung aus Satz 4.1.Wir bemerken noch, da� die in Satz 4.2 auftretende Konvergenz des Approxi-mationsfehlers lim�!0 kR�Ax � AyAxkX = 0 nicht gleichm�a�ig �uber alle x 2 Xerfolgt. So existiert keine positive Funktion C(�) mit lim�!0C(�) = 0; die eineKonvergenzrate bez�uglich des Regularisierungsparameters � f�ur diese Kompo-nente des Regularisierungsfehlers zum Ausdruck bringen w�urde, derart da�kR�Ax�AyAxkX � C(�) kxkX f�ur alle � > 0 und alle x 2 X (4.16)



134 4 Regularisierungsmethodengilt. Wegen Formel (4.15) folgt aus (4.16) n�amlich supj2IN jf(�; �j) � 1j � C(�).Dies kann aber nicht gelten, denn mit limj!1 �j = 0 folgt aus der Ungleichung(4.13) f�ur alle � > 0 die Grenzwertbeziehung limj!1 f(�; �j) = 0 und damitsupj2IN jf(�; �j)� 1j = 1:4.1.2 Die Methode der Tichonov-RegularisierungAus den Betrachtungen des Abschnitts 3.1.4 imAnschlu� an Formel (3.5) ergibtsich, da� L�osungen des Kleinste-Quadrate-Problems (4.2) auch L�osungen derNormalgleichung A�Ax = A� y�; x 2 X (4.17)sind und umgekehrt. Die Normalgleichung weist aber kaum bessere Eigenschaf-ten auf als die lineare Operatorgleichung (3.1) selbst. F�ur y� 62 R(A) � R(A)?besitzt (4.17) keine L�osungen und f�ur y� 2 R(A) � R(A)? gibt es unendlichviele L�osungen, wenn der Operator A nicht injektiv ist. Da aus R(A) 6= R(A)auch R(A�A) 6= R(A�A) folgt, ist (4.17) gleicherma�en inkorrekt nach Nashedwie das Ausgangsproblem (3.1). Wenn f�ur vollstetige Operatoren A mit derSingul�arwertfolge f�jg die Gleichung (3.1) einen Grad � > 0 der Inkorrektheitbesitzt, so hat die Normalgleichung mit der Singul�arwertfolge f�2jg des Opera-tors A�A sogar einen doppelt so hohen Inkorrektheitsgrad 2� (s. Formel (3.47)).Jedoch l�a�t sich unter Verwendung des Einheitsoperators I in X zu (4.17) leichteine Familie von Nachbaraufgaben(A�A+ � I) x = A� y�; x 2 X (4.18)angeben, wobei jede solche zu einem festen Parameter � > 0 geh�orige lineareOperatorgleichung (4.18) korrekt nach Hadamard ist. Auf der Bestimmungvon L�osungen x�� (s. im folgenden auch Formel (4.22)) solcher korrekter Ersatz-probleme beruht die Methode der Tichonov-Regularisierung. Aufbauendauf Arbeiten von A. N. Tichonov aus den 60er Jahren (s. [TIAR77]) wurde dieseMethode in den letzten Jahrzehnten des 20. Jahrhunderts zum Standardwerk-zeug der praktischen Behandlung inkorrekter Probleme weiterentwickelt und inviele Richtungen modi�ziert bzw. verallgemeinert.



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 135Hilfssatz 4.2 Ein selbstadjungierter Operator B 2 L(X;X); der im Hil-bertraum X positiv de�nit ist, d.h. f�ur den mit einer Konstanten � > 0 dieUngleichung hBx; xiX � � kxk2X f�ur alle x 2 X gilt, besitzt einen stetigeninversen Operator B�1 2 L(X;X) mit kB�1kL(X;X) � 1� : Weiterhin ist f�urjedes feste z 2 X das ExtremalproblemhBx; xiX � 2 hx; ziX = min! ; x 2 X (4.19)�aquivalent zur OperatorgleichungB x = z; x 2 X (4.20)und besitzt wie diese die eindeutig bestimmte L�osung x = B�1 z:Setzt man B := A�A+�I und z := A� y�; so liefert der Hilfssatz 4.2 mit � = �sofort die Korrektheit der Operatorgleichung (4.18) nach Hadamard, d.h., dieExistenzbedingung, die Eindeutigkeitsbedingung und die Stabilit�atsbedingungvon De�nition 2.3 sind f�ur diese Gleichung erf�ullt. Mehr noch, (4.18) ist �aqui-valent zur Minimierung des Funktionalsh(A�A+ � I) x; xiX � 2 hx;A�y�iX = kAx� y�k2Y + � kxk2X � ky�k2Y�uber alle x 2 X: Da der konstante Summand ky�k2X dabei keine Rolle spielt,betrachtet man T�(x) := kAx� y�k2Y + � kxk2X (4.21)als Tichonov-Funktional, und die regularisierte L�osung nach Tichonovx�� := R� y� := (A�A+ � I)�1A�y� = 1Xj=1 �j�2j + � hy�; vjiY uj (4.22)ist die f�ur alle y� 2 Y eindeutig bestimmte L�osung des ExtremalproblemsT�(x) := kAx� y�k2Y + � kxk2X = min! ; x 2 X: (4.23)Die Tichonov-Regularisierung liefert wegen (4.22) eine N�aherungsvorschrift(4.11) mit der positiven Filterfunktionf(�; �) = �2�2 + � f�ur alle � > 0 und 0 < � � kAkL(X;Y ): (4.24)Die Filterfunktion (4.24) erf�ullt o�ensichtlich die Bedingungen (4.12) und (4.14)sowie wegen �2�2+� � �2p� mit K(�) := 12p� auch die Bedingung (4.13). W�ahlt



136 4 Regularisierungsmethodenman den Regularisierungsparameter der Tichonov-Regularisierung �(�) so aus,da� �(�) ! 0 und �p�(�) ! 0 bzw. damit gleichwertig �2�(�) ! 0 f�ur � ! 0erreicht wird, so erf�ullt eine solche Apriori-Parameterwahl die Grenzwertbezie-hungen (4.8) und (4.9) aus Satz 4.1. Als Konsequenz von Satz 4.2 ergibt sichdann:Folgerung 4.1 Die zur Methode der Tichonov-Regularisierung in For-mel (4.22) de�nierte Operatorfamilie fR�g�>0 ist eine lineare Regulari-sierung f�ur den Operator Ay mit kR�kL(Y;X) � 12p� : Sofern eine Apriori-Parameterwahl � = �(�) die Bedingungen�(�)! 0 und �2�(�) ! 0 f�ur � ! 0 (4.25)befriedigt, ist diese Regularisierung auch konvergent.Um die Konvergenzbedingung (4.25) zu erf�ullen, mu� der Regularisierungspara-meter� zwar mit � gegen Null gehen. Dies darf jedoch im Sinne von �2� ! 0 nichtzu schnell geschehen. Die in Bild 4.2 gra�sch dargestellte Filterfunktion (4.24)hat die Eigenschaften eines "Tiefpa��lters\. Bei festem Regularisierungspara-meter � > 0 f�allt der D�ampfungsfaktor f(�; �j) um so kleiner aus, je gr�o�er jwird, da die Singul�arwertfolge f�jg von A eine fallende Nullfolge verk�orpert.Die Summanden der Reihe (4.10) mit gro�em j werden beim �Ubergang zu(4.22) stark ged�ampft. Dies betri�t in der Regel die hochfrequenten Anteileder L�osung, also z.B. Vielfache der Sinusfunktion sin!t mit hoher Frequenz !(s. Beispiele f�ur singul�are Systeme in Abschn. 3.1.5). Dagegen werden die vor-deren Reihenglieder oder Hauptkomponenten der L�osung mit kleinem j wegen�2j�2j+� � 1 f�ur gen�ugend kleine � fast unver�andert gelassen. Diese Hauptkom-ponenten verk�orpern in der Regel niederfrequente Anteile der L�osungsfunktion.Man rekonstruiert also mit Hilfe der Tichonov-Regularisierung die niederfre-quenten Anteile in der Minimum-Norm-L�osung xmn = Ayy recht genau undauch stabil in bezug auf Fehler in den gegebenen Daten, w�ahrend auf die hoch-frequenten Anteile in der N�aherungsl�osung mit zunehmender Frequenz immermehr verzichtet wird. Dieser Philosophie bedienen sich die meisten Regulari-sierungsverfahren. Insofern ist es nat�urlich kein Wunder, da� standardm�a�igeingesetzte Regularisierungsverfahren keine gro�en Erfolge zeigen, wenn gera-de hochfrequente L�osungen gesucht werden. Spezielle Informationen �uber dieL�osung oder �uber die Datenstruktur erfordern insofern manchmal besondereRegularisierungszug�ange (s. dazu z.B. Abschn. 4.1.6).



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 137
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Bild 4.2 Filterfunktion f(�; �) der Tichonov-RegularisierungWir betrachten nun einige weitere Eigenschaften der Tichonov-Regularisierung.Die regularisierte L�osung x�� (s. Formel (4.22)) h�angt wegen der Beschr�anktheitdes linearen Operators R� stetig von den Daten y� ab. Ebenso ist aber aucheine stetige Abh�angigkeit vom Regularisierungsparameter � > 0 festzustellen,denn die regularisierte L�osung gen�ugt f�ur � > 0 der Gleichung(A�A+ �I) x�� = A� y�: (4.26)Betrachtet man zus�atzlich (A�A+ (�+ h)I)x��+h = A� y� mit �+h > 0, so gilt(A�A+ �I) (x��+h � x��) = �hx��+h = h� + h A�(Ax��+h � y�)und kx��+h � x��kX � jhj� + hk(A�A+ �I)�1kL(X;X)kA�kL(Y;X)kAx��+h � y�kY� kAkL(X;Y )� jhj�+ h �kAkL(X;Y ) kx��+hkX + ky�kY � :Nun ist wegen T�(x��) � T�(0) f�ur alle � > 0 auch(�+ h)kx��+hk2X � T�+h(x��+h) � ky�k2Y



138 4 Regularisierungsmethodenund damitkx��+h � x��kX � kAkL(X;Y )� jhj�+ h  kAkL(X;Y )p�+ h + 1! ky�kY ! 0 f�ur jhj ! 0:Dann existiert wegen (A�A+ �I) x��+h � x��h = �x��+hsogar ein Ableitungselement dx��d� = limh!0 x��+h�x��h 2 X, welches die lineare Opera-torgleichung (A�A+ �I) x = �x�� (4.27)l�ost und folglich die Darstellungdx��d� = � (A�A+ �I)�1 x�� (4.28)besitzt. Die regularisierte L�osung h�angt also sogar stetig di�erenzierbar vomRegularisierungsparameter � ab.F�ur die Entwicklung sinnvoller Strategien einer Aposteriori-Parameterwahl beider Tichonov-Regularisierung ist es n�utzlich, die Funktionen'(�) := kAx�� � y�k2Y und  (�) := kx��k2X (4.29)n�aher zu betrachten. Die erste Funktion charakterisiert das Defektnormqua-drat der regularisierten L�osung als Funktion des Regularisierungsparameters �,w�ahrend die zweite Funktion wieder in Abh�angigkeit von � das Normquadratder regularisierten L�osung selbst zum Ausdruck bringt.Wir studieren nun das Monotonieverhalten der Funktionen '(�) und  (�): Esgilt'0(�) = 2*A dx��d� ;Ax��� y�+Y = 2*dx��d� ;A�(Ax�� � y�)+X = �2�*dx��d� ; x��+Xund damit '0(�) = 2�2 
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2Y � 0; (4.30)d.h., die Funktion '(�) ist monoton nichtfallend. F�ur y� 62 N(A�) gilt mit'0(�) > 0 sogar die strenge Monotonie f�ur ': Andererseits ist 0(�) = 2 *dx��d� ; x��+X = �2� 
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4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 139d.h., die Funktion  (�) istmonoton nichtwachsend, und f�ur y� 62 N(A�) giltwegen  0(�) < 0 wieder die strenge Monotonie.Wir setzen in den weiteren Betrachtungen dieses Abschnitts N(A�) = f0g unddamit streng monotone Funktionen '(�) und  (�) voraus. O�ensichtlich habenwir dann wegen ky�k2Y = 1Pj=1hy�; vji2Y ;kAx�� � y�k2Y = 1Xj=1 �2j�2j + � � 1!2 hy�; vji2Y = 1Xj=1 �2(�2j + �)2 hy�; vji2Y � ky�k2Yund der daraus resultierenden Vertauschbarkeit von Summation und Grenz-wertbildung f�ur �! 0 und �!1 in der Reihendarstellung von kAx�� � y�k2Ydie Grenzwertbeziehungenlim�!0'(�) = 0 und lim�!1'(�) = ky�k2Y : (4.31)Die entsprechenden Grenzwertbeziehungen f�ur die Funktion  (�) werden inAufgabe 4.1 formuliert.De�nition 4.3 Gegeben seien ein Datenfehlerniveau � > 0 und einegest�orte rechte Seite y� 2 Y der linearen Operatorgleichung (3.1) mit ex-akter rechter Seite y 2 R(A); wobei die Ungleichungky� � ykY � � < ky�kY (4.32)erf�ullt werde. Unter dem D i s k r e p a n z p r i n z i p verstehen wir danneine Aposteriori-Parameterwahl �dis = �dis(�; y�) des Regularisierungspara-meters � > 0 der Tichonov-Regularisierung (4.22), die auf der L�osung derGleichung kAx�dis � y�kY = � (4.33)beruht.Mit N(A�) = f0g und (4.32) liefert das Diskrepanzprinzip wegen der strengenMonotonie der Funktion '(�) (� > 0) und der Grenzwertbeziehungen (4.31)stets einen eindeutig bestimmtenRegularisierungsparameter�dis > 0 als L�osungvon Gleichung (4.33). Das in De�nition 4.3 eingef�uhrte Diskrepanzprinzipgeht auf V. A. Morozov (s. [MOR84]) zur�uck. Es beruht auf der heuristischmotivierten Idee, da� unter den im Sinne von kAx� y�kY � � mit den Dateny� vertr�aglichen Elementen x solche bevorzugt werden sollten, bei denen dieseUngleichung sogar als Gleichung kAx� y�kY = � gilt. Nat�urlich sind sehr wohl



140 4 Regularisierungsmethodenauch Situationen denkbar, wo regularisierte L�osungen x�� mit kAx�� � y�kY < �die Minimum-Norm-L�osung Ayy besser approximieren als x��dis. In diesen F�allenist das Diskrepanzprinzip �uberregularisierend. Es produziert zu gro�e Regu-larisierungsparameter � > 0 und damit zu glatte regularisierte L�osungen. ImGegensatz dazu f�uhrt Unterregularisierung mit zu klein gew�ahlten Parametern� zu N�aherungsl�osungen, die eine zu kleine Defektnorm aufweisen und in derRegel st�arker als gew�unscht oszillieren.Eine Motivation f�ur das Diskrepanzprinzip liefert die Tatsache, da� eine regu-larisierte L�osung x��dis mit kAx�dis � y�kY = � das restringierte Extremal-problem kxkX = min!; x 2 X : kAx� y�kY � � (4.34)l�ost. W�are n�amlich kx̂kX < kx��diskX f�ur ein x̂ 2 X mit kAx̂ � y�kY � �; som�u�te auchT�dis(x̂) = kAx̂�y�k2Y +�diskx̂k2X < kAx��dis�y�k2Y +�diskx��disk2X = T�dis(x��dis)gelten. Dies widerspricht aber der Eigenschaft T�dis(x��dis) � T�dis(x) f�ur alle x 2X der regularisierten L�osung x��dis: Umgekehrt ist �ubrigens auch jede L�osungvon (4.34) eine regularisierte L�osung (s. Aufgabe 4.2).Mit 
(x) := kxkX und D := X ist das Extremalproblem (4.34) eine Kon-kretisierung von Problem (2.76) aus Abschnitt 2.3.1, wobei wegen (4.3) solcheElemente x 2 X als datenkompatibel bezeichnet werden, die die UngleichungkAx � y�kY � � erf�ullen. Wenn der Regularisierungsparameter �uber das Dis-krepanzprinzip bestimmt wird, so minimiert jede nach Tichonov regularisierteL�osung x��dis das Sympathiefunktional 
(x) unter allen mit den Daten ver-tr�aglichen Elementen x 2 X: Die Tichonov-Regularisierung erzwingt also nichtnur N�aherungsl�osungen, die stabil von den Daten abh�angen, sondern sie beein-
u�t auch die Eigenschaften der N�aherungsl�osungen zielgerichtet. Es darf nichtunerw�ahnt bleiben, da� eine regularisierte L�osung x��0 mit kx��0kX = K auchL�osung eines ExtremalproblemskAx� y�kY = min!; x 2 X : kxkX � K (4.35)ist. Die regularisierten L�osungen haben also minimale Defektnormen, wenn beieiner solchen Minimierung nur Elemente aus einer Kugel im HilbertraumX mitfestem Radius K > 0 zugelassen werden.Wir wollen uns nun noch der Frage zuwenden, welchen Aufwand die Bestim-mung der regularisierten L�osung x�dis auf der Grundlage des Diskrepanzprin-zips erfordert. F�ur jeden festen Regularisierungsparameter � > 0 mu� einekorrekte lineare Operatorgleichung (4.18) gel�ost werden, um x�� zu bestimmen.Unter Ausnutzung des streng monotonen Wachstums der Funktion '(�) kann



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 141man die Gleichung (4.33) n�aherungsweise mit hinreichender Genauigkeit l�osen.Ausgehend von einem Startwert �0 > 0 wird dazu eine geeignete Folge vonRegularisierungsparametern f�ng konstruiert, welche Glieder enth�alt, die denRegularisierungsparameter �dis gut approximieren.Mit '(�0) > �2 kann man eine Parameterfolge �n := 2�n�0 als einfachsteVariante betrachten und dabei das eindeutig bestimmte Folgenelement �k alsN�aherung f�ur �dis verwenden, das der Beziehung'(�k) � �2 < '(�k�1)gen�ugt. Da aber die Berechnung eines Funktionswertes '(�n) immer die L�osungeiner Operatorgleichung (4.18) erfordert, sollte die Anzahl von ben�otigten Re-gularisierungsparametern m�oglichst klein gehalten werden. Dies legt die Be-nutzung eines schnell konvergierenden Iterationsverfahrens f�ur die L�osung dernichtlinearen Gleichung e'(�) := '(�) � �2 = 0 (4.36)in einer reellen Ver�anderlichen � > 0 nahe, wobei aufgrund der expliziten Be-rechenbarkeit von '0(�) nach Formel (4.30) auf den ersten Blick das Newton-Verfahren geeignet erschiene. Dessen direkte Anwendung auf Gleichung (4.36)macht jedoch Probleme, weil die Funktion e'(�) f�ur kleine � konvex, f�ur gro�e� aber konkav ist. Wesentlich g�unstiger ist es, mit � := 1=� von der Gleichung'̂(�) := kAx�1� � y�k2Y � �2 = 0 (4.37)auszugehen. Da die Funktion '̂(�) f�ur alle � > 0 monoton fallend und strengkonvex ist (s. Aufgabe 4.3), liefert die Newton-Iteration�n+1 := �n � '̂(�n)'̂0(�n) (n = 0; 1; 2; ::::) (4.38)ausgehend von einem kleinen �0 mit '̂(�0) > 0 eine monoton gegen die einzigeNullstelle �dis := 1=�dis von Gleichung (4.37) wachsende Iterationsfolge. Derwesentliche Aufwand eines Newton-Schrittes besteht dabei jeweils in der zurBerechnung von '̂(�n) bzw. '̂0(�n) erforderlichen L�osung der beiden linearenOperatorgleichungen (4.18) und (4.27) mit entsprechendem Regularisierungs-parameter.Bevor wir uns dem Konvergenzverhalten des Diskrepanzprinzips zuwenden, seimit dem Prinzip der Quasioptimalit�at noch ein weiteres Kriterium zur Aus-wahl des Regularisierungsparameters � > 0 bei der Tichonov-Regularisierung



142 4 Regularisierungsmethodenkurz erw�ahnt, welches nicht selten sehr brauchbare regularisierte L�osungen x��qoliefert. Der Parameter �qo l�ost dabei das Extremalproblem�(�) := 




� dx��d� 




X ! min!; � > 0: (4.39)Aus Gleichung (4.28) erh�alt man die Beziehung� dx��d� = �� (A�A+ �I)�1 x��:Eine Motivation f�ur das Extremalproblem (4.39) entnimmt man der auf derNeumannschen Reihe (s. [GORI94, S.73]) beruhenden und f�ur y 2 R(A)g�ultigen GleichungAyy = x� + �(A�A+ �I)�1x� + 1Xj=2�j(A�A+ �I)�jx�; (4.40)bei welcher unter Vernachl�assigung der unendlichen Summe in (4.40) ohneBer�ucksichtigung von Datenfehlern die Di�erenz kx��AyykX klein bleibt, wenn


� dx�d� 


X minimiert wird.Die Funktion �(�) weist h�au�g einen �ahnlichen Verlauf auf wie die Fehlerfunk-tion kx��� xmnkX (s. Bild 4.1) und besitzt mit �qo in diesen F�allen ein globalesMinimum, das dem optimalen Regularisierungsparameter �opt sehr nahekommt.Leider zeigt die Funktion �(�) manchmal einen "welligen\ Verlauf und besitztzahlreiche relative Minima, was die sichere Parameterwahl nach dem Prinzipder Quasioptimalit�at erschwert. Praktisch l�ost man gern eine diskrete Versionvon (4.39), indem man aus einer Parameterfolge �n = 2�n�0 das Folgenelement�k ausw�ahlt, welches kx��k+1 � x��kkX minimiert. Man w�ahlt also in der zu einersolchen Parameterfolge geh�origen Folge regularisierter L�osung eine solche aus,die sich von ihrem Nachbarelement wenig unterscheidet, die also am wenigstensensibel auf Parameter�anderungen reagiert. Deshalb wird dieses Prinzip auchmanchmal als Sensitivit�atsprinzip bei der Wahl des Regularisierungsparame-ters bezeichnet.Satz 4.3 Unter den Voraussetzungen N(A�) = f0g und (4.32) ist die Me-thode der Tichonov-Regularisierung (4.22) mit Regularisierungsparametern�dis = �dis(�; y�); die nach dem Diskrepanzprinzip (4.33) ausgew�ahlt werden,eine konvergente Regularisierung f�ur Ay:



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 143Wir betrachten dazu Folgen �n ! 0 und yn := y�n ! y 2 R(A) f�ur n ! 1sowie xn := x�dis(�n;yn). Die Aussage von Satz 4.3 ist g�ultig, wenn f�ur n ! 1stets xn ! Ayy gilt. Nun haben wir kAxn � ynkY = �n und folglich Axn ! yf�ur n!1: Weiter istT�dis(�n;yn)(xn) = kAxn � ynk2Y + �dis(�n; yn)kxnk2X= �2n + �dis(�n; yn)kxnk2X� T�dis(�n;yn)(Ayy) = ky � ynk2Y + �dis(�n; yn)kAyyk2X� �2n + �dis(�n; yn)kAyyk2Xund damit kxnkX � kAyykX f�ur alle n: Eine Teilfolge fxnkg konvergiert in Xdann schwach gegen ein Element �x 2 X: Wegen der schwachen Stetigkeit vonA und der Eindeutigkeit des schwachen Grenzwerts gilt A�x = y. Aus k�xkX �lim infk!1 kxnkkX folgt �x = Ayy und damit insgesamt xn * Ayy: Nun haben wirmit kAyykX � lim infn!1 kxnkX � lim supn!1 kxnkX � kAyykXnoch kxnkX ! kAyykX und damit xn ! Ayy f�ur n!1:Im Abschnitt 3.2.2 hatten wir im Zusammenhang mit nichtlinearen inversenProblemen den Begri� der Quelldarstellung kennengelernt (s. Formel (3.73)).Es ergab sich, da� inkorrekte Probleme durch Einschr�ankung auf L�osungsbe-reiche, in denen solche Quelldarstellungen gelten, korrekt werden. Mit demgleichen Hintergrund lassen sich, wie im folgenden ausgef�uhrt wird, f�ur dieTichonov-Regularisierung linearer inkorrekter Operatorgleichungen bei G�ultig-keit geeigneter Quelldarstellungen Konvergenzraten erreichen (zu weiterenDetails s.[GRO84]).Satz 4.4 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 gibt es eine KonstanteC > 0, so da� die auf der Grundlage des Diskrepanzprinzips gewonnenenregularisierten L�osungen x��dis mit �dis = �dis(�; y�) die Absch�atzungkx��dis � xmnkX � Cp� (4.41)befriedigen, falls die Minimum-Norm-L�osung xmn = Ayy von Gleichung(3.1) einer Quelldarstellungxmn = A�w (w 2 Y ) (4.42)gen�ugt.



144 4 RegularisierungsmethodenWir zeigen die G�ultigkeit des Satzes, indem wir uns an die Ungleichungkx��diskX � kxmnkX aus dem Beweis von Satz 4.3 erinnern. Dann giltkx��dis � xmnk2X � 2 �kxmnk2X � hx��dis; xmniX� = 2 hxmn � x��dis; xmniX =2hxmn�x��dis; A�wiX = 2hA(xmn�x��dis); wiX = 2hy�y�; wiX+2 hy��Ax��dis; wiX� 2 �ky � y�kY kwkY + ky� �Ax��diskY kwkY � = 4 kwkY �:Dies liefert die Ungleichung (4.41) mit der Konstanten C = 2qkwkY :Falls die Gleichung (3.1) inkorrekt nach Nashed ist, so kann der Regularisie-rungsfehler kx��dis�xmnkX des Diskrepanzprinzips f�ur �! 0 auch nicht schnellerals p� gegen Null streben. Jedoch gibt es Quelldarstellungen, die eine Apriori-Parameterwahl � = �(�) erm�oglichen, so da� sich der Regularisierungsfehlerproportional zu � 23 verh�alt.Satz 4.5 Es seien c und C positive Konstanten. Dann erh�alt man f�ur dieApriori-Parameterwahl � = �(�) = c � 23 eine Absch�atzungkx�� � xmnkX � C � 23 (4.43)des Regularisierungsfehlers, wenn die Minimum-Norm-L�osung xmn = Ayyvon Gleichung (3.1) einer Quelldarstellungxmn = A�Av (v 2 X) (4.44)gen�ugt.Wir �uberzeugen uns von der G�ultigkeit einer Ungleichung (4.43), indem wirvon der Tatsache ausgehen, da� die Norm des zusammengesetzten Operators(A�A+ �I)�1A�A nicht gr�o�er als 1 sein kann. Es gilt n�amlich wegen (4.44)R�y � xmn = (A�A+ �I)�1A�Axmn � xmn= ��(A�A+ �I)�1xmn = ��(A�A+ �I)�1A�Avund damit kR�y � xmnkX � � kvkX : Auf der Grundlage von Formel (4.6)sch�atzen wir nun den Regularisierungsfehler ab. Wir haben dannkx�� � xmnkX � kR�kL(Y;X)� + �kvkX � 12p� � + �kvkX



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 145und mit �(�) = c � 23 eine Ungleichungkx�� � xmnkX � C � 23 ;wobei C = 12pc + c kvkX gilt. Dies zeigt die G�ultigkeit von Satz 4.5.Im Zusammenhang mit Satz 4.5 l�a�t sich allerdings auch ein S�attigungssatzbeweisen, der besagt, da� f�ur nach Nashed inkorrekte lineare Gleichungen (3.1)keine Apriori-Parameterwahl � = �(�) existiert, so da� der Fehler der Tichonov-Regularisierung f�ur � ! 0 schneller als � 23 gegen die Minimum-Norm-L�osungxmn 6= 0 konvergiert.Am Ende dieses Abschnitts wollen wir uns nun am Beispiel der linearen Fred-holmschen Integralgleichung erster Art[Ax] (s) := bZa k(s; t)x(t) dt = y(s) (c � s � d) (4.45)anschauen, welche konkreten Probleme bei der Bestimmung einer regularisiertenL�osung x� aus der Gleichung(A�A+ �I) x� = A�y (4.46)zu l�osen sind. Wir betrachten in diesem Zusammenhang zwei verschiedene F�alleder Wahl des L�osungsraumes X, wobei der Raum der Daten mit Y := L2(c; d)festgehalten wird. Im ersten Fall seiX := L2(a; b); Y := L2(c; d) und k 2 L2((c; d)� (a; b)): (4.47)Wir wissen aus Hilfssatz 2.4, da� der dann betrachtete lineare FredholmscheIntegraloperator A 2 L(L2(a; b); L2(c; d)) vollstetig ist. Der zu A adjungierteOperator A� besitzt die Form[A�y] (t) = dZc k(s; t) y(s) ds (a � t � b);der zusammengesetzte Operator A�A 2 L(L2(a; b); L2(a; b)) l�a�t sich als[A�Ax] (t) = bZa ek(t; � )x(� ) d� (a � t � b)mit dem iterierten Kernek(t; � ) := dZc k(s; t) k(s; � ) ds ((t; � ) 2 [a; b]� [a; b]) (4.48)



146 4 Regularisierungsmethodenschreiben. Damit erh�alt die Gleichung (4.46) f�ur alle � > 0 die Gestalt einerlinearen Fredholmschen Integralgleichung zweiter ArtbZa ek(t; � )x�(� ) d� + � x�(t) = dZc k(s; t) y(s) ds (a � t � b); (4.49)die f�ur alle y 2 L2(c; d) eindeutig bestimmte L�osungen x� 2 L2(a; b) liefert.Im zweiten Fall werdeX := H1(a; b); Y := L2(c; d) und k 2 C([c; d]� [a; b]) (4.50)betrachtet, d.h., der L�osungsraum ist der in Abschnitt 2.3.3 eingef�uhrte Sobo-levraum H1(a; b) mit der Norm (2.100). Um die beiden F�alle besser unterschei-den zu k�onnen, bezeichnen wir im zweiten Fall die regularisierte L�osung mit ex�und den vollstetigen Integraloperator aus (4.45) mit eA 2 L(H1(a; b); L2(c; d));wobei mit der Darstellung eA = AB der Zusammenhang zum IntegraloperatorA 2 L(L2(a; b); L2(c; d)) aus dem ersten Fall hergestellt wird. Dabei ist B derim Anschlu� an Formel (3.63) betrachtete vollstetige Einbettungsoperator vomRaum H1(a; b) in den Raum L2(a; b): Die Gleichung (4.46) mit eA anstelle vonA l�a�t sich dann in einer schwachen Formulierungh eA� eA ex�; ziH1(a;b) + �hex�; ziH1(a;b) = h eA�y; ziH1(a;b) f�ur alle z 2 H1(a; b)und damit gleichwertig in der FormhA ex�; A ziL2(a;b) + �hex�; ziH1(a;b) = hy;A ziL2(a;b) f�ur alle z 2 H1(a; b)bzw.hA�A ex�; ziL2(a;b) + �hex�; ziH1(a;b) = hA�y; ziL2(a;b) f�ur alle z 2 H1(a; b)(4.51)aufschreiben. Mit ex� 2 H1(a; b) gilt auch ex� 2 C[a; b] und ex0� 2 L2(a; b): Wirbetrachten die Funktionenf(t) := bZt f[A�A ex�] (s) + � ex�(s)� [A�y] (s)g ds (a � t � b)und g(t) := tZa [� ex0�(s) + f(s)] ds (a � t � b):



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 147Es ist f 2 C1[a; b] wegen der Stetigkeit des Kernes k und g 2 H1(a; b): Wegenf(b) = g(a) = 0 und Formel (4.51) erhalten wir durch partielle Integration dieGleichungbZa [� ex0�(t) + f(t)]2 dt = bZa g0(t) [� ex0�(t) + f(t)] dt = � bZa g0(t) ex0�(t) dt� bZa g(t) f 0(t) dt = � hex�; giH1(a;b) + hA�A ex�; giL2(a;b) � hA�y; giL2(a;b) = 0:Also haben wir � ex0� = �f 2 C1[a; b] und damit ex� 2 C2[a; b]: Jede solcheregularisierte L�osung ist zweimal stetig di�erenzierbar. Mit� ex00� = �f 0 = A�A ex� + � ex� �A�ygilt daher die Integrodi�erentialgleichungbZa ek(t; � ) ex�(� ) d� + � (ex�(t)� ex00�(t)) = dZc k(s; t) y(s) ds (a � t � b):(4.52)Wegen hex�; ziH1(a;b) = bZa (ex�(t) z(t) + ex0�(t) z0(t)) dt= hex� � ex00�; ziL2(a;b) + ex0�(b) z(b)� ex0�(a) z(a)liefert die Gleichung (4.51)hA�y; ziL2(a;b) = hA�A ex�; ziL2(a;b) + � hex� � ex00�; ziL2(a;b) + � ex0�(b) z(b)�� ex0�(a) z(a) = hA�y; ziL2(a;b) + � ex0�(b) z(b)� � ex0�(a) z(a)und damit x0�(b) z(b)� x0�(a) z(a) = 0 f�ur alle z 2 H1(a; b):Hieraus ergeben sich die nat�urlichen Randbedingungenex0�(a) = ex0�(b) = 0: (4.53)Jede in H1(a; b) regularisierte L�osung ex� von (4.45) befriedigt auch automa-tisch homogene Randbedingungen f�ur die erste Ableitung an beiden Inter-vallenden. Dies ist eine durch die Tichonov-Regularisierung subjektiv in die



148 4 RegularisierungsmethodenN�aherungsl�osung hineingetragene Eigenschaft, die gegebenenfalls zu wesentli-chen Verzerrungen der regularisierten L�osung an den R�andern des Intervalls[a; b] f�uhren kann. Abschlie�end sei zum Fall X = H1(a; b) erw�ahnt (s. Formel(4.35)), da� eine regularisierte L�osung ex� mit kex�kH1(a;b) = K auch L�osung desrestringierten Kleinste-Quadrate-Problemsk eAx� y�k2L2(c;d) = min!; x 2 D := fx 2 H1(a; b) : kxkH1(a;b) � Kg (4.54)ist. Die dabei in Formel (4.54) auftretende RestriktionsmengeD ist relativ kom-pakt in L2(a; b) (s. Hilfssatz 2.8).Die hier in Ans�atzen vorgestellte Theorie der Tichonov-Regularisierung f�ur li-neare Operatorgleichungen kann auch auf den Fall zugeschniten werden, da�anstelle von (4.23) ein Extremalproblem der GestaltT�(x) := kAx� y�k2Y + �
(x) = min! ; x 2 X; (4.55)mit 
 aus einer allgemeineren Klasse von Sympathiefunktionalen betrachtetwird (s. [TIAR77]). Zur m�oglichen Wahl solcher Sympathiefunktionale sei aufden Abschnitt 2.3.1 verwiesen. Weiterhin ist eine Einbeziehung restringierterProbleme in der FormT�(x) := kAx� y�k2Y + �
(x) = min! ; x 2 D � X (4.56)mit konvexen abgeschlossenen Mengen D m�oglich (s. [NEUB86]). DieTichonov-Regularisierung erweist sich dabei stets als eine Strafenmethode(s. [JOH48]), bei der das Defektnormquadrat auf der Grundlage eines nichtne-gativen Sympathiefunktionals 
 mit einer Strafe beau
agt wird. Der Regula-risierungsparameter � spielt die Rolle eines Strafparameters. Je gr�o�er diesergew�ahlt wird, um so h�arter f�allt die Strafe aus.4.1.3 Alternative RegularisierungsmethodenNachdemwir die Tichonov-Regularisierung ausf�uhrlich betrachtet haben, wollenwir uns in diesem Abschnitt drei weiteren linearen Regularisierungen fR�g�>0f�ur den Operator Ay im Sinne von De�nition 4.1 zuwenden, die sich bei derWahl alternativer Filterfunktionen f(�; �) ebenfalls in das allgemeine Regulari-sierungsschema (4.11) einordnen lassen. Der an dar�uber hinausgehenden Metho-den und weiteren Details interessierte Leser sei in diesem Zusammenhang aufdie B�ucher [EHN96] von H.W. Engl, M. Hanke und A. Neubauer sowie [KIR96]von A. Kirsch verwiesen.



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 149Eine theoretisch besonders ausgezeichnete Variante liefert die Methode derabgebrochenen Singul�arwertentwicklungx�� := R� y� := X�j�� hy�; vjiY�j uj; y� 2 Y: (4.57)Die Formel (4.57) orientiert sich an der Darstellung (3.27) der Moore-Penrose-Inversen, wobei solche Summanden weggelassen werden, deren zugeh�orige Sin-gul�arwerte �j kleiner sind als der Regularisierungsparameter � > 0. Die Zahlder in (4.57) auftretenden Summanden ist o�ensichtlich endlich. Wir haben esmit einem Spezialfall von Formel (4.11) unter Verwendung der nichtnegativenFilterfunktion f(�; �) = ( 1 f�ur � � �0 f�ur � < � (4.58)zu tun. Die Filterfunktion gen�ugt wegen 0 � f(�; �) � 1; jf(�; �)j � K(�)�mit K(�) := 1� und lim�!0 f(�; �) = 1 den Bedingungen (4.12) { (4.14). AlsFolgerung von Satz 4.2 ergibt sich:Folgerung 4.2 Die zur Methode der abgebrochenen Singul�arwertentwick-lung in Formel (4.57) de�nierte Operatorfamilie fR�g�>0 ist eine linea-re Regularisierung f�ur den Operator Ay mit kR�kL(Y;X) � 1�: Sofern eineApriori-Parameterwahl � = �(�) die Bedingungen�(�)! 0 und ��(�) ! 0 f�ur � ! 0 (4.59)befriedigt, ist diese Regularisierung auch konvergent.Der entscheidende Vorteil der Methode der abgebrochenen Singul�arwertentwick-lung besteht darin, da� die mittels (4.57) gel�oste korrekte Ersatzaufgabe zurinkorrekten linearen Operatorgleichung (3.1) bez�uglich aller L�osungskomponen-ten, die zu singul�aren Werten �j � � geh�oren, exakt mit der Ausgangsaufgabe�ubereinstimmt. In diesen wesentlichen L�osungsanteilen tritt kein Approxima-tionsfehler auf. Daf�ur werden die �ubrigen meist hochfrequenten L�osungsantei-le g�anzlich vernachl�assigt. Der auch hier wieder auf der Grundlage heuristi-scher Kriterien zu bestimmende Regularisierungsparameter � legt dabei dieAnzahl der relevanten L�osungskomponenten fest. Leider erfordert die Reali-sierung der Methode der abgebrochenen Singul�arwertentwicklung umfassendeKenntnisse �uber das singul�are System des Operators A: Au�er den relevantensingul�aren Werten �j werden auch die zugeh�origen Eigenelemente uj und vj



150 4 Regularisierungsmethodenexplizit ben�otigt, um Formel (4.57) auswerten zu k�onnen. So treten die theore-tischen Vorteile der Methode aufgrund des damit verbundenen enormen Rea-lisierungsaufwandes oft in den Hintergrund, und man entscheidet sich in derRegel f�ur eine aufwands�armere Regularisierungsmethode.Besonders g�unstig erscheinen unter diesem Gesichtspunkt iterative Methoden,von denen wir hier speziell dieMethode der Landweber-Iteration betrach-ten wollen. Wir gehen dazu von der Normalgleichung (4.17) aus, die wir unterVerwendung einer Relaxationskonstante ! mit 0 < ! < 1kAk2L(X;Y ) als Fixpunkt-gleichung x = (I � !A�A)x + !A�y� in einer iterierf�ahigen Form schreibenk�onnen. Dabei gilt q := kI � !A�AkL(X;X) < 1: Den zugeh�origen Iterationspro-ze� xn+1 = (I � !A�A)xn + !A�y�; x0 = 0 (4.60)bezeichnet man als Landweber-Iteration. Durch Induktion erh�alt man f�ur dien-te Iterierte die Darstellungxn = n�1Xi=0 (I � !A�A)i !A�y� (n = 1; 2; :::): (4.61)Wir betrachten zuerst den Fall y� 2 R(A) � R(A)?. In diesem Fall ist dieNormalgleichung (4.17) l�osbar, wobei x�mn := Ayy� mit A�y� = A�Ax�mn dienormkleinste L�osung der Normalgleichung ist. Es gilt dann wegen der Identit�atn�1Xi=0 (I � !A�A)i !A�A = I � (I � !A�A)nx�mn � xn = (I � !A�A)n x�mnund damit kx�mn � xnkX � qn kx�mnkX ! 0 f�ur n!1:In diesem Fall konvergiert die Landweber-Iteration gegen das Element x�mn =Ayy�; welches aber wegen der Unbeschr�anktheit des Operators Ay auch f�ur kleine� > 0 weit von der tats�achlichen Minimum-Norm-L�osung xmn = Ayy entferntsein kann. Noch ung�unstiger sieht es im Fall y� 62 R(A)�R(A)? aus. Wir setzenin diesem Fall wieder die Vollstetigkeit des Operators A mit dim(R(A)) = 1voraus und schreibenxn = 1Xj=1 n�1Xi=0(1 � !�2j )i !�j hy�; vjiY uj = 1Xj=1 1 � (1� !�2j )n�j hy�; vjiY uj:Wegen 0 < 1�!�2j < 1 strebt kxnk2X f�ur n!1 gegen die Reihe 1Pj=1 hy�;vji2Y�2j ; dieaber gegen1 divergiert, weil f�ur y� 62 R(A)�R(A)? die Picardsche Bedingung(3.25) verletzt ist.



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 151Es hat also f�ur inkorrekte Probleme keinen Sinn, eine m�oglichst gro�e Zahl vonSchritten der Landweber-Iteration auszuf�uhren. Wir konzentieren uns daher aufeine endliche Zahl N von Iterationsschritten, wobei diese Zahl hier die Rolle desRegularisierungsparameters spielt. Um den Zusammenhang zum allgemeinenRegularisierungsschema herzustellen, setzen wir � := 1N : Mitx�� := RNy� := xN := 1Xj=1 1�(1�!�2j )N�j hy�; vjiY uj = 1Xj=1 1�(1�!�2j ) 1��j hy�; vjiY uj(4.62)erweist sich die N -schrittige Landweber-Iteration als Spezialfall von Formel(4.11), wobei wir f�ur 0 < ! < 1kAk2L(X;Y )f(�; �) = 1 � (1� !�2) 1� f�ur 1� 2 IN und 0 < � � kAkL(X;Y ) (4.63)als positive Filterfunktion haben. Diese erf�ullt wegen 0 < f(�; �) < 1 undlim�!0 f(�; �) = 1 die Bedingungen (4.12) und (4.14). Auch die Bedingung (4.13)ist erf�ullt, denn es gilt die Ungleichung1� (1� � )N � p�N f�ur alle N 2 IN und 0 � � � 1: (4.64)Mit � = !�2 ergibt sich aus (4.64) aber1� (1� !�2)N� � p!N f�ur alle N 2 IN und 0 < ! < 1�2 :So ist mit � = 1N und K(�) := q!� die Ungleichung jf(�; �)j � K(�)� f�ur0 < � � kAkL(X;Y ) erf�ullt. Wiederum ergibt sich als Folgerung aus Satz 4.2:Folgerung 4.3 Die zur Methode der Landweber-Iteration in Formel (4.62)de�nierte Operatorfamilie fRNgN2IN ist eine lineare Regularisierung f�ur denOperator Ay mit kRNkL(Y;X) � p!N: Sofern eine Apriori-ParameterwahlN = N(�) die BedingungenN(�)!1 und �2N(�)! 0 f�ur �! 0 (4.65)befriedigt, ist diese Regularisierung auch konvergent.Um eine Konvergenz der regularisierten L�osung xN(�) gegen xmn = Ayy zu er-reichen, mu� f�ur � ! 0 die Zahl der durchgef�uhrten Iterationsschritte zwar insUnendliche wachsen. Dies darf im Sinne von �2N(�) ! 0 in Abh�angigkeit von� aber nicht zu schnell geschehen.



152 4 RegularisierungsmethodenAuch bei der Landweber-Iteration k�onnen heuristische Strategien zur Wahl desRegularisierungsparameters N = 1� eingesetzt werden. Vorzugsweise verwendetman ein auf Iterationen zugeschnittenes Diskrepanzprinzip. Man w�ahlt dazuNdis f�ur eine gegebene Konstante � > 1 so, da�kAxNdis � y�kY � �� < kAxNdis�1 � y�kY (4.66)erf�ullt wird. Da kAxn � y�k2Y = 1Pj=1 �1� !�2j �2n hy�; vji2Y ! 0 f�ur n ! 1gilt, ist f�ur �� < ky�kY der Regularisierungsparameter Ndis aus Formel (4.66)immer eindeutig bestimmt. Die regularisierten L�osungen xN der Methode derLandweber-Iteration werden im Vergleich zur Tichonov-Regularisierung undzur abgebrochenen Singul�arwertentwicklung mit sehr geringem Aufwand erhal-ten, da weder Operatorgleichungen zu l�osen noch Eigenelemente zu bestimmensind. Der Aufwand reduziert sich im wesentlichen auf die einmalige Auswertungvon A�y� und die Auswertung des Operatorbildes A�Axn in jedem Landweber-Iterationsschritt. Das Diskrepanzprinzip (4.66) ist ebenfalls sehr kosteng�unstigzu realisieren, da es zus�atzlich nur die Defektberechnung der Iterierten von(4.60) erfordert.Eine dritte Alternative zur Tichonov-Regularisierung bildet die Methode derasymptotischen Regularisierung. Diese geht wieder von der Normalglei-chung (4.17) aus und st�ort dieselbe durch Hinzuf�ugen eines Ableitungsterms,wobei mit x0(t) +A�Ax(t) = A�y�; x(0) = 0 (4.67)ein Anfangswertproblem zu einer gew�ohnlichen Di�erentialgleichung erster Ord-nung mit L�osungselementen x(t) (t � 0) im Hilbertraum X betrachtet wird,deren Variable t sich als Zeit interpretieren l�a�t. F�ur den vollstetigen OperatorA kann man unter Verwendung seines singul�aren Systems die L�osungen von(4.67) als Reihe in der Formx(t) = 1Xj=1 1 � exp (�t�2j )�j hy�; vjiY uj (t � 0) (4.68)schreiben. Man erkennt sofort, da� es keinen Sinn macht, diese L�osungen f�urgro�e Zeiten t zu bestimmen, denn f�ur t!1 strebt kx(t)k2Y wieder gegen dieReihe 1Pj=1 hy� ;vji2Y�2j : Man w�ahlt daher eine Endzeit T; die hier die Rolle des Re-gularisierungsparameters �ubernimmt, und betrachtet mit � := 1T regularisierteL�osungenx�� := RTy� := x(T ) := 1Xj=1 1�exp (�T�2j )�j hy�; vjiY uj = 1Xj=1 1�exp (��2j =�)�j hy�; vjiY uj:(4.69)



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 153Diese Methode ordnet sich ebenfalls in das allgemeine Regularisierungsschema(4.11) ein. Als Filterfunktion haben wir dabeif(�; �) = 1� exp ��2� ! f�ur � > 0 und 0 < � � kAkL(X;Y ): (4.70)Mit 0 < f(�; �) < 1 und lim�!0f(�; �) = 1 sind wieder die Bedingungen (4.12)und (4.14) erf�ullt. Wir nutzen die f�ur alle positiven � und � erf�ullte Ungleichung1 � exp ���2� �� � 1p� (4.71)(s. Aufgabe 4.4) und erhalten damit weiterhin die Bedingung (4.13) in der Formjf(�; �)j � K(�)� mit K(�) := 1p� : Auch hier l�a�t sich eine entsprechendeFolgerung von Satz 4.2 ableiten:Folgerung 4.4 Die zur Methode der asymptotischen Regularisierung inFormel (4.69) de�nierte Operatorfamilie fRTgT>0 ist eine lineare Regula-risierung f�ur den Operator Ay mit kRTkL(Y;X) � pT: Sofern eine Apriori-Parameterwahl T = T (�) die BedingungenT (�)!1 und �2T (�)! 0 f�ur �! 0 (4.72)befriedigt, ist diese Regularisierung auch konvergent.Die Endzeit T (�); bis zu der das Anfangswertproblem (4.67) gel�ost wird, solltealso wachsen, wenn � > 0 kleiner wird, aber ebenfalls wiederum nicht zu schnell.Abschlie�end sei der enge Zusammenhang zwischen der asymptotischen Re-gularisierung und der Landweber-Iteration vermerkt. Betrachtet man n�amlichtn := n!; xn := x(tn) (n = 0; 1; 2; :::) und ersetzt (4.67) n�aherungsweise durchdie Di�erenzenformelx(tn+1)� x(tn)! +A�Ax(tn) = A�y�; x(t0) = 0;so erh�alt man durch Umstellung nach xn+1 = x(tn+1) die Vorschrift (4.60) derLandweber-Iteration. Die asymptotische Regularisierung ist also o�ensichtlichein stetiges Analogon zur Landweber-Iteration.4.1.4 Regularisierung durch endlichdimensionale ApproximationWir haben bereits zwei Methoden der Behandlung von nach Nashed inkorrektenlinearen Operatorgleichungen (3.1) durch endlichdimensionale Approximation



154 4 Regularisierungsmethodenkennengelernt. Zum einen beruht die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellteMethode der abgebrochenen Singul�arwertentwicklung auf einer Einschr�ankungm�oglicher L�osungen auf den endlichdimensionalen Raum Xn = span(u1; :::; un);wobei dieser Raum aus den Linearkombinationen der Eigenelemente uj zu den ngr�o�ten singul�aren Werten �j des Operators A gebildet wird. Die Zahl n ergibtsich dabei nach Vorgabe des Regularisierungsparameters � > 0 in eindeutigerWeise aus der Bedingung �n+1 < � � �n: (4.73)Zum anderen haben wir uns im Abschnitt 3.1.6 f�ur injektive und vollstetigeOperatoren A ausgehend von einem vollst�andigen Orthonormalsystem fwjg inX mit der auf n-dimensionale Teilr�aumeXn = span(w1; :::; wn) eingeschr�anktenMethode der kleinsten Quadrate (3.38) besch�aftigt. Die dabei als L�osungdes Extremalproblems (3.38) betrachteten N�aherungsl�osungen x�n = Ayny� f�urxmn = Ayy gen�ugen der UngleichungkAx�n � y�k2Y � kAx� y�k2Y f�ur alle x 2 Xn (4.74)und wegen der Orthogonalit�at des DefektelementsAx�n�y� zu allen Linearkom-binationen der Gestalt nPi=1�iAwi au�erdem den GleichungenhAx�n; AxiY = hy�; AxiY f�ur alle x 2 Xnbzw. damit gleichwertighAx�n; AwjiY = hy�; AwjiY (j = 1; 2; :::; n): (4.75)Wegen der Injektivit�at von A ist (4.75) und das dazu �aquivalente lineare Glei-chungssystem M � = r (4.76)mit x�n := nPi=1�iwi; � := (�1; :::; �n)T 2 IRn; r := (hy�; Aw1iY ; :::; hy�; AwniY )T 2IRn und der SystemmatrixM := (hAwi; AwjiY )j=1;:::;ni=1;:::;n 2 IRn�n eindeutig l�osbar.Nun steht die Frage, ob es sich bei dieser Modi�kation x�n := Rny� := Ayny�der Methode der kleinsten Quadrate um eine Regularisierung f�ur den Opera-tor Ay handelt, der in unserem injektiven Fall dem Operator A�1 entspricht,und ob sich die Methode mit dem Regularisierungsparameter n := 1� in das inAbschnitt 4.1.1 eingef�uhrte allgemeine Regularisierungsschema einordnen l�a�t.Zun�achst einmal spricht daf�ur die in Abschnitt 3.1.6 abgeleitete Absch�atzung(3.39), die sich als Spezialfall der Ungleichung (4.6) im allgemeinen Regulari-sierungsschema erweist. Au�erdem f�allt unter unserer Voraussetzung der Voll-stetigkeit von A f�ur fwjg := fujg diese spezielle Kleinste-Quadrate-Methode



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 155mit der Methode der abgebrochenen Singul�arwertentwicklung zusammen(s. Aufgabe 4.5) und erweist sich somit als eine Regularisierung. Leider istdies aber f�ur beliebig gew�ahlte Systeme fwjg zur Erzeugung der endlichdi-mensionalen R�aume Xn nicht generell der Fall, sondern nur, wenn das Ope-ratorprodukt AynA bez�uglich der Norm gleichm�a�ig beschr�ankt ist, d.h. wennkAynAkL(X;X) � K < 1 f�ur alle n 2 IN gilt. Wie T.I. Seidman (s. [SEI80]) mitHilfe eines Gegenbeispiels zeigte, ist eine solche gleichm�a�ige Beschr�anktheitnicht allgemeing�ultig.Jedoch kann man auch ohne explizite Kenntnis des singul�aren Systems des Ope-rators A eine Regularisierung f�ur Ay durch endlichdimensionale Approximationerhalten. Wir gehen dazu von allgemeinen Galerkin-Verfahren aus, die aufdie Bestimmung der Elemente x�n 2 Xn = span(w1; :::; wn) mithAx�n; ewjiY = hy�; ewjiY (j = 1; 2; :::; n) (4.77)gerichtet sind, wobei fwjg bzw. f ewjg Systeme linear unabh�angiger Elemente inden R�aumen X bzw. Y darstellen. Mit ewj := Awj ist die auf n-dimensionaleTeilr�aume Xn = span(w1; :::; wn) eingeschr�ankte Methode der kleinsten Qua-drate (4.75) ein spezielles solches Galerkin-Verfahren, welches allerdings nichtnotwendigerweise regularisierende Eigenschaften besitzt. Wesentlich g�unstigersieht es mit der dualen Methode der kleinsten Quadrate aus, bei derwj := A� ewj f�ur den Zusammenhang der beiden Elementesysteme verwendetwird. Als Charakterisierungen der dualen Methode �ndet man wieder ein linea-res Gleichungssytem (4.76), wobei aber jetzt mit x�n := Rny� := nPi=1�iA� ewi; � :=(�1; :::; �n)T 2 IRn die Darstellungen r := (hy�; ew1iY ; :::; hy�; ewniY )T 2 IRn f�urden Vektor der rechten Seite und M := (hA� ewi; A� ewjiX )j=1;:::;ni=1;:::;n 2 IRn�n f�ur dieregul�are Systemmatrix gelten. Wir erhalten den folgenden Satz, dessen Beweisman in [ENG97, S. 183] �ndet:Satz 4.6 Falls das Elementesystem f ewjg � Y so gew�ahlt wird, da� f�ur alle" > 0 und z 2 R(A) eine Zahl m 2 IN und reelle Multiplikatoren �1; :::; �mexistieren mit kz � mPj=1�j ewjkY < "; so ist die �uber die duale Methode derkleinsten Quadrate de�nierte Operatorfamilie fRngn2N eine lineare Regula-risierung f�ur den Operator Ay; d.h., es giltlimn!1 Rn y = Ay y f�ur alle y 2 R(A):



156 4 Regularisierungsmethoden4.1.5 Probleme in L2(�1;1)In diesem Abschnitt wollen wir nun den Fall betrachten, da� die lineare Ope-ratorgleichung (3.1) im Raumpaar X := Y := L2(�1;1) wirkt. Das SymbolL2(�1;1) bezeichne dabei den separablen Hilbertraum der auf ganz IR de�-nierten quadratisch integrierbaren reellen Funktionen u(t) (�1 < t <1) mitder Norm kukL2(�1;1) := vuuut 1Z�1 (u(t))2 dt < 1 (4.78)und dem Skalarprodukthu; viL2(�1;1) := 1Z�1 u(t) v(t) dt: (4.79)Unter L2C(�1;1) wollen wir dagegen den mit der NormkukL2C(�1;1) := vuuut 1Z�1 ju(t)j2 dt < 1 (4.80)und dem Skalarprodukthu; viL2C (�1;1) := 1Z�1 u(t) v(t)dt (4.81)ausgestatteten entsprechenden Raum der quadratisch integrierbaren komple-xen Funktionen einer reellen Ver�anderlichen verstehen, wobei z die zu z konju-giert komplexe Zahl bedeutet. Funktionen, die auf ganz IR de�niert sind, spie-len in technischen Modellen eine wichtige Rolle, z.B. bei der mathematischenModellierung von elektrischen Signalen, mechanischen Schwingungsamplitudenoder von Temperaturverl�aufen, deren Zeitvariable t sowohl beliebig weit zur�uck-liegende Zeiten wie auch beliebig in die Zukunft gerichtete Zeiten durchlau-fen kann. Die in keiner Richtung eingeschr�ankte Zeit erlaubt die Nutzung derFouriertransformation (s. [TTB95, S. 319�])(F u) (!) := 1p2� 1Z�1 u(t) exp(�i!t) dt (�1 < ! < 1); (4.82)um mit Hilfe dieser linearen Abbildung u 7! Fu die Probleme aus demZeitbereich, der durch die reelle Variable t charakterisiert wird, in den



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 157Frequenzbereich der reellen Variablen ! zu transformieren. F�ur derart trans-formierte Funktionen '(!) := (Fu)(!) (�1 < ! <1) stelltu(t) = �F�1 '� (t) = 1p2� 1Z�1 '(!) exp(i!t) d! (�1 < t < 1) (4.83)die entsprechende R�ucktransformation dar. Die Fouriertransformation kannman dabei als stetiges Analogon der Entwicklung einer Funktion in eine Fou-rierreihe betrachten. Bezeichnet man mit L1(�1;1) den Banachraum der aufIR absolut integrierbaren reellen Funktionen u(t) (�1 < t <1) mit der NormkukL1(�1;1) := 1Z�1 ju(t)j dt <1; (4.84)so ist Fu nach Formel (4.82) f�ur alle u 2 L1(�1;1) eine beschr�ankte undstetige komplexe Funktion der reellen Variablen ! mit limj!j!1(Fu)(!) = 0. Dabeigelten f�ur u 2 L2(�1;1) \ L1(�1;1) die Beziehungen Fu 2 L2C(�1;1)sowie kFukL2C(�1;1) = kukL2(�1;1):Man kann au�erdem den linearen Operator F der Fouriertransformation aufder Grundlage von Formel (4.82) auch auf komplexe Funktionen u anwendenund so auf den ganzen Raum L2C(�1;1) erweitern (s. [ENG97, S.199�]), da�F 2 L(L2C(�1;1); L2C(�1;1)) einen sowohl injektiven als auch surjektivenOperator mitkFukL2C(�1;1) = kukL2C(�1;1) f�ur alle u 2 L2C(�1;1) (4.85)bildet, wodurch dann der stetige inverse Operator F�1 der inversen Fou-riertransformation ebenfalls auf ganz L2C(�1;1) de�niert ist. Die Fourier-transformierte einer quadratisch integrierbaren (verallgemeinerten) Ableitungu0 einer Funktion u 2 L2C(�1;1) gen�ugt im �ubrigen der Formel(F u0) (!) = i ! (F u) (!) (�1 < ! < 1): (4.86)Weiter gilt der folgende in der Literatur als Faltungssatz bekannte Hilfssatz,der zeigt, da� eine Faltung zweier reeller Funktionen durch Fouriertransforma-tion in eine Multiplikation komplexer Funktionen �uberf�uhrt wird.



158 4 RegularisierungsmethodenHilfssatz 4.3 Es seien u 2 L1(�1;1) und v 2 L2(�1;1): Dann geltenf�ur die Faltungw(s) := 1Z�1 u(s� t) v(t) dt (�1 < s <1) (4.87)die Beziehungenw 2 L2(�1;1) mit kwkL2(�1;1) � kukL1(�1;1) kvkL2(�1;1)und (Fw) (!) = p2� (Fu) (!) � (Fv) (!) (�1 < ! <1): (4.88)Faltungen vom Typ (4.87) traten im Zusammenhang mit Wahrscheinlichkeits-dichten bereits in Beispiel 2.6 auf.Beispiel 4.1 Wir betrachten das Problem der Rekonstruktion eines tats�achli-chen Signals x(t) (�1 < t < 1) aus der Aufzeichnung desselben mit Hilfeeines Me�ger�ats. Gemessen wird dann die Funktion y(t) (�1 < t < 1), die�uber eine lineare Faltungsgleichung[Ax] (s) := 1Z�1 �(s� t)x(t) dt = y(s) (�1 < s <1) (4.89)mit dem Signal verbunden ist, wobei die Apparatefunktion �(t) (�1 < t <1)als bekannt vorausgesetzt wird. Das Ziel dieses inversen Problems ist praktischdie Entzerrung des gemessenen Signals. H�au�g ist die Apparatefunktion sym-metrisch bez�uglich t = 0 und n�aherungsweise eine Glockenkurve�(t) = 1p2� � exp � t22 �2! (�1 < t <1):Je kleiner � > 0 ausf�allt, um so "nadelf�ormiger\ ist die Glockenkurve und umso weniger verzerrt sind die Me�daten. F�ur � ! 0 strebt die Kernfunktion �gegen die sogenannte "Deltafunktion\, die in Physik und Technik eine wich-tige Rolle spielt, im Sinne der Mathematik aber keine Funktion, sondern eineDistribution ist (s. [GORI94, S. 92]). Mit wachsendem � w�achst die Verzer-rung, und es fallen damit die Chancen einer genauen Rekonstruktion des Signalsx aus zus�atzlich verrauschten Me�daten y� mit ky � y�kL2(�1;1) � �: Sind die



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 159Apparatefunktion � und die Signalfunktion x nur auf der positiven Halbachsevon Null verschieden und wird y(s) nur f�ur s 2 [0; T ] gemessen, so nimmt (4.89)die Gestalt (3.53) einer speziellen linearen Volterraschen Integralgleichung ersterArt an, die wir in Beispiel 3.6 ausf�uhrlich behandelt haben. 2Wir betrachten nun (4.89) mit � 2 L1(�1;1) als lineare Operatorgleichung(3.1) in den R�aumen X := Y := L2(�1;1), deren linearer Operator A we-gen Hilfssatz 4.3 beschr�ankt ist mit kAkL(L2(�1;1);L2(�1;1)) � k�kL1(�1;1). Esl�a�t sich zeigen, da� A hier kein vollstetiger Operator ist, obwohl auch keinabgeschlossener Wertebereich R(A) in L2(�1;1) vorliegt. Wir haben esdaher mit einem linearen inversen Problem zu tun, das nach Nashed inkor-rekt vom Typ I ist (s. De�nition 3.1). Die stabile n�aherungsweise L�osung vonGleichung (4.89) erfordert also den Einsatz von Regularisierungsmethoden.Im Frequenzbereich erscheint die Gleichung (4.89) in der Gestalt(F�) (!) � (Fx) (!) = 1p2� (Fy) (!) (�1 < ! <1): (4.90)Setzt man voraus, da� die Fouriertransformierte (F�)(!) der KernfunktionNullstellen nur f�ur solche Zahlen ! besitzt, die eine Menge vom Lebesguema�Null bilden, so hat diese Gleichung genau dann eine L�osung Fx 2 L2C(�1;1);wenn die Bedingung (Fy) (!)(F�) (!) 2 L2C(�1;1) (4.91)gilt. Diese Bedingung ist ein Analogon zu der f�ur Operatorgleichungen (3.1)mit vollstetigen Operatoren A g�ultigen Picardschen Bedingung (3.25). Die Be-dingung (4.91) ist gewi� verletzt, wenn (Fy)(!) f�ur j!j ! 1 nicht schnellerf�allt als (F�)(!): Wegen der normerhaltenden Eigenschaft der Fouriertransfor-mation bestimmt die Abklinggeschwindigkeit der Funktion (F�)(!) ! 0 f�urj!j ! 1 in Analogie zur Abklingrate der Singul�arwerte bei vollstetigen Ope-ratoren den Grad der Inkorrektheit des linearen inversen Problems (4.89). Jeschneller (F�)(!) abklingt, um so instabiler reagieren die L�osungen auf St�orun-gen in den Daten. Bei Erf�ullung von (4.91) l�a�t sich die L�osung der Gleichung(4.89) in der Formx(t) = "F�1  1p2� (Fy)(!)(F�)(!)!# (t) (�1 < t <1) (4.92)schreiben.Kommen wir nun zur Regularisierung der linearen Operatorgleichung (4.89) imRaum L2(�1;1): Um die Methode der Tichonov-Regularisierung auf diese



160 4 RegularisierungsmethodenGleichung anwenden zu k�onnen, nutzt man die Formeln (4.85) und (4.88). DasTichonov-Funktional nimmt dann die GestaltT�(Fx) = k(F�) � (Fx)� 1p2� (Fy�)k2L2C (�1;1) + � kFxk2L2C (�1;1)an. Unter Verwendung des �uber die Vorschrift[AF(Fu)] (!) := (F�)(!) � (Fu)(!) (�1 < ! <1) (4.93)de�nierten linearen Multiplikationsoperators AF erh�alt manT�(Fx) = kAF(Fx)� 1p2� (Fy�)k2L2C(�1;1) + � kFxk2L2C (�1;1)und damit als regularisierte L�osung im FrequenzbereichFx�� = (A�F AF + �I)�1A�F 1p2� (Fy�):Wegen hAF(Fu);FviL2C(�1;1) = 1Z�1 (F�)(!)(Fu)(!)(Fv)(!)d! =1Z�1 (Fu)(!)h(F�)(!)(Fv)(!)id! = hFu;A�F(Fv)iL2C(�1;1)ist [A�F (Fv)](!) = (F�)(!) � (Fv)(!);[(A�F AF) (Fu)](!) = j(F�)(!)j2 � (Fu)(!)und damit (Fx��)(!) = 1p2� � (F�)(!) � (Fy�)(!)j(F�)(!)j2 + � 2 L2C(�1;1); (4.94)woraus sich mit x�� = F�1(Fx��) die eindeutig bestimmte und stabil von denDaten y� abh�angige regularisierte L�osung von Gleichung (4.89) bestimmen l�a�t.Dabei mu� aber bemerkt werden, da� diese Regularisierung in der Regel einekomplexe Funktion x�� 2 L2C(�1;1) liefert. Als reellwertige N�aherung der ex-akten L�osung x von (4.89) kann man jedoch z.B. den Realteil von x�� verwenden.Konvergieren die regularisierten L�osungen x�� f�ur � ! 0 und � ! 0 gegen die



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 161exakte L�osung von Gleichung (4.89), so konvergieren auch die Realteile von x��gegen die reellwertige L�osungsfunktion x von (4.89).Das Analogon zur H1-Regularisierung aus Gleichung (4.52) ergibt sich f�ur unserProblem (4.89) durch Minimierung vonT�(Fx) = kAF(Fx)� 1p2� (Fy�)k2L2C (�1;1)+� (kFxk2L2C (�1;1)+kFx0k2L2C (�1;1)):Wegen Formel (4.86) erhalten wir daraus(Fx��)(!) = 1p2� � (F�)(!) � (Fy�)(!)j(F�)(!)j2 + �(1 + !2) 2 L2C(�1;1): (4.95)Betrachtet man exakte rechte Seiten y = Ax, so werden in beiden Varian-ten (4.94) und (4.95) in Fx� gro�e Frequenzen j!j im Vergleich zu Fx starkged�ampft. Wir haben es hier wieder mit einer Tiefpa��lterung zu tun. Extre-me D�ampfung durch Annullieren von Frequenzen oberhalb einer Grenzfrequenzliefert eine regularisierte L�osung x��; deren Fouriertransformierte in der Form�Fx��� (!) = ( 1p2� (Fy�)(!)(F�)(!) f�ur j!j � 1�0 f�ur j!j > 1� (4.96)gebildet wird. Die Vorgehensweise (4.96) erfolgt in Anlehnung an die Methodeder abgebrochenen Sigul�arwertentwicklung mit der Filterfunktion (4.58).Inverse Probleme im Zusammenhang mit der W�armeleitungsgleichung wur-den schon in Beispiel 1.1 betrachtet. Weiterhin bildete das zeitlich inverseW�armeleitproblem den Gegenstand der Untersuchungen von Beispiel 3.4. Nunwollen wir schlie�lich der Arbeit [TAU97] von U. Tautenhahn folgend auchdem Seitw�artsproblem zur W�armeleitungsgleichung (s. [TAU97]) einigeAufmerksamkeit schenken:Beispiel 4.2 Wir betrachten einen �ortlich eindimensionalenW�armeleitvorgangderart, da� Temperaturen u(�; t) f�ur alle nichtnegativen Werte der Ortsver�an-derlichen � sowie f�ur beliebige reelle Werte der Zeitver�anderlichen t erkl�art sindund der W�armeleitungsgleichung@u(�; t)@t = @2u(�; t)@�2 (0 � � <1 ; �1 < t <1) (4.97)gen�ugen, wobei die Temperaturen in der Grenze f�ur � ! 1 f�ur alle t 2 IRbeschr�ankt bleiben sollen. Das Seitw�artsproblem besteht nun in der Identi�-kation des zeitabh�angigen Temperaturpro�ls x(t) := u(0; t) (�1 < t <1) am



162 4 Regularisierungsmethodenlinken Rand � = 0 des betrachteten Ortsbereichs aus Temperaturbeobachtun-gen y(t) := u(L; t) (�1 < t <1) an einem weiter rechts liegenden Ortspunktmit � = L > 0; wobei die Funktionen x und y beide als Elemente des RaumesX := Y := L2(�1;1) aufgefa�t werden.Bezeichnet U(�; !) := (Fu(�; �))(!) (�1 < ! <1) die Fouriertransformationder Temperatur u(�; t) bez�uglich der Zeit t bei �xiertem Ort � > 0, so gen�ugtdiese Funktion der aus (4.97) hervorgehenden Di�erentialgleichungi ! U(�; !) = @2U(�; !)@�2 (0 � � <1 ; �1 < ! <1) (4.98)und bleibt f�ur alle ! 2 IR auch beim �Ubergang � ! 1 beschr�ankt. Darausergibt sich der ZusammenhangU(�; !) = exp (��(!) �)U(0; !) (�1 < ! <1) (4.99)f�ur die L�osungen U(�; !) dieser Di�erentialgleichung, wobei�(!) = (1 + sgn(!) i)s j!j2 mit sgn(!) := ( 1 f�ur ! � 0�1 f�ur ! < 0 (4.100)gilt. 2Im Frequenzbereich geschrieben erh�alt man als lineare Operatorgleichung desSeitw�artsproblems aufgrund der Beziehung (4.99)[MF (Fx)] (s) := exp (��(!)L) � (Fx)(!) = (Fy)(!) (�1 < ! <1):(4.101)Der lineare Operator MF ist im Raum L2C(�1;1) wieder ein (nicht vollsteti-ger) Multiplikationsoperator, der wegen exp (��(!)L) 6= 0 injektiv ist, aber mitexp (��(!)L)! 0 f�ur j!j ! 1 eine unbeschr�ankte InverseM�1F besitzt. Somitist die Gleichung (4.101) inkorrekt. Wegen der normerhaltenden Eigenschaft derFouriertransformation kann das Seitw�artsproblem selbst als Operatorgleichung(3.1) mit einem injektiven, nicht vollstetigen und nicht stetig invertierbarenlinearen Operator A 2 L(L2(�1;1); L2(�1;1)) geschrieben werden undist daher inkorrekt nach Nashed vom Typ I. Da der Grad der Inkor-rektheit solcher Probleme mit Multiplikationsoperatoren im Prinzip durch dieAbklinggeschwindigkeit der Multiplikatorfunktion bestimmt wird, haben wir esbeim Seitw�artsproblem wegen des sehr schnellen (exponentiellen) Abklingensvon exp (��(!)L) mit einem stark inkorrekten Problem zu tun, dessen Inkor-rektheit mit wachsendem L o�ensichtlich noch zunimmt.



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 163In vollst�andiger Anlehnung an den soeben behandelten Fall der Faltungsglei-chung im Raum L2(�1;1) k�onnen wir nun die Tichonov-Regularisierung f�urdas Seitw�artsproblem �uber die BeziehungFx�� = (M�FMF + �I)�1M�F (Fy�)realisieren. Wegen [M�F (Fv)] (!) = exp (��(!)L) (Fv)(!)und[M�FMF (Fu)] (!) = exp(�(�(!) + �(!))L)(Fu)(!) = exp (�p2!L)(Fu)(!)erhalten wir als Fouriertransformierte(Fx��)(!) = exp (�(!)L) � (Fy�)(!)1 + � exp (q2 j!jL) 2 L2C(�1;1): (4.102)Die Anwendung der inversen Fouriertransformation F�1 auf (4.102) liefert ei-ne stabil von den Eingangsdaten y� abh�angige regularisierte L�osung x�� desSeitw�artsproblems zur W�armeleitungsgleichung. Diese ist in der Regel wiedereine komplexwertige Funktion. Die Betr�age der Funktionswerte von x�� k�onnenjedoch als sinnvolle N�aherung f�ur die gesuchten Temperaturen benutzt werden.4.1.6 Regularisierung bei der Interpretation periodischer DatenAuch Aufgabenstellungen der Analyse von Zeitreihen sind ihrer Natur nachinverse Probleme. Wir wollen uns dazu in diesem Abschnitt mit der Interpre-tation periodischer Daten besch�aftigen (s. auch [HOFM94]). Interpretation be-deutet dabei die Identi�kation signi�kanter Schwingungsanteile in diesen Datenund die Bestimmung charakteristischer Frequenzen, um daraus gegebenenfallsden weiteren prinzipiellen Verlauf der Zeitreihe in der Zukunft vorhersagen zuk�onnen. Periodische Daten treten als gemessene Signale in vielf�altiger Weise inder Technik auf. Wir �nden sie aber auch als Tages-, Wochen- oder Monatsdatenin allen Zweigen der Wirtschaft, im Finanzwesen und an der B�orse.Als Zeitreihen betrachten wir reelle Funktionen y(t); deren Werte zu den diskre-ten Zeitpunkten t = 1; 2; :::;m beobachtet wurden. Wir k�onnen diese Werte imVektor y = (y1; y2; :::; ym)T zusammenfassen, dessen Dimension m dem Umfangder Datenstichprobe entspricht. Die Werte y(t) betrachten wir n�aherungsweiseals Realisierungen eines station�aren stochastischen Prozesses (s.[LEX91,S.368 und 415]). Das hei�t, die Werte y(t) schwanken f�ur alle betrachteten Zei-ten t mit konstanter Streuung um einen festen Mittelwert, wobei das zuf�allige



164 4 RegularisierungsmethodenVerhalten der Werte y(t1) und y(t2) zu unterschiedlichen Zeiten t2 > t1 zuein-ander im Mittel nur vom Zeitabstand t2 � t1 abh�angig sein soll.Zur Interpretation der Zeitreihe gehen wir von einem Integralgleichungs-modell�Z0 cos(�t) f(�) d� + �Z0 sin(�t) g(�) d� + "(t) = y(t) (t � 0) (4.103)aus, welches die Funktion y in Kosinus- und Sinusschwingungen zur variablenFrequenz � und eine als wei�es Rauschen (s. [LEX91, S.478]) betrachtetezuf�allige St�orfunktion " zerlegt. W�urde es gelingen, die zugeh�origen Amplitu-denfunktionen f(�) (0 � � � �) und g(�) (0 � � � �) mit hinreichenderGenauigkeit aus der Zeitreihe y(1); y(2); :::; y(m) zu identi�zieren, so k�onnteman die Gleichung (4.103) in der Formŷ(t) := �Z0 cos(�t) f(�) d� + �Z0 sin(�t) g(�) d� (t > m) (4.104)als Grundlage f�ur eine Sch�atzung ŷ(t) zur Vorhersage von y(t) f�ur sp�atere Zeit-punkte t > m verwenden.Man erh�alt einen Einblick in die Schwierigkeiten des Problems, wenn man "(t)vernachl�assigt und dabei annimmt, da� f�ur T := m die Funktion y(t) f�uralle Argumente 0 � t � T verf�ugbar sei. Als inverses Problem ergibt sichdann die Aufgabe der simultanen Bestimmung des Funktionenpaares (f; g) 2L2(0; �) � L2(0; �) bei gegebener Funktion y 2 Y := L2(0; T ): Dieses lineareIdenti�kationsproblem kann man als Fredholmsche Integralgleichung erster Art2�Z0 k(t; � )x(� ) d� = y(t) (0 � t � T ) (4.105)schreiben, in welcher die unbekannte Funktion x 2 X := L2(0; 2�) mitx(� ) := ( f(� ) (0 � � � �)g(� � �) (� < � � 2�) (4.106)zu bestimmen ist. F�ur die Kernfunktion der Integralgleichung gilt dabei dieBeziehung k(t; � ) := ( cos(t� ) (0 � � � �)sin(t(� � �)) (� < � � 2�) : (4.107)



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 165Man erkennt leicht, da� die Gleichung (4.105) und damit die betrachtete inverseAufgabe stark inkorrekt ist, denn mitTZ0 2�Z0 (k(t; � ))2 d� dt = TZ0 �Z0 �(cos(t� ))2 + (sin(t� ))2� d� dt = �T <1ist die Kernfunktion k(t; � ) quadratisch integrierbar. Der zu (4.105) geh�origelineare Integraloperator wird dann in den betrachteten L2-R�aumen ein vollste-tiger Hilbert-Schmidt-Operator. Da die Kernfunktion (4.107) f�ur alle betrach-teten � unendlich oft bez�uglich t di�erenzierbar ist, gilt wegen Satz 3.7 undFolgerung 3.3 die Beziehung � = 1 f�ur den Grad der Inkorrektheit des Pro-blems.Ein Weg zur stabilen L�osung der Gleichung (4.105) k�onnte in der Anwendungder Methode der Tichonov-Regularisierung liegen, bei welcher je nach Wahldes L�osungsraumes eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art (4.49) odereine Integrodi�erentialgleichung (4.52) als Ersatzaufgabe anstelle von (4.105)eingesetzt w�urde. Ebenso lie�en sich N�aherungsl�osungen durch Iterationsver-fahren gewinnen, wobei die Anzahl der durchzuf�uhrenden Iterationsschrittez.B. auf der Grundlage des Diskrepanzprinzips gesteuert werden k�onnte. F�urdie e�ziente Einbeziehung der vorliegenden periodischen Datenstruktur schei-nen diese Methoden jedoch nicht besonders geeignet zu sein, da weder einedurch das Problem angeregte Wahl des Sympathiefunktionals 
(x), noch eineVorgabe des Datenfehlerniveaus � zur Realisierung des Diskrepanzprinzips aufder Hand liegen. Dagegen bietet die Statistik unter Nutzung des Begri�s desPeriodogramms (s. [LEX91, S.296]) einen zum Problem passenden Weg derRegularisierung durch Konzentration auf dominante Frequenzen in derZeitreihe.Wir vereinfachen dazu das Modell (4.103) zukXj=1 faj cos(�jt) + bj sin(�jt)g+ "(t) = y(t) (t = 1; 2; :::;m); (4.108)wobei zu einer m�oglichst klein gew�ahlten nat�urlichen Zahl k geeignete Frequen-zen �1; �2; :::; �k 2 [0; �] aus der Zeitreihe y bestimmt werden. Kennt man Mul-tiplikatoren aj und bj; die mit den Zeitreihendaten im Sinne von (4.108) einegute �Ubereinstimmung signalisieren, so ist eine Vorhersage �uber die Vorschriftŷ(t) := kXj=1 faj cos(�jt) + bj sin(�jt)g (t > m) (4.109)



166 4 Regularisierungsmethodensinnvoll. Die dominanten Frequenzen �j (j = 1; 2; :::; k) gewinnt man dabeianhand der k gr�o�ten relativen Maxima der PeriodogrammfunktionPer(�) := 12�m ������ mXj=1 (yj � �) exp (�i�j) ������2 ; (4.110)wobei i hier die imagin�are Einheit innerhalb der komplexen Zahlen und� := mPj=1 yj=m den Mittelwert der Zeitreihe verk�orpern. Die Anpassung derim Parametervektor x = (x1; x2; :::; xn)T zusammengefa�ten n := 2k Parameteraj (j = 1; 2; :::; k) und bj (j = 1; 2; :::; k) erfolgt am besten auf der Grundlageeiner gewichteten Kleinste-Quadrate-L�osung des linearen Gleichungssy-stems Ax = ydurch L�osung des OptimierungsproblemskW �Ax� y� k22 = min! ; x 2 IRn: (4.111)Dabei bedeuten k � k2 die Euklidische Norm,A := 0BBB@ cos(�1) ::: cos(�k) sin(�1) ::: sin(�k)cos(2�1) ::: cos(2�k) sin(2�1) ::: sin(2�k). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .cos(m�1) ::: cos(m�k) sin(m�1) ::: sin(m�k) 1CCCA 2 IRm�ndie Systemmatrix und W 2 IRm�m eine geeignet zu w�ahlende Gewichtsmatrix.F�ur den Datenabgleich (4.111) spielt die Gewichtsmatrix W , die meist inForm einer Diagonalmatrix W := diag(w1; w2; :::; wm) gew�ahlt wird, eine wich-tige Rolle. Damit lassen sich unterschiedliche subjektive Bewertungen ver-schiedener Etappen der Zeitreihe y(1); y(2); :::; y(m) in den Vorhersageproze�einbringen. Besonders vorteilhaft im Sinne der Vorhersage scheint die Vergabeeines Gegenwartsbonusses f�ur sp�atere Glieder der Zeitreihe zu sein, wie er sichzum Beispiel in der Formelwj =  1m+ 1 � j!p (j = 1; 2; :::;m) (4.112)mit einer Potenz p > 0 niederschl�agt. Je gr�o�er p gew�ahlt wird, um so mehr"vergi�t\ man bei der Datenanpassung weiter zur�uckliegende Zeitr�aume.Den hier dargestellten statistisch motivierten Zugang �uber die Betrachtung derausgepr�agtesten Peaks des Periodogramms interpretiert man in den Ingenieur-wissenschaften meist als Bestimmung wesentlicher Frequenzen eines aufgezeich-neten Schwingungsvorgangs mittels Fouriertransformation. Die regularisierende



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 167Wirkung dieses Verfahrens besteht allerdings gerade darin, da� die inkorrekteIntegralgleichung (4.105) eben nicht im endlichdimensionalen Raum m�oglichstgut nachgebildet wird, sondern in der Wahl einer kleinen Zahl k von verwende-ten Frequenzen �j (j = 1; 2; :::; k): Bei dieser Aufgabenklasse �ubernimmt dieseZahl k die Rolle des Regularisierungsparameters. Die Funktion y(t) wirdauf diese Weise gegl�attet, d.h., wie bei der Tichonov-Regularisierung werdenauch hier vielf�altige hochfrequente Anteile in der L�osung unterdr�uckt. Meistsind die signi�kanten Peaks des Periodogramms n�amlich nicht im Bereich hoherFrequenzen zu �nden. F�ur die Vorhersage bedeutet dies, da� man ausgehendvon der beobachteten Zeitreihe das weitere prinzipielle periodische Verhaltenin der Zukunft vorherzusagen versucht, aber die aus dem Periodogramm alsbedeutungslos erkannten Schwingungsanteile dabei g�anzlich au�er acht l�a�t.Beispiel 4.3 In diesem Beispiel besch�aftigen wir uns mit einer Fallstudie ausdem Gebiet der �Okonometrie. Im Mittelpunkt der Betrachtungen steht eineZeitreihe, welche die Entwicklung des durchschnittlichen Kapitalzinssatzes inDeutschland widerspiegelt. Im einzelnen betrachten wir die Zeitreihe der Mo-natsdaten der Umlaufsrendite festverzinslicher Wertpapiere in der Bundesrepu-blik Deutschland ab August 1955 bis in die Gegenwart, wie sie in den Berichtender Deutschen Bundesbank regelm�a�ig ver�o�entlicht wird.456789101112 1960 1970 1980 1990 2000Zins% p.a. Jahr 05101520 0 0.15 0.3Per(�) �Bild 4.3 Die Zinsentwicklung in Deutschland und deren PeriodogrammAus dem Graphen dieser Zeitreihe (s. Bild 4.3 links) ist der periodische Cha-rakter dieser Daten auf den ersten Blick erkennbar. Auch scheint die getro�eneAnnahme eines station�aren stochastischen Prozesses als Grundlage der Zeitreiherealistisch. Der Mittelwert der Umlaufsrendite liegt dabei um 7,5 % pro Jahr. Indieser Studie gehen wir vom Monat M�arz 1992 als Betrachtungszeitpunkt ausund wollen mit den bis dahin vorliegenden m = 440 Monatsdaten das Schwin-gungsverhalten der Zeitreihe analysieren und darauf aufbauend verschiedeneVarianten einer Vorhersage bis Dezember 1995 diskutieren. Im rechten Teil von



168 4 RegularisierungsmethodenBild 4.3 �nden wir das Periodogramm Per(�) der bis M�arz 1992 betrachtetenZeitreihe.Wir w�ahlen f�ur den Optimierungsproze� (4.111) mit k := 4 in der Variante (V 1)neben �1 = 0 zur Ber�ucksichtigung des konstanten Anteils der Zeitreihe diedrei Peaks des Periodogramms bei �2 = 0; 0157; �3 = 0; 0597 und �4 = 0; 1005;welche einer Periodenl�ange der Schwingung von 33,3 Jahren, 8,77 Jahren und5,21 Jahren entsprechen. Da die Zeitreihe nur unbedeutend l�anger ist als dieerste betrachtete Periode von 33,3 Jahren, kann es sich bei �2 um einen auswer-tungstechnisch bedingten Artefakt handeln. Um dessen Ein
u� zu �uberpr�ufen,wird in einer Variante (V2) anstatt des ersten Peaks des Periodogramms als�2 = 0; 1555 der vierte Peak mit einer Periodenl�ange von 3,37 Jahren einbe-zogen. Diese regularisierten Varianten (V1) und (V2) mit sehr kleinem kerm�oglichen einen Vergleich mit einer nahezu unregularisierten Variante(V3), bei der k = 11 Frequenzen aus dem Bereich � 2 [0; �] ber�ucksichtigtwerden.
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ZeitreiheVorhersagezeitRegularisierung
Bild 4.4 Regularisierung der Zinskurve mit Variante (V1) und p = 1In Bild 4.4 �ndet man die regularisierte Zinskurve nach Variante (V1) mit ei-nem Exponenten p = 1 in den Gewichten (4.112) im Vergleich zur tats�achlichenZeitreihe. Die Unterdr�uckung hochfrequenter Anteile der Zeitreihe wird dabeio�ensichtlich. Dem hinteren Zeitabschnitt zwischen M�arz 1992 und dem Jah-resbeginn 1996 entnimmt man das Verhalten der Vorhersagekurve, die in denersten Monaten noch recht gut mit der Realit�at �ubereinstimmt.



4.1 Regularisierung linearer Operatorgleichungen 169
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ZeitreiheVorhersagezeitRegularisierung
Bild 4.5 Regularisierung der Zinskurve mit Variante (V1) und p = 2
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ZeitreiheVorhersagezeitRegularisierung
Bild 4.6 Unregularisierte Fortsetzung der Zinskurve nach Variante (V3)Extreme Oszillationen in Bild 4.5 machen deutlich, da� ein zu starker Gegen-wartsbonus (hier p = 2 als Exponent in den Gewichten) zwar eine sehr gute



170 4 RegularisierungsmethodenAnpassung an die j�ungsten Daten erm�oglicht, insgesamt aber kein brauchba-res Ergebnis liefert. Wir haben es dabei mit der falschen Wahl eines wichti-gen numerischen Parameters bei der Regularisierung zu tun. F�ur die Tichonov-Regularisierung treten �ahnliche Oszillationen bei zu kleinem Regularisierungs-parameter � und damit zu gro�er Konditionszahl der Systemmatrix des ent-sprechenden linearen Gleichungssystems auf.Das Bild 4.6 zeigt die Wirkung einer Anpassung der Zeitreihe an eine Vielzahlvon Schwingungskomponenten mit den unterschiedlichsten Frequenzen, wobeiauch hier bei Variante (V3) eine Gewichtsmatrix mit dem Exponenten p = 1verwendet wurde. Wie man sieht, verhindern die enthaltenen hochfrequentenAnteile eine "glatte \Vorhersage. Diese unregularisierte Variante liefert als Vor-hersage kaum Besseres als die konstante Fortschreibung des letzten Zeitreihen-wertes in die Zukunft.Die Vorhersageergebnisse aller drei Varianten mit p = 1 sind im Bild 4.7 ver-glichen mit dem realen weiteren Zeitreihenverlauf dargestellt. Im betrachtetenzeitlichen Vorhersagefenster erscheinen die Ergebnisse zu den Varianten (V1)und (V2) gleicherma�en als glatte Fortsetzungen der gegebenen Zeitreihenkur-ve in die Zukunft, die sich nur im Grad der Kr�ummung unterscheiden und diebeide den tats�achlichen Verlauf in groben Z�ugen widerspiegeln, w�ahrend dieVariante (V3) keinen Bezug zur Realit�at aufweist.
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Bild 4.7 Vergleich der Zinsvorhersagen mit der realen Zeitreihe



4.2 Regularisierung schlechtkonditionierter Gleichungssysteme 171Es sei erw�ahnt, da� es in den Jahren 1996 bis 1998 vielleicht unter dem Ein
u�der Globalisierung der M�arkte bzw. der Vorbereitung der Einf�uhrung einer ge-meinsamen europ�aischen W�ahrung zu einemModellbruch gekommen ist. Dieserwird durch ein durchgehend niedriges Zinsniveau in Deutschland charakterisiert,welches tendenziell immer neue Nachkriegstiefs bis unter 4 % pro Jahr ansteuer-te. Weiterf�uhrende Rechnungen in diesen Bereich hinein machen insofern wenigSinn. Analysen und Vorhersagen in mathematischen Modellen sind eben nurdann tragf�ahig, wenn in dem betrachteten Zeit- oder Ortsbereich das zugrundegelegte mathematische Modell auch noch g�ultig ist. 24.2 Regularisierung schlechtkonditionierter linearerGleichungssystemeEs gibt zwei verschiedene Wege, die man gehen kann, um mit Hilfe eines Com-puters stabile n�aherungsweise L�osungen inkorrekter linearer inverser Problemevom Typ (3.1) zu erhalten. Der erste Weg beruht auf der Maximeerst regularisieren, dann diskretisieren und schlie�t unmittelbar an diein Abschnitt 4.1 vorgestellten Regularisierungsmethoden an, die auf regulari-sierte L�osungen im unendlichdimensionalen Hilbertraum f�uhren. Da Computerkeine Funktionen, sondern nur endlich viele Zahlen verarbeiten k�onnen, m�ussendie dabei zu l�osenden korrekten linearen Ersatzaufgaben der inkorrekten Ope-ratorgleichung (3.1) diskretisiert werden, d.h., diese Aufgaben werden durchlineare Gleichungssysteme approximiert. Eine �Ubersicht �uber die verschiedenenM�oglichkeiten der Diskretisierung am Beispiel der korrekten linearen Integral-gleichungen zweiter Art (s. Formel (4.49)) �ndet man in [ENG97, S. 69�]. Fallsgen�ugend gro�e Regularisierungsparameter � > 0 verwendet werden, sind dieso entstehenden Gleichungssysteme gutkonditioniert und k�onnen mit Stan-dardsoftware der numerischen linearen Algebra stabil und ohne Schwierigkeitengel�ost werden. Aus den L�osungsvektoren dieser linearen Gleichungssysteme, dieauch manchmal als Skelettl�osungen der inversen Probleme bezeichnet werden,kann man dann durch R�ucktransformation in den unendlichdimensionalen Hil-bertraum, z.B. unter Verwendung von Splines oder durch entsprechende Linear-kombination von gegebenen Ansatzfunktionen, die eigentlichen stabilen N�ahe-rungsl�osungen von (3.1) erhalten.Der zweite Weg, mit dessen Besonderheiten wir uns im vorliegenden Abschnittbefassen wollen, der aber wesentlich ausf�uhrlicher im Buch [HOF86] des Autorsbehandelt wird, nutzt die umgekehrte Vorgehensweise entsprechend demPrinziperst diskretisieren, dann regularisieren. Die lineare Operatorgleichung(3.1) wird jetzt im ersten Schritt diskretisiert und durch ein lineares Gleichungs-



172 4 Regularisierungsmethodensystem Ax = y; x 2 IRn; y 2 IRm; A 2 IRm�n (4.113)angen�ahert, welches uns bereits in Beispiel 3.1 begegnet ist, wobei in der Re-gel m � n vorausgesetzt wird. Wir betrachten unser Problem also im wei-teren in den endlichdimensionalen R�aumen X := IRn und Y := IRm mitdem zur Euklidischen Norm k � k2 geh�origen Skalarprodukt h�; �i2 (s. Formel(3.8)). Bei gen�ugend guter Diskretisierung schl�agt sich die Instabilit�at der imunendlichdimensionalen Raum formulierten Ausgangsaufgabe (3.1) im endlich-dimensionalen Problem (4.113) in Form gro�er Konditionszahlen nieder,die f�ur n!1 sogar ins Unendliche wachsen. Die numerische Behandlung einerdiskretisierten inversen Aufgabe (4.113) erfordert daher im zweiten Schritteine Regularisierung, um Skelettl�osungen von (3.1) bekommen zu k�onnen, diestabil von den gegebenen Daten abh�angen. Regularisierung bedeutet dabei dieErsetzung des schlechtkonditionierten linearen Gleichungssystems (4.113)durch ein gutkonditioniertes Nachbarproblem. Mehr Informationen zu ent-sprechenden Diskretisierungstechniken und zur numerischen Realisierung derhier nur kurz behandelten Regularisierungsmethoden f�ur schlechtkonditioniertelineare Gleichungssysteme �ndet der interessierte Leser in den B�uchern [EHN96,Kap. 9], [GRO93, S. 91�] und [KIR96, Kap. 3].Wir wollen nun die Anwendung einiger spezieller Regularisierungsmethoden aufdie diskretisierte inverse Aufgabe (4.113) n�aher betrachten. Dabei gehen wirvon fehlerbehafteten Daten z = y + " (4.114)mit y 2 R(A) und der vektoriellen Datenst�orung " = ("1; :::; "n)T aus. F�ur dieseDatenst�orung werden wir imweiteren (s. auch Abschn. 2.3.1) deterministischewie stochastische Apriori-Informationen in die Betrachtungen einbeziehen.Scheut man den betr�achtlichen Aufwand zur Berechnung der in Abschnitt 3.1.5eingef�uhrten Singul�arwertzerlegung (3.29) der Matrix A nicht, so emp�ehltsich zur Regularisierung von (4.113) die Anwendung der Methode der abge-brochenen Singul�arwertentwicklung mit dem Regularisierungsparameter� > 0 (s. Formel (4.57)). Als regularisierte L�osung, welche die Minimum-Norm-L�osungxmn = Ayz (s. Formel (3.31)) approximieren soll, erh�alt man dabeix� := R� z := Ay� z := X�j�� hz; vji2�j uj : (4.115)Die RegularisierungsmatrixR� = Ay� = U diag( 1�1 ; :::; 1�l ; 0; :::; 0)V T (�l+1 < � � �l)



4.2 Regularisierung schlechtkonditionierter Gleichungssysteme 173mit lim�!0 Ay� z = Ay z f�ur alle z 2 IRmund kAy�k2 � 1�ist f�ur gen�ugend gro�es � eine gutartige Modi�kation der Pseudoinversen Ay(s. Formel (3.30)), denn St�orungen in der rechten Seite von (4.113) multiplizierensich dann bei der Berechnung von x� h�ochstens mit dem Faktor 1=�:Auch f�ur schlechtkonditionierte lineare Gleichungssysteme stellt die Methodeder Tichonov-Regularisierung das am h�au�gsten angewandte Stabilisie-rungsverfahren dar. In vielen F�allen wird sie f�ur Regularisierungsparameter� > 0 als OptimierungsproblemT�(x) := kAx� zk22 + � kLxk22 = min!; x 2 IRn (4.116)mit einer die Sympathiefunktion 
(x) := kLxk22 = hLTLx; xi2 erzeugendenMatrix L 2 IRk�n formuliert. Da wir die zu minimierende Tichonov-FunktionT�(x) auch in der FormT�(x) = h(ATA+ �LTL)x; xi2 � 2 hx;AT zi2 + kzk22schreiben k�onnen, ist f�ur eine regul�are Matrix ATA+ �LTL mith(ATA+ �LTL)x; xi2 � � kxk22 (� > 0)der Hilfssatz 4.2 anwendbar und liefert als eindeutig bestimmte L�osung desOptimierungsproblems (4.116) die regularisierte L�osungx� := R� z := (ATA+ �LTL)�1ATz (4.117)unter Verwendung der Regularisierungsmatrix R� = (ATA+ �LTL)�1AT 2IRn�m mit dem Stabilit�atsfaktor kR�k2 � kAk2� : F�ur die Berechnung des Vektorsx� ist dabei nur das lineare Gleichungssystem(ATA+ �LTL) x� = AT z (4.118)mit einer positiv de�niten symmetrischen Systemmatrix zu l�osen, welches we-nigstens f�ur regul�are Matrizen L 2 IRn�n und gen�ugend gro�es � > 0 gut-konditioniert ist. Dieser Vektor x� 2 IRn kann auch als L�osung des Kleinste-Quadrate-ProblemsT�(x) = 




 Ap�L !x�  z0 !




22 = min!; x 2 IRn



174 4 Regularisierungsmethodenmit der erweiterten Matrix  Ap�L ! 2 IR(m+k)�n aufgefa�t werden.Im Falle der Einheitsmatrix L := I l�a�t sich in Analogie zu Formel (4.22)der nach Tichonov regularisierte L�osungsvektor in einfacher Weise als endlicheReihe x� = rXj=1 �j�2j + � hz; vji2 uj (4.119)darstellen, wobei die nat�urliche Zahl r = rang(A) wieder den Rang der imallgemeinen rechteckigen Matrix A ausdr�uckt. F�ur die RegularisierungsmatrixR� = (ATA+ � I)�1AT haben wir dann auch hier die Konvergenzbeziehunglim�!0 R� z = Ay z f�ur alle z 2 IRm:Von gro�er praktischer Bedeutung sind jedoch auch andere Matrizen L; z.B. sol-che, die bei einer Diskretisierung des Sympathiefunktionals (2.79) in der Form
(x) = kLxk22 := �1 kL1 xk22 + �2 kL2 xk22 + �3 kL3 xk22mit entsprechenden nichtnegativen Multiplikatoren �1; �2 und �3 und den Ma-trizenL1 = I 2 IRn�n; L2 = 0BBBBBBB@ 1 �1 0 0 : : : 00 1 �1 0 . . . 0... . . . . . . . . . . . . ...0 : : : 0 1 �1 00 : : : : : : 0 1 �1 1CCCCCCCA 2 IR(n�1)�nsowie L3 = 0BBBBBBBB@ 1 �2 1 0 0 : : : 00 1 �2 1 0 . . . ...... . . . . . . . . . . . . . . . ...... : : : 0 1 �2 1 00 : : : : : : 0 1 �2 1 1CCCCCCCCA 2 IR(n�2)�nentstehen. Um in derartigen F�allen mit Reihendarstellungen f�ur x� arbeiten zuk�onnen, mu� man verallgemeinerte Singul�arwertzerlegungen des Matri-zenpaares (A;L) verwenden (s. [HAN98, Kap. 2]).Das schwierigste Problem bei der praktischen Nutzung der Tichonov-Regulari-sierung (4.116) zur stabilen n�aherungsweisen L�osung eines diskretisierten in-versen Problems (4.113) auf der Grundlage des gegebenen Datenvektors z ist



4.2 Regularisierung schlechtkonditionierter Gleichungssysteme 175die Wahl des Regularisierungsparameters � > 0. Da man meist nur einenDatenvektor zur Verf�ugung hat, tritt die Frage der Konvergenz der regularisier-ten L�osung, z.B. f�ur L = I im Sinne von x� ! Ayy f�ur � = �(") ! 0 undk"k2 ! 0; in den Hintergrund. Daf�ur besteht gro�es Interesse an heuristischenParameterwahlkriterien, die in einer Vielzahl von praktischen Situationen ihreLeistungsf�ahigkeit bewiesen haben. Im folgenden �ndet der Leser eine kurzeZusammenstellung der wichtigsten derartigen Kriterien.Ist als Apriori-Information eine deterministische Fehlerschranke � > 0 mitk"k2 � � ableitbar, so kann das Morozovsche Diskrepanzprinzip (s. De�ni-tion 4.3) �dis : kAx� � zk2 = � (4.120)bei der Parameterwahl eingesetzt werden, welches aber zur �Uberregularisierung(Wahl zu gro�er �-Werte) neigt. Realistische Schranken � sollten dabei nebenden Beobachtungsfehlern auch Diskretisierungsfehler beim �Ubergang von derOperatorgleichung (3.1) zum linearen Gleichungssystem (4.113) ber�ucksichti-gen. Manchmal lohnt es sich, in diesem Zusammenhang eine verallgemeinerteVersion des Diskrepanzprinzips (s. [HOF86, S. 95]), etwa im Sinne von�dis : kAx� � zk2 = �1 + �2 kLx�k2 (4.121)mit geeigneten positiven Konstanten �1 und �2 zu verwenden.H�au�g modelliert man den Fehlervektor " stochastisch als wei�es Rauschen(2.73) mit der komponentenweisen Streuung �2 > 0. Das Diskrepanzprinziperh�alt dann die Gestalt (s. (2.75))�dis : kAx� � zk22 = �m�2 (4.122)mit dem Erwartungswert Ek"k22 = m�2 des Datenfehlers und einer Konstanten� > 0; die meist unterhalb von Eins gew�ahlt wird. F�ur die Bestimmung desRegularisierungsparameters �dis auf der Grundlage einer der Formeln (4.120),(4.121) oder (4.122) nutzt man wie im unendlichdimensionalen Fall (s. For-mel (4.29) und nachfolgende Betrachtungen) die Tatsache, da� kAx� � zk2 ei-ne monoton nichtfallende Funktion und kLx�k2 eine monoton nichtwachsendeFunktion des positiven Regularisierungsparameters � darstellen.Die folgenden drei Kriterien beruhen auf der Minimierung bzw. Maximierungpositiver Funktionen des Regularisierungsparameters � > 0. Je klarer ausge-pr�agte absolute Extrema diese Funktionen haben, um so zuverl�assiger lassensich diese Kriterien handhaben. Das in Abschnitt 4.1.2 erw�ahnte Prinzip der



176 4 RegularisierungsmethodenQuasioptimalit�at liefert mit dem Ableitungskriterium�qo : 




� dx�d� 




2 = min!; � > 0 (4.123)eine vielfach bew�ahrte Technik zur Wahl von �: Dieses Kriterium wird ebensowie das Quotientenkriterium�qu : 


A �� d x�d� �� (Ax� � z)


2kAx� � zk2 = max!; � > 0 (4.124)in dem schon klassisch zu nennenden Buch [TIAR77] von A.N. Tichonov undV. Arsenin erw�ahnt. Insbesondere wenn die Folge der Singul�arwerte der MatrixA gr�o�ere L�ucken aufweist, k�onnen die in (4.123) und (4.124) zu optimierendenZielfunktionen allerdings zahlreiche relative Extrema besitzen, die eine Aus-wahl von � nach diesen Kriterien erschweren. Keine Schwierigkeiten bereitetdagegen die Berechnung des f�ur die Auswertung der Zielfunktionen erforderli-chen Ableitungsvektors d x�d� ; der sich f�ur jedes � > 0 als L�osung des linearenGleichungssystems (ATA+ �LTL) d x�d� = �LTLx�bestimmen l�a�t. Die dabei auftretende Systemmatrix ist die gleiche wie bei derBerechnung der regularisierten L�osung x� selbst (s. Formel (4.118)).Aus stochastischer Sicht sehr beliebt ist das von G. Wahba (s. [WAH90]) ent-wickelte verallgemeinerte Cross-Validation-Kriterium�vcv : kAx� � zk22hspur �I �A (ATA+ �LTL)�1AT�i2 = min!; � > 0: (4.125)Zur dabei auftretenden Spur einer quadratischen MatrixM , die durch das Sym-bol spur(M) zum Ausdruck gebracht wird, sei auf den Hilfssatz 4.4 im zweitenTeil des Abschnitts verwiesen. Leider ist die in (4.125) �uber alle positiven � zuminimierende Funktion h�au�g sehr 
ach, so da� �vcv nicht zuverl�assig bestimmtwerden kann. Besonders ung�unstig wirken sich dabei nicht stochastisch model-lierbare Diskretisierungsfehler aus, die in den Datenvektor z eingehen und imung�unstigsten Falle die Benutzung dieses Kriteriums g�anzlich unm�oglich ma-chen.



4.2 Regularisierung schlechtkonditionierter Gleichungssysteme 177Zum Abschlu� dieser Aufz�ahlung wollen wir last but not least noch dasL-Kurven-Kriterium von P. C. Hansen erw�ahnen, welches sowohl bei derTichonov-Regularisierung wie auch bei der abgebrochenen Singul�arwertentwick-lung in den letzten Jahren gro�e Popularit�at erlangt hat (s. [HAN98, S. 83� undS. 187�]). Obwohl sich hier wie bei allen Kriterien, die keine explizite Obergren-ze f�ur die Datenfehlernorm verwenden, keine Konvergenzaussagen f�ur k"k2 ! 0�nden lassen, erh�alt man damit in vielen praktischen Situationen akzeptableRegularisierungsparameter. Wir beschreiben das Kriterium f�ur die Tichonov-Regularisierung (4.117). Die Grundlage bildet ein in logarithmischen Skalenaufgezeichneter 2D-Plot der durch den Regularisierungsparameter � > 0 para-metrisiertenKurve mit den Koordinatenpaaren (kAx� � zk2; kLx�k2) :Der De-fekt Ax��z wird dabei von zwei entscheidenden Ein
u�gr�o�en beein
u�t, vomDatenfehler " und von dem durch die Regularisierungsmatrix erzeugten Appro-ximationfehler (AR�� I) y bei fehlerfreier rechter Seite y:Wenn � mit Wertennahe Null beginnend anw�achst, so �andert sich die Defektnorm kAx�� zk2 ersteinmal kaum, denn der von � unabh�angige Datenfehler dominiert diese Gr�o�e.Dahingegen f�allt die Norm kL x�k2 in diesem Bereich bei wachsendem � relativschnell. Erreicht der Regularisierungsparameter aber eine solche Gr�o�e, da� dieD�ampfungsfaktoren (s. Bild 4.2) zu wirken beginnen, so schl�agt das Verhaltender Fehlerein
�usse relativ schro� um, und der Approximationsfehler dominiertpl�otzlich den Datenfehler. Die Defektnorm w�achst dann mit � schnell an, wo-gegen sich kLx�k2 kaum noch �andert. Das Resultat ist in vielen F�allen eineL-Kurve (s. Bild 4.8).
�Lcu � gro�

� klein
log kAx� � zk2

log kLx�k2
Bild 4.8 Graph einer typischen L-Kurve



178 4 RegularisierungsmethodenDie "Ecke\ dieser Kurve, also der Kurvenbereich mit maximaler Kr�ummungdeutet auf geeignete Regularisierungsparameter �Lcu hin. Aber wie alle anderenkann auch dieses Kriterium versagen, die Kurve im 2D-Plot nichts mit einemL zu tun haben. Bei der Wahl des Regularisierungsparameters sollten daherstets mehrere Kriterien kombiniert werden, um sinnvolle Gr�o�enbereiche f�ur �herauszu�ltern.Im zweiten Teil dieses Abschnitts wollen wir uns nun mit der n�aherungsweisenBestimmung von L�osungsvektoren x 2 IRn der diskretisierten inversen Auf-gabe (4.113) aus stochastischer Sicht als Sch�atzproblem in einem linearenRegressionsmodellAx+ " = z; x 2 IRn; "; z 2 IRm; A 2 IRm�n; rang(A) = n (4.126)besch�aftigen. Dabei ist " ein zuf�alliger Vektor, der die ersten beiden MomenteE " = 0 2 IRm und Cov " = C 2 IRm�m (4.127)mit einer positiv de�niten Kovarianzmatrix C besitzen m�oge. F�ur die Inver-se der Kovarianzmatrix setzen wir dabei eine Zerlegung der Gestalt C�1 =W TW (W 2 IRm�m; W regul�ar) an. Da Regressionsmodelle (4.126) in der Sta-tistik vorzugsweise mit Regressormatrizen A arbeiten, deren Spalten nahezuorthogonal sind, m�ussen wir als Besonderheit unserer Situation hervorheben,da� bei uns A eine schlechtkonditionierte Matrix ist, deren Spalten nahezu li-near abh�angig sind.Wir betrachten a�n lineare Transformationenx̂(z) := V z + v; V 2 IRn�m; v 2 IRn (4.128)des Datenvektors z und fassen x̂ = x̂(z) als a�n lineare Sch�atzung desgesuchten Vektors x auf. Dabei gelten die in Hilfssatz 4.5 formulierten sto-chastischen Zusammenh�ange, von denen wir in den weiteren UntersuchungenGebrauch machen werden. Da die Spur einer quadratischen Matrix dabei einewichtige Rolle spielt, stellen wir vorher in Hilfssatz 4.4 noch einige wichtigeAussagen zu Spuren von Matrizen zusammen.



4.2 Regularisierung schlechtkonditionierter Gleichungssysteme 179Hilfssatz 4.4 Die f�ur eine quadratische Matrix M = (mji) 2 IRk�k alsSumme der Hauptdiagonalelemente spur(M) := kPj=1mjj de�nierte Spurerf�ullt die Beziehungen spur(M ) = spur(M T ); (4.129)spur(RA) = spur(AR) (A 2 IRm�n; R 2 IRn�m) (4.130)und spur(ATA) = rXj=1�2j ; (4.131)wobei f�jgrj=1 wieder die Folge der positiven singul�aren Werte der MatrixA 2 IRm�n mit rang(A) = r bezeichnet. Weiterhin gilt f�ur eine positiv de�-nite Matrix M 2 IRk�k und eine Matrix V 2 IRl�k stets spur(V M V T ) � 0und die Implikationspur(V M V T ) = 0 =) V = 0 (Nullmatrix in IRl�k): (4.132)Hilfssatz 4.5 Es seien � und � zwei k-dimensionale zuf�allige Vektorenund � ein l-dimensionaler zuf�alliger Vektor mit E� = 0: Weiterhin seienv 2 IRk ein fester Vektor und V 2 IRl�k eine feste Matrix. Dann gelten dieBeziehungen E (� + �) = E � +E �; (4.133)E hv; �i2 = hv;E �i2; (4.134)E (V �) = V (E �) und Cov (V �) = V (Cov �)V T (4.135)sowie E k�k22 = spur(Cov �): (4.136)F�ur den Sch�atzfehler der a�n linearen Sch�atzung (4.128) gilt nunx̂(z)� x = V Ax+ V "+ v � x = (V A� I)x+ v + V "und beim �Ubergang zum mittleren quadratischen Fehler E kx̂(z) � xk22 =E fk(V A� I)x+ vk22 + kV "k22 + 2 hV T (V A� I)x+ V Tv; "i2g : Dabei wirdder Erwartungswert �uber alle m�oglichen zuf�alligen Vektoren " gebildet. Auf-grund der Beziehungen (4.127) und (4.133) { (4.136) erh�alt man daraus schlie�-lich E kx̂(z)� xk22 = k(V A� I)x+ vk22 + spur(V C V T ): (4.137)



180 4 RegularisierungsmethodenWir betrachten zuerst nur erwartungstreue a�n lineare Sch�atzungen mitE x̂(z) = x f�ur alle x 2 IRn: WegenE x̂(z) = V Ax+ v +EV " = V Ax+ v + V E " = V Ax+ vsetzt dies V A = I und v = 0 voraus. Unter diesen Sch�atzungen wollen wir denmittleren quadratischen Fehler E kx̂(z)�xk22 minimieren. Mit rang(A) = n undregul�arer Kovarianzmatrix C ist (s. [HOF86, S. 123])x̂blue(z) := V blue z := (ATC�1A)�1ATC�1z (4.138)unter allen solchen Sch�atzungen die beste (englisch: best linear unbiased esti-mate) mit kleinstem FehlererwartungswertE kx̂blue(z)� xk22 = spur��ATC�1A��1� :F�ur C�1 = W TW k�onnen wir die Sch�atzung x̂blue als L�osung des gewichtetenKleinste-Quadrate-ProblemskW (A ex� z)k22 = min!; ex 2 IRn�nden, das schon in Abschnitt 4.1.6 (s. Formel (4.111)) zur Anwendung kam.Leider sind diese unregularisierten Kleinste-Quadrate-L�osungen und damit dieSch�atzungen x̂blue f�ur schlechtkonditionierteMatrizen A sehr instabil. Sie lieferneine gro�e Spur der Matrix (AT C�1A)�1 und damit einen gro�en mittlerenSch�atzfehler.Die �Uberwindung dieser Instabilit�at durch Regularisierung bedeutet hier, da�man die erwartungstreuen Sch�atzungen verl�a�t und eine Verzerrung (englisch:bias) erlaubt. Als gutartige N�aherungen von x̂blue verwendet man in diesemSinne vorzugsweise Ridge-Sch�atzungenx̂M(z) := V M z := (ATC�1A+M)�1ATC�1z; (4.139)die auf symmetrischen positiv semide�niten Matrizen M 2 IRn�n basieren. Esist o�ensichtlich, da� sich die regularisierte L�osung x� (s. Formel (4.117)) derTichonov-Regularisierung f�ur C = �2 I und M = ��2 LTL als spezielle Ridge-Sch�atzung erweist.Ridge-Sch�atzungen spielen mit M := B�1 auch eine wichtige Rolle in Bayes-schen linearen Regressionsmodellen (4.126), in denen die L�osung selbst alsRealisierung eines zuf�alligen Vektors x mit den MomentenEx = � 2 IRn und Cov x = B 2 IRn�n (4.140)



4.2 Regularisierung schlechtkonditionierter Gleichungssysteme 181betrachtet wird. Dabei nehmen wir an, da� die zuf�alligen Vektoren " und xstochastisch unabh�angig sind und gehen von einer positiv de�niten Kovari-anzmatrixB des zuf�alligen Vektors der potentiellen L�osungen x aus. AlsBayes-sches Risiko bezeichnen wir den mittleren quadratischen Fehler E kx̂(z)�xk22,bei welchem der Erwartungswert sowohl �uber alle zuf�alligen Vektoren " als auch�uber alle zuf�alligen Vektoren x gebildet wird. Wegen der stochastischen Un-abh�angigkeit von " und x kann man f�ur a�n lineare Sch�atzungen (4.128) dasBayessche Risiko als Erwartungswert �uber alle Vektoren x angewandt auf For-mel (4.137) bilden und erh�altE kx̂(z)� xk22 = E k(V A� I)(x� �) + (V A� I)�+ vk22 + spur(V C V T ) =E k(V A� I)(x� �)k22 + 2E h(V A� I)(x� �); (V A� I)� + vi2+k(V A� I)� + vk22 + spur(V C V T ):F�ur das Bayessche Risiko gilt dann mit den Beziehungen von Hilfssatz 4.5 wegenE (x� �) = 0 die GleichungE kx̂(z)�xk22 = spur ((V A� I)B (V A� I)T + V C V T )+ k(V A� I)�+ vk22:(4.141)Um das Bayessche Risiko (4.141) zu minimieren, w�ahlt man v := (I � V A)�und l�ost das Optimierungsproblemspur ((V A� I)B (V A� I)T + V C V T ) = min!; V 2 IRn�m; (4.142)d.h., es ist eine solche Matrix V := V st zu �nden, welche die Spur der Ma-trix (V A � I)B (V A � I)T + V C V T am kleinsten werden l�a�t. Dann istx̂st(z) = � + V st(z � A�) die optimale Bayessche Sch�atzung, die wir hier alsstochastische Regularisierung bezeichnen wollen.Satz 4.7 Die stochastische Regularisierungx̂st(z) := �+V st (z�A�) = �+(ATC�1A+B�1)�1ATC�1(z�A�) (4.143)mit der Matrix V st := (ATC�1A+B�1)�1ATC�1ist die eindeutig bestimmte a�n lineare Sch�atzung (4.128) mit kleinstemBayesschen RisikoE kx̂st(z)� xk22 = spur��ATC�1A+B�1��1� : (4.144)



182 4 RegularisierungsmethodenVon der G�ultigkeit des Satzes 4.7 wollen wir uns im folgenden �uberzeugen. Wirmachen dazu den Ansatz V := V st+V rest mit V st := (ATC�1A+B�1)�1ATC�1und zeigen, da� genau f�ur V rest = 0 (Nullmatrix) die Spur der Matrix(V A� I)B (V A� I)T + V C V Tminimal wird. Es istspur ((V A� I)B (V A� I)T + V C V T ) = spur ((V stA� I)B (V stA� I)T ) +spur (V stC V Tst + V rest(ABAT + C)V Trest) ;denn es gilt wegen (4.129)spur ((V restAB (V stA� I)T + (V stA� I)BATV Trest)+spur (V st C V Trest + V restC V Tst) = 2 spur ((V stA� I)BAT + V st C)V Trest) = 0;da die Matrix(V stA� I)BAT + V st C = �(AT C�1A+B�1)�1AT + (AT C�1A+B�1)�1ATverschwindet. Nun ist mit V stA� I = �(AT C�1A+B�1)�1B�1spur ((V stA� I)B (V stA� I)T + V st C V Tst) =spur �(AT C�1A+B�1)�1B�1(AT C�1A+B�1)�1�+spur �(AT C�1A+B�1)�1ATC�1A (AT C�1A+B�1)�1� =spur �(AT C�1A+B�1)�1� :Die betrachtete Gesamtspur wird am kleinsten, wenn V rest den Wertspur(V rest(ABAT + C)V Trest)minimiert. Da ABAT +C jedoch eine positiv de�nite Matrix darstellt, ist dieswegen Hilfssatz 4.4 (s. Formel (4.132)) genau dann der Fall, wenn wir V rest = 0und somit V = V st setzen. Folglich gilt der Satz 4.7.Man �uberlegt sich leicht, da� x̂st auch das OptimierungsproblemhC�1(A ex� z); A ex� zi2 + hB�1(ex� �); ex� �i2 = min!; ex 2 IRn (4.145)l�ost. Mit C�1 = W TW und der Sympathiefunktion
(ex) = hB�1(ex� �); ex� �i2 = (ex� �)T B�1(ex� �)



4.3 Tichonov-Regularisierung f�ur nichtlineare Operatorgleichungen 183kann die stochastische Regularisierung als L�osung des regularisierten gewich-teten Kleinste-Quadrate-ProblemskW (A ex� z)k22 + 
(ex) = min!; ex 2 IRngeschrieben werden (s. Formel (2.81) in Abschnitt 2.3.1). Es ist dabei sehr be-merkenswert, da� sich im Bayesschen Modell die optimale Gewichtsmatrix Wund die optimale Sympathiefunktion 
 aus Momenten der zuf�alligen Vektorenx und " automatisch ergeben. Somit besteht bei der stochastischen Regularisie-rung keine Notwendigkeit der Wahl von Regularisierungsparametern. Allerdingsm�ussen der Vektor � sowie die Matrizen B und C in der Praxis meist empirischaus Stichprobendaten gesch�atzt werden (s. [HOF86, S. 140�]).4.3 Die Anwendung der Tichonov-Regularisierungauf nichtlineare OperatorgleichungenZum Ende des Buches kehren wir noch einmal zu den schon in Abschnitt 3.2betrachteten nichtlinearen Identi�kationsproblemenF (x) = y ; x 2 D � X ; y 2 Y (4.146)in den unendlichdimensionalen separablen Hilbertr�aumenX und Y zur�uck. Un-ser Ziel besteht dieses Mal in der �Ubertragung der im Abschnitt 4.1.2 f�ur linea-re inverse Aufgaben eingef�uhrten Methode der Tichonov-Regularisierungauf den Fall nichtlinearer inkorrekter Operatorgleichungen. Wir gehen dabeivon einem konvexen De�nitionsbereich D � X und einem nichtlinearen Ope-rator F : D � X ! Y aus, der stetig und schwach abgeschlossen sein sollsowie f�ur alle x 2 D eine Fr�echet-Ableitung F 0(x) besitzen m�oge. Zur exak-ten rechten Seite y 2 Y existiere wenigstens ein L�osungselement x0 2 D mitF (x0) = y: Im Sinne von De�nition 2.4 suchen wir dann nach x�-Minimum-Norm-L�osungen xmn = xmn(y) 2 D der Operatorgleichung (4.146) zu einemgegebenen Referenzelement x� 2 X mit F (xmn) = y undkxmn � x�kX = minfkx� x�kX : F (x) = y; x 2 Dg: (4.147)Die nach Tichonov regularisierten L�osungen x�� 2 D werden dabei ausgehendvon gest�orten Daten y� 2 Y mitky� � ykY � � (4.148)als L�osungen des regularisierten Kleinste-Quadrate-ProblemsT�(x) := kF (x)� y�k2Y + � kx� x�k2X = min!; x 2 D (4.149)



184 4 Regularisierungsmethodenzu einem positiven Regularisierungsparameter � > 0 konstruiert. Wir be-trachten weiter unten Eigenschaften dieser regularisierten L�osungen x�� als stabi-le N�aherungsl�osungen f�ur x�-Minimum-Norm-L�osungen xmn des nichtlineareninversen Problems und verweisen in diesem Zusammenhang auf die Arbeiten[EKN89] und [SEVO89], denen die Theorie der Tichonov-Regularisierung f�urnichtlineare inkorrekte Aufgaben ihr Fundament verdankt.Um das in unendlichdimensionalen R�aumen formulierte nichtlineare Extremal-problem (4.149) numerisch behandeln zu k�onnen, diskretisiert man das Ticho-nov-Funktional T�(x) in geeigneter Weise und l�ost dann die entstehenden gut-konditionierten nichtlinearen Optimierungsaufgaben im endlichdimensionalenRaum. Der in Abschnitt 4.2 f�ur den linearen Fall aufgezeigte alternative Wegder Diskretisierung von (4.146) zu einem nichtlinearen Gleichungssystem(2.85) mit anschlie�ender Tichonov-Regularisierung ist aber ebenfalls gangbar.Wir demonstrieren ihn kurz am Beispiel der Selbstfaltungsgleichung (s. Bei-spiel 2.6)[F (x)] (s) := sZ0 x(s� t)x(t) dt = y(s) (0 � s � 1) (4.150)im Hilbertraum X := Y := L2(0; 1): Dazu unterteilen wir das Einheitsintervall[0; 1] in n Teilintervalle Ij := [sj�1; sj] mit Randpunkten sj := jn (j = 0; 1; :::; n)und Mittelpunkten ti := i� 12n (i = 1; 2; :::; n): Die Integraley(sj) = sjZ0 x(sj � t)x(t) dtlassen sich dann mit Hilfe der Rechteckregel unter Verwendung von Funktions-werten in den Mittelpunkten der Teilintervalle durch die Summen1n jXi=1 x(sj � ti)x(ti)ann�ahern. Da aber im Raum L2(0; 1) Funktionswerte nicht punktweise de�-niert sind, substituiert man y(sj) wie auch x(ti) durch gewichtete Durchschnit-te yj := RIj w1(t) y(t) dt bzw. xi := RIi w2(t)x(t) dt auf der Grundlage geeigneternichtnegativer Gewichtsfunktionen w1 und w2 mit RIj w1(t) dt = RIi w2(t) dt = 1.Verwendet man x = (x1; :::xn)T 2 IRn; y = (y1; :::yn)T 2 IRn undF (x) := 1n jXi=1 xj+1�i xi; (4.151)



4.3 Tichonov-Regularisierung f�ur nichtlineare Operatorgleichungen 185so l�a�t sich die inkorrekte nichtlineare Integralgleichung (4.150) durch das ent-sprechende schlechtkonditionierte nichtlineare GleichungssystemF (x) = y; x 2 D � IRn; y 2 IRn (4.152)ann�ahern, wobei D := fx 2 IRn : xi � 0 (i = 1; 2; :::; n)gals De�nitionsbereich betrachtet werden soll, um negative L�osungen auszuschlie-�en. Die auf der L�osung des nichtlinearen OptimierungsproblemsT�(x) := kF (x)� y�k22 + � kx� x�k22 = min!; x 2 D � IRn (4.153)beruhende Tichonov-Regularisierung liefert dann f�ur einen Referenzvektor x�und gen�ugend gro�es � > 0 wieder stabile N�aherungsl�osungen x�� von (4.152).
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|{ Kleinste-Quadrate-L�osung ...... Exakte L�osung

Bild 4.9 Unregularisierte L�osung der SelbstfaltungsgleichungAufbauend auf den Vektoren x�� 2 IRn �ndet man in den Bildern 4.9 und 4.10st�uckweise lineare N�aherungsl�osungen x�� 2 L2(0; 1) von (4.150) im Ergebniseiner Fallstudie f�ur diesen Zugang zur Behandlung der Selbstfaltungsgleichung,wobei x0(t) = t (0 � t � 1) als exakte L�osung, n = 50 als Diskretisierungsdi-mension und x� = 0 als Referenzvektor angenommen werden. Die dabei verwen-deten fehlerbehafteten Daten y� mit Fehlern im Prozentbereich ky��yk2kyk2 � 0:01erzeugte ein Pseudozufallsgenerator. Das Bild 4.9 zeigt den oszillierenden Cha-rakter der unregularisierten Kleinste-Quadrate-L�osung mit � = 0: Die Fehlerin der L�osung schaukeln sich mit wachsenden Argumenten t zunehmend auf.W�ahlt man andererseits g�unstige Regularisierungsparameter nach einem der



186 4 Regularisierungsmethodenheuristischen Parameterwahlkriterien, z.B. � = 10�4 in Bild 4.10, so stimmenregularisierte L�osung und exakte L�osung befriedigend �uberein. Meist ist dabeidas Verhalten der regularisierten L�osung an den Intervallenden etwas schlechterals im mittleren Bereich des De�nitionsintervalls der gesuchten Funktion.
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|{ Regul. L�osung (� = 10�4) ...... Exakte L�osung
Bild 4.10 Optimal regularisierte L�osung der SelbstfaltungsgleichungWir kehren nun zur Tichonov-Regularisierung in unendlichdimensionalen Hil-bertr�aumen X und Y zur�uck. Im Gegensatz zum unregularisierten Kleinste-Quadrate-Problem ist das regularisierte Gegenst�uck (4.149) f�ur positive Werte� stets l�osbar.Hilfssatz 4.6 Unter den in diesem Abschnitt formulierten Forderungen anden Operator F besitzt das regularisierte Kleinste-Quadrate-Problem (4.149)f�ur alle y� 2 Y und � > 0 wenigstens ein L�osungselement x�� 2 D:Ist n�amlich fxng � D eine Folge von Elementen mit T�(xn) � infx2DT�(x) + �nund limn!1 �n = 0; dann sind fkF (xn) � y�k2Y g und fkxn � x�k2Xg sowie folglichauch fkF (xn)kY g und fkxnkXg beschr�ankte Folgen. Es gibt dann eine schwachkonvergente Teilfolge xnk * �x 2 D mit F (xnk) * �y: Wegen der schwachenAbgeschlossenheit von F gilt �y = F (�x) und damitk�x� x�kX � lim infk!1 kxnk � x�kXsowie kF (�x)� y�kY � lim infk!1 kF (xnk)� y�kY :



4.3 Tichonov-Regularisierung f�ur nichtlineare Operatorgleichungen 187Wegen T�(�x) � lim infk!1 T�(xn) = infx2D T�(x) ist dann �x = x�� eine L�osung desExtremalproblems (4.149).Mit den gleichen technischen Hilfsmitteln zeigt man die Stabilit�at der regulari-sierten L�osung x�� bez�uglich kleiner St�orungen in den Daten. Wenn y�n ! y�0in Y gilt, so gibt es in der Folge regularisierter L�osungen fx�n� g eine in X kon-vergente Teilfolge, und das Grenzelement jeder solchen konvergenten Teilfolgeist eine regularisierte L�osung x�0� :Im n�achsten Satz behandeln wir die Konvergenz regularisierter L�osungen x��(�)gegen x�-Minimum-Norm-L�osungen xmn f�ur � ! 0 bei geeigneter Apriori-Parameterwahl � = �(�):Satz 4.8 Wir w�ahlen Regularisierungsparameter � = �(�) derart, da��(�)! 0 und �2�(�) ! 0 f�ur � ! 0 (4.154)gelten. Dann hat unter den in diesem Abschnitt formulierten Forderungen anden Operator F f�ur �n ! 0 jede Folge fx�n�ng von L�osungen der Extremalpro-bleme (4.149) mit � := �n; ky�n�ykY � �n und � := �n = �n(�n) eine in Xkonvergente Teilfolge, deren Grenzelement eine x�-Minimum-Norm-L�osungxmn der Operatorgleichung (4.146) repr�asentiert.F�ur den Beweis des Satzes 4.8 betrachten wir eine x�-Minimum-Norm-L�osungxmn der Operatorgleichung (4.146). Dann gilt f�ur die Elemente der Folge fx�n�ngregularisierter L�osungen die UngleichungT�n(x�n�n) = kF (x�n�n)� y�nk2Y + �n kx�n�n � x�k2X �T�n(xmn) = kF (xmn)� y�nk2Y + �n kxmn � x�k2X � �2n + �n kxmn � x�k2X;aus welcher F (x�n�n) ! y und folglich F (x�n�n) * y in Y f�ur n ! 1 folgt.Ebenso ergibt sich daraus wegen (4.154) lim supn!1 kx�n�n � x�kX � kxmn � x�kX.Da nun fx�n�ng beschr�ankt ist, haben wir eine schwach konvergente Teilfolgex�nk�nk * �x 2 D f�ur k ! 1: Die schwache Abgeschlossenheit von F liefert dannF (�x) = y: Wegen x�nk�nk � x� * �x� x� istk�x� x�kX � lim supk!1 kx�nk�nk � x�kX � kxmn � x�kXund �x somit selbst x�-Minimum-Norm-L�osung der Operatorgleichung (4.146).Damit gilt die Aussage von Satz 4.8.



188 4 RegularisierungsmethodenAbschlie�end wollen wir noch die Frage beantworten, ob auch bei nichtlinea-ren ProblemenKonvergenzraten f�ur die Tichonov-Regularisierung erreichbarsind. Wir erinnern in diesem Zusammenhang an die S�atze 4.4 und 4.5 f�ur denlinearen Fall, wollen hier aber nur die spezielle Apriori-Parameterwahl � � �n�aher betrachten. Wie im linearen kommen Konvergenzraten auch im nichtli-nearen Fall nicht ohne Quelldarstellungen der L�osung aus. Im Hintergrundsteht wohl die Tatsache, da� man die lokale Korrektheit erzwingen kann, indemman den De�nitionsbereichD einer lokal inkorrekten nichtlinearen inversenAuf-gabe auf Elemente einschr�ankt, die Quelldarstellungen befriedigen (s. Satz 3.9).Satz 4.9 Es sei xmn eine x�-Minimum-Norm-L�osung der nichtlinearenOperatorgleichung (4.146) mitkF 0(x)� F 0(xmn)kL(X;Y ) � L kx� xmnkX f�ur alle x 2 D: (4.155)Dann gilt unter den in diesem Abschnitt formulierten Forderungen an denOperator F f�ur eine Apriori-Parameterwahl � = �(�) � � die Fehler-absch�atzung kx�� � xmnkX � Cp� (4.156)f�ur eine Konstante C > 0; falls xmn eine Quelldarstellung der Gestaltxmn � x� = F 0(xmn)�w (w 2 Y ) (4.157)mit L kwkY < 1 (4.158)befriedigt.Die Aussage von Satz 4.9 beruht wieder auf der UngleichungT�(x��) = kF (x��)� y�k2Y + � kx�� � x�k2X � T�(xmn) � �2 + � kxmn � x�k2X;welche kF (x��)� y�k2Y + � kx�� � xmnk2X ��2+� (kxmn�x�k2X+kx���xmnk2X�kx���x�k2X) = �2+2� hxmn�x�; xmn�x��iYnach sich zieht. Wegen (4.155) erh�alt mankF (x��)� F (xmn)� F 0(xmn)(x�� � xmn)kY � L2 kx�� � xmnk2X



4.3 Tichonov-Regularisierung f�ur nichtlineare Operatorgleichungen 189und damit unter Ber�ucksichtigung der Quelldarstellung (4.157)kF (x��)� y�k2Y + � kx�� � xmnk2X � �2 + 2� hw;F 0(xmn)(xmn � x��)iY ��2+2� hw; (y�y�)+(y��F (x��))+(F (x��)�F (xmn)�F 0(xmn)(x���xmn))iY ��2 + 2� � kwkY + 2� kwkY kF (x��)� y�kY + �L kwkY kx�� � xmnk2X:Dies wiederum liefert die Ungleichung(kF (x��)� y�kY � � kwkY )2 + � (1 � L kwkY ) kx�� � xmnk2X � (� + � kwkY )2und schlie�lich wegen (4.158)kx�� � xmnkX � � + � kwkYp�q1 � L kwkY :Daraus erh�alt man mit �(�) � � bzw. C � � �(�) � C � f�ur alle betrachteten� > 0 kx�� � xmnkX � � + C kwkY �p�pCq1 � L kwkY � Cp�:Dies entspricht einer Fehlerabsch�atzung (4.156). Dabei ist es ausreichend, beider Formulierung und beim Beweis von Satz 4.9 nur gen�ugend kleine � > 0zu betrachten. F�ur die Lipschitz-Bedingung (4.155) reicht es, wenn sie in ei-ner gen�ugend gro�en Kugel um xmn gilt. Aus den obigen �Uberlegungen wirdau�erdem deutlich, da� es nur eine x�-Minimum-Norm-L�osung xmn der Ope-ratorgleichung (4.146) geben kann, welche die Voraussetzungen des Satzes 4.9erf�ullt.Weitere Detailuntersuchungen zur Tichonov-Regularisierung nichtlinearer in-korrekter Operatorgleichungen, Aussagen zur Aposteriori-Parameterwahl undAnwendungsbeispiele �ndet der interessierte Leser in [EHN96, Kap. 10]. Im Ka-pitel 11 des gleichen Buches werden au�erdem die wichtigsten heute bekanntenErgebnisse zur iterativen Behandlung solcher nichtlinearer Probleme vorgestellt.Insbesondere �ndet man Aussagen zur Verallgemeinerung der in Abschnitt 4.1.3vorgestellten Landweber-Iteration auf nichtlineare Probleme.



190 RegularisierungsmethodenAufgabenAufgabe 4.1 Zeigen Sie, da� f�ur regularisierte L�osungen x�� (s. Formel (4.22))bei der Tichonov-Regularisierung einer unrestringierten linearen OperatorgleichungAx = y mit vollstetigem Operator A 2 L(X; Y ) und dim(R(A)) = 1 in separablenHilbertr�aumen X und Y mit  (�) := kx��k2X die Grenzwertbeziehungenlim�!1 (�) = 0 f�ur alle y� 2 Yund lim�!0 (�) = kAyy�k2X f�ur y� 2 R(A)�R(A)?sowie lim�!0 (�) =1 f�ur y� 62 R(A)�R(A)?gelten.Aufgabe 4.2 Unter den Voraussetzungen N(A�) = f0g und (4.32) sei xopt 2 X eineL�osung des restringierten Extremalproblems (4.34). Man weise nach, da� es danneinen Regularisierungsparameter � > 0 gibt, so da� xopt auch eine nach Tichonovregularisierte L�osung x�� mit T�(xopt) � T�(x) f�ur alle x 2 X ist.Aufgabe 4.3 Zeigen Sie, da� f�ur y� 62 N(A�) die in Formel (4.37) im Zusammen-hang mit der Tichonov-Regularisierung einer linearen Operatorgleichung Ax = y beivollstetigem Operator A 2 L(X; Y ) und dim(R(A)) =1 in separablen Hilbertr�aum-en X und Y eingef�uhrte Funktion '̂(�) := kAx�1� � y�k2Y � �2 f�ur alle � > 0 stetsmonoton fallend und streng konvex ist.Aufgabe 4.4 Man zeige die G�ultigkeit der Ungleichung (4.71) aus Abschnitt 4.1.3f�ur alle positiven reellen Zahlen � und �.Aufgabe 4.5 Man �uberzeuge sich von der Tatsache, da� die auf n-dimensionaleTeilr�aume Xn = span(u1; :::; un) eingeschr�ankte Methode der kleinsten Quadrate(4.74) f�ur einen vollstetigen Operator A mit dem singul�aren System f�j ; uj; vjg aufdie Formel x�n = nXj=1 hy�; vjiY�j ujf�uhrt, die damit unter der Bedingung (4.73) mit der Darstellungsformel (4.57) derMethode der abgebrochenen Singul�arwertentwicklung �ubereinstimmt.



L�osungen der AufgabenZu den meisten Aufgaben werden vollst�andige L�osungen angegeben. Bei einigen we-nigen Aufgaben wird der L�osungsweg nur kurz skizziert oder es werden Fragen for-muliert, die noch einer Beantwortung bed�urfen.2.1 Der Operator A : C[0; T ]! L2(0; T ) ist injektiv, d.h. die Hadamardsche Eindeu-tigkeitsbedingung (s. De�nition 2.3) ist erf�ullt, denn wir erhalten x(t) = 0 (0 � t � T )durch zweimaliges Di�erenzieren der Gleichung sR0 (s� t) x(t) dt = 0 (0 � s � T ) nachder Variablen s: Als Spezialfall des Integraloperators (2.44) mit a = c = 0; b = d = Tund einer die Bedingung (2.43) erf�ullenden Kernfunktion k(s; t) = s�t f�ur 0 � t � s �T sowie k(s; t) = 0 f�ur 0 � s < t � T besitzt A wegen Hilfssatz 2.3 keinen abgeschlos-senen Wertebereich. Es gilt also R(A) 6= R(A); und die betrachtete Operatorgleichungist inkorrekt. Nach Folgerung 2.2 ist dann neben der Stabilit�atsbedingung auch dieExistenzbedingung verletzt.2.2 Wir betrachten den Ansatz u(�; t) = K(�)T (t); welcher f�ur die Di�erentialglei-chung (2.61) auf eine BeziehungT 0(t)T (t) x(t) = K00(�)K(�) = ��2 < 0f�uhrt. Dies liefert K(�) = c1 sin��+ c2 cos��:Unter Ber�ucksichtigung der Anfangsbedingung (2.62) und der homogenen Randbe-dingungen (2.63) erh�alt man zus�atzlich die Beziehungen � = � sowie c1 T (0) = 1 undc2 = 0: Aus (lnT (t))0 = ��2 x(t)ergibt sich schlie�lich T (t) = T (0) exp ��2 tR0 x(�) d�! und damit die Darstellungu(�; t) = sin �� exp0@��2 tZ0 x(�) d�1Aentsprechend der Formel (2.64).2.3 Wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erkennt man sofort die Stetigkeitder Funktion f(s) = sZ0 x(t) dt (0 � s � T )



192 L�osungen der Aufgabenf�ur alle x 2 L2(0; T ): Dann ist wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion auch[F (x)](s) (0 � s � T ) nach Formel (2.66) eine stetige Funktion. Mit den Unglei-chungen ����� sR0 x(t) dt����� � pT kxkL2(0;T ) � pT K erh�alt man au�erdem die explizitenSchranken0 < c0 exp(�c1pT K) � [F (x)](s) � c0 exp(c1pT K) <1 (0 � s � T )der Bildfunktion.2.4 Anstelle der in Bsp. 2.6 f�ur den lokalen Inkorrektheitsbeweis zum Selbstfal-tungsoperator F : D � L2(0; 1) ! L2(0; 1) angegeben Folge fxng k�onnen wir imFalle des in dieser Aufgabe de�nierten erweiterten Operators F : L2(0; 1)! L2(0; 2)f�ur alle Punkte x0 2 D die f�ur positive nat�urliche Zahlen n de�nierte Folge xn =x0 + pn 2 �BDr (x0) mit der Funktion pn(t) = rq 2n t 1n� 12 (0 < t � 1) verwenden. DieFunktionen pn 2 L2(0; 1) mit kpnkL2(0;1) = r besitzen bei t = 0 eine Polstelle, derenSt�arke mit n zunimmt. F�ur die zugeh�orige Bildfolge F (xn) gilt nun aber auch hierkF (xn) � F (x0)kL2(0;2) ! 0 f�ur n ! 1; woraus sich die lokale Inkorrektheit ergibt.Diese Konvergenz der Bildfolge beruht auf der Tatsache, da� es eine Konstante C > 0gibt mit kF (pn)kL2(0;2) � p2 kF (pn)kC[0;2] � C r2n ! 0 f�ur n!1sowie auf der schwachen Konvergenz pn * 0 in L2(0; 1):2.5 Wir zeigen, da� in beiden R�aumen nicht jede unendliche Teilmenge von D einekonvergente Folge enth�alt. Dazu gen�ugt es zum Beispiel, die Funktionenfolgexn(t) = cos(n�t) (0 � t � 1; n = 1; 2; :::)aus D zu betrachten. Wegen1Z0 cos(n�t) cos(m�t) dt = 0 f�ur m 6= n und 1Z0 (cos(n�t))2 dt = 12gilt kxn � xmkL2(0;1) = 1 f�ur alle Paare voneinander verschiedener nat�urlicher Zah-len n und m: Daher kann diese Funktionenfolge fxng keine Cauchyfolge und damitauch keine konvergente Folge in L2(0; 1) sein. Aus der Beziehung kxn � xmkL2(0;1) �p2 kxn � xmkC[0;1] folgt eben diese Eigenschaft auch f�ur den Raum C[0; 1]:3.1 Wegen Y = R(A)� R(A)? kann man y 62 R(A)� R(A)? in eindeutiger Weisein y = y0 + yort mit y0 2 R(A) und yort 2 R(A)? = N(A�) zerlegen. O�ensichtlichmu� dann y0 62 R(A) gelten. Nun erhalten wir mitJ(x) = kAx� yk2Y = kAx� y0k2Y + kyortk2Y



L�osungen der Aufgaben 193die Beziehung infx2X J(x) = kyortk2Y � 0; da y0 in der Abschlie�ung von R(A) liegt undes daher eine unendliche Folge fxng � X mit limn!1 kAxn � y0kY = 0 gibt. Jedochkann es wegen y0 62 R(A) kein Element xmn 2 X mit kAxmn � ykY = kyortkYbzw. damit gleichwertig kAxmn � y0kY = 0 geben. Es existieren f�ur solche Elementey 62 R(A) � R(A)? somit keine Minimum-Norm-L�osungen. Bildelemente Ayy derMoore-Penrose-Inversen Ay sind zu diesen y nicht sinnvoll erkl�arbar.3.2 Mit rang(A) = m repr�asentiert die Matrix A 2 IRm�n einen surjektiven linearenOperator A : IRn ! IRm; der die Beziehung R(A) = IRm erf�ullt. Es gilt dann wegenR(A) � N(AT ) = IRm auch N(AT ) = N(AAT ) = f0g; und die zusammengesetzteMatrix AAT ist regul�ar. F�ur alle y 2 IRm gibt es dann einen Vektor ~x 2 IRn mitA ~x = y: Auf der Basis von R(AT )�N(A) = IRn existiert eine Zerlegung ~x = AT ~y+x0mit ~y 2 IRm; x0 2 N(A); y = A ~x = AAT ~y sowie schlie�lich ~y = (AAT )�1 y: WegenhAT ~y; x0i2 = 0 gilt nach dem Satz des Pythagorask~xk22 = kAT (AAT )�1 yk22 + kx0k22:Die Minimum-Norm-L�osung erh�alt somit die Formxmn = AT (AAT )�1 y;wobei Ay = AT (AAT )�1 hier die Pseudoinverse der Matrix A darstellt.3.3 Mit Hilfe von Eigenschaften der Fouriertransformation beweist man die Ein-deutigkeit der L�osung einer solchen Gleichung f�ur den Fall, da� Y als HilbertraumL2(�1;1) (s. Abschn. 4.1.5) der auf ganz IR quadratisch integrierbaren Funktionengew�ahlt wird, man also y(s) f�ur �1 < s <1 beobachten kann. Dies w�urde bedeuten,da� das Flugzeug Gravitationsmessungen auf der gesamten Geraden ausf�uhrt, wel-che die betrachtete Strecke enth�alt. In der eingeschr�ankten Form (3.15) ergibt sichdaraus die Eindeutigkeit von L�osungen der Integralgleichung, wenn die Kenntnis derFunktionswerte y(s) im Intervall s 2 [0; L] ausreicht, um alle Werte y(s) (s 2 IR) zubestimmen. Man �uberlege sich, ob eine solche Fortsetzung der Funktion y gelingt!3.4 Als Folgerung von Hilfssatz 3.2 ist ein beschr�ankter linearer Operator A vollste-tig, wenn aus der schwachen Konvergenz xn * 0 einer Folge gegen das Nullelementstets die entsprechende starke Konvergenz Axn ! 0 der Bildfolge resultiert. FallsB vollstetig ist, folgt also aus xn * 0 die starke Konvergenz Bxn ! 0 und dar-aus wegen kAxnkY � C kBxnkZ wiederum Axn ! 0: Seien nun f�ng und fe�ng dieSingul�arwertfolgen der vollstetigen Operatoren A und B: Dann giltkAxkYkxkX � C kBxkZkxkX f�ur alle x 2 X:Da diese Ungleichungsrelation bei Minimierung und Maximierung �uber gewisse Men-gen von Elementen x unver�andert bleibt, erhalten wir die f�ur alle n 2 IN g�ultige



194 L�osungen der AufgabenAbsch�atzung�n = maxXn�X minx2Xnnf0g kAxkYkxkX � C maxXn�X minx2Xnnf0g kBxkZkxkX = C e�nund folglich 1e�n � C�n :Ist Ax = y h�ochstens inkorrekt vom Grade �; so gilt1�n � C n�und damit 1e�n � C C n� ;woraus diese Eigenschaft auch f�ur die Operatorgleichung Bx = z folgt.3.5 Die Kernfunktion der Faltungsgleichung l�a�t sich in der Form�(�) = ( 0 (� = 0)exp �� 1� � (0 < � � 1)schreiben. Diese Funktion ist im abgeschlossenen Intervall [0; 1] unendlich oft di�eren-zierbar, und der Funktionswert sowie s�amtliche Ableitungen verschwinden an der Stel-le � = 0; d.h. es gilt � 2 C1[0; 1] und �(0) = �0(0) = �00(0) = ::: = �(l)(0) = ::: = 0:Wegen Satz 3.6 hat die Faltungsgleichung daher den Inkorrektheitsgrad 1:3.6 Es l�a�t sich vermuten, da� der in Formel (2.67) de�nierte SelbstfaltungsoperatorF : L2(0; 1) ! L2(0; 1) mit Ausnahme von x0 6= 0 f�ur kein x0 2 L2(0; 1) eine�-Bedingung (3.78) befriedigt. Die Vermutung besagt, da� mit r > 0; � > 0 ; x0 6= 0und h := x � x0 eine Ungleichung1Z0 0@ sZ0 h(s � t) h(t) dt1A2 ds � �2 1Z0 0@ sZ0 h(s� t) (2 x0(t) + h(t)) dt1A2 dsniemals f�ur alle Funktionen h 2 L2(0; 1) erf�ullt sein kann, die der NormbedingungkhkL2(0;1) � r gen�ugen. Obwohl eine derartige Fragestellung 1994 in [GOHO94] also�enes Problem formuliert wurde, scheint ein strenger Beweis f�ur die G�ultigkeit dieserVermutung bisher nicht ausgef�uhrt worden zu sein.4.1 Wegen �kx��k2X � T�(x��) � T�(0) = ky�k2Y gilt  (�) = kx��k2X � ky�k2Y� ! 0 f�ur�!1:F�ur y� 2 R(A)�R(A)? liefern die aus (4.22) und (3.27) folgenden Reihenbeziehungenkx��k2X = 1Xj=1 �2j(�2j + �)2 hy�; vji2Y � 1Xj=1 1�2j hy�; vji2Y = kAyy�k2X <1



L�osungen der Aufgaben 195nach dem Weierstra�schen Majorantenkriterium f�ur Reihen die Berechtigung zur Ver-tauschung von Summation und Grenzwertbildung f�ur �! 0: Dann giltlim�!0 (�) = 1Xj=1 lim�!0 �2j(�2j + �)2 hy�; vji2Y = kAyy�k2X :Die dritte Grenzwertbeziehung der Aufgabe zeigt man indirekt. G�abe es im Fall y� 62R(A) � R(A)? eine Folge von Regularisierungsparametern �n ! 0 mit kx�nk2X �C < 1; so existierte eine schwach konvergente Teilfolge regularisierter L�osungenx�nk * �x 2 X: Nach Hilfssatz 3.2 gilt wegen der Vollstetigkeit von A dann die starkeKonvergenz Ax�nk ! A�x 2 Y: Aus A�Ax�nk + �nkx�nk = A�y� folgt f�ur k ! 1A�A�x = A�y�. Dies ist aber ein Widerspruch, da die Normalgleichung (4.17) f�ury� 62 R(A)� R(A)? keine L�osung besitzen kann.4.2 Unter den gegebenen Voraussetzungen existiert ein eindeutig bestimmter Re-gularisierungsparameter �dis > 0, so da� die regularisierte L�osung x�dis dem Dis-krepanzprinzip mit kAx�dis � y�kY = � gen�ugt. Dann mu� kxoptkX � kx�diskX unddamit T�dis(xopt) = kAxopt � y�k2Y + �diskxoptk2X � �2 + �diskx�disk2X= kAx�dis � y�k2Y + �diskx�disk2X = T�dis(x�dis) � T�dis(x) f�ur alle x 2 Xgelten. Da die regularisierte L�osung x�dis eindeutig bestimmt ist, haben wir abero�enbar xopt = x�dis:4.3 Unter Ausnutzung der Singul�arwertzerlegung des vollstetigen Operators A erh�altman die absolut konvergente Reihendarstellung'̂(�) = 1Xj=1 1�2(�2j + 1� )2 hy�; vji2Y = 1Xj=1 1(��2j + 1)2 hy�; vji2Y ;die man gliedweise zweimal nach � di�erenzieren darf. Wegen y� 62 N(A�) ist wenig-stens einer der Summanden von Null verschieden. Daraus ergibt sich mit'̂0(�) = 1Xj=1 �2�2j(��2j + 1)3 hy�; vji2Y < 0ein streng monotones Fallen der Funktion '̂(�) und mit'̂00(�) = 1Xj=1 6�4j(��2j + 1)4 hy�; vji2Y > 0die strenge Konvexit�at der Funktion '̂(�).



196 L�osungen der Aufgaben4.4 Wir setzen � := �p� > 0 und zeigen die G�ultigkeit der zu (4.71) �aquivalentenUngleichung '1(�) := 1� exp(��2) � '2(�) := �f�ur alle positiven reellen Zahlen �:Wegen '1(0) = '2(0) = 0 und der Stetigkeit sowieDi�erenzierbarkeit der Funktionen '1 und '2 f�ur � � 0 gen�ugt es zu zeigen, da�0 < '01(�) = 2� exp(��2) � '02(�) = 1f�ur alle positiven Zahlen � gilt. Nun nimmt '01(�) mit lim�!0'01(�) = lim�!1'01(�) = 0sein Maximum in einem Punkt �0 > 0 mit '001(�0) = 2 exp(��20)� 4�20 exp(��20) = 0an. Daraus ergibt sich �0 = 1p2 und '01(�0) = p2 exp(�12) = 0:857::: < 1; womit dieG�ultigkeit der Ungleichung (4.71) gezeigt ist.4.5 Mit x = nPj=1�juj erh�alt man f�ur das DefektnormquadratkAx� y�k2Y = 





 nXj=1�j�jvj � 1Xj=1hy�; vjiY vj





2Y = nXj=1(�j�j � hy�; vjiY )2 + 1Xn+1hy�; vji2Y :Dieses wird minimal genau dann, wenn �j = hy�;vjiY�j (j = 1; 2; :::; n) gilt, woraus dieDarstellung x�n = nXj=1 hy�; vjiY�j ujfolgt.
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