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Aufgabenstellung

Ein typisches Problem bei der Stundenplanerstellung fiir Universitdten besteht darin,
dass Vorlesungssile oft raumlich weit auseinanderliegen und in der Planung Fahrzeiten
der Studierenden beriicksichtigt werden miissen. Am Beispiel der Stundenplanung der
TU Chemnitz soll ein diskretes Optimierungsmodell fiir diese Problematik entworfen und
diskutiert sowie nach Moglichkeit an realen Daten erprobt werden.



Einleitung

Ein jedes Semester an Universitaten bzw. jahrlich an Schulen auftretendes Problem ist die
Erstellung von Stundenplénen fiir die Einrichtung. Dies ist ein sehr aufwéndiger Prozess,
bei dem auch heute noch viele Schritte von Hand ausgefiihrt werden. Dabei miissen viele
Faktoren berticksichtigt werden und eine Vielzahl von Interessen spielt eine Rolle. Aus
diesem Grund versucht man seit Jahren mathematische Modelle und Loésungsverfahren
zu entwickeln, um diesen Prozess zu automatisieren, wobei die Notwendigkeit durch eine
steigende Zahl der Studiengénge und Wahlméglichkeiten noch wiéchst.

Eines der ersten Modelle zum Aufbau eines Stundenplans stammt von C. C. Gotlieb
[17], wobei lediglich Pléne fiir Schulen betrachtet werden. Schon hier werden Binérva-
riablen eingesetzt, um festzulegen, welche Veranstaltung wann und wo stattfindet. Aller-
dings sucht man meist nur nach zuléssigen Losungen, d.h. man legt keine Giitekriterien
fest. Weiterhin gibt es Varianten, bei denen Unzuléssigkeiten erlaubt sind aber minimiert
werden sollen. Ahnliche Ansétze werden auch bei der Erstellung von Priifungsplénen ver-
wendet |7, 13], wobei hier Zeit und Ort jeder Priifung bestimmt werden.

Da man nachgewiesen hat, dass Stundenplanungsprobleme im Allgemeinen NP-schwer
sind ([8, 11] oder Satz 3.3), gibt es zwei grofe Gruppen von Lésungsansitzen. Auf der einen
Seite stehen exakte Losungsverfahren, wobei zundchst meist boolesche Matrizen genutzt
wurden [9, 23|. Spater wurden Verfahren zur Bestimmung von Graphen-Farbungen [21],
vgl. Definition 3.2, eingesetzt. In neueren Arbeiten [6] findet eine Vielzahl von Methoden
der ganzzahligen Optimierung Verwendung, was vor allem durch die Verbesserung der
Rechentechnik mdéglich wurde.

Auf der anderen Seite versucht man Losungen mithilfe von heuristischen Verfahren, wie
Simulated Annealing [2], genetischen Algorithmen [14], evolutiondren Algorithmen [4, 27]
und Tabu-Search [26], zu gewinnen, die auf lokaler Suche beruhen. Allerdings ist es hier
meist schwer abzuschéitzen, wie gut die Losung ist.

Bisher unbeachtet blieb in den Arbeiten die Problematik von mehreren Standorten und
die dadurch notwendigen Wechsel. Daneben gehen die meisten Arbeiten davon aus, dass
bekannt ist, welche Veranstaltung jeder Studierende besuchen mdchte oder dass es nur
verbindliche Veranstaltungen gibt. Wir werden hier ein Modell vorstellen, das einerseits
die Wegeproblematik beriicksichtigt, andererseits auch bestimmte Uberschneidungen von
Veranstaltungen zulésst.

Auferdem zeigen wir, wie man mittels eines Biindelverfahrens und dem Einsatz von
Rundungs- und Verbesserungsheuristiken gute Ergebnisse erzielen kann. Dabei betrachten
wir das Lagrange-Duale des Problems und nutzen die Lagrange-Dekomposition aus. Auf
diesem Weg erhilt man innerhalb von etwa zwei Stunden gute Losungen im Gegensatz von
bis zu zwo6lf Stunden bei Verwendung des kommerziellen ,state-of-the-art* Losers Cplex
angewandt auf die lineare Relaxation des Problems bzw. mehreren Tagen bei Optimierung
durch den MIP-Loser in Cplex, der auch nach dieser Zeit keine oder nur schlechtere
Losungen findet. Die Losungen bei Einsatz des Biindelverfahrens sind dabei nachweislich
weniger als 10 % von der Optimallosung des Modells entfernt. Dazu sei erwahnt, dass es
uns im Allgemeinen nicht um die Bestimmung der Optimallésung, sondern nur um die
Bestimmung moglichst guter Losungen im Sinne unserer Zielstellungen geht.
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Notation

Wir wollen im Folgenden die in der Arbeit verwendete Notation kurz einfiihren. Wie
iblich bezeichne

e IN={1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen,

Ny = NU {0} die Menge der natiirlichen Zahlen einschliefslich 0,

Z, = Nog U (—IN) die Menge aller ganzen Zahlen und
e R die Menge aller reellen Zahlen.

Sei M eine Menge, dann ist

o P(M):={U:U C M} die Potenzmenge iiber M, d.h. die Menge aller Teilmengen
von M,

o M* :={(my,...,my): my,...,m, € M,n € Ny}, die Menge aller geordneten n-
Tupel von M beliebiger Lange n € INy und

e |M]| die Kardinalitdt der Menge M.

Betrachten wir aukerdem ein # € R, dann bezeichne |[z]| := max{n € Z: n < z} und
[z] :=min{n € Z: n > x}.

Fiir das euklidische Skalarprodukt zweier Vektoren z,y € R™ schreiben wir (z,y) = 2Ty =

i=1
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1 Problemstellung

Ziel dieser Arbeit ist es, Stundenpléne fiir universitire Einrichtungen, im Speziellen fiir die
TU Chemnitz (TUC), mit Methoden der diskreten Optimierung automatisch zu erstellen.
Dieses Problem bezeichnen wir im Folgenden mit SPOPT (Stundenplan-Optimierung).

Ein Stundenplan ist aufgeteilt in Planungseinheiten (s. Abschnitt 1.4), d. h. feste Zeitrau-
me, an denen Lehrveranstaltungen (LV) (s. 1.2) stattfinden kénnen (z.B. montags, 7.30
- 9.00 Uhr). Neben der Bestimmung der Planungseinheit sind fiir jede Veranstaltung der
Standort (davon gibt es an der TU Chemnitz vier, z. B. Strafe der Nationen, Reichen-
hainer Strafe) und der konkrete Raum (s. 1.5) festzulegen. Dabei muss die Planung auf
zwei Personengruppen abgestimmt werden. Auf der einen Seite miissen die Dozenten (s.
1.3), die die Veranstaltungen leiten, und auf der anderen Seite die Studierenden (s. 1.1)
beachtet werden.

Auf diese Aspekte wollen wir im Folgenden einzeln eingehen.

‘ Woche 1 Montag Dienstag Mittwoch Donnerstag Freitag ‘
LV 6 LV 8 LV 10
1. Einheit (7.30-9.00) Dozent 4 Dozent 2 Dozent 6
Raum 3, Ort 2 | Raum 4, Ort 2 | Raum 1, Ort 1
LV 1 LV 3 Lv 7
2. Einheit (9.15-10.45) || Dozent 1 Dozent 2 Dozent 1 Warten
Raum 1, Ort 2 | Raum 2, Ort 2 Raum 4, Ort 2
LV 2 LV 4 LV 9
3. Einheit (11.30-13.00) || Dozent 2 Dozent 3 Dozent 5
Raum 1, Ort 2 | Raum 1, Ort 2 Raum 1, Ort 2
LV 5
4. Einheit (13.45-15.15) Dozent 4

Raum 3, Ort 1

5. Einheit (15.30-17.00)
6. Einheit (17.15-18.45)
7. Einheit (19.00-20.30)

‘ ‘Woche 2 Montag Dienstag Mittwoch Donnerstag Freitag ‘
LV 6 LV 8 LV 10
1. Einheit (7.30-9.00) Dozent 4 Dozent 2 Dozent 6
Raum 3, Ort 2 | Raum 4, Ort 2 | Raum 1, Ort 1
LV 1 LV 3 LV 7 LV 11
2. Einheit (9.15-10.45) | Dozent 1 Dozent 2 Dozent 1 Warten Dozent 5
Raum 1, Ort 2 | Raum 2, Ort 2 Raum 4, Ort 2 Raum 2, Ort 1
LV 4 LV 9
3. Einheit (11.30-13.00) Dozent 3 Dozent 5
Raum 1, Ort 2 Raum 1, Ort 2
LV 5
4. Einheit (13.45-15.15) Dozent 4

Raum 3, Ort 1

5. Einheit (15.30-17.00)
_Einheit (17.15-18.45)
7. Binheit (19.00-20.30)

(=]

Tabelle 1: Stundenplan fiir eine Studiengruppe an der TU Chemnitz (70 Planungseinhei-
ten)
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1.1 Studiengruppen

Im Mittelpunkt unserer Planungen stehen die Studierenden, welche in Form von Stu-
diengruppen betrachtet werden. Darunter versteht man die Zusammenfassung von Stu-
dierenden in Gruppen, die durch den Studiengang, Fachsemester und eventuell weitere
Charakteristika wie Studienrichtung oder Ubungsgruppen definiert werden. An der TU
Chemnitz wére so eine Studiengruppe beispielsweise der Bachelor-Studiengang Mathema-
tik mit Nebenfach Wirtschaftswissenschaften im 3. Fachsemester.

Aus den jeweiligen Studienordnungen ergeben sich die zu besuchenden Lehrveranstal-
tungen, welche sich in die drei Klassen

e obligatorisch (obl),
e wahlobligatorisch (wobl) und
o fakultativ (fak)

einteilen lassen. Obligatorische Lehrveranstaltungen sind von allen Studierenden der Stu-
diengruppe zu belegen. Unter den wahlobligatorischen Veranstaltungen ist hingegen eine
Mindestanzahl zu besuchen, die Auswahl ist dabei den Studierenden freigestellt. Ein Zu-
satzangebot bilden fakultative Lehrveranstaltungen, die fiir das Studium empfohlen, aber
nicht zwingend erforderlich sind.

Weiterhin kennen wir die Anzahl der Studierenden pro Studiengruppe, wobei héufig
nur Schétzungen vorliegen. Das liegt beispielsweise daran, dass zu Beginn der Planung des
Stundenplanes an den Universitaten keine genauen Zahlen zu den Neuimmatrikulationen,
vor allem bei Studiengruppen im ersten Semester, vorliegen.

Daneben konnen Standorte angegeben werden, auf die sich moglichst die Mehrzahl
der Veranstaltungen konzentrieren soll. Das kann beispielsweise der Ort mit dem Sitz der
jeweiligen Fakultét sein. Bei den mathematischen Studiengruppen an der TU Chemnitz ist
das z. B. der Standort Reichenhainer Strafte. Komplizierter ist es jedoch bei Maschinenbau-
Studiengruppen, da sich aufser in der Raabestrafse an allen weiteren Standorten Labore
und Teststrecken befinden.

1.2 Lehrveranstaltungen

Jede Lehrveranstaltung (LV) wird von einem oder mehreren Dozenten durchgefiihrt. Meh-
rere Dozenten sind etwa bei Forschungsseminaren und speziellen Praktika keine Seltenheit.
Von jeder Lehrveranstaltung kennen wir

e ihre Art bzw. ihren Typ, z. B. Vorlesung, Ubung, Seminar,
e die moglichen Planungseinheiten, an denen sie stattfinden kann,
e die Frequenz, in der sie gehalten werden soll (z. B. ein- oder zweiw6chentlich) und

e die Anzahl der Planungseinheiten, iiber die sich die Veranstaltung hintereinander
erstreckt.
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Im Normalfall ist dies genau eine Einheit, manche Praktika konnen aber auch einen ganzen
Tag andauern.

Fiir eine Lehrveranstaltung ohne vorgegebenen Raum beschreibt die angeforderte Raum-
grofe/Sitzanzahl eine Schétzung fiir die Studierendenzahl, die die Veranstaltung hort.
Daneben konnen weitere Kriterien, wie das Vorhandensein einer grofsen Tafelfliche oder
technischer Gegenstidnde, wie Beamer oder Projektoren, gefordert werden. Es ist aber
auch denkbar, dass gewisse Ausstattungsmerkmale ausgeschlossen werden sollen. Im Fall
der TU Chemnitz liegen uns derzeit dazu keine detaillierten Daten vor.

Wie zuvor angedeutet, ist es moglich, die erlaubten Orte bzw. sogar den Raum oder
die Rdume anzugeben, in denen die Veranstaltung stattfinden soll. Dabei wollen wir im
Folgenden davon ausgehen, dass fiir eine Lehrveranstaltung nur dann mehrere Raume
fiir die gleiche Planungseinheit, beispielsweise ein Horsaal und ein Computerpool fiir eine
Informatik-Vorlesung, einzuplanen sind, falls dies explizit gefordert wird. Ansonsten gehen
wir von genau einem Raum aus.

Weiterhin sind Verbindungen zwischen den Veranstaltungen denkbar, z. B. dass sie pa-
rallel liegen oder sich eben gerade nicht iiberschneiden diirfen. Parallele Veranstaltungen
konnen z. B. in mehrere Gruppen aufgeteilte Praktika sein, die gleichzeitig von verschiede-
nen Dozenten in unterschiedlichen Rdumen gehalten werden sollen. Nicht parallel liegen
diirfen hingegen Vorlesungen und die dazugehérigen Ubungen. Eine weitere Moglichkeit
besteht darin, dass gewisse Veranstaltungen in der Realitdt aus mehreren einzelnen Vor-
lesungen bestehen (die nicht hintereinander stattfinden miissen). In den uns vorliegenden
Daten wurden diese in mehrere einzelne Lehrveranstaltungen aufgeteilt. Diese Zusam-
menhénge wiirde man in der Planung gern nutzen, um die einzelnen Veranstaltungen auf
unterschiedliche Tage zu legen. Im Fall der TU Chemnitz handelt es sich dabei meist um
Lehrveranstaltungen tiber vier Semesterwochenstunden (SWS), d.h. iiber zwei Einheiten
pro Woche (z.B. ,Linear Algebra I¢). Dabei entspricht eine SWS gerade einer Planungs-
einheit, wobei innerhalb von zwei Wochen genau eine Einheit belegt wird.

Es gibt in diesem Zusammenhang noch weitere Forderungen, die in den uns vorliegenden
Daten enthalten sind. Diese treten zumeist bei Lehrkomplexen auf, die aus einer 3-SWS-
Vorlesung (eine Einheit jede Woche und eine Einheit alle zwei Wochen) und einer 1-SWS-
Ubung (findet alle zwei Wochen statt) bestehen. Dabei sollen, nur um eine Woche versetzt,
der zweite Teil der Vorlesung und die Ubung am gleichen Tag und in der gleichen Einheit
stattfinden. Das dhnelt damit den parallelen Veranstaltungen.

1.3 Dozenten

Mit Dozenten seien hier diejenigen Personen bezeichnet, die die Lehrveranstaltungen lei-
ten. Es kann sich dabei um Professoren, wissenschaftliche Mitarbeiter oder studentische
Tutoren handeln. Aus den Daten der oben beschriebenen Lehrveranstaltungen ergibt sich
aufkerdem, fiir welche Lehrveranstaltungen ein Dozent verantwortlich ist. Die Dozenten
konnen zuséatzlich angeben, zu welchen Planungseinheiten sie fiir die Durchfithrung von
Lehrveranstaltungen nicht zur Verfiigung stehen. Zu diesen Dozentensperrzeiten fehlen
uns derzeit die benétigten Daten.

Neben der Einhaltung der Sperrzeiten miissen wir bei der Planung beachten, dass ein
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Dozent gleichzeitig nur eine Veranstaltung halten kann und diese auch erreichen kénnen
muss, vgl. dazu die Wechselproblematik in Abschnitt 1.5 und die Zielstellungen fiir die
Studierenden in Abschnitt 1.6.

1.4 Planungseinheiten

Die Stundenplanung wird fiir einen bestimmten Wochen-Rhythmus durchgefiihrt, z. B.
wochentlich, zweiwochentlich usw. Jede einzelne Woche gliedert sich dann in mehrere
Tage auf, an denen Lehrveranstaltungen in bestimmten Einheiten stattfinden sollen.

An der TU Chemnitz erarbeiten wir einen Stundenplan fiir einen 2-Wochen-Rhythmus,
weil es Lehrveranstaltungen gibt, die nur alle zwei Wochen stattfinden. Planméfig gibt
es pro Wochentag und Woche sieben Einheiten zu je 90 Minuten. Diese sind durch 15-
miniitige Pausen unterbrochen, wobei es nach der zweiten und dritten Einheit jeweils eine
45-miniitige Mittagspause gibt.

Eine Planungseinheit wird damit beschrieben durch Woche, Wochentag und Einheit.
An der TU Chemnitz sind dies konkret Woche 1 und 2, Wochentage Montag bis Freitag
und 7 Einheiten (z.B. 1. Einheit von 7.30 - 9.00 Uhr).

1.5 Standorte und Raume

Jeder Standort entspricht einer Zusammenfassung von benachbarten Rdumen zwischen
denen auch innerhalb kurzer Zeit, an der TU Chemnitz einer 15-miniitigen Pause, ein
Wechsel problemlos méglich ist. Fiir jeden der Rdume ist eine maximale Anzahl an Stu-
dierenden angegeben, die von der jeweiligen Lehrveranstaltung nicht iiberschritten werden
darf. Es ist weiterhin klar, dass gleichzeitig maximal eine Veranstaltung in einem bestimm-
ten Raum stattfinden kann. Wie bereits erwdhnt, kann man neben der Sitzanzahl auch
andere Kriterien, wie die technische Ausstattung, beriicksichtigen.

Wichtig in unserer Arbeit sind die Moglichkeiten zwischen den verschiedenen Orten zu
wechseln. An der TU Chemnitz gibt es neben vier Hauptstandorten (Strafse der Nationen,
Reichenhainer Strafe, Erfenschlag, Raabestrae) auch dezentral gelegene Gebaude (z. B.
Sport- und Schwimmbhalle), auf die wir im Weiteren nicht eingehen werden. Wechsel sind
pauschal nur in den langen 45-Minuten-Pausen und iiber Einheiten hinweg umsetzbar, da
die Busse im 10-Minuten-Rhythmus fahren und die 15-miniitigen Pausen nicht ausreichen.
Es sind aber auch andere Varianten denkbar, etwa dass zwischen bestimmten Standorten
ein Wechsel nur iiber eine Einheit hinweg moglich ist oder dass sich die Wechselzeiten
zwischen den Standorten unterscheiden.

Die Beschreibung der Rdume an der TU Chemnitz ist in den uns zur Verfiigung ste-
henden Daten leider nicht ganz vollstandig. So erhalten wir keine Informationen dariiber,
welche nur einem speziellen Zweck dienen, z. B. ein Chemielabor fiir entsprechende Prak-
tika, und nicht fiir andere Lehrveranstaltungen eingeplant werden diirfen. Aktuell gibt es
auch einige Rédume, bei denen die Anzahl der Sitze nicht angegeben ist. Fiir diese nehmen
wir an, dass sie 40 Sitze haben.
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1.6 Zielstellungen (fiir die Studiengruppen)

In diesem Abschnitt wollen wir uns klar machen, nach welchen Kriterien wir die Giite
unserer Stundenpléne messen. Dabei spielt, neben der Einhaltung der erwdhnten Bedin-
gungen, die Betrachtung der Plane fiir die Studierenden eine besondere Rolle.

Die Studierenden sollen ihre Lehrveranstaltungen besuchen und erreichen kénnen. Zu-
néchst beinhaltet das, dass sich die Veranstaltungen moglichst nicht iiberschneiden. Dabei
fordern wir, dass obligatorische Lehrveranstaltungen nicht parallel liegen diirfen, da die-
se ja verpflichtend von allen besucht werden sollen. Lésst es sich nicht vermeiden, dass
wahlobligatorische und fakultative Veranstaltungen gleichzeitig stattfinden, weil es bei-
spielsweise mehr Veranstaltungen als Planungseinheiten gibt, so sehen wir die Uberschnei-
dungsfreiheit moglichst vieler, insbesondere wahlobligatorischer, Veranstaltungen als gut
an. Ein weiterer zu erfiillender Aspekt liegt in der ortlichen Anordnung der Veranstaltun-
gen. Diese sollte so angelegt sein, dass, wenn iiberhaupt, nur in den dafiir vorgesehenen
Zeiten zwischen den Standorten gewechselt wird. Vorzuziehen sind allerdings Pléne, die
iiberhaupt keine Wechsel innerhalb eines Tages erfordern.

Um die An- bzw. Abreise vom bzw. zum Wohnort zu ermdglichen, ist es giinstig, wenn
die entsprechenden Planungseinheiten nicht oder zumindest nicht mit Veranstaltungen,
die von vielen Studierenden besucht werden miissen, belegt werden. Weitere Praferenzen
bestehen aber auch beziiglich des Wochentages. Hier gilt ,,je zentraler desto besser, d. h.,
der Mittwoch ist an der TU Chemnitz der giinstigste Tag. Daneben werden zentrale Zeiten
am Tag, also zweite bis vierte Einheit, bevorzugt. Dabei sinkt erfahrungsgemafs mit der
Hohe des durchschnittlichen Fachsemesters der Studiengruppe die Akzeptanz fiir frithe
Startzeitpunkte.

Insgesamt werden Pléne als gut angesehen, die die Tageslast fiir die Studierenden ver-
teilen und es damit beispielsweise nicht vorkommt, dass an einem Tag keine und an
einem anderen alle Planungseinheiten belegt werden. Hierbei konnen wir zum einen die
Gesamtanzahl der Veranstaltungen an einem Tag und zum anderen auch nur die obliga-
torischen Veranstaltungen zéhlen.
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2. Modellierung

2 Modellierung

In diesem Abschnitt bauen wir das Modell fiir das Erstellen eines Stundenplans auf. Da-
bei gehen wir in drei wesentlichen Schritten vor. Zunéchst beschreiben wir die benétigten
Mengen und einige ,einfache“ Nebenbedingungen. Danach gehen wir ndher auf die Be-
dingungen an die Studierenden-Stundenpléne, wie Wegeproblematik und die Behandlung
von Uberschneidungen, ein. Abschliefend setzen wir die Zielstellungen beim Aufbau der
Zielfunktion aus der Problemstellung um.

Wir fithren nun die Bezeichnungen der Mengen ein, die sich sofort aus der Problem-
beschreibung (vgl. Kapitel 1) ergeben. Als Ziel wird dort formuliert, dass wir fiir jede
Lehrveranstaltung festlegen, in welchen Planungseinheiten und in welchen Raumen sie
stattfindet.

V... Menge der Veranstaltungen
cvy ... benodtigte Kapazitdt = Anzahl der Studierenden von v € V'
={1,...,nw},nw € N... Wochen
={1,...,np},np € N... Tage
={1,...,ng},ng € N... Einheiten (pro Tag)
={(w,d,e): weW,de D,e e E}... Planungseinheiten
={1,...,no},no € N... Orte

... Menge der Rdume

O NI =

Ry - .. Kapazitit/Sitzanzahl von Raum r € R
S... Menge der Studiengruppen
ag ... Anzahl der Studierenden in Studiengruppe s € S
P ... Menge der Dozenten

2.1 Anpassungen des Problems an unser Modell

Wir wollen die Daten so anpassen, dass wir in unserem Modell davon ausgehen kénnen,
dass jede Lehrveranstaltung genau einen Raum belegt sowie genau eine Planungseinheit
im Planungszyklus andauert, z. B. genau einmal alle zwei Wochen bei der TU Chemnitz.
Dariiberhinaus wollen wir eine genaue Zuordnung von Réumen zu Lehrveranstaltungen
vernachléssigen und uns stattdessen auf Raumgruppen, Raume mit dhnlichen Charakteris-
tika, beschranken. Die dazu nétigen Transformationen werden wir in den néchsten beiden
Abschnitten behandeln.

2.1.1 Vereinfachung der Lehrveranstaltungen

Um uns auf Veranstaltungen mit genau einem Raum und Dauer von genau einer Einheit
zu beschrianken, benétigen wir die folgenden Mengen:

Vivpar C PV x W)t {(v1,wy),. .., (vk, wi)} € Viypar heilt, die Veranstaltungen vy, . . ., vy
finden am gleichen Tag und in der gleichen Einheit in den Wochen wy, . . ., wy statt.
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FcVe®: (v,...,u) € F bedeutet, die Veranstaltungen vy, ..., v, finden unmittelbar
hintereinander statt.

Vear CP(V): {vy, ..., 0.} € Vpg, bedeutet, die Veranstaltungen vy, ..., v, finden gleich-
zeitig statt.

Vpar CP(V): {v1,..., 0} € Vypar bedeutet, dass jeweils paarweise zwei Veranstaltun-
gen v;,v;,¢ # j, nicht parallel liegen diirfen. Dafiir kann es verschiedene Griinde
geben, etwa die Vermeidung von Mehrfach-Belegungen bei einzelnen Raumen. Mit
Hilfe dieser Menge konnte man modellieren, dass obligatorische Veranstaltungen ei-
ner Studiengruppe nicht gleichzeitig stattfinden diirfen. Wir werden das aber auf
andere Weise erreichen (siche Abschnitt 2.3).

Die Ausgangsdaten werden nun wie folgt angepasst:

Wodchentliche Lehrveranstaltung: Findet eine Veranstaltung v € V' in den Wochen
wy, ..., wy € W,w; # w; fiir 1 # j, statt, so ersetzen wir v durch Lehrveranstaltun-
gen vy, ..., v und fiigen das Element {(vy,wy),. .., (vg, wg)} zu Viy pgr hinzu. Damit
kénnen wir auch den Fall abdecken, dass zwei verschiedene, aber zusammengeho-
rende Veranstaltungen (z. B. eine Vorlesung und eine Ubung, vgl. Abschnitt 1.2) am
gleichen Tag und in der gleichen Einheit um eine Woche versetzt gehalten werden
sollen. Gehen wir beispielsweise von zwei Lehrveranstaltungen vy, ve aus, wobei vy
nur in Woche eins und ve nur in Woche zwei stattfindet, so fiigen wir {(vy, 1), (v2,2)}
zu Viy par hinzu.

Veranstaltungen iiber mehrere aufeinanderfolgende Einheiten: Dauert eine Veran-
staltung v € V iber [ > 1 hintereinanderfolgende Einheiten an, so ersetzen wir
v durch Lehrveranstaltungen vy, ..., v; und fiigen das Element (vy, ..., v;) zu F' hin-
zu.

Veranstaltungen mit mehreren Raumen: Belegt eine Veranstaltungen v € V' planmé-
fig 7 > 1 Raume (vgl. Abschnitt 1.2), so ersetzen wir v durch die Veranstaltungen
v1, ..., v, und fiigen das Element {vq,...,v,} zur Menge Vp,, hinzu.

2.1.2 Raumgruppen

Laut Problembeschreibung sollen wir jeder Veranstaltung den exakten Raum zuordnen.
Dies ist aus praktischer Sicht jedoch kaum mdglich. Dafiir gibt es zwei wichtige Griinde.
Auf der einen Seite wiirde sich so die Anzahl der Variablen auf ein Vielfaches erhéhen,
auf der anderen Seite ist es spéater fiir die Loser nicht mdglich, zwischen zwei Rdumen mit
gleicher Kapazitiat bzw. Charakteristik, die sich am gleichen Standort befinden, zu unter-
scheiden. Aus diesen Griinden heraus fiihren wir lediglich Raumgruppen ein, die Rdume
am gleichen Ort mit gleichen Charakteristika zusammenfassen. Dabei kénnen fiir jeden
Ort andere Merkmale zur Unterscheidung gewéhlt werden. (Die Auswahl der Charakte-
ristika sollte an die Bedingungen angepasst sein, die von den Veranstaltungen gefordert
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werden, z. B. Raum mit grofter Tafelfliche, Raum mit Beamer, Raum mit grofer Tafelfla-
che und Beamer.) Es ist sogar moglich, dass nur ein einziger Raum zu einer bestimmten
Raumgruppe gehort. Man sollte dies jedoch nur in Ausnahmefillen in Betracht ziehen,
da dadurch die Zahl der Nebenbedingungen sehr stark anwachsen kann.

Die Menge aller Raumgruppen erhalten wir durch

R:={(0,9):0€0,9g€{l,...,npo}}

mit ngr, Anzahl der Raumgruppen in Ort o, und ¢(, 4 € IN ist die Anzahl der Rdume in
Raumgruppe (o, g). Aus den Bedingungen, die von Veranstaltung v € V an den jewei-
ligen Raum gestellt werden, konnen wir fiir jede Veranstaltung v eine Menge zuléssiger
Raumgruppen an Ort 0o € O

R,, :={(0,9) € R: (0, g) mogliche Raumgruppe fiir v in Ort o} (v € V,0 € O)

bestimmen.

Konkret beschrianken wir uns fiir die TU Chemnitz auf zwei Raumgruppen und unter-
scheiden nur nach der Sitzanzahl. Dabei gibt es kleine Rédume (bis 40 Sitze) und grofe
Réume (ab 41 Sitze). Die von uns angelegten Raumgruppen bezeichnen wir mit

R = {(0,1),(0,2): 0 € O}
(klein) (grof)

und es gilt bei O, := {0 € O: 0 moglicher Standort fir v} (v € V)

RIUC = {(0,i): 0 € Oyy,1 € {1,2}}, falls ¢y, < 40 und kein fester Raum,

0,0
Rff{oo ={(0,1): 0 € O,, }, falls ¢y, <40 und fester Raum,
RIVC ={(0,2): 0 € O,,}, falls ¢y, > 40.
Um zu garantieren, dass ein bestimmter Raum nicht mehrfach gleichzeitig genutzt wird,
fiigen wir zur Menge Viyp,, die Menge {vi,...,v;} hinzu, falls den Veranstaltungen
vy, ..., v, pHlichtméfig der gleiche Raum zugeordnet wird.

2.2 Binarvariablen und erste Nebenbedingungen

Unser Ziel besteht darin, fiir jede einzelne Veranstaltung anzugeben, in welchem Ort sie
zu welcher Planungseinheit stattfindet. Damit ergeben sich die Binarvariablen

Tory € {0,1}, 0€ Ot = (w,d,e) € T,v €V,
mit der Interpretation

{1 LV v findet in Ort o in Planungseinheit ¢ statt
Lotv =

0 sonst.

Es bezeichne dabei X* = {(0,t,v): 0 € O,t € T,v € V} die Indexmenge der Binérvaria-
blen, d.h. z € {0,1}*l & ,,, € {0,1} fiir alle (o,t,v) € XP.
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2.2.1 Nebenbedingungen

Aus der Aufgabenstellung folgen zunéchst einige ,einfache“ Nebenbedingungen. Seien fiir
eine Veranstaltung v € V' die folgenden Mengen definiert durch

T, :={t € T': t mogliche Planungseinheit fiir v} (v € V),

O, := {0 € O: o moglicher Standort fiir v} (v € V),

P,:={pe P:philt v} (veV).
Dabei reduziert sich die Menge T, etwa um die Sperrzeiten aller Dozenten der Veranstal-

tung v. Falls v nur fiir bestimmte Planungseinheiten ¢ € T, und bestimmte Orte o € O,
zugelassen ist, so gilt

Y (0,t) € (O x T)\ (O x T}): Tz = 0. (1)

Weiterhin fordern wir von allen Lehrveranstaltungen, dass sie genau einmal (zu genau
einer Planungseinheit) stattfinden. Es ergibt sich dann automatisch, dass nur ein Ort
genutzt wird. Wiirde mehr als ein Raum eingeplant, so hétte fiir einen Standort mehr
als eine Variable den Wert 1. Diese Formulierung ist dadurch moglich, dass wir auch
wochentlich stattfindende Veranstaltungen auf |[W| (an der TU Chemnitz auf 2) aufteilen,
vgl. Abschnitt 2.1.1.

VoeV: > ao,=1. (2)
0€OteT

Jeder Dozent kann lediglich eine Veranstaltung zu einer Planungseinheit ¢ € T halten.
Das fiihrt auf die Nebenbedingungen

VpePVLET: > Y o<1 (3)

0€0 veV :peP,

Ahnliche Nebenbedingungen ergeben sich fiir nicht-parallele Veranstaltungen, die teil-
weise durch die Einfiihrung der Raumgruppen entstehen, vgl. 2.1.2. Dort war das Ziel
auszuschliefsen, dass gleichzeitig mehr als eine Veranstaltung im gleichen Raum liegt.

VV' € Vypar VEET: > mppy < L. (4)
0€0,weV’

Ebenfalls aus unseren Anpassungen entsteht die Menge Vp,,., welche Mengen von zur
gleichen Planungseinheit stattfindenden Veranstaltungen enthélt.

V{1, 0} € Vpar, V2<i SEVEET: Y Topn — Y Torw, =0. (5)
0e0 0eO

Im Vergleich dazu gestalten sich die Nebenbedingungen fiir die Menge Viy p, etwas anders,
da hier der gleiche Tag und die gleiche Einheit, dazu aber spezielle Wochen verlangt
werden.

v{(vlawl)a-'w(vkawk)} € VWP(IT7V2 <1< k>Vd€ D,Ve € E:

Zzo,(wl,d,e),vl - Z xo,(wi,d,e),vi = 0. (6)

0€0 0e0
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Eine Besonderheit stellen noch iiber mehrere Einheiten andauernde Veranstaltungen
dar, die in einzelne zerlegt werden. Fiir diese muss

V(v1,...,0p) EFV2<i<nVoe€OV (w,de) €T mite<ngp—n+1:

zO,(w,d,@),Ul - xov(wvdve—"_i_l)vvi = 0 (7)

gelten.

2.2.2 Raumgruppen-Nebenbedingungen

Es kénnen niemals mehr Rdume benutzt werden, als in den einzelnen Raumgruppen zur
Verfligung stehen. Dazu darf gleichzeitig fiir jede Teilmenge von Raumgruppen die Anzahl
der Lehrveranstaltungen, die in Rédumen dieser Raumgruppen stattfinden miissen, die
Anzahl der Rdume in diesen nicht iiberschreiten.

Sei 0 € O ein Ort und U C {(o, g) € R} eine Teilmenge von Raumgruppen in o. Dann
bezeichnet

Vo(U) ={veV:R,,CU}

die Menge der Veranstaltungen, die in einen Raum einer Raumgruppe aus U gelegt werden
miissen. Folglich erhalten wir die Nebenbedingungen:

VoeONVteTVU €P({(0,9) €R}): Y Totw <Y cCu (8)

veV,(U) uclU

Bei unserem Beispiel der TU Chemnitz beschrénken wir uns, wie oben angegeben, auf
zwei Raumgruppen pro Ort, vgl. 2.1.2. Daraus ergeben sich aus (8) die folgenden drei
Punkte:

1. Fiir jede Planungseinheit t € T darf die Anzahl an Veranstaltungen, denen ein
kleiner Raum pflichtméfig vorgegeben wird (steht der genaue Raum nicht fest, so
kann eine Veranstaltung mit einer geschitzten Studierendenanzahl unter unserer
Grenze von 40 auch in einem grofen Raum stattfinden und wird hier nicht gezéhlt),
nicht grofer sein, als die Anzahl der Radume in dieser Raumgrofe.

VoeONVtET: > Topw< oy, VIV ={veV:RIJY C{(o,1)}}.

UEVTUC

2. Keine Wahlmoglichkeit besteht hingegen bei Veranstaltungen v € V mit R, C
{(0,2): 0 € O}. Diese miissen in einen Raum der Kategorie 2 gelegt werden, von
denen ebenso nur eine beschriankte Zahl zur Verfiigung steht.

VocONVtET: > Topw < cop), Vol ={veV:RIJY C{(0,2)}}.

UEVTUC
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3. Ferner darf die Summe aller Lehrveranstaltungen die Anzahl der Rdume insgesamt
an diesem Standort nicht {iberschreiten.

YoeONVteT: Zxo,t,v < Clo) T C0,2)-

veV

(Bemerkung: Es gilt V = | (VO?OUC U Vl?oUc U %?oUc)a wobei VOI:OUC
ocO

staltungen enthélt, die in beiden Raumgruppen an Ort o € O stattfinden diirfen.)

alle die Veran-

Bemerkung 2.1 Konzentriert man sich nur auf die Raumgrofe (keine weiteren Kriterien
wie die Ausstattung), so konnen die entsprechenden Nebenbedingungen in Polynomialzeit
separiert werden. Dazu muss man fiir jede Planungseinheit ¢ € 7" und jeden Ort 0o € O
die Variablen z,,, der Veranstaltungen in ¢ und o nach der Anzahl der bené&tigten Sitz-
plitze der Veranstaltungen absteigend sortieren. Summiert man die Variablen in dieser
Reihenfolge auf und iibersteigt eine Teilsumme die Anzahl der verfiigharen Réume, de-
ren jeweilige Kapazitdt fiir die Veranstaltungen dieser Teilsumme ausreicht, so wird die
zugehorige Ungleichung zum Problem hinzugefiigt.

Bisher haben wir lediglich Nebenbedingungen aufgestellt, die fiir die Erstellung eines
Stundenplans unbedingt notwendig sind. Damit dieser in der Praxis auf Akzeptanz stofst,
miissen weitere Ziele beachtet werden. Der folgende Abschnitt zeigt, wie die Zielstellungen
an die Studierenden-Stundenpléne (vgl. Abschnitt 1.6) im Modell umgesetzt werden.

2.3 Modellierung mit Graphen

Besonderen Wert legen wir auf die Vermeidung von Wechseln bzw. die Einhaltung der
Wechselbedingungen. Versucht man diese Bezichungen in Nebenbedingungen unter Nut-
zung der Variablen z,;.,, (0,t,v) € X, auszudriicken, so stellt man sehr schnell fest, dass
die Anzahl der Nebenbedingungen sehr grof wird. Das liegt daran, dass der Wechsel
nicht unbedingt zwischen zwei Einheiten der Studierenden oder der Dozenten erfolgen
muss, sondern dass auch Freistunden dazwischen liegen konnen. Um die Wegeproblema-
tik besser beschreiben zu kénnen, haben wir uns deshalb fiir die Modellierung mithilfe von
Netzwerkfliissen in Graphen entschieden. Dies erméglicht es uns weiterhin, Uberschnei-
dungen zwischen Lehrveranstaltungen einer Studiengruppe zu erkennen und in Abschnitt
2.5 zu bestrafen.

Dafiir benédtigen wir aber noch die folgenden Mengen, die die Veranstaltungen der
Studiengruppe s € S bzw. Teile davon umfassen.

Vs :={v € V: v ist Veranstaltung von Studiengruppe s} (s € 5),
Vo .= {v € V,: v ist obligatorische Veranstaltung fiir s} (s € 9),
Vwobl .— L4 € V,: v ist wahlobligatorische Veranstaltung fiir s} (s € S),
Viek .= fv € V,: v ist fakultative Veranstaltung fiir s} (s € S).

Fiir jede Studiengruppe s € S, jede Woche w € W und jeden Tag d € D représentiert
ein Graph G, 4 die Stationen der Studierenden aus s. Dazu konstruieren wir gerichtete
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Graphen Gy 0 = (V, Asw.4), wobei V die Knotenmenge und A, ,, 4 die Menge gerichteter
Kanten bezeichnet. Die Knotenmenge V setzt sich zusammen aus

e cinem Startknoten v, (Quelle),
e cinem Endeknoten vy (Senke),

e Vec E Voe O einem Knoten v,1 , zum Beginn der Einheit e und einem Knoten
Ve2 , zum Ende der Einheit e bzw. zum Pausenbeginn.

Abbildung 1 zeigt dies am Beispiel von zwei Orten und zwei Einheiten.

Uq
Ort 1 ° Ort 2
1. 7.30 e U1l e Uil
9.00 e V12 ® V122
2. 9.15 e U211 ® Uzl
10.45 e U221 ® U222
[ ]
(%

Abbildung 1: Darstellung der Knotenmenge am Beispiel

Zwischen den Knoten fligen wir die folgenden Kanten ein:

e Die Studierenden konnen zu jeder Einheit mit ihrer ersten Lehrveranstaltung am
Tag anfangen und nach jeder Einheit nach Hause zuriickkehren. Dabei kommen wir
von v, bzw. gehen zu v,:

Ay :=A{(vg,ve1,): e € E 0 € O},
Ay = {(ve20,v5): € € E,0 € O}.

e Zusitzlich kann es vorkommen, dass an einem Tag iiberhaupt keine Veranstaltung
stattfindet. Dafiir brauchen wir eine Start-Ende-Kante

Ags = {(vg,v5)}-
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e Weiterhin ist es moglich, an einem Standort zu warten und keine Veranstaltung zu
besuchen. Man beachte hierbei, dass die Option zu warten nicht in der ersten bzw.
der letzten Einheit besteht, da man spéter kommen bzw. eher gehen wiirde. (Das
ergibt sich aus den spéteren Zielfunktionskoeffizienten und lésst sich leicht aus den
bisher formulierten Zielen ableiten.)

Aw = {(Uel,oave2,o)w: eck \ {17nE}’O € O}

e Es werden ebenso Kanten fiir die Pausen eingefiigt (Pausen nach jeder Einheit aufer
der letzten):

Ap = {('UeQ,oaU(e—i-l)l,o): eckE \ {nE}7O € O}

e Um die Wechsel zwischen den Standorten zu modellieren, fiihren wir Kanten zwi-
schen den jeweiligen Orten ein. Dabei beschreibt (e + d.) € E,e € E, die néchst
mogliche Einheit, die bei Ortswechsel an diesem Tag erreicht werden kann.

Af = {(062,017U(6+de)1,02>: ee F o € 0,02 €0 \ {01}}.
Man konnte d. auch vom jeweiligen Ort bzw. von der Fahrtzeit zwischen je zwei

Orten abhéngig machen. Darauf werden wir aber nicht weiter eingehen.

An der TU Chemnitz sind Wechsel nur {iber Einheiten hinweg und in den grofsen
Pausen moglich, konkret

A?Uc = {(Ve2,0,, Vierqrvey o) € €{1,...,5},01 € 0,00 € O\ {o1}},

JUC 1 ee{2,3}
¢ 2 ec{1,4,5).

Es gibt hier keine Kanten nach der sechsten Einheit, weil man keine weitere Veran-
staltung erreichen kann. Wir werden bei unseren numerischen Tests aulerdem auf
Kanten nach der ersten Einheit verzichten, weil wir den Wechsel in der ersten grofen
Pause (10.45 bis 11.30 Uhr) dafiir nutzen konnen, vgl. auch Bemerkung 2.4.

Damit sind all diejenigen Kanten eingefiigt, die von der Studiengruppe unabhéngig sind.
In der Abbildung 2 werden Teile dieser dargestellt sind, wobei keine Fahrtkanten darge-
stellt sind, weil in den beiden Planungseinheiten an der TU Chemnitz keine vorkommen.

Kanten, die von der Studiengruppe abhéngen, betreffen die Lehrveranstaltungen:

e Bei den Lehrveranstaltungen unterscheiden wir drei Klassen, welche auch in den
Graphen verschieden behandelt werden. (Zu weiteren Modellierungsmoglichkeiten
betrachte Bemerkung 2.2.)

— Um spéter differenziert den Anteil der Studierenden einer Studiengruppe, der
eine wahlobligatorische oder fakultative Lehrveranstaltung besucht, in einer
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Ort 1 Ort 2
(qu U1 1
7.30 -

qu Vg2 1

9.00 Vgs
U12 ,1, U1 1 p
9.15

)w U11 15 Us)

U21 1, V221
10.45

(U22 15 US>__—V 'ﬂ—/

Abbildung 2: Darstellung der Start-/Ende-/Start-Ende- /Pause-/ Wartekanten am Beispiel

stiickweise linearen konvexen Zielfunktion, vgl. Abbildung 3, beriicksichtigen
zu konnen, werden folgende Mengen benétigt (siehe Abschnitt 2.5)

VoeVrruvieryie {1,2):
AZ = {(Ver 0, Ve2,0)] 0 € O, e € E mit (w,d,e) € T} (9)

Damit werden fiir jede wahlobligatorische oder fakultative Lehrveranstaltung
v € V¥ U VJe sowie jeden Ort o € Oy und jede Planungseinheit (w,d,e) €
Ts,e € E, zwei Kanten (ve1 5, Ve2,,)7, 1 = 1,2, eingefiihrt. Beide Kanten werden
spater mit unterschiedlichen Schranken und Kosten versehen, um dem Verhal-
ten der Zielfunktion aus Abbildung 3 zu entsprechen.

— Weil gefordert wird, dass maximal ein © € V. zu einer Planungseinheit statt-
findet, kénnen die obligatorischen Veranstaltungen zu einer Planungseinheit
mithilfe einer Kante zusammengefasst werden:

Aigly’d = {(Uel,oave2,o)0bl: ec E: 'LU d, 6 U T5,0 € U O; }

veVodl veVodl

-~ 7

(%) (%)
((%) Alle Planungseinheiten in Woche w und am Tag d, an denen obligatorische
Veranstaltungen fiir Studiengruppe s stattfinden konnen.
(%) Alle Orte, an denen obligatorische Veranstaltungen fiir Studiengruppe s
stattfinden kénnen.)
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Abbildung 3: Stiickweise lineare Zielfunktion

Bemerkung 2.2 Es gibt noch weitere Moglichkeiten, die Veranstaltungen einer Studien-
gruppe in den Graphen zu erfassen.

e Man kann fiir jede Planungseinheit und jeden Ort genau eine Veranstaltungskan-
te einfithren. In der Zielfunktion ist es dann jedoch nur méglich, die Anzahl der
gleichzeitig stattfindenden Veranstaltungen zu bestrafen und bei Betrachtung der
Fliisse festzustellen, ob Veranstaltungen besucht werden. Uber die Verteilung der
Studierenden auf die einzelnen Veranstaltungen sagt das aber nichts aus.

e Weiterhin besteht die Moglichkeit, fiir jede Planungseinheit und jeden Ort drei Kan-
ten (obl, wobl, fak) zu nutzen. Allerdings ist auch diese Variante zu grob, um die
Ziele bzgl. der Uberschneidungen von Veranstaltungen zu formulieren, da Veranstal-
tungen mit gleicher Prioritdt nicht voneinander zu trennen sind. Aufierdem lésst es
sich hier nur schwer verhindern, dass zwei gleichzeitig stattfindende Lehrveranstal-
tungen an unterschiedlichen Orten giinstiger erscheinen, da wir, wie oben erwéhnt,
eine konvezxe, nicht-lineare Zielfunktion (siehe auch 2.5.1) benutzen wollen. Finden
z.B. zwei fakultative Veranstaltungen gleichzeitig am gleichen Ort statt, so werden
diese nur iiber eine Kante représentiert. Finden sie aber gleichzeitig an verschiede-
nen Orten statt, dann werden sie iiber zwei Kanten, ndmlich eine Kante pro Ort,
repréasentiert. Dieser Unterschied hat dann Einfluss auf den Wert der konvexen Ziel-
funktion.

Insgesamt setzt sich in jedem Graphen G, = (V, Asw.a) die Kantenmenge wie folgt
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zusamimen:
Agwa=A;UAUALUA,UA, UA;U U @ptoasd | uag
veVwoblyyfak
Ay ... Menge aller Startkanten
As ... Menge aller Endekanten
Ays ... Start-Ende-Kante
Ay ... Menge aller Wartekanten
A, ... Menge aller Pausenkanten
Ay ... Menge aller Wechsel- bzw. Fahrtkanten

Af)’fl”’d. .. Menge aller Veranstaltungskanten zu v € V* U V% Typ 1
Af)”;”’d. .. Menge aller Veranstaltungskanten zu v € V2" U V/% Typ 2

AZ;}f’d. .. Menge aller Veranstaltungskanten zu V..

Abschliefsend zeigt Abbildung 4 ein Beispiel eines Teilgraphen, wobei fiir einzelne Kanten
nur die Menge genannt wird, zu der sie gehoren. Man beachte zusétzlich, dass die starkeren
Linien, die mit
Apt= ) Aariuany
veVwoblyyfak
bezeichnet sind, auch mehrere Kanten reprasentieren konnen.
Auf diesen Graphen werden Flussprobleme erstellt, wozu die Variablen % ,, 4., benotigt
werden mit
0,0.1] ac€ U A
i‘s,w,d,a € veVwoblyyak
[0,1]  sonst

und Indexmenge X¢ = {(s,w,d,a): s € S,w € W,d € D,a € A, 4}. Diese miissen fiir
einen zuléssigen Fluss bestimmten Nebenbedingungen geniigen.

Definition 2.3 Sei D = (V, A) ein Digraph mit Kantenkapazititen c(a) > 0,a € A,
und seien s,t zwei ausgezeichnete Knoten. Ein x € RI4 heifit zuldssiger (s, t)-Fluss, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

1.Vae A: 0 <z, < c(a),

2. VeV \{st}: Yoo xa= Y. x4, wobei >z, den einfliefenden
a€A: a=(-,v) acA: a=(v,") a€A: a=(-,v)
und > x, den ausflieflenden Fluss bezeichnet.
a€A: a=(v,)

Dabei wird ein Fluss von eins von der Quelle v, zur Senke v, geschickt, wobei der Gesamt-
fluss iiber eine Kante a € A, 4 allen Studierenden der Studiengruppe s entspricht. Wir
legen aber im Normalfall keinen Wert auf einen ganzzahligen Fluss (auker bei A%*"%), da
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Ort 1 Ort 2

1. 7.30

At A At A
9.00 \I‘/ \I‘/

2. 9.15 m m
Ayt A A Ay A A
10.45 / L/
3. 11.30 Ag L
AGIT A A AP A, A
13.00 L/
4. 1345 Ag

Vs
Abbildung 4: Graphenausschnitt mit allen moglichen Kanten in diesem Bereich

wir davon ausgehen, dass sich die Studierenden auf die Lehrveranstaltungen aufteilen. Es
kann auferdem vorkommen, dass sich Studierende an verschiedenen Standorten befinden
bzw. unterschiedlichen Tétigkeiten, wie Fahren oder Warten, nachgehen.

Die balancierten Flusserhaltungsgleichungen fiir den Graphen Gy, ¢ lauten dann in
jedem Knoten:

Vg : Z js,w,d,a =1 (1O>

a€A: a=(vgq,.)
Ve : Z :i's,w,d,a =1 (11)
a€A: a=(.,vs)
VoewV \ {Uqa Us}: Z js,w,d,a - Z js,w,d,a = 0. (12>
a€A: a=(v,) a€A: a=(-,v)

Auferdem kommen zu unserem Modell noch die koppelnden Nebenbedingungen hin-
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2. Modellierung

zu, welche die Verbindung zwischen den Graphen und den ganzzahligen Variablen z,; 5,
(0,t,9) € X°, schaffen. So wollen wir nur einen Fluss iiber a € Af}z'”’d U A‘Zgl”’d erlauben,
wenn die entsprechenden Variablen z,;; ungleich null sind. Allerdings liefern uns diese
nur eine obere Schranke, da wahlobligatorische und fakultative Lehrveranstaltungen auch
parallel auftreten diirfen und sich der Fluss der Studierenden auf diese aufteilen kann.

Vse SV (wde)eT,VoecO,VoeVrrlyyie

Lo, (w,d,e),d Z Lsw,day + Lsw,d,azs (13)

mit a; = (Vo1 0, Ve2,0)) € ATV i =1,2.

Die bereits frither erwihnte Forderung nach der Uberschneidungsfreiheit bei obligato-
rischen Veranstaltungen lédsst sich nun ebenfalls leicht formulieren. Da die Studierenden
nur Veranstaltungen besuchen kénnen, die auch stattfinden, muss in (14) sogar Gleichheit
gelten.

VseSV(wdeeT,VoeO:
Z Lo, (w,d,e), s — i‘s,w,d,a = 07 a = (Uel,ov Ue2,o)0bl € AZ}:;U’d- (14>

eV

Da spéter eine Relaxation des Problems gelost werden soll (siche Abschnitt 3.2), wer-
den noch die folgenden Nebenbedingungen verwendet, die bei Ganzzahligkeit der z,; s,
(0,t,0) € X*, automatisch erfiillt sind.

VseSVoeVrruvr Y > Fewda <01 (15)
(w,d,e)ET aEA;’;U’d:
oeO ’

a:(vel ,o’ve2¢o)g

Diese Nebenbedingungen verhindern, dass in einer Lésung der Relaxation eine Veranstal-
tung v € V auf mehrere Planungseinheiten aufgeteilt wird, um mehrfach (insgesamt mehr
als 0.1) Fluss tiber die giinstigen Kanten aus Af-)’f;’d zu schicken. In einer ganzzahligen
Losung kann dies nicht auftreten, da jede Veranstaltung zu genau einer Planungseinheit
stattfinden muss.

2.4 Zulassigkeit

Es wird sich in Kapitel 3.1 zeigen, dass selbst das Finden einer zuldssigen Losung von
SPOPT aus komplexitétstheoretischer Sicht schwierig ist. Da wir aber im Vorhinein nicht
wissen, ob iberhaupt eine Losung existiert bzw. wir bei den Losungsverfahren in Abschnitt
3.2 teilweise Variablen fixieren, was die dortige Losungsmenge weiter verkleinert, ergdnzen
wir unser Modell um weitere Variablen, die uns erlauben, Unzulédssigkeiten zu erkennen.
Dazu iiberlegen wir uns, welche Situationen zu Unzuléssigkeiten fithren konnen.
Zuniichst konnen einige Nebenbedingungen, die nur Variablen aus x,;.,, (0,t,v) € X,
enthalten, nicht erfiillbar sein. In diesem Fall sollte es moglich sein, die betroffenen Varia-
blen bzw. die zugehorigen Veranstaltungen an einen neutralen Zeitpunkt zu legen. Aus die-
sem Grund fithren wir fiir jedes v € V die Unzuldssigkeits- Variable xo,0,0,0)0 € {0,1} mit
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2. Modellierung

Indexmenge XU := {(0, (0,0,0),v): v € V} ein, wobei wir im Folgenden X? := X*UXV fiir
die Vereinigung der Indexmengen der bisherigen Bindrvariablen und der Unzulassigkeits-
Variablen verwenden.

Fiir jede Veranstaltung v € V wird die Variable zq ,0,0)., (0, (0,0,0),v) € XY, jeweils
nur zu der entsprechenden Nebenbedingung (2) hinzugefiigt,

V RS VI Z LL’o,tﬂ; -+ LL’07(07070)7U = 1 (2’)

0€OteT

Das bedeutet aber auch, dass durch die Erhéhung einer dieser Variablen auf eins die
Unzuléssigkeits-Variablen zu weiteren v € V' eventuell ebenso erhéht werden miissen,
da sie iiber gewisse Nebenbedingungen miteinander verbunden sind. Ein Beispiel dafiir
stellen parallele Veranstaltungen dar, vergleiche dazu die Mengen Vpg,., Viyper und die
Nebenbedingungen (5), (6). In der Zielfunktion werden die ¢ (0,0,0),,, v € V, aber mit sehr
hohen Kosten, etwa von 10000, versehen, wodurch sie in der Losung ausschlieflich dann
benutzt werden, wenn keine andere Moglichkeit besteht.

Weiterhin kann das Problem in den Graphen liegen, wenn zwei obligatorische Lehrveran-
staltungen so hintereinander in zwei verschiedenen Orten stattfinden miissen, dass dazwi-
schen keine Wechselmoglichkeit besteht. Um diese Unzulédssigkeiten zu umgehen, fiihren
wir in jedem Graphen zuséitzlich Wechselkanten nach jeder Einheit, fiir die d, > 1,e €
(vgl. Seite 20), gilt, ein. Diese werden wir im Folgenden als Unzuldssigkeits-Kanten be-
zeichnen, da sie uns erlauben, jeden Ort zur néchsten Einheit zu erreichen. Allerdings
werden auch die Unzuléssigkeits-Kanten mit sehr hohen Kosten in der Zielfunktion ver-
sehen.

Abbildung 5 zeigt am Beispiel der TU Chemnitz die eigentlichen Fahrtkanten schwarz
und die neuen Unzuléssigkeits-Kanten rot und fett.

2.5 Zielfunktion

In diesem Abschnitt werden wir beschreiben, wie die Zielfunktionskoeffizienten gewéhlt
werden und welche Idee dieser Wahl zu Grunde liegt. Unser Hauptsteuerungselement sind
dabei die Kosten der ., 4.4, (s, w,d,a) € X¢, welche zu den Fliissen bzw. den Kanten in
den Graphen gehoren. Zusétzlich fithren wir Extravariablen ein, die fiir eine gute Lastver-
teilung iiber die Tage allgemein sowie bestimmter Veranstaltungskomplexe sorgen sollen.
Durch kleine Veréinderungen an den ., (0,t,v) € X, lassen sich auRerdem Préferenzen
fiir bestimmte Einheiten oder Tage setzen, wobei diese auf die anderen Kosten abgestimmt
werden.

2.5.1 Die Graphenvariablen

Der Fluss durch einen der Graphen soll den Weg der Studierenden einer Studiengruppe an
einem Tag modellieren. Dabei steuern die Kosten der Kanten, wie sich die Studierenden
verhalten sollen. Die Modellierung erfolgt hierbei im Sinne von Min-Cost-Flow-Problemen
(Minimaler-Kosten-Fluss-Problemen), d. h., die Studierenden versuchen ihre Kosten mog-
lichst zu minimieren. Aus den in Abschnitt 1.6 formulierten Zielen 1asst sich leicht ablesen,
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1. 7.30 . .
9.00

2. 9.15 .: ~— — :.
10.45

3. 11.30 M
13.00

4. 13.45 &4:

15.15
5. 15.30
17.00
6. 17.15
18.45
7. 19.00 ° ®

Abbildung 5: Darstellung der alten (schwarz) und neuen (rot und fett) Wechselkanten

dass die Studierenden davon profitieren miissen, Veranstaltungen zu besuchen und dass
es sie etwas kosten muss, zu fahren oder zu warten.

Um die Zielstellungen aufeinander abzustimmen, modellieren wir den idealen Studie-
renden, und legen fest, welche konkreten Ziele dieser verfolgen soll. Aus den Zielen bauen
wir ein System linearer Ungleichungen, dessen Losung dann die Zielfunktionskoeffizienten
der &g d.a, (5, w,d, a) € XY, ergibt.

Als Variablen, die alle reelle Werte annehmen kénnen, benutzen wir dafiir die folgenden.

e Die Variable w modelliert den Kostenwert fiir die Wartekanten A,,, wobei w vom
Ort und von der Planungseinheit unabhéngig ist. Das ldsst sich damit begriinden,
dass die Studierenden stets die gleiche Zeit warten miissen.

e Fiir die Fahrten zwischen den Standorten nach der e-ten Einheit stehen die Variablen
fe;e € E, wobei an der TU Chemnitz Wechsel nur fir e € {1,2,3,4,5} C E
moglich sind (Fahrtkanten Ay). Dabei stellt e+d,., e € E (vgl. Seite 20), den frithest
moglichen Beginn der nachsten Veranstaltung dar.

e Mit ¢. spiegeln wir den Aufwand des Kommens zu Einheit e € F wieder und s, ent-
sprechend den des Gehens nach Einheit e € E (Start- und Endekanten A, A, Ays).

e Bei den Veranstaltungen gehen wir etwas anders vor. So wollen wir erreichen, dass
jede Veranstaltung von mindestens 10% aller Studierenden einer Studiengruppe
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2. Modellierung

besucht wird. Allerdings erzwingen wir nicht, dass diese Zahl eingehalten wird, son-
dern begilinstigen dies nur. Man konnte hier auch andere Werte fordern, z. B. dass
mindestens ein Studierender zu einer Veranstaltung geht.

Daneben unterscheiden wir die Prioritdten wahlobligatorisch und fakultativ. Sollte
unser Mindestmafl von 10 % bei jeder Veranstaltung erfiillt sein, so zieht der idea-
le Studierende wahlobligatorische vor, sonst geht er lieber zu der wenig besuchten
Lehrveranstaltung. Um diese Ziele zu verbinden, wiahlen wir eine stiickweise lineare
konvexe Zielfunktion. Fiir die Variablen zu den Lehrveranstaltungskanten bedeutet

dies zwei unterschiedlich grofe Werte. Daraus ergeben sich v}’¢", v{ o als Koeffizi-

. a w,d E oo A d .
enten fiir &y 40,0 € ADY und 0P w3 % fir iy, 00,0 € ADS (vgl. (9)), wobei

letztere Kanten eine Kapazitat von 0.1 haben. Da unser Studierender immer davon
profitieren soll, wenn er Veranstaltungen besucht, und wir ein Minimierungsproblem
aufbauen, konnen wir ohne Einschriinkung v < o/® < 0,4 € {1, 2}, fordern. (Es
gibt hier keine Variablen fiir obligatorische Veranstaltungen, da zu diesen alle Stu-
dierenden anwesend sein miissen.)

e Aufierdem fithren wir noch v§,v§ > 0 ein, die den Mindestabstand von v%*" und

v{ “* bzw. vy und vf % angeben. Wiirde man diese nicht mit in das LP aufnehmen,

so waren Losungen zulassig, bei denen die Werte iibereinstimmen und man wiirde
nicht mehr nach Prioritdten unterscheiden. Aufterdem haben wir die Moglichkeit,
die Kosten der Veranstaltungen zeitabhéngig zu machen. Das ist aber ungiinstig,
weil dies dazu fithrt, dass gewisse Einheiten bevorzugt werden, indem der Besuch
geringere Kosten verursacht. Aus diesem Grund regulieren wir die Zeiten spéter.

Dennoch schreiben wir in den folgenden Formeln v“”bl Jak e {1,2},e € E, statt

) 7,@ Y
k
wobl 4, fa , um dem Leser das Verstandnis der Formeln zu vereinfachen.

U; » Y
Wir beschreiben nun das Verhaltensmuster eines idealen Studierenden mit Hilfe von Ne-
benbedingungen. Dabei gelte stets fiir alle k € { fak, wobl}, falls derartige Indices auftre-
ten.

Es ist sinnvoll zu fordern, dass der Studierende lieber wartet, als dass er an einen

anderen Ort fahrt. Daher fordern wir
Vie E(TUC:ie{l,....5} CE):w< f;. (16)

Bemerkung 2.4 Es besteht an dieser Stelle auch die Moglichkeit, weitere Ungleichungen
zu erganzen, die verhindern, dass Fahrten zu bestimmten Zeiten bevorzugt werden. Dieses
Problem tritt auf, wenn die d;,7 € E, unterschiedlich grof sind. An der TU Chemnitz
miisste man beispielsweise verhindern, dass es giinstiger ist, nach der ersten Einheit in
einen anderen Ort zu fahren als in der zweiten Einheit zu warten und dann in der ersten
groften Pause zu fahren. In den numerischen Tests umgehen wir dieses Problem teilweise,
indem wir keine Kanten nach der ersten Einheit einfithren. Allerdings besteht das Problem
weiterhin, wenn es viele Wartezeiten gibt und die Werte der f;,7 € E, gleich sind, da man
dann nicht in den grofsen Pausen sondern iiber Einheiten hinweg fahrt, um die Kosten
einer Warteeinheit zu sparen. Da es aber sinnvoll ist, den Studierenden die Moglichkeit
zu geben, essen zu gehen, werden wir keine weiteren Ungleichungen einfiihren.
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Kann der Studierende durch einen Wechsel jedoch in Einheit j eine zusétzliche Ver-
anstaltung besuchen, so wird er die Mdéglichkeit nutzen und wechseln. Dafiir miissen die
Kosten fiir Wechsel und den Besuch einer Lehrveranstaltung geringer sein, als die gesamte
Zeit zu warten,

hin:Vi,je E,j>i+d;: fi + vlfj < (d; = 1) - w+w. (17)
hin LV Hinfahrt

Wenn man nun davon ausgeht, dass am ersten Ort zu einer spéateren Einheit noch eine
Lehrveranstaltung gehalten wird, so muss die Riickfahrt auch mit eingeplant werden,

hin + riick: Vi,j € £, 5 >i+d;: f; +Ufj+fj<(di—l)-ui—s—w—&—(dj—l)-w. (18)
L — —

hin LV + riick Hinfahrt Riickfahrt
Ort 1 Ort 2 Ort 1 Ort 2
z'2 o [ )
(i+ 1) T ° T °
Yo Qf fi
(i+1)2 ° I °
(i + d;)! I T I
w Ufi-ﬁ-di w Ulf,zurdz
(i + d;)? % i # ‘
(i+d;+1) e ) T °
7”|U fitd;
(i 4+ d; + 1) f .
(i +di + dita,)" : o

Abbildung 6: Verdeutlichung der Nebenbedingungen (17), (18)

Abbildung 6 verdeutlicht die letzten beiden Nebenbedingungen anhand zweier Graphen,
wobei d; = 2 fiir alle ¢ € E. Auferdem gibt es keine zusétzlichen Wartezeiten. Sollte im
rechten Teil der Abbildung die zweite Lehrveranstaltung jedoch erst spéter beginnen, so
miisste man auch in Ort 1 warten. An den obigen Ungleichungen wiirde sich dadurch aber
nichts dndern, da man w wegkiirzen kénnte.
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Weiterhin wartet der Studierende nicht, wenn er stattdessen entweder spater zur Uni-
versitit kommen (vgl. Abbildung 7) bzw. frither nach Hause gehen kann,

Vi,je E,j>i:q¢;<q+(j—1)-w, (19)
Vi,jeE,j>irs; < (j—1) w+sj. (20)
Yq
4;
P

Abbildung 7: Verdeutlichung der Nebenbedingung (19)

Wie zuvor, nimmt er aber einen ldngeren Aufenthalt in Kauf, d.h., er kommt friiher
oder geht spéter, wenn er dadurch vor der j-ten bzw. nach der i-ten Einheit weitere
Lehrveranstaltungen besuchen kann,

Vi,jeEE,j>iiq+v,+ ([ —i—1)-w<g, (21)
’ ~—_——
‘Warten
VijeE j>i: (j—i—1) w4l +s; <s; (22)
N———— ’
‘Warten

Dies gilt sogar, wenn dafiir noch Fahrten notwendig sind und sich die Wartezeit um etwaige
Fahrtzeiten verschiebt,

Vi jEE,j>i+di:q+vl,+ fitw-(j—i—d;)<gq, (23)
Vi,jEE j>it+diw-(j—i—d)+ fi+of;+s;<si (24)

Damit der Studierende vorzieht, lieber zu Veranstaltungen zu gehen, bei denen noch nicht
10% der Studiengruppe sind, benétigen wir die folgenden Ungleichungen. Zunéchst wird
die Variante bevorzugt, bei der man nach der i-ten Einheit an einen anderen Ort fiahrt,
um in j dort vom betragsméfig groferen Anstieg profitieren zu kénnen.

VijeE,j>i+d,Vie{i+1,... .} fi+vh, <(di—1) - w+of,. (25)

Daneben kann die Fahrt auch erst danach notwendig sein, wenn man beispielsweise die
zwei Moglichkeiten hat, in Ort 1 oder Ort 2 anzufangen, und in der 3. Einheit auf jeden
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Fall in Standort 2 sein muss. Es lohnt sich dann trotzdem, den steileren Anstieg in Ort 1
zu nutzen. Man beachte aber, dass dies unter Umsténden nicht gilt, wenn man in der 2.
Einheit eine weitere Veranstaltung in Ort 2 besuchen konnte.

Vie ENie{i,...,i+d;—1}: 05, + fi <o+ (di — 1) - w. (26)

Die Entscheidung zwischen wahlobligatorischen und fakultativen Veranstaltungen féllt
geméls den ndchsten Bedingungen. Dabei dhneln die Formeln den obigen, nur dass beziig-
lich der Prioritdten und nicht der unterschiedlichen Wertungen der Kanten unterschieden
wird. Wir benétigen dazu eine Angabe iiber die Differenz der Anstiege der linearen Funk-
tionen auf den jeweiligen Intervallen. Die Absténde sollen mindestens v{* auf [0.1,1] bzw.
vg auf [0,0.1] (beides gegebene feste Parameter grofer gleich null) betragen.

VieE: ol <ofth -, (27)

VieE: vy <ofth -, (28)
Vi,jEE,jZiﬂLdi,iE{i—i—l...,j} fl+vf“'“ <(di—1)-w+of,  (29)
Vie BYie {i,..,di—1}: 03 + f; <op + (d; — 1) - w (30)

Bisher haben wir die Ziele beziiglich der Wechsel zwischen den Standorten und den
Uberschneidungen von Lehrveranstaltungen in das Ungleichungssystem aufgenommen.
Es gibt aber noch weitere Aspekte, die man mithilfe der Kosten der Graphenvariablen be-
riicksichtigen kann, wie die Beachtung der bevorzugten Standorte fiir eine Studiengruppe,
vgl. Abschnitt 1.1. Dazu fithren wir die Variable 5 > 0 ein, wobei v —0,7€{l,2},ie E
die Kosten einer Veranstaltung an einem préaferierten Ort darstellt Da wir jedoch bei
wahlobligatorischen und fakultativen Veranstaltungen keine zusédtzlichen Wartezeiten oder
Wechsel (w < fi,i € E) in Kauf nehmen wollen, nur um eine Veranstaltung an einem
giinstigeren Ort zu besuchen, muss folgendes gelten:

Vie{l,2},Vie E:vf, <uf - B+ w. (31)

Zusétzlich miissen noch die Ungleichungen (25), (26), (29) und (30) angepasst werden, da-
mit auch préferierte Orte beriicksichtigt werden. (Es soll weiterhin giinstiger sein, Fahrten
fiir wenig besuchte Veranstaltungen in nicht-préferierten Orten in Kauf zu nehmen.)

Vi jeEE,j>i+d,Vie{i+1,...j}: fi+v5, <(di—1)-w+rf, -3, (25)
Vie EVie{i,...,i+tdi—1}: 05,4+ f; <of, =B+ (di—1)-w (26")
Vi,jE€Ej>i+d,i€{i+1,....5}: fi +0vf% <(d—1) w+oP - 5, (29)
Vie BYie{i,..,di—1}: v+ f; <op® =B+ (di—1)-w.  (30)

Daneben gibt es weiterhin noch die Kanten, die zu obligatorischen Veranstaltungen ge-
héren. Deren Zielfunktionskoeffizienten v°? sind aktuell noch null und werden noch nicht

beachtet. Auch diese kann man beziiglich der Orte anpassen, wobei wir diesmal sogar
maximal einen Wechsel in Kauf nehmen. Der Grund dafiir liegt darin, dass es sich bei
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obligatorischen Veranstaltungen meist um die Kernveranstaltungen handelt und diese in
der Néhe des Fakultétssitzes stattfinden sollten.

Vie B:0< % < fi (32)

Bemerkung 2.5 Die Anpassungen beziiglich der Orte kdnnen auch andere Ziele beach-
ten. Mochte man fiir obligatorische Veranstaltungen keine zusétzlichen Wartezeiten und
Wechsel erzeugen, so muss [v°"| < w gewihlt werden. Eine andere Moglichkeit besteht in
der Erhohung der Anpassungen, falls stiarker préaferiert werden soll.

Da aber, wie zu Beginn erwéhnt, véfl =...= vfmi € {1,2} gelten soll, konnen wir das
obiges System noch etwas vereinfachen. Ersetzt man zusétzlich alle echten Ungleichungen
durch <, indem man ein ¢ > 0 einfithrt und auf den rechten Seite subtrahiert, so erhélt
man folgendes System linearer Ungleichungen mit v{* > 0,v$ > 0,¢ > 0:

Vie E:w< f;—e¢, (16)
VicE:vs+ fi<of —B+(di—1) w—e, (267)

VieE: o)™+ f; < — 84 (di—1) - w—-e, (30")
VieE:0< - < f, (32)
Vi,j€E,j>i+di: fi+toF+f<(di—1)-wt+w+(dj—1) w—-e, (18)
Vi, jE€E,j>i+d: fi+v¥ <(di—1)-w+w—-¢, (17)
VijeE,j>i+diiki+of+fitw-(j—i—d)<k;—e, (23)
Vi,jeE,j>i+di:w-(j—i—d)+ fi+vi+h; <hi—e, (24)
Vi,jeE j>i+d;: fi+vd <(di—1) - w+vf—p—c¢, (25)
Vi,jeE,j>i+d: fi+vl™* <(di—1)-w+vv" -3 —¢, (297)
Vi,jeE j>i1q<q+(J—i) w—g¢, (19)
Vi,jeE,j>irs<(j—1) w+s;—e¢, (20)
VijeE,j>iiq+vi+(—i—1)-w<gqg—e, (21)
Vi,jeE,j>i:(j—i—1)-w+of+s5;<s —¢, (22)

B <w, (31)

vyt <ol — o, (27)

Pl < pdR g (28)

Dieses LP ist fiir die TU Chemnitz mit v = 1,05 = 5, = 1 16sbar, wenn auch nicht
eindeutig. Eine Losung lautet

qgi = Si = 07
vt = —9 of ™ = 7y = —18, 0" = —13, 0" = —2.
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Diese Werte konnten wir nun als Zielfunktionskoeffizienten fiir die Graphenvariablen
Tswdas (5, w,d,a) € XY nutzen. Allerdings wiirden wir so beispielsweise nicht beach-
ten, wie viele Studierende von bestimmten Uberschneidungen betroffen sind. Um die Zahl
der Studierenden in jeder Studiengruppe mit einzubeziehen, multiplizieren wir die obige
Losung und die Parameter (die Losung bleibt auch zulédssig, wenn man die Parameter
nicht mit v, multipliziert, da v{ > 0,v§ > 0,e > 0 und 75 > 1) mit einem positivem
Skalar v, > 1 durch und erhalten damit wieder eine Losung des Problems. Setzt man als
Skalar die Studierendenzahl an, so werden Studiengruppen mit sehr wenigen Studierenden
sehr stark benachteiligt. Aus diesem Grund haben wir uns gegen eine lineare Anpassung
entschieden. Stattdessen setzen wir

1 s <3
Vs:{ ¢ ,SGS.

In(as)  sonst

Man {iberlegt sich leicht, dass man ebenfalls eine zuldssige Losung erhélt, wenn man [
und v° nicht mit 7, multipliziert. Man kann damit fiir alle Studiengruppen die gleiche
Anpassung beziiglich der Standorte wéhlen, unabhéngig von der jeweiligen Studierenden-

zahl.

Bemerkung 2.6 Es ist moglich weitere Nebenbedingungen einzufiigen, die verhindern,
dass ein Studierender in beiden groften Pausen fahren muss und damit nicht zum Mittages-
sen gehen kann. Aufserdem kénnte man die Anzahl der Wechsel mittels einer stiickweise
linearen konvexen Zielfunktion bestrafen, damit moglichst nur einmal pro Tag gewechselt
wird. Bisher ist der Zielfunktionswert in den Féllen gleich, dass zwei Wechsel am selben
Tag oder an zwei verschiedenen Tagen stattfinden.

2.5.2 Ausgleich iiber die Tage — Extravariablen

Neben den bisherigen Anpassungen wird eine ausgeglichene Tageslast angestrebt, das
heifst, dass an allen Tagen die Anzahl der Veranstaltungen, insbesondere der obligatori-
schen, ungefédhr gleich sein soll. Fiir diese Zielstellung wollen wir zwei verschiedene Mo-
dellierungen angeben.

Bei der ersten fithren wir pro Studiengruppe s € S, Tag d € D und Woche w € W die
neuen Variablen

s,1

xw,d = Z Lo, (w,d,e),v)

0€0,ecE,veV;

872 —
xw,d - zov(wvdve)vv’

0€0,ec E,veVobl
mit Indexmenge X&' := {(s,i,w,d): s € S,i € {1,2},w € W,d € D} ein. In der Ziel-
funktion bestrafen wir dann die Differenz zwischen dem hoéchsten und dem niedrigsten

Wert

VseSVie{l,2}: max{a);: w e W,d € D} — min{z}/;: w € W,d € D} — min,
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2. Modellierung

wobel das an die Loser als

vy <u,VseSYweWVdeD
w21, VseSVweW,VdeD

iibergeben wird.

Wiirde man als Zielfunktion lediglich max{z;, ;: w € W,d € D} — min wihlen, so hiitte
im Fall, dass an einem Tag viele Einheiten fixiert sind, diese Zielfunktion keinen Einfluss
auf das Aussehen des Stundenplans. Das Maximum wiirde (mit hoher Wahrscheinlichkeit)
an diesem Tag angenommen und die Verteilung der restlichen Lehrveranstaltungen auf
die anderen Tage hétte keine Wirkung auf die Zielfunktion. Daher beriicksichtigen wir
zusétzlich auch die minimale Anzahl an Lehrveranstaltungen pro Tag.

Weiterhin sollten erneut die Zielfunktionskoeffizienten der Variablen :L'flfd, (s,i,w,d) €
X*t, die Kosten fiir eine Warteeinheit nicht iibersteigen. Sie dienen viel mehr als eine
Entscheidungshilfe fiir die Loser, wenn es um die konkrete Anordnung der Lehrveranstal-
tungen geht.

Eine andere Moglichkeit besteht im Aufbau einer stiickweise linearen konvexen Ziel-
funktion, die ein etwas anderes Ziel verfolgt. Bei dieser fiihren wir ebenfalls die Variablen
mfjd, (s,i,w,d) € XF', wie oben ein, aber wir bestrafen die Abweichung von xfjd zum
theoretischen Mittelwert m?, der sich leicht aus der Anzahl der Lehrveranstaltungen ab-
leiten lésst. Ist diese Abweichung klein (z. B. < 1), so bestrafen wir dies nicht mit Kosten
(Es kommt sehr selten vor, dass der Mittelwert in INg liegt bzw. wir die Méglichkeit haben,
an jedem Tag die gleiche Veranstaltungszahl zu setzen.). Bei einer htheren Differenz emp-
fiehlt es sich zunéchst wieder Kosten ungefihr in der Hohe einer Warteeinheit anzusetzen
und beispielsweise ab Werten iiber m’ + 3 oder unter m’ — 3 diesen Wert noch zu erho-
hen. Fiir jede Studiengruppe hat dann die Zielfunktion das Aussehen wie in Abbildung 8.
Durch diese Modellierung kénnen wir jeden einzelnen Tag gewichten, d. h., jeder Tag geht
in die Zielfunktion ein und wir beschrinken uns nicht nur auf Minimum und Maximum
wie im vorigen Fall. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass wir durch die Konvexitéit der
Zielfunktion Steuerungsmoglichkeiten hinzugewinnen.

Wir werden auferdem in Abschnitt 3.2.2 aufzeigen, dass man die stiickweise lineare
konvexe Zielfunktion so umformen kann, dass es ein lineares Optimierungsproblem ent-
steht. Dies wére bei einer konvexen quadratischen Funktion nicht moglich, was allerdings
nicht problematisch ist, da SL’Zfd, (8,4, w,d) € X1, ganzzahlige Werte annimmt und Funk-
tionsaufrufe nur an diesen Stellen (verschoben um m?) notwendig sind.

Im Zusammenhang mit einem gut ausgewichteten Stundenplan erscheint es weiterhin
sinnvoll zu erreichen, dass Veranstaltungen, die sich iber mehr als eine Planungseinheit
pro Woche (z. B. 4-SWS-Veranstaltungen, vgl. Abschnitt 1.2) erstrecken, auf unterschied-
liche Tage aufgeteilt werden (bei 4-SWS-LV - auf zwei Tage pro Woche). So gibt man den
Studierenden die Mdoglichkeit den Stoff besser zu festigen. Gehoren die Veranstaltungen
{v1,...,v,} zusammen, d. h., sie werden vom gleichen Dozenten der gleichen Horerschaft
prasentiert, so fiigen wir fiir jede Woche w € W und jeden Tag d € D die Variable
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m —5 m— 3 m—1 m m+1 m+ 3 m—+5

Abbildung 8: Konvexe Zielfunktion der Variablen xfu’fd, (s,4,w,d) € XE' mit m = m?

Tw,d{or,..on) €1, die die Anzahl der Veranstaltungen vi,...,v, in Woche w an Tag d
misst,

YweWVdeD: Tw,d,{v1,.cvn} = Z zn:l'q(w,d,e),vi.

0€0,ecE i=1

Dabei ist Zy 4 fv,,...0,3 € [0,7] mit Indexmenge

X2 = {(w,d, {vi,...,v.}): w e W,d € D, {vy,...,v,} € P(V),

v1, ..., v, gehoren zusammen }.
Fiir die Kosten von v, o1, (0, d, {v1,...,v,}) € X¥2, wihlen wir erneut eine
stiickweise lineare konvexe Zielfunktion, wobei die Abweichung von W bestraft wird.

Wie bei den Variablen zi ,, (s,i,w,d) € X*', sollten kleine Differenzen keine Kosten
verursachen und hohe Abweichung zu entsprechend hohen Kosten fiithren.
Im Weiteren fassen wir die beiden Indexmengen zusammen:

XP = P U X2,

2.5.3 Die Binarvariablen

Bisher haben wir noch nichts zu den Kosten der Bindrvariablen x,;.,, (0,t,v) € X?, ge-
sagt. Mit deren Hilfe konnen wir Gewichtungen iiber die Einheiten bzw. iiber die Tage
vornehmen, vgl. Abschnitt 1.6. Eine erste Forderung besteht zundchst im Ermdglichen
von An- und Abreise am Montag bzw. Freitag. Zu diesem Zweck bestrafen wir montags
die erste und die zweite Einheit sowie freitags die sechste und siebte. Bei den konkreten
Kostenwerten muss man allerdings erneut abwigen und unsere weiteren Ziele beachten.
Sind die Kosten sehr hoch, so werden eventuell zusétzliche Wechsel notwendig oder es
kommt sogar zu Uberschneidungen zwischen Lehrveranstaltungen. Setzt man die Kosten
jedoch zu niedrig an, so erzielt man moglicherweise keine Verdnderung am Stundenplan.
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Daneben gewichten wir beziiglich des Wochentages, indem wir die Differenz des Tages
d von [|D|/2] (an der TU Chemnitz vom Mittwoch, D = {1,2,3,4,5}) messen und mit
einem festzulegenden Faktor f bestrafen. Damit gilt fiir den Zielfunktionskoeffizienten
VO T (w,dye)w: € C+ [~ |d—[|D]/2]|.

Bei der Festlegung der giinstigsten Einheit gehen wir jedoch nicht so pauschal vor, son-
dern wégen anhand der Studiengruppen und der Anzahl der Zahl der Studierenden cy,,
in Veranstaltung v € V ab. So bevorzugen im Normalfall die Studierenden in hoheren
Semestern spétere Zeiten und stark besuchte Veranstaltungen (Anzahl der Studierenden
und Anzahl der beteiligten Studiengruppen) sollten moglichst zentral liegen. Um die Ziel-
funktionskoeffizienten entsprechend anzupassen, bestimmen wir fiir eine Veranstaltung
v € V die durchschnittliche Anzahl an Studienjahren d, der Horer und die Anzahl der
Studiengruppen ng,. Diese Informationen kénnen wir aus den Angaben zum Fachsemes-
ter und den Mengen Vi, s € S, erhalten. Wir passen den Zielfunktionskoeffizienten der
Variablen , (i 4.¢).0, (0, (w, d, €),v) € X’, mit

nsy ?

C — C—IH(CV’U) . m :

an, d.h., bei einer Lehrveranstaltung nur fiir Erstsemestler (Studienjahr 1) ist die erste
Einheit am besten und spétere Einheiten erhohen die Gesamtkosten. Dieser Koeffizient
ist allerdings an die Strukturen an der TU Chemnitz angepasst, da es hier sieben Ein-
heiten und Planungen bis zum neunten Semester, fiinften Studienjahr, gibt. Bei anderen
Vorgaben sind auch andere Wert denkbar bzw. sinnvoll.

2.6 Zuweisung der Raume

Bisher haben wir lediglich den Standort der Veranstaltungen festgelegt. Wir wollen in der
urspriinglichen Aufgabenstellung aber auch wissen, in welchen Rédumen diese stattfinden.
Algorithmus 1 beschreibt ein mogliches Vorgehen, um diese zuzuweisen.

Dabei kann es vorkommen, dass eine zuléssige Losung von SPOPT mit Raumgruppen
im eigentlichen Sinne unzuléssig ist. Dieses Problem entsteht durch die Zusammenfassung
von Rdumen in Raumgruppen, wobei wir von jeder Raumgruppe nur die Eigenschaften,
an der TU Chemnitz nur die Sitzanzahl, und die Anzahl der zugehorigen Radume kennen.
Allerdings ldsst es sich so an der TU Chemnitz beispielsweise nicht vermeiden, dass es
bei Vorhandensein von nur fiinf R&umen mit iiber 100 Sitzplatzen an einem Standort und
weiteren fiinf Raumen mit 50 Sitzen, gleichzeitig dort sieben Veranstaltungen stattfinden
sollen mit mehr als 50 Sitzen. Dann reicht die vorliegende Anzahl an Rdumen nicht aus,
kann aber bei uns zuléssig sein (solange nicht mehr als 10 Veranstaltungen mehr als 40
Sitze benotigen).

Bemerkung 2.7 Falls man bei der Zuweisung der Rdume Probleme feststellt, hat man
mehrere Optionen. Man konnte zum einen die am Anfang festgelegten Raumgruppen
anpassen bzw. weitere Raumgruppen einfithren. Da wir uns auf die Sitzanzahl als Raum-
kriterium beschrankt haben, wird ein erneutes Losen notwendig, wobei jetzt verdnderte
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Algorithmus 1 Zuweisung der Lehrveranstaltungen zu Rdumen

Require: Losung von SPOPT mit Raumgruppen (Beschrinkung auf Raumgruppen an
der TUC)
1: fort €T do
2: foroe O do
3 V= {veV:ixy, =1}
4: Weise v € V mit festem Raum diesen zu; V « V' \ {v}.
5: for V # 0 do
6: Bestimme ¢ € V: cyp = min{cy,: v € f/}
7 Weise ¥ den kleinstmdglichen freien Raum in Ort o zu.
8 if Zuweisung nicht moglich (weil kein Raum mit benotigter Grofe vorhanden)

then
9: return Losung unzuldssig im eigentlichen Sinne!
10: else
11: V—V\ {0}
12: end if
13: end for
14: end for
15: end for

16: return Stundenplan mit zugewiesenen Rdumen

Raumbelegungsnebenbedingungen gelten, da sich bei einigen Veranstaltungen die Grofsen-
klassifikation dndert. Alternativ kann man die Nebenbedingungen auch zusétzlich hinzu-
geben und, von der urspriinglichen Losung ausgehend, erneut 16sen. Sollten solche Pro-
bleme jedoch héufiger auftreten, so sollten die Annahmen bzgl. der Grenzen zwischen den
Raumgruppen entsprechend revidiert werden, um die Anzahl der Iterationen bei spéteren
Berechnungen zu reduzieren. Eventuell ist auch denkbar, dass man fiir bestimmte Rau-
me weitere Elemente in die Menge Viyp,, mit aufnimmt und damit Uberschneidungen
spezieller Veranstaltungen von vornherein ausschliefst.

2.7 Behandlung von Symmetrien

Grofse Probleme bei der Losung des Stundenplanproblems entstehen typischerweise durch
viele Symmetrien im Problem, so schreibt M. Gavanelli [15]: ,,The basic timetabling pro-
blem is highly symmetric...“. So ist es fiir die Loser sehr schwer zu erkennen, wie zwei Ver-
anstaltungen, die nur von einer Studiengruppe besucht werden und die gleiche Prioritét
haben, angeordnet werden sollen, da sich die Zielfunktionskoeffizienten der Binarvaria-
blen nur sehr wenig unterscheiden. Um einige dieser Symmetrien abzubauen, werden die
Variablen zu Veranstaltungen iiber vier SWS zusammengefasst, ebenso falls die gleiche
Ubung von einem Dozenten mehrfach fiir die gleiche Personengruppe gehalten wird. Bei
der dazugehorigen Nebenbedingung, dass eine Veranstaltung genau einmal stattfindet (2),
veréndert sich damit die rechte Seite von eins auf die entsprechende Anzahl.

Aus der Literatur (z. B. [15, 16, 22, 25]) sind weitere Moglichkeiten bekannt, mit denen
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man versucht, Symmetrien in kombinatorischen Problemen abzubauen, indem man zusétz-
liche Nebenbedingungen hinzufiigt und damit die Menge der Optimallésungen verkleinert.
Dies verringert dann vor allem die Iterationsschritte bei Branch-and-Bound-Verfahren.
Die meisten ,Symmetriebrecher haben aber die Voraussetzung, dass der Zielfunktions-
wert nicht von der Permutation der Variablen abhéngig ist.

Ein Beispiel, bei dem derartige Anpassungen zu guten Ergebnissen fithren, ist das Social
Golfer Problem (SGP), vgl. [22] S. 224-226. Bei diesem sind

e die Wochen Gy und
e die Spieler S, die jeweils auf m Gruppen aufgeteilt werden sollen, mit |S| =n - m,

gegeben. Ziel ist es einen Spielplan zu erstellen, der regelt, welche Spieler wann in welchen
Gruppen spielen, wobei zwei Spieler nicht mehr als einmal in einer Gruppe aufeinander
treffen sollen. Um dem Leser die Problematik zu verdeutlichen, wollen wir das Beispiel
etwas genauer erlautern. Aus dieser Aufgabenstellung leiten die Autoren von [22] die
ganzzahligen Variablen

,s € S,w € Gy,

_Jm  Spieler s spielt in Woche w in Gruppe m
Joaw = 0 sonst

ab. Da lediglich eine zuléssige Belegung gesucht wird, kann man die Zielfunktion weglassen
bzw. iiber eine Konstante optimieren.

Es ist klar, dass hier viele Symmetrien auftreten. So kann man die Spieler oder die
Wochen bzw. die Gruppen in diesen permutieren. Dem kann man mit der Einfiihrung
einer lexikografischen Ordnung zwischen méglichen Lésungen entgegenwirken, wobei

€r = (:,Ul,,.xn) Slegpy:<y177yn) <:>

Vie{l,...,n}: <[ /\ xi/:yi/] :>:Bi§y,->.

1< <
Beim SGP kann man mit
(G155 9ijawl) Stex (Git1,15 -5 Girrjaw]), V 1 <0 < |5

verhindern, dass zwei Spieler einfach miteinander vertauscht werden konnen, vergleiche
dazu

Sl Sg S3 54 55 Sﬁ Sl Sz S3 54 55 56
w, 1.1 2 2 3 3 — wy, 1 2 1 2 3 3
Wy 1 2 1 3 2 3 Wy 11 2 3 2 37
Wy 1 2 2 3 3 1 Wy 1 2 2 3 3 1

wobei W; € Gy, S; € S gilt und die Eintrage der Tabelle die jeweilige Gruppe darstellen.
Mit,
(G1des -5 9181k) Stex (Gr+15-- - gsljaw]): ¥V 1 <k < |Gw|
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erreicht man, dass Vertauschungen der Wochen wie hier

S, Sy Sy Sy S5 Sq S, Sy Sy Sy S5 Sq
W, 1 1 2 2 3 3 W, 1 1 2 3 2 3
W, 1 2 1 3 2 3 7 W, 1 1 2 2 3 3
W, 1 2 2 3 3 1 W, 1 2 2 3 3 1

in der neuen Losungsmenge nicht mehr enthalten sind. Doch auch mit Hilfe dieser Ne-
benbedingungen, kann man noch nicht alle Symmetrien beseitigen. Entsprechend wurden
weitere Varianten entwickelt, auf die wir hier nicht eingehen wollen, vgl. [22] Kapitel 2.2.2
und 3.

Bei uns ist die Annahme bzgl. der Zielfunktion jedoch nur in den seltenen Féllen er-
fiillt, dass ein Dozent fiir die gleiche Horerschaft mehrere Veranstaltungen anbietet und,
abgestimmt auf unsere Manipulationen der Zielfunktionskoeffizienten fiir die Binérvaria-
blen ., (0,t,v) € X°, auch die gleiche Raumgréfe angefordert worden ist. Auferdem
sind bei uns durch vorher festgelegte Planungseinheiten auch nicht alle Kombinationen
moglich. Aus diesen Griinden verzichten wir auf diese Methoden.

2.8 Weitere Moglichkeiten

Die bisher beschriebenen Nebenbedingungen und Zielfunktionskoeffizienten bauen auf den
uns vorliegenden Daten auf. Falls weitere Informationen zur Verfiigung stehen, besteht
die Moglichkeit, weitere Aspekte in die Stundenplédne einfliefen zu lassen.

Neben den aufgezeigten Anpassungen bzgl. der Veranstaltungsklassen (obl, wobl, fak)
kann auch die Veranstaltungsart fiir Gewichtungen genutzt werden. So ist es beispielswei-
se denkbar, dass Seminare nach der vierten Einheit bevorzugt werden oder Vorlesungen
moglichst frith stattfinden sollen. Weiterhin kann man versuchen, obligatorische Veranstal-
tungen starker auf zentrale Termine zu konzentrieren, indem man die Kosten der Kanten
zu obligatorischen Veranstaltungen in den Studierendengraphen anpasst. Dabei muss man
erneut auch die anderen Zielstellungen mit abwégen.

Sollten statistische Daten dariiber existieren, wie sich die Studierenden einer Studien-
gruppe auf die Lehrveranstaltungen verteilen, so konnen diese Daten beim Aufbau der
Zielfunktionskoeffizienten genutzt werden. (Bisher arbeiten wir aber lediglich mit der ge-
plante Anzahl an Zuhorern und kennen die relevanten Studiengruppen fiir eine Veranstal-
tung.) So kann es beispielsweise vorkommen, dass mehrere Vertiefungsrichtungen inner-
halb eines Studiengruppe méglich sind (an der TU Chemnitz z. B. Diplom-Studiengang
Mathematik im 2. Semester [D_ MA 2, MMM2| mit den Vertiefungsrichtungen: Elek-
trotechnik, Maschinenbau, Physik, Chemie, Wirtschaftswissenschaften, Informatik) und
dass es fiir jede Vertiefungsrichtung eigene obligatorische Veranstaltungen gibt. Diese
konnten durchaus parallel liegen, ohne dass dies ein Problem darstellen wiirde. Deswei-
teren ist eine bessere Anpassung der Zielfunktionskoeffizienten moglich, wenn man weifs,
wie viele Studierende tatséichlich von einer ungiinstigen gelegenen Planungseinheit oder
von einem Wechsel betroffen sind. Dariiberhinaus kann eine spezielle Behandlung von
Ubungsgruppen, d. h., fiir eine Studiengruppe werden themengleiche Ubungen angeboten,
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von denen die Studierenden jeweils nur eine besuchen sollten, von Vorteil sein. Dann emp-
fiehlt es sich z. B., dass fiir die dazugehorigen Kanten in den Studierendengraphen nur ein
Fluss bis zu einer bestimmten Hohe begiinstigt wird, etwa bis %, damit mehrere Ubungen
nebeneinander gelegt werden konnen.

Bei den Dozenten haben wir bisher die Wegeproblematik noch nicht beachtet. Man
konnte bei ihnen auch fiir jeden Tag pro Woche einen Graphen einfiihren, der den Stu-
dierendengraphen &hnelt. Allerdings braucht man dann an jedem Ort zu jeder Einheit
nur zu unterscheiden, ob er eine Veranstaltung hélt oder nicht. Dementsprechend hat
zwar jeder Graph weniger Kanten, aber die Anzahl der Dozenten ist meist grofer als die
Anzahl der Studiengruppen. Es ist jedoch fraglich, ob diese enorme Vergréferung der Va-
riablenanzahl lohnt, da die meisten Dozenten nur eine kleine Anzahl an Veranstaltungen
halten und durch die Bevorzugung bestimmter Orte in der Néahe der Fakultdt der Stu-
dierenden, auch die Wechsel fiir die Dozenten verringert werden. Alternativ kann man
die Losung wie bisher ohne Dozenten-Wechsel-Nebenbedingungen bestimmen und dann
nur die Dozenten betrachten, bei denen Probleme auftreten. Hierfiir konnen beispiels-
weise Schnittebenenverfahren eingesetzt werden, die zuséatzliche Nebenbedingungen zum
urspriinglichen Problem hinzufiigen.

In anderen Stundenplanungsmodellen gibt es hédufig auch Belastungsschranken B fiir
die Studierenden bzw. B, fiir die Dozenten, d.h., dass an einem bestimmten Tag nur
maximal B; bzw. B, Einheiten durchgefiihrt werden konnen. Als Nebenbedingung ergibt
sich dann fiir die Dozenten:

VpeP,YweW,VdeD: Y Y Zowde. < B,

0€0,e€ E veV:peP,

Dabei kann auch fiir jeden Dozenten eine andere Schranke angesetzt werden.
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3 Losungsansatze

In diesem Kapitel gehen wir auf die Losung von SPOPT ein. Dazu beweisen wir zu-
nachst, dass das Problem NP-schwer ist. Aus diesem Grund ist das Finden der exakten
Losung (wahrscheinlich) nicht praktikabel bzw. effizient, aber mit Hilfe von Branch-and-
Cut-Algorithmen prinzipiell méglich. Deshalb gehen wir hier nur auf Heuristiken ein, die
auf Relaxationen unseres gemischt-ganzzahligen Problems SPOPT beruhen und die in
numerischen Tests teilweise sehr gute Laufzeiten aufgewiesen haben. Ein Vergleich dieser
schliefst unsere Ausfiihrungen ab.

Bemerkung 3.1 Es sei hier erwéhnt, dass das Finden einer guten Lésung bei unserem
Problem in der Praxis durchaus ausreicht. Das hat mehrere Griinde. Zum einen sind
die vorliegenden Daten nicht exakt bzw. es fehlen wichtige Informationen, z. B. iiber die
Verteilung der Studierenden einer Studiengruppe auf die einzelnen Veranstaltungen. Zum
anderen haben wir unsere Zielfunktionskoeffizienten zwar mathematisch hergeleitet, aber
wir haben in Abschnitt 2.5.1 nur eine mégliche Losung des Ungleichungssystems verwendet
und bei den Zielen des idealen Studierenden sehr starke Annahmen getroffen.

3.1 Komplexitdit von SPOPT — NP-Vollstindigkeit

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Komplexitdt von SPOPT. Wir werden hier
jedoch nicht genauer auf die Begriffe der Komplexitétstheorie eingehen und mochten auf
die Abhandlungen in [19] und [29] verweisen.

Unter den (realistischen) Voraussetzungen, dass die Universitdt nur eine durch eine
Konstante beschriankte Anzahl an Rdumen hat und nur ein endlicher Zeitraum geplant
werden soll, ist das Problem SPOPT in polynomieller Zeit 16sbar, denn dann kann es
nur beschrénkt viele verschiedene Lehrveranstaltungen geben. Falls jede Studiengruppe
mindestens eine Lehrveranstaltung hat und jeder Dozent mindestens eine Lehrveranstal-
tung héalt, kann es auch nur endlich viele Studiengruppen und Dozenten geben. Damit
sind alle Eingabegréften beschrankt und somit kann der Losungsraum in polynomieller
Zeit enumeriert werden.

Um die Komplexitat des Problems besser einschitzen zu kénnen, miissen wir daher fiir
einige der Eingabedaten verlangen, dass die Grofen nicht durch Konstanten beschrénkt
sind. Bereits in dem Fall, dass die Anzahl der Raume mindestens so grof ist wie die Anzahl
der Lehrveranstaltungen (wéahrend die Anzahl der Planungseinheiten weiterhin beschrénkt
bleibt), ist das Problem NP-schwer (d.h., man kann alle Probleme aus NP polynomiell
auf SPOPT reduzieren). Da wir fiir jede Veranstaltung gewisse Daten gegeben haben,
ist die Anzahl der Veranstaltungen (und damit die der Rdume) also polynomiell in der
Eingabegrofe.

Wir zeigen dies, indem wir das Problem der Graphen-Dreifirbung, vgl. Definition 3.2,
auf das Problem SPOPT reduzieren, wobei wir wissen, dass es sich hierbei um ein NP-
vollsténdiges Problem handelt [19].
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3. Losungsansatze

Definition 3.2 Sei G = (V,E) ein Graph mit Knotenmenge V und Kantenmenge E.
Der Graph G' heift dreiféirbbar, wenn es eine Funktion ¢: V' — {1,2,3} gibt, so dass fiir
alle Kanten {u,v} € E: ¢(u) # ¢(v).

Satz 3.3 Unter der Voraussetzung, dass die Anzahl der Rdume mindestens so groff ist
wie die Anzahl der Lehrveranstaltungen, ist das Problem SPOPT NP-schwer.

Beweis. Sei G = (V, E) ein Graph mit Knotenmenge V' und Kantenmenge £. Wir er-
stellen nun eine SPOPT-Instanz, die genau dann zuléssig ist (d.h., die Optimallésung
benutzt keine Unzuliissigkeitsvariablen), falls der Graph G dreifirbbar ist. Wir erzeugen
fiir jeden Knoten © € V eine Lehrveranstaltung v € V und fiir jede Kante {@,9} € E eine
Studiengruppe s, € S, fiir die beide Lehrveranstaltungen obligatorisch sind. Weiterhin
gibt es nur einen Standort und genau drei Planungseinheiten (dies kann man auch dadurch
erreichen, indem jede andere Planungseinheit durch je eine zusétzliche Lehrveranstaltung
belegt wird, die fiir alle Studiengruppen obligatorisch ist). Dann ist leicht einzusehen, dass
es genau dann einen zuléssigen Stundenplan gibt, wenn der Graph dreifdarbbar ist. Dabei
entsprechen alle in Planungseinheit 1 stattfindenden Lehrveranstaltungen der ersten Farb-
klasse, die in Planungseinheit 2 stattfindenden der zweiten und die in Planungseinheit 3
stattfindenden der dritten. O

3.2 Losung von SPOPT

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Losung unseres Optimierungsproblems SPOPT
befassen. Dazu werden wir zunéchst das Problem noch einmal formal aufschreiben und
anschliefsend auf Grundlage seiner Struktur zwei Losungsansétze diskutieren.

3.2.1 SPOPT als ganzzahlige Optimierungsaufgabe und Relaxation

Wir benutzen in diesem und den folgenden Abschnitten zusétzlich die folgenden Bezeich-
nungen:

o X, =1[0,1]*1

o Xp = [ley,Ue,] X oo X [le,, s Ue,]s (le;y@ = 1...,m, stellen dabei untere Schranken
an die Extravariablen (Indexmenge X*) dar, die man stets mit null ansetzen kann;
Ue;, 4 = 1...,m, sind obere Schranken, die wir (sehr grob abgeschétzt) mit |V|

ansetzen konnen)

e X/ die zuldssigen Fliisse des i-ten Flussproblems, d. h.
Xi = {z € RF: z erfiillt die Nebenbedingungen (10),(11),(12),k = |Aswal,i =

0,0.1] je A>wd
(S,w,d) und [L’] = xs,w,d,j c {[ ] J 0,2

G=1.. .k}
[0,1]  sonst J J

o Fiir n = ny + ...+ ny und einen Vektor x € R™ ™" bezeichnet 2' € R™ die zu
n; gehdrenden Komponenten von z.
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3. Losungsansatze

o Fiir n = n; + ... + n; und eine Matrix A € R™" bezeichnet A* € R™™ die zu n;
gehorenden Spalten von A.

Das Problem SPOPT léasst sich dann formal beschreiben als

min clxy + chrg + flog)
S.T.

Ar < b, 2= (v, 26, 28)"
([P) C’x = d .

Ty € {07 1}|X|

zh, € Xh,i=1,...,k

Tp € XE,

wobei Ax < b und Cz = d die koppelnden Nebenbedingungen und f: R = R die
konvexe Zielfunktion darstellen. Dabei ist

|2C% |
fleg) =Y filzr,)
j=1
eine Summe von eindimensionalen konvexen Funktionen f;: R — R, j =1,...,|X*|. Die-

ses Problem ist ein gemischt-ganzzahliges Optimierungsproblem und, wie in Abschnitt 3.1
gezeigt, sehr schwer zu 16sen. Wir wollen daher anstelle des Problems (I P) das folgende
Optimierungsproblem (I PR), seine Relazation, 16sen, die durch Ersetzen der Ganzzahlig-

keitsbedingungen z;, € {0, 1}‘5Cb| durch z;, € X, entsteht

m%n clwy + ctwg + f(rg)
S.T.

A:I: S bu xr = (.fl}'b,xG,fIfE>T
(IPR) Cr = d

T, € X

zh o€ XG i=1,...,k

Tg € XE

Da die Xj, X und X}, sowie die Nebenbedingungen Az < b und Cz = d konvexe Mengen
beschreiben und die Zielfunktion konvex ist, handelt es sich um ein konvexes Optimie-
rungsproblem. Die Losung dieses Optimierungsproblems liefert (sofern sie existiert) eine
Optimallésung x* = (x5, 75, 75) 7.

Diese ist i. A. jedoch keine Losung des Problems (1 P), da die Variablen x; nicht ganzzah-
lig sein miissen. Dennoch werden wir versuchen, aus der Losung von (I PR) eine moglichst
gute Losung von (I P) zu berechnen, vgl. dazu die Kapitel 3.2.7, 3.2.8.

In den néchsten beiden Abschnitten wollen wir zwei Losungsansitze fir (IPR) vor-
stellen. Als erstes werden wir dabei das Problem als lineares Programm formulieren, was
uns eine Losung mithilfe von Verfahren der linearen Optimierung ermdglicht. Im zwei-
ten Ansatz verwenden wir ein Biindelverfahren, um das Lagrange-Duale von (IPR) zu
berechnen.
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3. Losungsansatze

3.2.2 Formulierung von (/PR) als LP

Das Problem (I PR) ist eine konvexe aber keine lineare Optimierungsaufgabe, da die Ziel-
funktion wegen des Terms f(xg) nicht linear ist. Im Folgenden werden wir unter Verwen-
dung eines Standardansatzes zeigen, wie man das Problem dennoch als LP formulieren
kann, um es anschliekend mittels entsprechender Verfahren zu losen.

Wie bereits erwdhnt ist f(zg) die Summe eindimensionaler konvexer Funktionen f;(zg ;),

j=1,...,|XF|. Diese sind stiickweise linear, haben also die Form
filzp;) = max s;,-xp;+t,,
p_lv"'vm]

oder, dquivalent

filzp;) =min{y: y > sj, - xp; +t;p, p=1,...,m;}.

Damit ldsst sich (I PR) &quivalent formulieren als

|CE|
nslin chxb+chG+Zyj
t. s
yj Z Sj’p'LL’E(j—th,p, j)? 1,...,|3CE\,p:1,...,mj
Ar < b, x=(1p, 20,2
]PR/ = 9 by LGy L E
( ) Cx = d,
Ty € Xb,
T, € X., i=1,...,k
Tgp € XE
Y € R,jzl,,|xE|

Hierbei handelt es sich um eine lineare Optimierungsaufgabe, welche mittels entsprechen-
der Verfahren der linearen Optimierung effizient gelost werden kann. In Abschnitt 3.3
haben wir einige Testinstanzen auf diesem Weg berechnet.

Diese Tests haben jedoch gezeigt, dass eine exakte Losung auch mit moderner Software
aufgrund der Grofe des Problems relativ viel Zeit in Anspruch nimmt. Daher beschrei-
ben wir in den néchsten Abschnitten einen anderen Weg, der (I PR) mittels sogenannter
Lagrange-Relaxation ndherungsweise 10st.

3.2.3 Lagrange-Duales und Lagrange-Relaxation

Dieser und der néchste Abschnitt fassen kurz die theoretischen Grundlagen zum Lagrange-
Dualen und zur Lagrange-Relaxation zusammen. Anschlietend stellen wir einen Algorith-
mus zur Losung der entstehenden Optimierungsaufgabe vor und im darauffolgenden Ab-
schnitt werden wir die Ergebnisse auf das Problem (I PR) anwenden, um nidherungsweise
Losungen zu bestimmen.
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3. Losungsansatze

Ausgangspunkt ist ein konvexes Optimierungsproblem der Form

(P) r € X
Az < b
Cx = d,

wobei f: R™ — R eine konvexe Funktion und X C R" eine konvexe kompakte Menge ist.
Falls das Problem einen zuléssigen Punkt x besitzt, so existiert aufgrund der Kompaktheit
von X eine Optimallsung. Es bezeichne z* eine Optimallésung von (P) und f* den
zugehorigen optimalen Zielfunktionswert. Die Funktion

Lz, A1) = f(z) = A (b~ Az) — " (d — Cx)
heifst Lagrangefunktion. Man sieht leicht, dass

* = min sup L(x, \,
J7 = min sup L(z, A, )

gilt, denn sind die Nebenbedingungen Az < b, Cz = d erfiillt, so ist

sup —AT (b — Az) = 0, sup -’ (d — Cx) = 0.

Das Problem

(Dy)  Sup min L(z, A,m)

heift Lagrange-Duales zu (P). Es ist ein wohlbekanntes Resultat, dass fiir ein Problem
(P) und sein Lagrange-Duales (Dy) schwache Dualitdt, d. h.

min sup L(x, A\,n) > sup min L(x, \,n),
zeX A>0,n A>0,n S

erfiillt ist (siche auch [5], Prop. 6.2.2). Weiterhin liegt im Falle des obigen Problems sogar
starke Dualitat vor, d. h., falls das Problem (P) eine endliche Optimallsung besitzt, hat
auch das Problem (Dp) eine Optimallésung und es gilt

min sup L(z,A,n) = sup min L(x, A\, n),
zeX )\201:7)77 ( n) )\201:7)77 zeX ( 7])

(siche auch [5], Prop. 6.4.2). Die optimalen Werte (A*,n*) von (Dy) heifen auch die
optimalen Lagrange-Multiplikatoren.

Betrachten wir noch einmal das Problem (IP) sowie seine lineare Relaxation (I PR).
Man tiberpriift leicht, dass (I PR) ein konvexes Optimierungsproblem vom obigen Typ ist.
Vorausgesetzt, dass (I P) und damit auch (I PR) eine zulédssige Losung besitzt, existieren
also optimale Lagrange-Multiplikatoren (A*,7*) von (Dp). Seien f(rpy der Optimalwert
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3. Losungsansatze

von (IP), f(rpry der Optimalwert von (IPR) und f(p,) der Optimalwert des Lagrange-
Dualen. Dann folgt wegen der schwachen und starken Dualitét

f(*IP) > f(*IPR) = f(*DL)
und fiir jeden dual zuldssigen Punkt (\,7) gilt somit

fapy 2 :ggrgL(x, A1)
Jeder dual zuldssige Punkt gibt uns also eine untere Schranke an den optimalen Zielfunk-
tionswert von (I P).

Wir wollen nun anstelle des schwierigen Problems (/P) das einfachere Lagrange-Duale
(Dp) 16sen, d. h., wir suchen die optimalen Lagrange-Multiplikatoren (A*, n*) bzw. Appro-
ximationen dieser (diese liefern uns ja auch eine untere Schranke an die Optimallésung).
Mit Hilfe dieser Losung bzw. der zugehorigen primalen Losung x* von (I PR) wollen wir
spéter eine zuléssige Losung von (I P) erzeugen. Zunéchst beschéftigen wir uns noch mit
einer anderen wichtigen Eigenschaft der Lagrange-Relaxation.

3.2.4 Dekomposition

Wir beginnen diesmal mit einer konvexen Optimierungsaufgabe

min Z fi(a")
(P)

! S XZ,Z:L,]{?
Az < b
Cx = d,

wobei die f;: R™ — R,7 = 1,...,k, konvexe Funktionen und die X; C R™,s =1,...,k
konvexe kompakte Mengen sind. Es ist dabei wichtig, dass nur die koppelnden Neben-
bedingungen Ax < b und Cz = d alle x' betreffen, die Nebenbedingungen z' € X;
aber nur die einzelnen x’. Offenbar ist (P’) eine Optimierungsaufgabe der Form (P)
mit f(x) = Zle fi(2%), und wir kénnen daher obige Theorie anwenden. Die Lagrange-
Funktion ist dann

k

L'(x,An) =Y fila') = X'(b— Az) —n"(d — C)

i=1
k

= b'N—d'n+ Z (fi(2") + AT A" + " C'a") |
i=1

und das Lagrange-Duale zu (P’) hat die Form

sup  min  L'(z,\n)
A>0,n T €X5,1=1,...k

k

T T : i T pid o T
=sup —b"'\—d +§ min (f;(z") + X" A'z' +n' C'2") .
A>0,n 7 i—1 f"EXi (f( ) K >J

(0)
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3. Losungsansatze

Da die koppelnden Nebenbedingungen alle in (o) sind, miissen fiir eine Auswertung der
dualen Funktion

g\ )= min L'z, \n)

zteX;i=1,....k

—b"'AN—d"n+ Z min (f;(z') + AT Az’ + " C'z)

rteX;

nur die unabhdngigen Probleme

min (f,( N4 NTA nTC’ixi) i=1,...,k,

TeX;
gelost werden. Das bedeutet, das Gesamtproblem ist in mehrere unabhéngig zu 16sende
Teilprobleme zerfallen, was man auch als Lagrange-Dekomposition bezeichnet. Wir werden
diese Eigenschaft bei der Losung unseres Problems ausnutzen.

3.2.5 Biindelverfahren

Das Biindelverfahren ist ein sog. First-Order-Verfahren zur Losung konvexer Optimie-
rungsprobleme
min{f(y): li <y <wg, i=1,...,m},

wobei l;,u; € RU{£oo}, i = 1,...,m. First-Order-Verfahren heifst, dass die Funktion
f(y) mittels eines Orakels erster Ordnung gegeben ist, d.h., zu jedem Punkt y € R™
liefert das Orakel den Zielfunktionswert f(y) und einen Subgradienten g € 0f(y), wobei

of(y) ={peR":VzeR", f(2) > fly)+ <p,z—y >}

Falls die Funktion f(y) fiir alle zuldssigen y einen endlichen Wert annimmt, erzeugt das
Verfahren eine Folge von Punkten {yx}ren, so dass f(yx) — inf f konvergiert (siche [20]
Satz 3.6). Auferdem generiert das Verfahren eine Folge sog. aggregierter Subgradienten
{gr}ren, das sind Konvexkombinationen der gx,k € IN. Falls inf f > —oo, gilt fiir eine
geeignete Teilfolge der aggregierten Subgradienten

lim [, =0

Wie bereits erwéhnt, wollen wir das Negative zum Problem (Dy,) mittels Biindelverfah-
ren losen. Dazu betrachten wir die Funktion

q(A,n) == max —L(z, A, ).

zeX

Man sieht leicht ein, dass ¢ eine konvexe Funktion ist (als Maximum affiner Funktionen),
die aufgrund der Kompaktheit von X in unserem Fall fiir alle (A, n) einen endlichen Wert
annimmt (sofern X # ). Das Lagrange-Duale (Dy,) lasst sich dann schreiben als

max —g(X,7) = min ¢(A,7),
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3. Losungsansatze

(wir verwenden hier ein Minimierungsproblem, weil der von uns verwendete Loser nur
Probleme dieser Art verarbeiten kann, vgl. [18]). Neben der Folge von Lagrange-Multipli-
katoren { g, N }rew und den aggregierten Subgradienten { gy} liefert das Verfahren auch
eine Folge von primalen Aggregierten {xy}ren, wobei jedes xj eine Konvexkombination
der Losungen der primalen Unterprobleme

max —L(z, A\g, nx)

zeX

ist (siehe [12], Satz 5.2). Der aggregierte Subgradient gr. wird dann gerade von der pri-
malen Aggregierten x;, erzeugt, d.h. g = — \/x, L(wg, ., . }()\ " Diese xj, verletzen im
Allgemeinen die koppelnden Nebenbedingungen, sind aber fiir grofée k eine gute Approxi-
mation fiir die Optimallésung von (I PR). Daher konnen sie als Basis fiir die Konstruktion
von Losungen fiir (I P) genutzt werden.

3.2.6 Anwendung auf SPOPT

Wir beschreiben hier die Umformungen, die bei der Lagrange-Relaxation notwendig sind.
Die folgenden Formeln zeigen zusammengefasst unser Modell. Bei uns entspricht x, den
Binérvariablen der Indexmenge X° = X* U XY, x5 gehort zu den Fliissen (Indexmenge
X%) und zp steht fiir die Extravariablen (Indexmenge X¥). Die Matrizen A und C' re-
préasentieren alle unsere Nebenbedingungen, bis auf die Flusserhaltungsgleichungen und
die Box-Nebenbedingungen an die Graphenvariablen, mit den rechten Seiten b bzw. d.
Diese bilden wir in den Mengen X}, i = 1,...,k, ab (k ist die Anzahl der Graphen), d.h.

1o = (v,..., k).

min clwy + cgrg + flog)
S.T.

Ax S b, r = (S(Ib, rq, SL’E)T
Cx = d,
T, € X
v, € Xi,i=1,...,k
rp € XE
& min ¢y + chrg + flog) + sup(=AT(b— Az) — T (d — Cx))
Tp€Xp A>0
xiGEXé,izl,...,k n frei
rp€EXE
& sup { —b"A—d"n+ min ((co + AN+ Cln)"a)
A>0 IbEJ(b ,
n frei (‘*’)
+ min (f(zp) + (ApA + Cin)ap)
(Dspopt) fEeXE P
L v~

(%)

+ Z mln L4 (AD)TA+ (Cé;)Tn)Txic)

-

g

(k)

48



3. Losungsansatze

Betrachtet man sich das Unterproblem (%), so ist dieses aufgrund der einfachen Struktur
von X, (nur Box-Nebenbedingungen) einfach zu lésen. Das Unterproblem (k%) hat die
Form

||
min_ (f;(vp,) + (AEA+Cpn); - 75,) ,
i le;<zp j<ue;
ist also Summe von unabhéngigen, eindimensionalen, stiickweise linearen, konvexen Op-
timierungsproblemen. Jedes einzelne, und damit auch ganz (xx), ist einfach zu l6sen. Die
Unterprobleme (x * %) sind fiir feste Werte von A, Min-Cost-Flow-Probleme unter Ka-
pazitdtsbeschrankungen. Auch diese konnen sehr effizient gelost werden (z. B. mittels der

Programmbibliothek [24], welche wir verwendet haben).

Bemerkung 3.4 Durch die Einfiihrung der Unzuléssigkeits-Variablen und -Kanten exis-
tiert stets eine zulédssige Losung des primalen Problems. Bei dieser setzen wir

¥ (0,t,v) € X*: 24, =0
Vv (0,(0,0,0),v) € XY: 2 (0,000 = 1
1 ae Ay,

V (s,w,d,a) € XO: Bypga =
0 sonst

.CL’EEO,

wobei man beachten muss, dass der zuldssige Bereich Xz der Variablen von xg auch die
Null umfasst. Wegen der schwachen Dualitédt folgt daraus auch, dass der Zielfunktionswert
von (D3P") beschriinkt ist.

Damit haben wir jetzt zwei Moglichkeiten beschrieben, wie wir zu Losungen bzw. appro-
ximierten Losungen von RSPOPT, Relaxationen von SPOPT, bei denen die Ganzzah-
ligkeitsbedingung fiir x;, b € X?, nicht berticksichtigt wird, gelangen kénnen. Die néchsten
beiden Abschnitten zeigen nun auf, wie man daraus ganzzahlige Werte fiir die Binérva-
riablen und damit Losungen von SPOPT ableiten kann.

3.2.7 Einfache Rundungsheuristik

In diesem Abschnitt stellen wir einige Heuristiken vor, die uns helfen, aus einer (appro-
ximierten) Losung von RSPOPT Lésungen von SPOPT abzuleiten. Anschliefend wird
versucht, diese zu verbessern.

Algorithmus 2 beschreibt, wie ein gewisser Prozentsatz a € (0, 1] der Variablen x4 ,,
(0,t,v) € Xb, gerundet wird. Wir gehen dazu iterativ vor und betrachten in jedem Ite-
rationsschritt in mehreren Abschnitten alle noch nicht fixierten Veranstaltungen in der
bisher besten (gebrochenen) Losung.

1. Zunéchst untersuchen wir, ob es fiir eine Veranstaltung v € V' eine Variable gibt, die
einen gewissen Wert @, tibersteigt und deshalb auf eins gerundet wird. Alle weiteren
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Variablen dieser Veranstaltung kénnen im gleichen Schritt auf null fixiert werden.
Ist beispielsweise fiir eine Veranstaltung v € V

T1,1,1,1)0 = 0.9, T1,1,1,2),0 = 0-09>551,(1,1,3),u = 0.01,

so gilt danach
x17(17171)7v = 17 x17(17172)7v = 07 x17(17173)7v = 0’

Allerdings muss @, so gewahlt werden, dass @, > 0.5+ ¢, > 0 , weil es sonst
passieren konnte, dass fiir v mehr als eine Variable auf eins gesetzt wird und dadurch
Nebenbedingung (2) verletzt wird. Gilt jedoch @, > 0.5+ ¢, > 0, so sind alle
anderen Variablen zu einer Veranstaltung echt kleiner als dieser Wert.

. Im zweiten Schritt betrachten wir, ob die Summen der Variablenwerte einer Veran-
staltung v € V

a) an einem bestimmten Tag,
b) an einem bestimmten Ort oder
¢) zu einer bestimmten Tageszeit (friih, mittags, abends)

hoher als bestimmte Werte sind. Ist dies der Fall, so deutet das darauf hin, dass die
Veranstaltung bevorzugt an diesem Tag, Ort bzw. zu dieser Tageszeit stattfinden
soll und wir setzen die Variablen an den anderen Tagen, Orten bzw. Tageszeiten auf
null. Genauer heifst das:
a) Fir jeden Tag d € D berechnen wir sp 4 := > Zotp und schauen, ob
0€0,weW,ecFE
ein bestimmter Tag d in der Lésung stark bevorzugt wird und damit s, ; > @g

ist. Ist das der Fall, so schlieken wir alle anderen Tage d € D \~{d} in den
zukiinftigen Losungen durch z, , 5.y, < 0,Vo € O,Vw e WVd e D \ {d},
Vee€ E aus.

b) Ahnlich verfahren wir bei den Orten o € O und den Variablensummen

S0,0 * = Z Lo,tv-
teT

c) Bei den Einheiten zur Veranstaltung v € V' gehen wir etwas anders vor und
fassen die Variablen, die zur gleichen Tageszeit gehoren, zusammen. Entspre-
chend erhalten wir sg . 1= > To,(w,d,e),0 Und fiir friih sge = sp1+5g2,

0€0,weW,deD
fiir mittags SEe = Sp3+ Spa+ sps und fir abends Ske = SE6 T SE7T (dabei
beziehen sich die Einheiten 1-7 auf die Situation an der TU Chemnitz; dies
lasst sich leicht an andere Universitdten anpassen). Dazu wieder ein Beispiel:

Seien
T1,(1,1,1) 0 = 01,551,(1,1,2),@ = 0-4>551,(1,1,3),v = 03,551,(1,2,1) = 0.2,

und gilt @, = 0.7, so fixieren wir xy (11,3, auf null. Betrachtet man zusatzlich
den Tag, so konnen wir bei @y = 0.7 auch x; (191, auf null setzen, da sp; =

0.8.
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Bemerkung 3.5 Ahnliche Uberlegungen wie zu @, fithren zu @y > 0.5 + ¢, @, >
0.54¢,a, > 0.5+¢,¢ > 0. In numerischen Experimenten sollten die Schranken aber
vor allem dann héher angesetzt werden, wenn wir mit einer approximierten Losung
von RSPOPT arbeiten, d.h., dass die Nebenbedingungen leicht verletzt werden
diirfen.

. Bisher sind wir stets davon ausgegangen, dass die Variablensummen gewisse Schran-
ken @, iiberschreiten. Allerdings ist dies nicht immer der Fall, aber man kann trotz-
dem in der Losung erkennen, dass einige Tage, Orte bzw. Tageszeiten kaum fiir
Veranstaltung v € V genutzt werden und damit die zugehorigen Variablen auf
null fixiert werden kénnen. Die unteren Schranken bezeichen wir im Folgenden mit
Qs Qs Q.

a) Betrachten wir dazu erneut die Tage d € D und die Summen spg,d € D.
Ist beispielsweise sp1 < ay, so werden alle Variablen von Tag 1 (an der TU
Chemnitz vom Montag) auf null gesetzt. Die Behandlung der Orte folgt analog.

b) Bei den sp,. muss man aukerdem beachten, dass man stets die Variablen zu
allen Einheiten, die zu einer Tageszeit, etwa 1 und 2 (friih), gehtren, gemeinsam
fixiert.

Bemerkung 3.6 Auch oy, o, a, miissen bestimmten Kriterien geniigen. Sie soll-
ten so gewéhlt werden, dass ihr Wert kleiner ist, als wenn man durch die jeweilige
Alternativenanzahl teilt, z. B. a; < ﬁ, an der TU Chemnitz a; < 1. Sonst be-
steht die Gefahr, dass alle Variablen einer Veranstaltung auf null fixiert werden und
wiederum Nebenbedingung (2) verletzt wird.

Wir konnen jedoch trotzdem nicht ausschliefsen, dass es zu Unzuléssigkeiten kommt.
Aus diesem Grund haben wir in Abschnitt 2.4 die kiinstlichen Variablen x 0,0,0)v,
(0,(0,0,0),v) € XY, eingefiihrt, deren obere Schranken im Zuge der Rundungsheu-
ristik nicht verdndert werden sollten.

. Sollten in den letzten drei Schritten keine neuen Variablen fixiert worden sein, so
suchen wir uns die Variable mit dem grofiten Wert und runden diese auf eins auf.

. Nach jedem Durchlauf berechnen wir den neuen Zielfunktionswert von RSPOPT,
wobei alle Fixierungen beachtet werden.

Bemerkung 3.7 Es hat sich in den numerischen Tests herausgestellt, dass man fiir die
Schranken zunéchst relativ zuriickhaltende Werte wéhlen kann, da am Anfang sehr viele
Variablen fixiert werden. Damit sind anfangs Schranken von @, > 0.5 4+ ¢,a,; > 0.5 +
£,0, > 05 +¢e,a, > 05+¢,0; < ﬁ,go < |—(1)|,ge < ﬁ denkbar. Danach kann man
die Werte, um die Iterationszahl zu verkleinern, anpassen, indem man @, oy, @, &, in
jedem Schritt verringert und o, o, o, erhoht. Auf diese Weise ist es moglich, frithzeitige
Pflichtfixierungen, bei denen nur eine weitere Variable festgesetzt wird, vgl. Zeile 34, zu
umgehen. Diese sind aus dem Grund problematisch, weil jeweils der neue Zielfunktionswert
bestimmt werden muss und wir kaum an Informationen dazugewinnen.
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3. Losungsansatze

Algorithmus 2 Rundungsheuristik fiir Startlosung

Require: (approximierte) Losung von RSPOPT
Require: Angaben zu @,, @y, @,, Qe, 0y, @, o, {Werte ab denen gerundet werden soll}

1:
2
3
4:
5
6
7

8:

9:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:

while [{z,;,: (0,t,v) € X*, 20, € {0,1}} < a-|X*|, a € (0,1] {Abbruchkrit.} do
for v € V, Veranstaltung v noch nicht fixiert do
if 32,4, >a, (0€O,teT) {Variablenwert grof} then

Totw — land z,;, «— 0,V (0, t) € (O xT)\ (o,t)

else
Berechne sy, s,,8.,Vd € D,o€ O,e € E:
SD,d = Z Lo, (w,d,e),v {Tag}> 50,0 = Z Lot {Ort}
0€0,weWeeE teT
SE,e = > To,(w,de)o 1Einheit}

0€0,weW,deD
8276 = SE,1 + SE2 {fruh}, Sge = SEZ3 + SE4 + SE5 {mittags}, 8%76 = SE6 +
sp7 {abends}
if sp 4 > @y {Wird ein bestimmter Tag bevorzugt?} then
Towdern — 0,V 0EONweW,de D\{d},VecE
end if
if sp, > @, {Wird ein bestimmter Ort bevorzugt?} then
Totw — 0,Voe O\ {o},VteT
end if
if sge > @, {Wird eine bestimmte Tageszeit (frih (1,2), mittag (3,4,5), abends
(6,7)) bevorzugt?} then
To(wde)w — 0,VoeONVweW,Vde D,éec E\{1,2}
end if
analog fiir sy, > @, und s% , > @,
if sp 4 < oy {Werden einige Tage beinahe nicht genutzt?} then
To(wde)w — 0,Vo€eOYweWVeeE, (de D)
end if
if sp, < a, {Werden einige Orte beinahe nicht genutzt?} then
Totw =0Vt eT, (o€ O)
end if
if s’fE’e < a, {Werden einige Tageszeiten beinahe nicht genutzt?} then
Zo,(w,d,&)w < 0,Voe OVNweWVde D,éec E\{S,...,7}
end if
analog fir sy, < o, und s% . < a,

end if

end for

Anpassung von @, 04, Qo, O, Ay, O, A,

if Keine zusatzlichen Fixierungen then
Pflichtfixierung von #; ;5 = max{z, 1. : Lot € (0,1)}

iz —land 2,5 <« 0,V (0,t) € Ox T\ (0,1)

0,t,v

end if

Berechne neuen Funktionswert mit Fixierungen

38: end while
39: return Losung von SPOPT
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3. Losungsansatze

Wir haben uns in den numerischen Tests fiir das Vorgehen, die Schranken in jedem
Schritt anzupassen, entschieden. Auferdem runden wir damit nur 90 Prozent der Variablen
rp, B € X*, und nutzen dann das im néichsten Abschnitt beschriebene Verfahren.

3.2.8 Matrixrunden

Eine weitere Moglichkeit zu ganzzahligen Losungen zu gelangen, besteht in der Technik
des Matrizrundens [3|. Die Idee dahinter ist allgemein, dass man eine Matrix X € R™™
mit nichtganzzahligen Eintragen x;; aber ganzzahligen Zeilen- und Spaltensummen erhalt
und diese so rundet, dass die ganzzahligen Zeilen- und die Spaltensummen erhalten blei-
ben. Unter all diesen Rundungen sucht man dabei die mit der geringsten Summe aller
Abweichungen.

n m
minz Z Yij — Tij]
s.t.

i=1 j=1

Zyij :ZZITU,\V/] = 1,...,m
i=1 i=1
zm:yij :Zm:x,-j,Vz'zl,...,n
j=1 j=1

yij € {lwy s [ 11,V 4,5

Da jede Variable y;; nur zwei Werte annehmen kann, kénnen wir jeden Summanden der
Zielfunktion |y;; — x;;| durch eine affin-lineare Funktion d;; + ¢;; - y;; interpolieren. Die
Werte von ¢;;, d;; ergeben sich als Losung des folgenden Gleichungssystems

dij + cij - |wi;] = @iy — |35

dij + cij - [@35] = i — @y

mit Cij = 1-2- (LUZ‘]‘ — LijJ) und dij = T4j — LijJ —Cij LijJ . Dies fiihrt auf das éiquivalente
Optimierungsproblem

n m
min E E Cij . yij
s.t.

i=1 j=1

n n

E yij: E l’ij,ijl,...,m
=1 =1

m m

E Yij = E :L',-j,Vz'zl,...,n
i=1 =1

Yij € {l@ij], (21}, V 4, J.

Das Problem des Matrixrundens lasst sich mittels eines Min-Cost-Flow-Problems model-
lieren und losen, was erneut effizient moglich ist.
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3. Losungsansatze

Wir wollen diese Methode leicht veréndert auf unseren Binérvariablen z,;,, (0,t,v) €
X?, anwenden. Dabei reprisentieren die Spalten die Nebenbedingungen, dass eine Ver-
anstaltung genau einmal stattfindet. Fiir die Zeilen nutzen wir, dass bestimmte Mengen
von Lehrveranstaltungen nicht gleichzeitig mdglich sind. Dafiir gibt es mehrere Griinde,
wie zum Beispiel, dass mehrere Veranstaltungen den gleichen Dozenten haben oder den
gleichen Raum anfordern. Leider kénnen wir nicht alle dieser Bedingungen aufnehmen, da
jede Variable nur einmal in der Matrix vorkommen darf. Aus diesem Grund beschrinken
wir uns auf zwei Gruppen. Auf der einen Seite fassen wir obligatorische Veranstaltungen
zusammen, wobei wir jeweils die Nebenbedingung der Studiengruppe aufnehmen, die am
meisten derartige hat. Fiir die anderen beachten wir, dass ein Dozent zu einer Planungs-
einheit maximal eine Veranstaltung halten kann. Diese Informationen werden iiber einen
Graphen Gy = (Vyy, Ayr) dargestellt. Die Knotenmenge V), setzt sich dabei zusammen
aus:

e Vv : Fiir jede Veranstaltung gibt es einen Knoten.

e Uy : Fiir jede Planungseinheit steht v,, € Vi fiir eine zu erfiillende Nebenbedingung
n.

e v, als Quelle von der aus ein Fluss vom Wert |V| zur Senke vs geschickt wird.

Zwischen diesen Knoten fiigen wir die folgenden gerichteten Kanten ein, wobei alle eine
Kapazitat von eins haben.

° (’Uq,Ul),VU - VLV

e (v;,v,), falls Veranstaltung ! und die zugehérige Variable z,,;, (0,t,1) € X zu
Nebenbedingung n gehort

o (v,,vs),Vv, €Vy

Abbildung 9 zeigt beispielhaft an vier Veranstaltungen vy, ..., vy, zwei Planungsein-
heiten und einem Ort den entsprechenden Graphen. Die Variablen sind dabei 1 4,,,t €
{1,2},i € {1,2,3,4}, und als Nebenbedingungen in den Zeilen dienen xj;,, + 144, <
L2y gy + 100, < 1,8t €{1,2}.

Bemerkung 3.8 Bisher haben wir jede Bindrvariable z,;,, (0,t,v) € X’ einzeln be-
trachtet. Man hat allerdings auch die Mdoglichkeit, fiir eine Veranstaltung die Variablen
zu einer festen Planungseinheit zusammenzufassen, indem man die Summe iiber alle Orte

Tty = Y Torp Dimmt. Das hat mehrere Vorteile:
0eO

e Die Anzahl der Variablen fiir das Matrixrunden nimmt dadurch ab.

e Die betrachteten Nebenbedingungen sind alle ortsunabhéngig, d. h., falls eine Varia-
ble zu einer Veranstaltung in einer Nebenbedingung vorkommt, so auch die Variablen
zu den anderen Orten.
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3. Losungsansatze

NB 4
L1101 L1200 TLlwe L1.20 T1lvs T12ws Ll L1204
V1 LV 4

Uq

Abbildung 9: Matrixrunden am Beispiel von vier Veranstaltungen und zwei Planungsein-
heiten

e Auferdem kann man, wenn man die Planungseinheiten fiir die Veranstaltungen fest-
gelegt hat, schnell berechnen, welches der jeweils giinstigste Standort ist. Damit geht
man zusatzlich dem Problem aus dem Weg, dass durch ein schlechtes Runden unnéti-
ge Wechsel notwendig sind bzw. hintereinanderliegende obligatorische Veranstaltun-
gen an unterschiedlichen Standorten eingeplant werden, obwohl im urspriinglichen
Sinne, ohne Unzulassigkeits-Kanten, kein Wechsel moglich ist.

e Wenn einige Veranstaltungen keinen besonders bevorzugten Ort haben, so kann es
passieren, dass sie in der gebrochenen Losung auf mehrere Orte aufgeteilt sind (bei
der TU Chemnitz konnte eine Veranstaltung beispielsweise je zur Hélfte in der Rei-
chenhainer Strafe und in der Strafe der Nationen stattfinden). Da im Matrixrunden
keine Nebenbedingungen enthalten sind, die die Ortsproblematik beriicksichtigen,
ist dann nicht klar, welcher der Standorte fiir die Veranstaltung gewéhlt wird. Be-
trifft dies mehrere Veranstaltungen, so kann die gerundete Losung auch sehr leicht
die Raumnebenbedingungen verletzen, da moglicherweise sehr viele der Veranstal-
tungen in denselben Ort ,,gerundet werden.

Leider kann man auch bei dieser Heuristik nicht garantieren, dass sie am Ende zu einer zu-
lassigen Losung (alle Unzuléssigkeits-Variablen und -kanten gleich null) fiithrt. Aus diesem
Grund muss man nach dem Matrixrunden die Schranke der 2, (9,0,0)0, (0, (0,0, 0),v) € XY,
wieder freigeben und kann beispielsweise mit einem MIP-Loser eine Losung von SPOPT
unter Verwendung von Unzuldssigkeitsvariablen und -kanten finden. Durch ein iteratives
Vorgehen, bei dem jeweils nur einen Teil der Variablen fixiert wird und danach der neue
Zielfunktionswert bestimmt wird, kann man eventuell die Anzahl der Unzuldssigkeiten
verringern im Gegensatz zum sofortigen Runden aller Variablen.
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3. Losungsansatze

Bemerkung 3.9 Es hat sich in den numerischen Test gezeigt, dass vor allem Veranstal-
tungen, die in bestimmten Nebenbedingungen gebunden sind, nach dem Matrixrunden
unzuléssig sind. Dazu gehdéren zum einen Veranstaltungen, die in Mengen aus Vp,, vor-
kommen, und zum anderen Veranstaltungsgruppen aus Menge F'. Man kann versuchen,
diese Veranstaltungen bereits vor dem Matrixrunden festzusetzen bzw. bei einem schritt-
weisen Vorgehen stets die gesamte Gruppe zu behandeln.

3.2.9 Verbesserungsheuristiken

Mit den vorigen beiden Algorithmen kann man zu einer Losung von SPOPT gelangen.
Allerdings wird in der Regel diese Losung noch nicht sehr gut sein und es gibt meist offen-
sichtliche Verbesserungsmoglichkeiten. Wir wollen in diesem Abschnitt einige Heuristiken
vorstellen, die versuchen, die bisherigen Losungen zu verbessern. Dabei gehen wir stets
ghnlich vor:

1. Zunéchst fixieren wir alle Variablen auf den Werten der aktuell besten Ldsung.
2. Dann heben wir die Schranken einiger Variablen wieder auf und

3. berechnen die Losung dieses stark reduzierten MIP.

(Zurzeit benutzen wir dafiir den MIP-Léser von Cplex, um uns die lokale Suche zu
vereinfachen. Dies ist in der Regel in wenigen Sekunden moglich. Vermutlich ist es aber
bei den meisten Heuristiken sogar schneller, alle sinnvollen Méglichkeiten zu testen und
fiir jede Belegung der Variablen die Fliisse neu zu berechnen.)

Bisher haben wir uns nur um die Berechnung einer Losung von SPOPT gekiimmert,
wobei wir nicht garantieren kénnen, dass die Unzuléssigkeitsvariablen alle einen Wert von
null haben. Unsere erste Heuristik beruht nun darauf, vgl. Algorithmus 3, zu testen, ob
fiir einige dieser Veranstaltungen noch eine zuléssige Planungseinheit und ein zuldssiger
Ort gefunden werden kann.

Algorithmus 3 Verbesserungsheuristik - Unzuléssigkeiten
Require: Losung von SPOPT B
1: Fixiere die Bindrvariablen (Indexmenge X°) der bisher besten Losung
2: forv eV do
3 if o000, > 0,(0,(0,0,0),v) € XY, (LV unzuldssig) then
Losche die Schranken von z,;,,V 0o € O,Vt € T und ,,0,0),0

Fixiere z*, ., (0,t,v) € X* und 5,00,0)00 (0, (0,0,0),v) € XY

o,t, v’

4
5: Berechne die Optimallosung dieses Problems = z* € {0, 1}|xb|
6
7

end if
8: end for
9: return (verbesserte) Losung von SPOPT

In Kapitel 2.4 wird noch eine weitere Quelle von Unzuldssigkeiten beschrieben, der
mit der Einfithrung von Unzuléssigkeits-Kanten entgegengewirkt wird. Zur besseren Aus-
richtung der unterschiedlichen Orte an einem Tag und der damit verbundenen Wechsel
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3. Losungsansatze

dient Algorithmus 4. Dazu heben wir fiir alle Orte 0o € O die Fixierungen der Variablen
Tyi0:(0,1,0) € X, auf, wenn es 6,%, gibt, so dass z,;, = 1 in der bisherigen Lésung.
Damit sind fiir die gewéhlte Planungseinheit alle Orte wieder zuléssig. Erweitert wird das
MIP durch alle Variablen zu den bisher unzuléssigen Veranstaltungen v € V', bei denen
Z0,(0,0,0),0- (0, (0,0,0),v) € XY, gleich eins ist, denn durch eine Anpassung der Orte, sind

nun vielleicht weitere Veranstaltungen erreichbar.

Algorithmus 4 Verbesserungsheuristik - Orte
Require: Losung von SPOPT

1: Fixiere die Bindrvariablen (Indexmenge 5Cb) der bisher besten Losung

2: for x4, (6,t,v) € X’ do

3. if 54, = 1 {v findet in Planungseinheit ¢ € T statt} then

4 Losche die Schranken von w,;,,V 0 € O und l6sche die Schranke von g (0,0,0,v
5. end if
6
7
8
9

: end for
. for £0,(0,0,0),v5 (0, (0, O, 0), U) € DCU do
:if 20,00,0,0),0 = 1 {v unzuléssig} then
: Losche die Schranken von z,;,,V 0 € O,Vt € T, (o,t,v) € X
10:  end if
11: end for i
12: Berechne die Optimallosung dieses Problems = z* € {0, 1}‘xb‘
13: Fixiere a7, ,, (0,t,v) € X* und z§ 4, (0,(0,0,0),v) € XV

14: return (verbesserte) Losung von SPOPT

In eine Gruppe lassen sich die Algorithmen 5 und 6 zusammenfassen, wobei sie da-
rauf beruhen fiir eine spezielle Veranstaltung (Algorithmus 5) oder Veranstaltungsgruppe
(Algorithmus 6) eine bessere Planungseinheit oder einen besseren Ort zu finden. Dabei
werden vor allem solche Schwéchen in der bisherigen Losung beseitigt, bei denen eine
Veranstaltung auf beispielsweise eine zu spéte Einheit gelegt worden ist, obwohl nur eine
Studiengruppe betroffen ist und diese sogar Wartezeiten in Kauf nehmen muss. In einer
fritheren Phase der Optimierung mag dieser Termin aber durchaus giinstig gewesen sein.
Ein weiteres Beispiel besteht darin, dass eine fakultative oder wahlobligatorische Veran-
staltung nun parallel zu einer obligatorischen liegt. In diesem Fall kann nicht einmal der
steile Anstieg der stiickweise linearen Zielfunktion fiir die entsprechenden Graphenvaria-
blen genutzt werden. Hier lohnt sich dann im Allgemeinen das Verlegen auf eine andere
Planungseinheit.

Algorithmus 5 versucht dabei eine konkrete Veranstaltung v € V' zu verbessern. Da-
mit ist man aber nicht in der Lage, Veranstaltungen zu verschieben, deren Variablen in
den Nebenbedingungen (5), (6) oder (7) gebunden sind, da die Variablen der (wochen-
versetzt) parallel liegenden bzw. der vor-/nachfolgenden Veranstaltungen nicht mit gelost
werden. Dazu dient nun Algorithmus 6, der jeweils mit allen (wochenversetzt) parallelen
(Vear, Vivpar) bzw. allen Veranstaltungen einer Veranstaltungsgruppe (F') arbeitet.

Wir kénnen die Losung weiter verbessern, wenn wir uns speziell die obligatorischen
Veranstaltungen anschauen. Diese haben den Vorteil, dass sie sich nicht iiberschneiden
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Algorithmus 5 Verbesserungsheuristik - einzelne LV

Require: Losung von SPOPT

1

2
3
4:
5

6
7

: forv eV do 3
Fixiere die Biniirvariablen (Indexmenge X°) der bisher besten Lésung
Losche die Schranken von z,;,,V 0 € O,t € T und z¢,0,0,0),v

Berechne die Optimallosung dieses Problems = z* € {0, 1}|5Cb| {Wenige Variablen}
Fixiere z7, ., (0,t,v) € X* und 5,000 (0 (0,0,0),v) € XY
: end for

: return (verbesserte) Losung von SPOPT

Algorithmus 6 Verbesserungsheuristiken - zusammengehorende LV

Require: Losung von SPOPT

= W Ny

10:

11:
12:
13:
14:
15:
16:

17:
18:
19:
20:

. Fixiere die Binérvariablen (Indexmenge 5Cb) der bisher besten Losung

: Parallele LV

. for {v1,...,v,} € Vpy, do

Losche die Schranken von z,:,,,V ¢ € {l,...,n},V o € O,¥V t € T und
$0’(07070)7vi,v 1€ {1, e oy n}

Berechne die Optimallésung dieses Problems = z* € {0, 1}|xb|
Fixiere «7, ., (0,t,v) € X* und 5,0,0.0)00 (05(0,0,0),v) € XY
end for
Wochen-Parallele LV
for {(vi,w1),..., (vn, w,)} € Vivper do

Losche die Schranken von z,;:,,,V i € {l,...,n},¥ o € O,¥ t € T und
1’0’(0’070)7vi,v ) € {1, ey n} )
Berechne die Optimallosung dieses Problems = z* € {0, 1}|xb|
Fixiere «7 , . (0,t,v) € X" und 5,000 (05 (0,0,0),v) € XY
end for
Veranstaltungsgruppen - aufeinanderfolgende LV
for (vq,...,v,) € F do
Losche die Schranken von z,:,,,V ¢ € {l,...,n},V o € O,V t € T und
1’0’(0’070)7vi,v Z - {1, coey n} )
Berechne die Optimallosung dieses Problems = z* € {0, 1}|xb|
Fixiere z7 , . (0,t,v) € X und 25,0000 (0 (0,0,0),v) € XY
end for
return (verbesserte) Losung von SPOPT

diirfen, falls sie fiir die gleiche Studiengruppe verbindlich sind. Algorithmus 7 nutzt dies
und 16scht jeweils fiir einen Tag die Schranken der Variablen aller Veranstaltungen v € V
mit v € J V. Das dient fiir zur besseren Anordnung der Veranstaltungen an diesem

seS

Tag und der Abstimmung auf die Kosten der Bindrvariablen. Aufferdem sind wir in der
Lage, die Anzahl der Uberschneidungen obligatorischer mit fakultativen und wahlobliga-
torischen Veranstaltungen zu verringern.
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Bei Algorithmus 8 untersuchen wir hingegen fiir eine Studiengruppe s € S die Lage aller
obligatorischen Veranstaltungen v € V" an allen Tagen. Leider lisst sich dieses Prinzip
nicht erweitern, beispielsweise, dass man fiir eine Studiengruppe alle Veranstaltungen
betrachtet. Dies fiihrt zu einer zu grofsen Variablenanzahl, bei der schon die Losung des
relaxierten Problems mit Cplex sehr lang dauert.

Algorithmus 7 Verbesserungsheuristik - obligatorische LV eines Tages
Require: Losung von SPOPT
1: Fixiere die Bindrvariablen (Indexmenge 5Cb) der bisher besten Losung
2: for d € D do
3: forveVdo

4: if ve |JVeAu{w: To,(0,0,0)w = 1,w € V} then
sesS
Losche die Schranken von x,, (y,d4.e)0,V 0 € O,V w € W,V e € E und z¢ 0,000

5

6 end if

7. end for i
8:  Berechne die Optimallosung dieses Problems = z* € {0, 1}|xb|
9:  Fixiere z},,, (0,t,v) € X" und 5,(0.0,0)00 (05 (0,0,0),v) € xv
10: end for

11: return (verbesserte) Losung von SPOPT

Algorithmus 8 Verbesserungsheuristik - obligatorische LV jeweils einer Studiengruppe
Require: Losung von SPOPT

1: Fixiere die Bindrvariablen (Indexmenge 5Cb) der bisher besten Losung

2: for s € S do

3. forve Vo do

4 Losche die Schranken von w4,V 0 € O,V t € T und xg,(0,0,0)
5. end for i

6:  Berechne die Optimallosung dieses Problems = z* € {0, 1}|xb|

7. Fixiere z}, , (0,t,v) € X" und 25,0000 (05 (0,0,0),v) € XY

8: end for

9: return (verbesserte) Losung von SPOPT

3.3 Implementierung und numerische Ergebnisse

Es werden nun die Ergebnisse der numerischen Tests vorgestellt. Wir haben unser Modell
angepasst auf die TU Chemnitz in C++ implementiert. Als Loser fiir die entstehenden
Probleme wurden dabei Cplex [1] sowie das Biindelverfahren der ConicBundle Biblio-
thek [18] verwendet.

In einer ersten Variante wurde versucht, das ganzzahlige Problem (I P) (mit linearisier-
ter Zielfunktion analog zu (I PR’)) mittels des MIP-Losers von Cplex zu l6sen. Es zeigte
sich aber, dass bereits das Losen der linearen Relaxation (d.h. das Losen von (IPR'))
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sehr viel Zeit benotigte. Damit wies auch eine weitere Variante, die lineare Relaxation als
Startlosung fiir die Rundungsheuristiken zu benutzen, nur bei kleineren Beispielen gute
Laufzeiten auf. Als LP-Losungsverfahren haben wir dabei zundchst den primalen sowie
den dualen Simplex-Algorithmus [10] eingesetzt, die bei Betrachtung des Stundenplans fiir
die gesamte TU Chemnitz auch nach mehreren Tagen nicht terminierten. Besser verhielt
sich die Laufzeit bei der Nutzung des Innere-Punkte-Verfahrens [28] in Cplex, wobei dies
den Nachteil hatte, dass sehr viel Speicher benétigt wurde und evtl. auf die Festplatte
ausgelagert werden musste. Aber auch hier dauerten die Rechnungen teilweise ldnger als
zehn Stunden.

In der dritten Variante wurde die ConicBundle Bibliothek zur Losung des Problems
(D3°P") benutzt. Dabei wurden die Min-Cost-Flow Unterprobleme mittels der Bibliothek
MCF (24| gelost, die auf einem Netzwerk-Simplex-Algorithmus basiert. Die anderen Un-
terprobleme stellten keine Schwierigkeit dar und wurden direkt berechnet.

Es wurden Testlaufe mit den Daten der TU Chemnitz fiir das Wintersemester 2007 /08
und dem Sommersemester 2008 durchgefiihrt. Diese lagen in Form einer Datenbank vor,
aus welcher die benétigten Informationen gewonnen werden konnten. Dabei war es auch
moglich, nur einen Teil der Daten zu betrachten, etwa alle mathematischen Studiengrup-
pen und die dazugehorigen Veranstaltungen. Insgesamt wurden fiir die beiden Semester
die folgenden Teile untersucht:

A. alle Chemie-Studiengruppen,

B. alle mathematischen Studiengruppen,

alle Informatik-Studiengruppen,

alle Maschinenbau-, Elektrotechnik-Studiengruppen,

alle Mathematik-, Informatik-, Maschinenbau-Studiengruppen,

SIS

alle Mathematik-, Informatik-, Maschinenbau-, Physik-, Chemie-Studiengruppen,

G. alle Studiengruppen.

Bemerkung 3.10 Es hat sich gezeigt, dass gewisse Angaben in den vorliegenden Daten
nicht erfiillbar waren und damit zu Unzuléssigkeiten fiihrten. Dazu gehorten beispielswei-
se, dass ein Dozent zu einer festgelegten Planungseinheit mehrere Veranstaltungen halten
sollte oder dass es fiir einige Studiengruppen mehr obligatorische Veranstaltungen gab
als iiberhaupt Planungseinheiten vorhanden waren. In diesen Féllen haben wir bei den
Dozenten zusétzliche virtuelle Dozenten eingefiihrt, denen wir dann die entsprechenden
Veranstaltungen zugewiesen haben. Bei den Studiengruppen haben wir die Prioritét von
obligatorisch auf wahlobligatorisch verédndert. Neben diesen Manipulationen haben wir
jedoch nichts verandert.

Tabelle 2 gibt einen Uberblick iiber die Problemgrofen, die Anzahl der zu planenden
Veranstaltungen |V|, der Studiengruppen |S| und der Dozenten |P|. Die verschiedenen
Variablenanzahlen der entsprechenden Modelle werden in Tabelle 3 dargestellt (siehe auch
Bemerkung 3.11).
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WS 2007,08 SS 2008

VI ISP VI IS]] 1P
102] 7] 28] 99] 6] 26
224 | 34[128] 158 30| 88
252 | 48 | 167 | 229 48148
733 | 75207 | 802 | 74325
806 | 138 [ 401 | 902 | 133 | 412
1239 | 178 | 479 | 1264 | 169 | 494
2070 | 201 | 751 | 2073 | 263 | 766

QH = QW =

Tabelle 2: Zahl der Veranstaltungen, Studiengruppen und Dozenten bei den Testlaufen

WS 2007/08 SS 2008
X | X | XF] | gesamt | [XP| | X% | |XP| | gesamt

925 16 559 140 17624 | 2352 16112 130 18 594
12508 | 227350 | 780 | 240638 | 10450 | 192230 | 690 | 203370
16387 | 191244 | 1020 | 208651 | 16345 | 238056 | 990 | 255391
39550 | 242038 | 1427 | 283015 | 33690 | 223162 | 1370 | 258222
52426 | 592562 | 2802 | 647790 | 47510 | 592875 | 2641 | 643026
63845 | 723060 | 3581 | 790486 | 59390 | 704957 | 3375 | 767722
92788 | 1213690 | 5452 | 1311930 | 81307 | 1071567 | 4970 | 1157844

QH O Q®E =

Tabelle 3: Variablenanzahl bei den Testlaufen

Bemerkung 3.11 Die Angaben zur Variablenanzahl bei den Rechenbeispielen beziehen
sich auf die Anzahl der Binédrvariablen nach bestimmten vorbereitenden Schritten (Pre-
processing). So haben wir, um die Zahl der Symmetrien im Problem zu reduzieren, Veran-
staltungsgruppen (ein Dozent hélt fir die gleichen Studiengruppen zusammengehorende
Veranstaltungen, z. B. bei 4-SWS-Veranstaltungen) zusammengefasst und zu jeder Pla-
nungseinheit nur eine Variable erzeugt. Ebenso verfahren wir mit wochentlich stattfin-
denden Veranstaltungen, die wir in unserem Modell in || Veranstaltungen zerlegen, vgl.
Abschnitt 2.1.1. AuRerdem erstellen wir nur Extravariablen zg; 4, (s,4,w,d) € XF',i €
{1, 2}, falls die Studiengruppe s in Woche w am Tag d iiberhaupt (obligatorische) Veran-
staltungen besuchen kann.

Werden einer Veranstaltung mehrere Raume zugewiesen und wird diese daher im Modell
in mehrere Veranstaltungen zerlegt (siche Abschnitt 2.1.1), so kénnen diese in der Imple-
mentierung wieder zusammengefasst werden. Man muss lediglich beachten, dass man bei
der Berechnung der Anzahl der Veranstaltungen an einem Ort und in einer Raumgruppe
diese Veranstaltung mehrfach zéhlt, entsprechend der Anzahl der Rdume.

Weiterhin wird ein grofer Anteil an Nebenbedingungen durch andere dominiert. Dazu
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gehoren Ungleichungen der Art

VEeT: Y Zopp <1lundVteT: Y ap, <1

0€0,v;€V; 0€0,v;€V;

mit V; C V,V; C V, wie sie in (3) und (4) vorkommen. Gilt V; C V}, so kann man die linke
Nebenbedingung 16schen. Da z,.,, (0,t,v) € X, Binérvariablen sind, werden auferdem
Nebenbedingungen geloscht, bei denen |V;| < 1 gilt, da diese fiir zuldssige Werte von x, .,
stets erfiillt sind.

Wir beschreiben nun noch, wie wir die Giite unserer Losungen abschétzen. Leider ist im
Allgemeinen der exakte Zielfunktionswert nicht bekannt und damit auch nicht die relative
Abweichung einer Losung von der Optimalldsung (siehe auch Bemerkung 3.12). Allerdings
ist es moglich statt des exakten Optimalwertes jede untere Schranke dafiir zu verwenden,
was dazu fiihrt, dass die Gap (Liicke) grofer wird. Unter Gap versteht man dabei die
relative Abweichung des Funktionswertes einer Funktion f: R” — R,z — f(z), an einer
Stelle x von einer unteren Schranke u. Sie berechnet sich als

|f(z) — u
N VI B
wobei der Term 1071? die Division durch null verhindert und den Gap-Wert nur geringfiigig
verandert.

Als untere Schranke fiir den Zielfunktionswert von SPOPT kommen der Wert der
linearen Relaxation (I PR') und der Wert der Lagrange-Relaxation (D3**") in Frage. Wir
werden beide Werte als Vergleichswerte in den Tabellen 4 und 5 nutzen und die jeweilige
Gap als gappry bzw. gap psvort) berechnen. Die in den Tabellen angegebenen Zeitwerte
stehen fiir

I. die Zeit der Relaxation,
I1. die Zeit fiir die Bestimmung einer ganzzahligen Losung,

III. die Zeit bis zu einer zuldssigen Losung (alle Unzuldssigkeits-Variablen g (0,0,0),0,
(0,(0,0,0),v) € XY gleich null),

IV. die Gesamtzeit (inklusive Heuristiken)

jeweils in Minuten. Tabelle 4 stellt Rechenzeit und Gap fiir Losungen dar, die mittels
Rundungsheuristiken auf Basis der mit Cplex berechneten Relaxation erzeugt wurden
und Tabelle 5 zeigt die Ergebnisse fiir dieselben Testinstanzen, wobei den Heuristiken die
vom Biindelverfahren berechneten primalen Aggregierten zugrunde lagen. Die Berechnun-
gen wurden alle auf einem Rechner mit Intel Xeon Dual Core (3.0 GHz) Prozessor, 64
GB RAM und 4 SATA Festplatten (250 GB) durchgefiihrt.

In den Tabellen 4, 5 ist deutlich zu erkennen, das gap(;pry bedeutend kleiner ist im Ver-
gleich zu gap psvorty- Das ist damit zu erklédren, dass bei der linearen Relaxation der exakte
Wert berechnet wurde und mithilfe des Biindelverfahrens und der Lagrange-Relaxation
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3. Losungsansatze

| 9ap(pirery | gaparr)

Zeit | ‘ Zeit 11 ‘ Zeit 111 ‘ Gesamtzeit

WS 2007/08 0.025 0.000] <01] <0.1] <01 —0.1
SS 2008 0.179 0.009 | <01| <0.1] <0.1 <0.1
WS 2007/08 0.076 0.030| 6.1 6.5 47 14.4
SS 2008 0.115 0.023| 49| 6.1 6.5 10.0
WS 2007/08 0.121 0.062| 54| 5.9 6.5 9.5
SS 2008 0.092 0020 64| 6.9 7.3 15.3
WS 2007/08 0.103 0.063| 10.1] 11.2] 13.7 19.6
SS 2008 0.091 0.058| 72| 80 9.8 15.1
WS 2007/08 0.098 0071 | 774| 888| 941 114.6
SS 2008 0.078 0.052 | 176.5| 182.6| 187.1 207.7
WS 2007/08 - ~ =720 - - -
SS 2008 0.080 0.054 | 169.5| 176.1| 182.9 211.0
WS 2007/08 0.086 0.068 | 572.8 | 660.5| 688.1 786.3
SS 2008 0.064 |  0.048 | 258.6| 281.2| 2954 357.9

Tabelle 4: Ubersicht iiber die numerischen Ergebnisse bei Verwendung des Innere-Punkte-

Verfahrens

H gap pseerty | GAPUPR) Zeit 1 ‘ Zeit 11 ‘ Zeit 111 ‘ Gesamtzeit
WS 2007/08 0.025 0.000 | <0.1 <0.1 <0.1 <0.1
SS 2008 0.179 0.009 | <0.1] <0.1 <0.1 <0.1
WS 2007/08 0.084 0.038 0.4 1.3 1.4 9.0
SS 2008 0.123 0.031 0.3 1.3 1.4 5.1
WS 2007/08 0.104 0.048 0.3 0.9 1.5 4.7
SS 2008 0.093 0.021 0.4 1.6 1.8 74
WS 2007/08 0.118 0.078 0.7 2.1 4.6 10.4
SS 2008 0.093 0.060 0.6 24 4.3 9.5
WS 2007/08 0.099 0.072 2.1 6.9 13.8 35.1
SS 2008 0.088 0.061 2.5 9.9 14.2 37.8
WS 2007/08 0.090 - 3.5 10.7 20.0 52.1
SS 2008 0.083 0.057 3.6 10.6 21.3 50.6
WS 2007/08 0.096 0.078 6.8 23.1 50.5 130.0
SS 2008 0.064 0.048 7.0 24.8 40.8 104.1

Tabelle 5: Ubersicht iiber die numerischen Ergebnisse bei Verwendung des Biindelverfah-
rens

lediglich eine Approximation des Wertes der linearen Relaxation. Allerdings zeigt sich
beim Vergleich der Gap-Werte, dass die Giite der gefundenen Losungen der beiden Vari-
anten trotzdem vergleichbar ist und damit die Berechnung der exakten Relaxation nicht
notwendig erscheint. Auferdem ist gut zu erkennen, dass bei der Berechnung von (D7)
bedeutend weniger Zeit benotigt wird.
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3. Losungsansatze

Weiterhin sind die Gap-Werte bei zunehmender Problemgrofie meist schlechter. Hierzu
ist zu beachten, dass es sich dabei nur um eine garantierte Giite der Losungen handelt.
Leider kénnen wir nichts dariiber aussagen, wie gut wir tatsdchlich sind, d.h., wie hoch
die Gap bei Vergleich mit der Optimallésung von SPOPT ist.

Bemerkung 3.12 Aufser bei Betrachtung von Aufgabe A war es mit dem MIP-Loser
von Cplex nicht mdoglich, eine Optimallésung von SPOPT zu bestimmen. Selbst bei
Betrachtung von Problem B konnte nach fiinf Tagen nur Losungen gefunden werden, die
schlechter als die von uns berechneten Losungen waren. Aus diesem Grund haben wir auf
weitere Berechnungen auf diesem Weg verzichtet.

Fiir A koénnen wir die Gap unserer Losungen zur Optimallésung angeben:

‘ ‘ H gap mit Innere-Punkte-Verfahren ‘ gap mit Biindelverfahren ‘

WS 2007/08 0.000 0.000
SS 2008 0.001 0.004

A

Sie ist damit bei den Werten fiir das Sommersemester noch etwas besser wie die vorher
berechneten Gap-Werte in den Tabellen 4 und 5.
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4 Ausblick

Wir stellen in dieser Arbeit ein Modell zur Stundenplanung an universitaren Einrichtun-
gen vor, wobei besonders auf die Umsetzung der Ziele fiir die Studierenden und Wech-
selmoglichkeiten zwischen verschiedenen Standorten eingegangen wird. Daneben werden
Losungsansitze angegeben, die in den numerischen Tests zu guten Ergebnissen gefiihrt
haben. Dabei sei hier vor allem auf die Losung unter Nutzung eines Biindelverfahren
verwiesen, womit selbst bei grofsen Problemen bereits nach kurzer Zeit zulissige Stunden-
pléane gefunden werden konnten.

Verbesserungsmoglichkeiten ergeben sich unter anderem bei den Heuristiken. So ver-
wenden wir dort fiir die lokalen Verbesserungen Cplex fiir stark reduzierte MIP. Man
konnte die lokale Suche aber auch ohne Cplex durchfithren und stattdessen probleman-
gepasste Strategien verwenden. Dabei kann explizit nach Konflikten bzw. Schwéchen im
Stundenplan gesucht werden, die dann gezielt verbessert werden. Ein Beispiel hierfiir sind
Studiengénge, die eine sehr hohe Anzahl an Wechseln aufweisen. In diesem Fall kann ver-
sucht werden durch gezielte Verlegungen von Veranstaltungen die Anzahl der Wechsel zu
minimieren.

Bisher sind die Wechselnebenbedingungen fiir die Dozenten nur angesprochen worden.
Es gilt diese noch effizient einzubauen, ohne die Zahl der Variablen zu stark zu erhohen,
vgl. Abschnitt 2.8. Weiterhin ist bisher nicht klar, wie sich die Losungsverfahren bei
einer hoheren Anzahl an Raumgruppen verhalten bzw. welchen Einfluss eine geringere
Raumanzahl hat. Werden Raumgruppen nur nach der Grofe der Rdume unterschieden,
so lassen sich die entsprechenden Nebenbedingungen gut separieren, was eine grofere
Anzahl an Raumgruppen ermoglicht, siche auch Bemerkung 2.1.

Fiir die Anwender interessant sind Stundenpléne, die bei kleinen Verdnderungen an den
Ausgangsdaten nur wenig von der bisherigen Losung abweichen, weil z. B. eine einzelne
Veranstaltung explizit verlegt werden soll. So wiirde man in diesem Fall hoffen, dass sich
moglichst nur die Stundenpléne der betreffenden Studiengruppen verédndern, die diese
besuchen. Es kann auferdem in der Planung stets vorkommen, dass erst spater bestimmte
Informationen bekannt werden, die im Konflikt zu den erstellten Stundenplénen stehen.
Dann sollte es méglich sein, die aktuelle Losung schnell an die neuen Vorgaben anzupassen
ohne den gesamten Plan neu berechnen zu miissen.

In den vorangegangenen Betrachtungen sind wir stets davon ausgegangen, dass wir
nicht wissen, wie sich die Studierenden auf die Lehrveranstaltungen verteilen, sondern
nur bekannt ist, welche Veranstaltungen fiir eine Studiengruppe in Frage kommen. Da
es sehr schwer ist, hierfiir genaue Daten zu ermitteln, konnte man einen anderen Weg
wahlen. So ist davon auszugehen, dass der prozentuale Anteil der Studierenden in einer
Veranstaltung iiber die Jahre hinweg ungefiahr gleich bleibt. Aus diesem Grund kann man
versuchen, das Verhalten der Studierenden statistisch zu untersuchen und Stundenplédne
aufzustellen, die im Mittel recht gut sind. Als Informationsgrundlage kénnte man dafiir
die Anzahl der in den Veranstaltungen abgelegten Priifungen heranziehen.

Interessant ist weiterhin eine Anpassung unseres Modells an Schulstundenpldne und
besonders der Einsatz des Biindelverfahrens fiir die Losung. Man kann vermuten, dass
hier Losungen ebenfalls in kurzer Zeit gefunden werden konnen, insbesondere da es an
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Schulen haufig bedeutend weniger (Wahl-) Moglichkeiten und Veranstaltungen insgesamt
gibt.
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