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Strafverf.

8.1 Strafverfahren (penalty methods)
Idee: Bestrafe die Verletzung von Nebenbedingungen in der Zielfunktion
mit einem Strafterm, der mit einem Strafparameter gewichtet wird, und
|6se nun eine Folge unrestringierter Probleme mit dieser Zielfunktion fiir
wachsenden Strafparameter, bis die Verletzung klein genug ist.

Bsp: min f(x):=x2
st. gi(x)i=a—-x<0
o(x):=x—b<0 s
Unzul. mit Strafparameter v > 0 bestrafen: :
£, (x):=x% +~[max{0, g1(x)}* +max{0, g2(x)}?]

Unrestringiertes Problem:  min,cr» £, (x)

x¥24y(max{0,a-x}%)+max{0,x-b}?); y=5

f(x)

Suche Minimum x%, vergréBere 7, etc. b T e
X
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Strafverf.

8.1 Strafverfahren (penalty methods)
Idee: Bestrafe die Verletzung von Nebenbedingungen in der Zielfunktion
mit einem Strafterm, der mit einem Strafparameter gewichtet wird, und
|6se nun eine Folge unrestringierter Probleme mit dieser Zielfunktion fiir
wachsenden Strafparameter, bis die Verletzung klein genug ist.

min £(x) = min £,(x) = f(x)+7{ D W(hi(x) + > _d(gi(x)) ]
sit. hi(x)=0 / €& icg i€z
ii(EX%R§ 07ieZ =:0(x) ... Straffunktion

v >0 ... Strafparameter

. [W(y)>0 firy#0, ®(y)>0 firy >0, |
mit {\U(y) =0 firy=0, und o(y)=0 firy <0. [Relax.!]

Strafproblem: m;’a%(@(v) mit ©(y) := infeern fy(X)
7>

Satz (Korrektheit von Strafverfahren)

Ist das Originalproblem zulissig und gibt es fiir jedes v > 0 ein globales
Optimum x.,, fiir das ©(y) angenommen wird, und ist {x, : v > 0}
beschrankt und abgeschlossen, dann sind alle Haufungspunkte von {x.}

globale Optimallésungen des Originalproblems.
299: 386€[384,386]




Strafverf.

Exakte Strafverfahren und /;-Straffunktion
Gibt es fiir jede lokale Optimalldsung x* des Originalproblems ein
endliches 4+ > 0, sodass x* auch lokales Optimum von £,(-) fiir alle
7 > 7+ ist, heiBt das Strafverfahren und die Straffunktion exakt.

Bsp: Die /i-Straffunktion ist definiert durch

V(y) = ly| und &(y) := max{0, y}
und ist exakt fiir konvexe Probleme:
Satz (Exaktheit der /;-Straffunktion fiir konvexe Probleme)
Sei (x*, uw*, A*) ein KKT-Punkt eines konvexen Problems (P), dann ist
fiir v > max({|u7] : i € EYU{AF i € I}) der Punkt x* auch globales
Optimum von £,(x) := f(x) + [ X ;ce |i(X)| + X ;cz max{0, gi(x)}].

X2 +y(max{0,a-x})+max{0,xb}); y=5

Bsp: min  f(x) := x2
st. gi(x):=a—x<0
&(x):=x—b<0

£,(x) = x3 4 y[max{0, g1(x)} + max{0, g2(x)}]

In x*=1ist g; aktiv mit Lagrangemult. A\; = 3 s
[KKT 0 = Vf(]_) —+ Alvgl(]-) = % — )\1] o e o1 : 25 3 35
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Strafverf.

Exakte Strafverfahren und /;-Straffunktion
Gibt es fiir jede lokale Optimalldsung x* des Originalproblems ein
endliches 4+ > 0, sodass x* auch lokales Optimum von £,(-) fiir alle
7 > 7+ ist, heiBt das Strafverfahren und die Straffunktion exakt.

Bsp: Die /i-Straffunktion ist definiert durch

V(y) := ly| und &(y) := max{0, y}
und ist exakt fiir konvexe Probleme:
Satz (Exaktheit der /;-Straffunktion fiir konvexe Probleme)
Sei (x*, u*, \*) ein KKT-Punkt eines konvexen Problems (P), dann ist
fiir v > max({|u7] : i € EYU{AF i € I}) der Punkt x* auch globales
Optimum von £,(x) := f(x) + [ X ;ce |i(X)| + X ;cz max{0, gi(x)}].

Was hat v mit den Lagrangemultiplikatoren zu tun?

Um x* bestraft £(x, pu*, A*) = f(x)+ > pFhi(x)+ > Afgi(x) unzulissige
Richtungen, in die sich f verbessert, mit pfh;j(x) > 0 bzw. \fgi(x) > 0
gerade so, dass der Anstieg V, L(x*, u*, A*) = 0 ist. Jeder groBere Anstieg
~ macht es nur noch unattraktiver.

Nachteil der /;-Straffuntkion: £, ist nicht differenzierbar!
300: 388€(387,388)]



Strafverf.

Die quadratische Straffunktion (quadratic penalty)
Verwende W(y):=3y? und ®(y):= 1max{0,y}?, also

00 = £+ 3| om0+ Y max{0.¥

ieg ieT

e f, ist stetig diffbar, aber fiir Z # () i.A. nicht zweimal stetig diffbar.

e Falls Z = (), kann jedes glatte unrestringierte Verfahren zur
Bestimmung eines xJ verwendet werden.

o Gerade fiir Gleichungsnebenbedingungen fiihrt die quadratische
Straffunktion zu bananenférmigen Teilproblemen — ungiinstige
Konvergenzeigenschaften.

o Fiir groBe v wird die zweite Ableitung in unzuldssige Richtungen
sehr groB — numerische Probleme.

e Die quadratische Straffunktion ist i.A. nicht exakt, selbst fiir sehr
groBes v bleibt x> unzulassig (s. Anfangsbeispiel).

301: 389¢[389,389]
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8.2 Augmentierte-Lagrange-Verfahren (nur Gleichungen)

Idee: addiere die quadratische Straffunktion zur Lagrange—Funktion,

L0 p) = FO)+ D ki) + 2 3R = £0x0) + 2IAGOIR,

ieg €€
dann bleibt die Funktion diffbar und ist fiir Multiplikator u* exakt.

Erfiillt x* die hinreichenden Opt.-bed. mit Multiplikator p*, dann gilt
V. L(x*,11*) =0 und d" Vo L(x*, u*)d > 0 Vd € Tp(x*)[< Jn(x")d=0].
In allen Richtungen orthogonal dazu [d = J,(x*)"u fiir u € R?] sorgt
wegen Vo L (x, 1) = Vi L(x, 1) + 7 Z hi(x) V2hi(x) + vdn(x) T In(x)
i€e&g :\O\inf:*
der Summand J,(x*)7J,(x*) fiir v groB genug dafiir, dass insgesamt
Vi Ly (x*, 1*) = 0 und Vo Ly (x*, u*) > 0.

= Fiir v groB genug erfiillt x* die hinr. freien Opt.-Bed. fiir £ (-, 1*).

Geometrisch: £(-, 1*) ist wegen VL, (x*, p*) = 0 in alle Richtungen
um x* flach und in zul&ssige Richtungen lokal konvex. Der Strafterm
Z||h(x)||? macht die Funktion in den unzuldssigen Richtungen lokal konvex.
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Augm.-Lagr.-Verf.

Ly i) = PO+ D2 ki) + 2 S B3P = £(x, 1) + 2G|

ie&g /ES

Satz (Augmentierte-Lagrange-Verfahren bei Gleichungen)

Erfiillt x* die hinreichenden Optimalititsbedingungen fiir ein
restringiertes Problem ohne Ungleichungen mit Multiplikator *, dann
gibt es ein v > 0, sodass x* fiir jedes -y > v ein lokales Minimum von
minyern £ (x, u*) ist, das die hinreichenden freien
Optimalité'tsbedingungen erfiillt.

Ist 4* bekannt — lokale freie Optimierung. Aber u* ist unbekannt!
Wie wahlt man p im Verfahren? (iterativ, Schritt k — k + 1)
p* und x* erfiillen 0 = V, L(x*, u*) = VF(x*) + Z,-eg WiV hi(x*).
Sei x(¥) die berechnete Lésung zu minxeRn w(x p(k)), dann ist
0 VoL, (x8, 1)) = VF(9) 437 [ + i (X19)] Vi (x19)
ieg

~u*
— ,u,(kH) = (k) + yichi(x(K)) (ief)
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Augm.-Lagr.-Verf.

Alg. Schema fiir Augm.-Lagr.-Verf. mit Gleichungen

0. Wihle Startpunkt x(©, (9 49 > 0, Genauigkeit ¢g > 0, k := 0

1. Bestimme Naherungslosung x(X) zu  min,cgn £, (x, p¥))  mit
Startpunkt XK, so dass || V,L., (x(9), uR)|| < ex.

2. Ist [|A(x))|| und ||V, ,C(X(k u(k )|| klein genug, STOP.
(u.U. Neustart, falls kein Fortschritt Richtung Zulissigkeit, etc.)

3. Aktualisiere die Multiplikatoren: u( R Ek) + i hi(xKD) (ireé)

4. Wahle einen neuen Strafparameter Vi1 € [k, 00)

5. Wihle die néchste Genauigkeit 411 € (0, e4]

6. Wahle den nichsten Startpunkt, meist x(k+1) . — x(K)

7.k <+ k+1, GOTO 1.

Ungleichungen:
werden z.B. in LANCELOT mit Schlupfvariablen in Glgen umgewandelt:
gi(x)+s=0s5>0 (iel)
In Schritt 1 wird das Problem dann mit Vorzeichenbedingungen geldst,
mian]R",sE]Rf EW (X, S, /l(k))
(z.B. iiber ein quadratisches Modell mit linearen Unglgen, s. spater).
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Barriere

8.3 Barriere-Verfahren

Idee: Verhindere das Verlassen des zuldssigen Bereiches durch einen
Barriere-Term in der Zielfunktion.

— vor allem fiir Ungleichungen gut geeignet! Im Folgenden & = ().

Bsp: Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung iiber Kegeln

Das zulassige Innere Xi= {x € R": gi(x) < 0,i € I} sei nicht leer, ;t’;é 0.
Barriere-Funktionen erfiillen folgende Eigenschaften:

o Fiir x ¢/’% haben sie den Wert oo.

e Innerhalb von /‘% sind sie glatt.

e Geht eine Folge x(¥) 6/{’ gegen den Rand von /’\O,’ geht der Wert gegen oo.
Beispiele fiir y < 0: —%, —log(—y)

Der Einfluss der Barriere-Funktion wird durch einen Barriereparameter 3
kontrolliert und man sucht ein lokales Minimum fiir

min fz(x) == f(x) — BZbg(—gi(X))

x€ERn"
i€eT

ausgehend von einem Startpunkt im Inneren.
307: 395€[395,395]



Barriere

Alg. Schema fiir Barriere-Verf. (nur Unglgen)

0. Wihle Startpunkt x(©) e/{/, Bo > 0, Genauigkeit g > 0, k:=0

1. Bestimme Naherungslosung x(K) zu  min,cgn f5,(x) mit
Startpunkt X(K), so dass ||V fs, (x(9)|| < e.

2. Sind die KKT-Bedingungen niherungsweise erfiillt, STOP.
(teste ob Losungen nach unendlich gehen, etc.)

3. Wihle einen neuen Barriereparameter i1 € (0, k)

4. Wihle die ndchste Genauigkeit €41 € (0, £4]

5. Wahle den nichsten Startpunkt, meist x(k+1) . — (k)

6. k< k+1, GOTO 1.

KKT-Bedingungen? Sei x(3) lokale OL zu minxeRn fz(x), dann ist

0=Vf(x(8) = VIF(x(B)) +Z 7g(x(,8)) Vgi(x(8))
€L S~
=:xi(B) >0
also ist )+ Z)\ Wei(x(8)) = 0
ez gi(x(B) = 0 (i€el)
Ai(B) = 0 (i€I)
—Xi(B)gi(x(B)) = B (i €I) [pert. Kompl]

Fir 8 — 0 wird bei Konvergenz ein KKT-Punkt gefunden!

308: 396€[396,396]



Barriere

Satz (Fiacco und Mc Cormick 1968)

Sei /’(\),’7& 0 und x* ein lokales Minimum, in dem (LICQ) und die
hinreichenden Optimalitdtsbed. mit streng komplementaren
Multiplikatoren \* erfiillt sind. Dann gilt:

(i) Fiir  klein genug gibt es eine diffbare Funktion x(3):(0, 3) —R"

mit x(3) P20 %+ und x(B) ist lokales Minimum von fg. [zent. Pfad]
(ii) Fiir x(8) aus (i) konvergieren die Schitzer der Lagrange-

Multiplikatoren \i(5) = £ "= Af fiir i € T.

(iii) Fiir 3 klein genug erfiillt die Hessematrix V2f5(x(3)) > 0.

Bemerkungen:

e Die Glattheit von x(8) kann zur Beschleunigung durch Pradiktor-
Korrektor-Verfahren genutzt werden.

e V2f5 wird auch schlecht skaliert, aber das ist theoretisch begriindbar
numerisch meist noch akzeptabel.

e Gleichungsnebenbedingungen werden meist durch einen Strafterm
eingebunden.

309: 397¢[397,397]
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quad. Opt.

8.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT [gern [ x2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:
f(-) konkav (Q < 0):
Alle OL werden in Ecken
(bzw. auf minimalen Sei-
ten) angenommen.

311: 399€[399,404]



quad. Opt.

8.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT [gern [ x2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:

f(-) konvex (Q > 0):
OL in der Mitte, oder
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8.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT [gern [ x2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:

f(-) konvex (Q > 0):
OL auf einer Seite, oder
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8.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT [gern [ x2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:

f(-) konvex (Q > 0):
OL in einer Ecke
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8.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT [gern [ x2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:

degenerierte Losung:
aktive Nebenbedingungen
sind linear abhangig, oder
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quad. Opt.

8.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT [gern [ x2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:

degenerierte Losung:
aktive Nebenbedingungen
sind linear abhangig, oder
die unrestringierte OL
liegt auf einer Seite

311: 404€[399,404]



quad. Opt.

8.4.1 Konvexe quadratische Optimierung

Fir Q@ > 0 ist das QP ein konvexes Optimierungsproblem und es gibt ein
konvexes Lagrange-Duales.

Herleitung fiir

(PQP) min %XTQx—i—qTx st. Ax>b
Lagrange-Funktion: £(x,A) = x7Qx + q¢"x + AT (b — Ax), (A > 0)
primales Problem: inf, supy~o £(x,A) [Fiir x*: 3 A* mit (b—Ax*)TA* = 0]

duales Problem: supinf £(x, \) = sup (b A+ |nf[2 xTQx+(g—A"™\)"x] )
A>0 X

V=0 = Qx+qg—ATA=0, sonst —co

I.LA. enth3lt das duale QP auch noch x-Variable(!):

max SxTQx+q x+(b—Ax)TA
(DQP) st. Qx+qg—ATA=0 [erfiillt starke Dualitat!]

x€R"A>0

Fiir @ = 0 ist x eindeutig bestimmt: x(\) = Q" 1(AT\ — q),

max —iAT(AQIAT)A+ (b+AQ1q)"A—1¢"Q ¢

st. A>0
Nur Vorzeichenbedingungen! Oft besonders effizient 16sbar — A*, x* = x(\*)

312: 405€[405,405]



quad. Opt.
Fiir konvexe QPs sind, wie bei LPs, Innere-Punkte-Verfahren besonders
effizient.

Bsp: Ansatz fiir primal-duales Pfadverfolgungsverf., A = [a,...,am]’, b € R™.

L L T T
min  5x' @x+q'x 1 7 T T,
st. Ax> b = min ox Qx+q'x *yZIog(a,x b;)
Stationaritat des Barriere-Unterproblems fiir v > 0 (V, = 0):
X + ai——=20
Q+q-7) a Tx b

Fihrt man Schlupfvariablen s; := a,- x—b; >0
und Dualvariablen (Lagrange-Multiplikatoren) \; := v%
ein, erhalt man ein primal-duales KKT-System:

Qx+qg—ATA = 0 ,duale Zulissigkeit"
Ax—s = b »primale Zul3ssigkeit"
sod = 11 »perturb. Kompl.*

Starte mit s, A > 0, l6se das System ndherungsweise mit Newton,
bewahre Positivitat durch Line-Search, verkleinere ~, etc.
(wie in LP, e-OL in gleicher polynomialer Anzahl an Iterationen).

Innere-Punkte-Verf. sind auch auf nicht-konvexe QPs recht gut
anwendbar.

313: 406€[406,406]
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8.4.2 Gleichungsbeschrankte Quadratische Optimierung
(EQP) min %XTQXJquX st. Ax=>0

X = {x: Ax = b} ist ein affiner Unterraum, auf diesem kann das
Minimum jeder quadratischen Funktion explizit bestimmt werden.

Berechnung der quadratischen Funktion iiber dem affinen Unterraum:
Gibt es ein X € X (Ax = b), ist jedes x € X darstellbar als
x=Xx+dmitd € {d: Ad =0} = kerA [Kern/Nullraum von A]
Der lineare Unterraum ker A habe Dim. k und die Spalten von Z € R"¥k
als Basis, dann ist ker A= {Zu: u € R*}, X = {x + Zu : u € R*} und
(EQP) < min,cpe 20T Z7QZu+ (Qx + q)T Zu+ 33" Qx + ¢ x.
= endliche OL nur, falls ZTQZ = 0 und Z"QZu + Z"(@x + q) = 0 lésbar,
eindeutig fir Z'QZ = 0: v* = —(Z7QZ)"1Z7(Qx + q) und x* = X + Zu.

Satz (QP mit Gleichungsbedingungen)

Seien die Spalten von Z eine Basis von ker A, ZTQZ = 0, und X € X. Ist
x* =X+ d* die Lésung des KKT Systems zu (EQP),

Q-AT][x*1 [-q - QAT] [—-d*] [q+Qx
A0 ||w|= b Ao || pw |~ |Ax—b|
dann ist x* die eindeutige Optimallésung von (EQP).

314: 407€[407,407]
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8.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

o Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht
fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3,a]

aktiv: {}

k =0, Punkt x(©,

aktive Menge: 0,

Richtung: d = —Q1q — x(@,
aktiv wird 7

315: 408€[408,411]
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8.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

o Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht
fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3,a]

aktiv: {3}

k =1, Punkt x(1),
aktive Menge: {3},

Richtung:

Qa|[—-d] _[ g+
5] 5] LE™
aktiv wird 7

315: 409€[408,411]
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8.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

o Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht
fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3,a]

aktiv: {2,3}, A2=6.4111, 1.3=-3.8482

k = 2, Punkt x(®,
aktive Menge: {2,3},

Richtung:
Q ap as —d q + QX(2)
al 00 X | = | aJx® —b,
al 00] | A aJx® — b,

—d=0,A<0(}),
xB®) .= x() aktiv wird ?

315: 410€[408,411]
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8.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

o Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht

fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3,a]

k = 3, Punkt x(3,
aktive Menge: {2},
Richtung:

Q al[-d] [ g+ @x®
327— 0 )\2 B 827—X(3) — bz '
X(4) = X(3) _|_ d,

Vi f(x®) + Xa(—a2) =0, Ay >0,
KKT erfiillt!

315: 411€[408,411]
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Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a]x>b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge Ag C A(x), setze k := 0.
1. Bestimme d, A fiir (EQP) mit Gleichungsbedingungen i € Ay
2. Falls d = 0:
a) Ist A > 0 (KKT erfiillt), STOP mit x* = x(¥).
b) Wahle 7 € A, mit \; < 0, setze Ay := Ay \ {7}, x(kHD) .= x(9)
Sonst (d # 0)
a) bestimme ay 1= min{b"_;_’T"T;(k) (i €T\ Ax,a] d < 0}. [+oo fiir 0]
b) Ist cvy > 1, setze x(k+1) := x() 4 d, A, = Ay,
sonst x(kt1) .= x(K) 4 o d und Ayyq = Ax U {7} mit 7 erzeugt .
3. Setze k +— k+1, GOTO 1.

Bemerkungen:

e Wie beim Simplex-Verfahren kann Kreisen auftreten.

e Fiir Q > 0 und ohne Degeneriertheiten endet der Alg. fiir endliches k.
e Effiziente Implementationen nutzen, dass sich (EQP) nur wenig dndert.
e Fiir indefinites @ nutzt man z.B. Richtungen zu X;(Q) < 0.

316: 412€[412,412]
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Es gibt viele weitere Varianten fiir QP,
z.B. Gradienten-Projektions-Verfahren, falls Ax > b besonders
einfache Struktur hat (x > 0 oder x € [a, b]) ...

Kleine QPs sind extrem effizient lésbar (im Millisekunden-Bereich),
groBe QPs kdnnen sehr anspruchsvoll werden.

Konvexe QPs sind auch als SOCPs formulierbar (s. dort), das ist
aber meist weniger effizient als passende QP-Ldser zu verwenden.

317: 413€[413,413)
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8.5 SQP-Verfahren (Sequential Quadratic Programming)

Derzeit der erfolgreichste Ansatz fiir nichtlineare restringierte Optimierung.

Idee: Finde den nichsten Punkt durch Lésung eines QP-Modells, das aus
den linearisierten Nebenbedingungen und einem quadratischen Modell der
Lagrange-Funktion als Zielfunktion aufgebaut wird.

In 2 Schritten:

1. Lokale Konvergenz:

Das QP-Modell leitet sich aus dem Newton-Verfahren zur Bestimmung
eines stationdren Punktes der Lagrange-Funktion (= KKT-Bed.) her
— Newton fiihrt zu lokal quadratischer Konvergenz von SQP-Verf.

2. Globalisierungs-Ansatze:

Fortschritt beziiglich Erfiillung der Nebenbedingungen und Verbesserung
der Zielfunktion kann durch Merit-Funktion, Trust-Region-Ansatz oder
Filter-Verfahren kontrolliert werden.

319: 415€[415,415]
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8.5.1 Herleitung des QPs aus KKT und Newton

Mit Gleichungsbedingungen:  minf(x) st. h(x)=0. [h:R" — R¥]
Lése die KKT-Bed. fiir £(x, 1) = f(x) + 7 h(x) mit Newton:

KKT:  Flop) im {VXE} _ [Vf(x)+Jh(x)Tu] o

V.L h(x)
Skt D) ) N
Newton: |:'u(k+l):| = |:H(k):| + I:Z’fy:| mit F(X( ) ( )) + JF(X(k) M(k)) |: i| =0
Vel VL] [Vel(x,n) Jn(x)7 Q AT
J = ® = —-
FOx 1) {vpxﬁ Vwﬁ] { () 0 A 0
) . Qx AT} [d”] [—ka — AT;L(")}
[teration k: Lose [ k X | = o
Ac 0 | |dV —h(k)

mit Qi =V L(xK), p(), Ap:=Jp(x0), h) =y (xR, ..., kg (xUN)]T.

Vergleiche dazu das folgende gleichungsbeschrinkte QP:

min %dXdeX + kaTdX

st.  Agd, = —h® [Zeile i: hi(x() + Vh(x"))Td, = 0]
Dafiir bestimmt sich eine Optimallésung mit Multiplikatoren y durch

AT _
[gk g‘k } {ﬂ - { Zfﬁ] setze y = —(ul) + d,) < Newton-System
) _

320: 416€[416,416]
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Das QP des SQP-Verfahrens

min  f(x)
(P) st. h(x)=0 i€& . LA =Fx)+ > mh(x)+ Ngi(x),
gi(x)<0 ieZ icg i€z
bestimme x(x+1) .= x () 4+ 4% fiir geg. pF XK Qe =V o L(xF), 1K) A(K)) aus
min dede —|—Vf dy min dede —|—Vf dy
(QPy) s.t. h( )+Vh(x(")TdX:0 icf — st Ahd —fh(k [y,,eRS]
gi(xM) +Vg(xNTd, <0 ieZ Agd < —g [y, € RT]

wobei Al = J,(x(0), Af = L (x(0), setze plktD) = — (K \(ktD) .= _(K).

Bemerkungen:

o Ist (x(), 1K) A(K)) nahe genug an (x*, u*, \*), das die hinr. Opt.-Bed.
und strenge Kompl. erfiillt, sind die aktiven Mengen gleich und Newton
garantiert lokal quadratische Konvergenz.

e (Qy enthalt Krummung von f und den aktiven Nebenbedingungen,

(k
Qu = V2 (x0) + e V20 (x9) + 30,0, AV (x0),
— kurze Schritte in Richtungen mit starker Anderung wichtiger Funktionen.
e Die Hessematrizen in Q sind durch BFGS, etc. approximierbar.

321: 417€[417,417]
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8.5.2 Globalisierung mit Merit-Funktionen
Verwende die Lésung d$) von (QPx) als Suchrichtung und bestimme

x(k+1) = x(K) akdik) durch Line-Search beziiglich einer Merit-Funktion,
die Verbesserung in Zielfunktion und Zulassigkeit gemeinsam bewertet.

h-Merit-Funktion: Fiir geg. Strafparameter v > 0 verwende
£,(x) i= F() +7[ D Ihi(x)[ + D max{0, gi(x)}]
ice =
o f, ist nicht diffbar, aber Richtungsabl. existiert und geniigt fiir Line-Search.
o d{) ist Abstiegsrichtung fiir £, fiir v > max({|ui| : i € E} U{\; : i € T}).

Augmentierte-Lagrange-Merit-Funktion von Fletcher: Fiir geg. v > 0,
L(x, 1, A) == f(x) + Zu,-h,-(x) + Z igi(x) + V[Z hi(x)? + Z max{0, gi(x)}’]
i€ i€z icg i€z
o differenzierbar und fiir v groB genug ist dik) Abstiegsrichtung
e Die Wahl von v hat starken Einfluss auf das Konvergenzverhalten ...

Generelles Problem: Maratos-Effekt
Line-Search bzgl. Merit-Funktion verbietet oft Schrittweite 1 im Gebiet
der lokalen quadratischen Konvergenz — schlechte lokale Konvergenz.

Es gibt heuristische Gegenstrategien ...
322: 418€[418,418]
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8.5.3 Globalisierung mit Trust-Region-Ansatzen
Klassischer Ansatz:
e Fordere zusitzlich ||dy|| < A oder, damit iiber lineare Nebenbed.
darstellbar, ||dx|loo := max{|[di];| : i =1,...,n} <A.
e Schwierigkeit: Ist x(¥) unzulissig, kann durch ||dy||cc < A auch (QPy)
unzuldssig werden. Losungsvorschldge sind z.B. erst ein
Zulassigkeitsproblem zu 16sen und dann A zu wahlen, etc.

Kombinierter Strafansatz: (im open-source-Paket IPOPT implementiert)
Idee: x ist zuldssig, wenn max({|hi(x)|: i€ E} U{gi(x):ieZ}u{0})=0.
— Lése als Trust-Region-Unterproblem fiir Strafparameter v > 0
min %dXTdeX + kaTdX + s
st. —s < hi(xt) + Vh(xN)Td, <s i€é€
gi(x" ) + Vg (xN)Td, <s iel
“A<[d];i<A(i=1,...,n),5s>0
Der Trust-Region Algorithmus vergleicht Fortschritt der Funktion
£,(d) :== f(x®4d) + ymax({|hi(xF +d)| : i € E} U {g(xK)+d) : i € T} U {0})
zum Fortschritt im Modell und passt A entsprechend an. Strafparameter
~ wird nur bei Verletzung der Nebenbed. vergréBert, wenn der Fortschritt

Richtung Zul3ssigkeit im Verhaltnis zur Schrittlange zu klein ist.
323: 4195[419 419)
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8.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz
Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. o(x):=max({|h;i(x)|: i€ E}U{gi(x):i€T}U{0}).
Betrachte (£, o) == (F(x(),p(x(¥)) als Punkt in R2. f

324: 420€[420,424]
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8.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. o(x):=max({|h;i(x)|: i€ E}U{gi(x):i€T}U{0}).

Betrachte (£, o) == (F(x(),p(x(¥)) als Punkt in R2. f

Ein Filter enthalt derzeit akzeptierte Punkte,
Fii={(f,05) 1j € I {1, k}}.

324: 421€[420,424]
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8.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. VerletzungsmaB, z.B. ¢(x):=max({|hi(x)|: i€ E}U{gi(x):i€eZ}U{0}).

Betrachte (£, o) == (F(x(),p(x(¥)) als Punkt in R2. f
Ein Filter enthalt derzeit akzeptierte Punkte,

X Fe={(f9j):J e__jk C{1,...,k}}. dominiert
Ein (f,9) € R? dominiert (f, @) € R?, falls o
f<fund <.
]
e
0

324: 422€[420,424]



SQP-Verf.

8.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. ¢(x):=max({|hi(x)|: IGS}U{g,( ):ieZIUu{0}).
Betrachte (fi, px) == (f(x(*)), p(x())) als Punkt in R2. '6-
Ein Filter enthalt derzeit akzeptierte Punkte, o
Fio={(f,0) i€ I C{1,....k}}.

Ein (f,$) € R? dominiert (f,3) € R?, falls o - -,

f<Fund p<q.

Ein (f,$) € R? wird von F fiir gegebene ¥

0 < <72 <1 akzeptiert, falls o

Vj € Jk 1 (¢ < 12p5) oder (f + ¢ < f))
[Hinreichende Verbesserung in Verletzung oder Wert]

akzeptiert |

324: 423€[420,424]
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8.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz
Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. o(x):=max({|h;i(x)|: i€ E}U{gi(x):i€T}U{0}).
Betrachte (£, px) == (F(x(),p(x(¥)) als Punkt in R2. £4 .
Ein Filter enthalt derzeit akzeptierte Punkte, 5!
Fi = {(ﬂvWJ):je-jkg{la-"vk}}' ::
Ein (f,$) € R? dominiert (f,3) € R?, falls "
f<fund <@ "
Ein (f,$) € R? wird von F fiir gegebene n
0 <91 <72 < 1 akzeptiert, falls - oo - o
Vj € Jk 1 (¢ < 12p5) oder (f + ¢ < f)) -
[Hinreichende Verbesserung in Verletzung oder Wert] '
Wird (fit1, @k+1) von Fy akzeptiert, setze E o -
Fir1 = {(fer1, prt1) U !
{(f,®) € Fi nicht von (fi11, pk+1) dominiert} -~
[Der Filter sichert monotone Verbesserung und sammelt Erfahrung iiber
gute Werte |

324: 424€[420,424]
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Trust-Region-Variante eines Filter-Ansatzes
Schritt dy I6st approximativ ein polyedrisches Trust-Region-Unterproblem:

min %dXTdeX + kaTdX

st. hi(x9)+ Vh(xNTd, =0 icé&
g(x ) + Vg (xXN)Td, <0 ieZ
~A<[d]i<A ie{l,...,n}

(QPE)

Falls (QP2) unzuldssig ist (in ||dx||eo < A ist kein zul. Punkt), fiihre
Wiederherstellungs-Phase (restauration phase) durch:

Minimiere nur Verletzung o(x), bis fiir Filter akzeptabel — neues A, aber

~

= der Filter darf nur unzul3ssige Punkte (f, @) mit ¢ > 0 enthalten!

Verwende dazu folgende Sonderregel:
Vom Filter akzeptierte Punkte werden nur dann zum Filter hinzugefiigt,
wenn der nichste Schritt zu einer Wiederherstellung fiihrt = ¢(x(¥)) > 0.

Der Algorithmus dazu nutzt weitere Parameter:
A ... Mindestradius nach Wiederherstellung
u ... maximale Unzuldssigkeit fiir ¢ im Filter
o €(0,1) ... Modellqualitat fiir Reduktion von A

325: 425¢[425,425)
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Filter-SQP-Algorithmus

- Wihle (9, u > o(x(®), A >0, 0 € (0,1), setze Fo := {(—o0,u)}, k:=1
. Wiederherstellung: Ausgehend von x(*=1) finde x(*) und A > A mit

(f«, o) wird von Fy_1 akzeptiert und (QPE) ist zulissig.

. SQP-Schritt: Lése (QP2) — dy.

Falls (QPA) unzul., setze Fi := {(fx, pk)} U Fi_1, k < k+1, GOTO 1.

st d, = 0, STOP, x(k) ist stationirer Punkt.
- Wird (f(x%) + dy), o(x¥) + dy)) nicht vom erweiterten Filter

Fr—1 U {(fk, ox)} akzeptiert, setze A <— A/2, GOTO 2.

. Setze Aq := —3d] Qudx — VAT dy und Af := fi — f(x9) + d).

Ist Ag > 0 und Af < 0Agq, setze A < A/2 und GOTO 2.
[Der Fortschritt in f ist im Vergleich zum Modell zu gering.]
Ist Ag < 0, [= x() ist unzulissig, sonst wire dy = 0 besser]
setze Fy := {(fx, o)} U Fi—1, sonst Fy := Fx_1

Setze x(k*1) := x(K) + d,, k < k +1, wihle A > A, GOTO 2.

Unter geeigneten Voraussetzungen kann Konvergenz gegen einen
stationdren Punkt gezeigt werden.

326: 426€[426,426)
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8.6 Anwendungsbeispiel: Optimalsteuerung

Wie muss die Laufkatze eines Industriekrans gesteuert werden, damit eine
Last aus dem Ruhezustand in Punkt P méglichst schnell zu Punkt Q
transportiert wird und dort wieder ruhig hangt?

Die erste Idee — bis zur Halfte voll beschleunigen, dann voll bremsen — ist
nicht richtig.

328: 428€[428,429)
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8.6 Anwendungsbeispiel: Optimalsteuerung

Wie muss die Laufkatze eines Industriekrans gesteuert werden, damit eine
Last aus dem Ruhezustand in Punkt P méglichst schnell zu Punkt Q
transportiert wird und dort wieder ruhig hangt?

Wie lasst sich das mathematisch modellieren?

(Material und lllustrationen von Prof. Dr. Roland Herzog)

328: 429€[428,429)
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8.6.1 (eindimensionale) Laufkatze: Mathematisches Modell

s(t): horizontale Position der Laufkatze
d(t): horizontale Position der Last
M: die Masse der Laufkatze

wlé)

m: die Masse der Last
u(t): Steuerung, hier die auf die Laufkatze
einwirkende Kraft (E-Motor)
©(t): Winkel der Last zur Vertikalen
g: die Erdbeschleunigung
L: die Lange des Seiles

Der Zustand y(t) € R* wird durch Position s(t) und Geschwindigkeit
5(t) := 25 der Laufkatze sowie Relativposition z(t) := s(t) — d(t) und

~ ot
Relativgeschwindigkeit z(t) der Last zur Laufkatze beschrieben,
y=(s,%22)". [t wird meist weggelassen]

Bewegungsgleichungen beschreiben die Beschleunigung und damit die

Veranderung des Zustands iiber die Zeit. Fiir kleine Winkel ¢ ist

t 01 0 0
§(t) = _mg, u) 00 _m
ML M ooy = ML Y+
(m+M)g u(t) 00 0 1
W= " m 00 — (M

329: 430€[430,431]
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8.6.1 (eindimensionale) Laufkatze: Mathematisches Modell

s(t

): horizontale Position der Laufkatze

t): horizontale Position der Last ule)
M: die Masse der Laufkatze . : L%J—_)
m: die Masse der Last

t): Steuerung, hier die auf die Laufkatze

einwirkende Kraft (E-Motor)

t): Winkel der Last zur Vertikalen

g: die Erdbeschleunigung

L: die Lange des Seiles

Der Zustand y(t) € R* wird durch Position s(t) und Geschwindigkeit
5(t) := 2 der Laufkatze sowie Relativposition z(t) := s(t) — d(t) und
Relativgeschwindigkeit z(t) der Last zur Laufkatze beschrieben,
y=(s,%22)". [t wird meist weggelassen]
Bewegungsgleichungen beschreiben die Beschleunigung und damit die
Veranderung des Zustands iiber die Zeit. Fiir kleine Winkel ¢ ist

01 0 0 0

lineare gewdhnliche . . |00 —3F i
Differentialgleichung y=Ay+Bu o y= 00 0 1Yt oY

00 _ (m+M)g 0 1

ML i

320: 431€[430,431]
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Optimalsteueraufgaben fiir gew. Diffgl.
Ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen
y(t) = f(t, y(t), u(t))
beschreibe die Entwicklung des Zustands y(t) in Abhingigkeit von Zeit t
und Steuerung u(t).

Fiir t € [0, T] ist eine Steuerfunktion u(t) gesucht, die den Zustand y(t)
von einem Anfangszustand y(0) = yo in einen Endzustand y(T) = yr
tberfiihrt, dabei Zulissigkeitsbedingungen h(t, y(t), u(t)) < 0 erfillt und
zugleich eine Zielfunktion/Giitekriterium/Performance-MaB optimiert.

T
min  g(y(T)) + / fo(t,y(t),u(t)) dt Zielfunktion(al)
Y 0
st y(t) = f(t,y(t), u(t)) Differentialgleichung
y(0) =y Anfangsbedingungen
y(T)=yr Endbedingungen
h(t,y(t),u(t)) <0 Beschrankungen.

Die Endzeit T kann dabei fest gegeben oder auch frei (d.h. Teil der zu
optimierenden GréBen) sein, ebenso kénnten yy oder yr teilweise frei sein.

330: 432€[432,432)
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8.6.2 Zeitoptimale Steuerung der Laufkatze

Die Laufkatze soll mit Last in kiirzest méglicher Zeit T vom Stillstand

am Punkt P zum Stillstand an einem Punkt Q gebracht werden.

— Zielfunktion: min [ 1dt[= T]

P\ Position der Laufkatze

0 Relativposition der Last zur Laufkatze

0 | Geschwindigkeit der Laufkatze

0 Relativgeschwindigkeit der Last zur Laufkatze

— y(T)=(Q,0,0,0)"

Steuerbeschrankungen: —1 < u(t) <1 [keine unendliche Beschleunigung]
Es kénnte auch Zustandsbeschrankungen fiir y(t) (z.B. Hindernisse) geben.

—y(0) =

Hauptproblem noch:
T ist eine Variable und gibt zugleich den Definitionsbereich von u an!

331: 433¢(433,433]
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Transformation von freier Endzeit auf feste Endzeit
min, 7 g(y(T)) + [y fo(t,y(t),u(t))dt  Zielfunktion(al)

s.t. y(t) = 1(t,y(t), u(t)) Differentialgleichung
¥(0) = yo Anfangsbedingungen
y(T)=yr Endbedingungen
h(t, y(t), u(t)) <0 Beschrankungen.

Fiihre eine neue Zeitvariable 7 € [0,1] ein: t=7T, 7 € [0,1]

Definiere neue Zustidnde/Steuerung fiir 7: y(7) := y(vT), u(7) := u(rT)

Die Differentialgleichung beziiglich 7 ergibt sich aus der Kettenregel,
F(r) =T G(T) = TF(T T, y(r). u(r)).

Die neue Zielfunktion l3sst sich iiber die Substitutionsregel berechnen,

g(T)) + [y folty(e),u(t))dt  — (7)) + T o (T, 3(r), u(r)) dr.

ming 7 g(¥(1)) + T [y f(r T, 7(7),u(r)) dr

s.t. y(r) = Tf(r T,y(7),u(r)) [Def-Bereich von U un-
y(0) =y abhingig von T, T ist
y(1) =yt nun , normale” Variable!]
h(rT,y(r),u(r)) <0

332: 434€[434,434]
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8.6.3 Das Laufkatzenproblem nach Transformation

Eine zeitoptimale Steuerung findet man durch Ldsen des transformierten
Optimierungsproblems (zur besseren Lesbarkeit ohne ~ aber mit neuer

Zeit T € [0,1])
min T
u:[0,1]»R, TER
s.t. y(7) = TAy(r) + TBu(r)
y(0) = (P,0,0,0)7
y(1) =(Q,0,0, O)T
—1<u(r)<1 firallere€]l0,1].

Variablen: T, u(7) fiir 7 € [0, 1]

Wie optimiert man iiber Funktionen?

Wenn die Funktion nicht zu oft springen darf
(z.B. stetig oder stiickweise stetig), reichen
die Funktionswerte an endlich vielen Stellen
aus, um sie gut zu approximieren.

333: 435¢€(435,437]
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Optimierungsproblems (zur besseren Lesbarkeit ohne ~ aber mit neuer

Zeit T € [0,1])

[nichtlineare Nebenbed.!]

min T
u:[0,1]—=R, TER
s.t. y(7) = TAy(r) + TBu(r)
y(0) = (P,0,0,0)7
y(1) =(Q,0,0, O)T
—1<u(r)<1 firallere€]l0,1].

Variablen: T, u(7) fiir 7 € [0, 1]

Wie optimiert man iiber Funktionen?

Wenn die Funktion nicht zu oft springen darf
(z.B. stetig oder stiickweise stetig), reichen
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aus, um sie gut zu approximieren.
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lation — Diskretisierungsfehler
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Laufkatze: Diskretisierung des Optimierungsproblems
Ersetze die Funktionsvariable v : [0, 1] — R iiber die Wahl einer
Zeitdiskretisierung 0 =173 < < --- <7y =1, N € N, durch einen
Variablenvektor u € RN mit Interpretation u; = u(7;) und (bei linearer

Interpolation) u(7) = ui + - (ujr1 — u;) fiir 7 € (73, Tis1).
min T
st. y(r)=TAy(r) + TBu( ) T€][0,1]
y(0) = (P,0,0,0)"
y(1)=(Q.0,0,0)7

1<u<1(i=1,...,N),TeR,.

Was geschieht mit der Differentialgleichung? ¥

Berechne P
y(7) = y(0) + [y TAy(t) + TBu(t)dt

iber ein numerisches Integrationsverfahren,

das das Integral wieder durch Diskretisierung

tiber Summen approximiert (z.B. Euler- oder G

Runge-Kutta-Verfahren). 0 1
— Funktionsorakel y(7) = R(u,7), das y(0) = (P,0,0,0)7 erfiillt.
— Es bleibt nur eine Glgs-Nebenbedingung: R(u,1) — (Q,0,0,0)” =0

Funktionsauswertung mit Gradienten iiber automatisches Differenzieren!
334: 438€[438,438]
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Laufkatze: Diskretisierte Optimierungsaufgabe

min T
st. R(u,1)—(Q,0,0,0)" =0
“1<uy; <1(i=1,...,N), T eR,.

Dieses kann z.B. mit einem SQP-Verfahren gelost werden, wobei die
Gradienten zum Runge-Kutta-Verfahren R(-) iiber automatisches
Differenzieren und die Hessematrix iiber BFGS approximiert wird.

— Approximation der zeitoptimalen Steuerung

u(t) =ui + T::"ﬂ(u,url — u;) fur 7 € (77, Ti41)

Ganz analog sind zeitoptimale 2D-Steuerungen
berechenbar,

Die Qualitat der Lésung und der notwendige Aufwand zur Bestimmung
der Losung sind stark von der Wahl der Diskretisierung abhangig!

335: 439€([439,439]
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