Optimierung fiir Nichtmathematiker
(fir Master)

Vorlesung: Christoph Helmberg
Ubung: Anja Lau

Ziele: Einfiihrung in

e richtige Einordnung von Optimierungsproblemen

e Modellierungstechniken

e praktische Umsetzung mit Optimierungssoftware

e grobes Verstandnis fiir Funktionsweise und
Grenzen der Optimierungsverfahren

ET/IT, MB, WiWi — Anwendungen in allen drei Gebieten
(z.B. Signalverarbeitung, Truss Topology Design, Operations Research)

1 1€[1,1]



Inhaltsibersicht

Einfiihrung und Uberblick

Lineare Optimierung

Ganzzahlige Optimierung

Innere-Punkte-Verfahren und lineare Optimierung iiber Kegeln
Freie Nichtlineare Optimierung

Restringierte Nichtlineare Optimierung: Grundlagen
Restringierte Optimierung: Verfahren

Ableitungsfreie Optimierung/Direkte Suchverfahren
2: 2€[2,2]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie Spezielle Klassen

Inhaltsiuibersicht

Einfiihrung und Uberblick

3:3¢[3,3]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie Spezielle Klassen

Inhaltsiuibersicht

Einfiihrung und Uberblick
1.1 Allgemeine Problemstellung und Terminologie

4: 4c[4,4]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

1.1 Das Optimierungsproblem in allgemeiner Form

Minimiere  f(x) Zielfunktion
(P) unter (s.t.) hi(x) =0, i€ & Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0, i€ Ungleichungsnebenbed.
x €N Variablen, Grundmenge
Bei uns meist:
QCR” (geht aber auch C",Z", Funktionenrdume ...)
f,gi,hi :R" - R (linear, konvex, hinreichend glatt, ... )
|€|, |Z| endliche Indexmengen (abzahlbar, iiberabzihlbar)

5: 5¢[5,11]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

1.1 Das Optimierungsproblem in allgemeiner Form

Minimiere  f(x) Zielfunktion
(P) unter (s.t.) hi(x) =0, i€ & Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0, i€ Ungleichungsnebenbed.
x €N Variablen, Grundmenge
Bei uns meist:
QCR” (geht aber auch C",Z", Funktionenrdume ...)
f,gi,hi :R" - R (linear, konvex, hinreichend glatt, ... )
|€|, |Z| endliche Indexmengen (abzahlbar, tiberabzahlbar)
Beispiel

(P1) minx —x?>st. x> <1, x€R

5. 6€[5,11]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

1.1 Das Optimierungsproblem in allgemeiner Form

Minimiere  f(x) Zielfunktion
(P) unter (s.t.) hi(x) =0, i€ & Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0, i€ Ungleichungsnebenbed.
x €N Variablen, Grundmenge
Bei uns meist:
QCR” (geht aber auch C",Z", Funktionenrdume ...)
f,gi,hi :R" - R (linear, konvex, hinreichend glatt, ... )
|€|, |Z| endliche Indexmengen (abzahlbar, tiberabzahlbar)
Beispiel

(P1) minx — x? s.t. x?

X
(f(x)=x—x%E=0, g1(x)=x>-1,T={1}, Q=R)

5. 7¢[5,11]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

1.1 Das Optimierungsproblem in allgemeiner Form

Minimiere  f(x) Zielfunktion
(P) unter (s.t.) hi(x) =0, i€ & Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0, i€ Ungleichungsnebenbed.
x €N Variablen, Grundmenge
Bei uns meist:
QCR” (geht aber auch C",Z", Funktionenrdume ...)
f,gi,hi :R" - R (linear, konvex, hinreichend glatt, ... )
|€|, |Z| endliche Indexmengen (abzahlbar, tiberabzahlbar)
Beispiel

(P1) minx — x? s.t. x> <
(f(x) =x—x2, =10, x2-1,T={1},Q=R)
(P2) minx —x?>st. —1<x<1, xeR

5. 8€[5,11]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

1.1 Das Optimierungsproblem in allgemeiner Form

Minimiere  f(x) Zielfunktion
(P) unter (s.t.) hi(x) =0, i€ & Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0, i€ Ungleichungsnebenbed.
x €N Variablen, Grundmenge
Bei uns meist:
QCR” (geht aber auch C",Z", Funktionenrdume ...)
f,gi,hi :R" - R (linear, konvex, hinreichend glatt, ... )
|€|, |Z| endliche Indexmengen (abzahlbar, tiberabzahlbar)
Beispiel

(P1) minx —x?>st. x> <1, x€R

(f(x)=x—x%E=0, g1(x)=x>-1,T={1}, Q=R)
(P2) minx —x?>st. —1<x<1, xeR

(f, €, Qwo., gi(x)=-1-x, @2(x)=x—-1,7T=1{1,2})

5. 9€[5,11]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

1.1 Das Optimierungsproblem in allgemeiner Form

Minimiere  f(x) Zielfunktion
(P) unter (s.t.) hi(x) =0, i€ & Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0, i€ Ungleichungsnebenbed.
x €N Variablen, Grundmenge
Bei uns meist:
QCR” (geht aber auch C",Z", Funktionenrdume ...)
f,gi,hi :R" - R (linear, konvex, hinreichend glatt, ... )
|€|, |Z| endliche Indexmengen (abzahlbar, tiberabzahlbar)
Beispiel

(P1) minx —x?>st. x> <1, x€R

(f(x)=x—x%E=0, g1(x)=x>-1,T={1}, Q=R)
(P2) minx —x?>st. —1<x<1, xeR

(f, €, Qwo., gi(x)=-1-x, @2(x)=x—-1,7T=1{1,2})
(P3) minx — x? s.t. x € [-1,1]

5: 10€[5,11]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

1.1 Das Optimierungsproblem in allgemeiner Form

Minimiere  f(x Zielfunktion
(P) unter (s.t.) hi(x) =0, i€ & Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0, i€ Ungleichungsnebenbed.
x €N Variablen, Grundmenge

Bei uns meist:

QCR” (geht aber auch C",Z", Funktionenrdume ...)
f,gi,hi:R" =R (linear, konvex, hinreichend glatt, ... )
|€|, |Z| endliche Indexmengen (abzahlbar, tiberabzahlbar)
Beispiel

(P1) minx —x?>st. x> <1, x€R

(f(x)=x—x%E=0, g1(x)=x>-1,T={1}, Q=R)
(P2) minx —x?>st. —1<x<1, xeR

(f, €, Qwo., gi(x)=-1-x, @2(x)=x—-1,7T=1{1,2})
(P3) minx — x? s.t. x € [-1,1] Z=£=0Q2=[-1,1])

5: 11€[5,11]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Zulassige Menge, Optimalwert

Minimiere f(x) Zielfunktion
unter hi(x)=0 ie& Glgsnebenbed. -
(P) gi(x) <0 ie€Z Unglgsnebenbed. Restriktionen
x € Grundmenge
Definition

e Punkte, die alle Bedingungen erfiillen, bilden die zuldassige Menge
X(P):={xeQ:h(x)=0,ic&, gjx)<0,jeT}

6: 12€(12,18]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Zulassige Menge, Optimalwert

Minimiere f(x) Zielfunktion
(x

unter hi(x)=0 i€& Glgsnebenbed. _
(P) gi(x) <0 ie€Z Unglgsnebenbed. } Restriktionen
x € Grundmenge
Definition

e Punkte, die alle Bedingungen erfiillen, bilden die zuldassige Menge
X(P):={xeQ:h(x)=0,ic&, gjx)<0,jeT}
o Ist X(P) =10, heiBt das Problem (P) unzulissig.

6: 13€[12,18]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Zulassige Menge, Optimalwert

Minimiere f(x) Zielfunktion
unter hi(x)=0 ie& Glgsnebenbed. -
(P) gi(x) <0 ie€Z Unglgsnebenbed. } Restriktionen
x € Grundmenge
Definition

e Punkte, die alle Bedingungen erfiillen, bilden die zuldassige Menge
X(P):={xeQ:h(x)=0,ic&, gjx)<0,jeT}

o Ist X(P) =10, heiBt das Problem (P) unzulissig.

e v(P) :=infycx f(x) ist der Optimalwert von (P).
Falls v(P) = —oo heiBt das Problem (P) unbeschrankt.
Fiir unzuléssiges (P) ist v(P) = oo.

6: 14€[12,18]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Zulassige Menge, Optimalwert

Minimiere f(x) Zielfunktion
unter hi(x)=0 ie& Glgsnebenbed. -
(P) gi(x) <0 ie€Z Unglgsnebenbed. } Restriktionen
x € Grundmenge

Definition

e Punkte, die alle Bedingungen erfiillen, bilden die zuldassige Menge
X(P):={xeQ:h(x)=0,ic&, gjx)<0,jeT}

o Ist X(P) =10, heiBt das Problem (P) unzulissig.

e v(P) :=infycx f(x) ist der Optimalwert von (P).
Falls v(P) = —oo heiBt das Problem (P) unbeschrankt.
Fiir unzuléssiges (P) ist v(P) = oo.

Beispiel

(P1) minx — x?>st. x><1, x€R X =

6: 15€[12,18]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Zulassige Menge, Optimalwert

Minimiere f(x) Zielfunktion
unter hi(x)=0 ie& Glgsnebenbed. -
(P) gi(x) <0 ie€Z Unglgsnebenbed. Restriktionen
x € Grundmenge
Definition

e Punkte, die alle Bedingungen erfiillen, bilden die zuldassige Menge
X(P):={xeQ:h(x)=0,ic&, gjx)<0,jeT}

o Ist X(P) =10, heiBt das Problem (P) unzulissig.

e v(P) :=infycx f(x) ist der Optimalwert von (P).
Falls v(P) = —oo heiBt das Problem (P) unbeschrankt.
Fiir unzuléssiges (P) ist v(P) = oo.

Beispiel

(P1) minx — x?>st. x><1, x€R X =[-1,1], v(P1) =

6: 16€(12,18]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Zulassige Menge, Optimalwert

Minimiere f(x) Zielfunktion
unter hi(x)=0 ie& Glgsnebenbed. -
(P) gi(x) <0 ie€Z Unglgsnebenbed. Restriktionen
x € Grundmenge
Definition

e Punkte, die alle Bedingungen erfiillen, bilden die zuldassige Menge
X(P):={xeQ:h(x)=0,ic&, gjx)<0,jeT}
o Ist X(P) =10, heiBt das Problem (P) unzulissig.
e v(P) :=infycx f(x) ist der Optimalwert von (P).
Falls v(P) = —oo heiBt das Problem (P) unbeschrankt.
Fiir unzuléssiges (P) ist v(P) = oo.
Beispiel
(P1) minx — x?>st. x><1, x€R X =[-1,1], v(P1) =-2,
ebenso (P2) (-1 < x <1, x€R) und (P3) (x € [-1,1]).
(P4) minx —x?>st. x> =1, x€R X =

6: 17€[12,18]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Zulassige Menge, Optimalwert

Minimiere f(x) Zielfunktion
unter hi(x)=0 ie& Glgsnebenbed. -
(P) gi(x) <0 ie€Z Unglgsnebenbed. Restriktionen
x € Grundmenge
Definition

e Punkte, die alle Bedingungen erfiillen, bilden die zuldassige Menge
X(P):={xeQ:h(x)=0,ic&, gjx)<0,jeT}
o Ist X(P) =10, heiBt das Problem (P) unzulissig.
e v(P) :=infycx f(x) ist der Optimalwert von (P).
Falls v(P) = —oo heiBt das Problem (P) unbeschrankt.
Fiir unzuléssiges (P) ist v(P) = oo.
Beispiel
(P1) minx — x?>st. x><1, x€R X =[-1,1], v(P1) =-2,
ebenso (P2) (-1 < x <1, x€R) und (P3) (x € [-1,1]).
(P4) minx —x?>st.x>=1, x€e R X ={-1,1}, v(P4) = -2

6: 18€(12,18]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie Spezielle Klassen

Terminologie: Lésungen, globale/lokale Optimalldsungen

Minimiere f(x) Zielfunktion
(P) unter hi(x)=0 ie€& Gleichungsnebenbed.
gi(x) g i € Z Ungleichungsnebenbed.
x € Grundmenge
Definition

e x € X(P) ... heiBt Lésung oder zuldssiger Punkt
e Ein x € X mit f(x) = v(P) heiBt (globale) Optimallésung
(also f(x) < f(y) Vy € X)

7: 19€[19,25]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Lésungen, globale/lokale Optimalldsungen

Minimiere f(x) Zielfunktion

(P) unter )=0 I eé GIeich.ungsnebenbed.
gi(x) <0 ieZ Ungleichungsnebenbed.
x €Q Grundmenge
Definition
e x € X(P) ... heiBt Lésung oder zuldssiger Punkt
e Ein x € X mit f(x) = v(P) heiBt (globale) Optimallésung
(also f(x) < f(y) Vy € X)

e Ein x € X heiBt lokale Optimallosung, wenn es eine (kleine)
Umgebung U(x) um x gibt mit f(x) < f(y) Vy € X N U(x)

7: 20€[19,25]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Lésungen, globale/lokale Optimalldsungen

Minimiere f(x) Zielfunktion
(P) unter hi(x)=0 ie€& Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0 €I Ungleichungsnebenbed.
x € Grundmenge

Definition

e x € X(P) ... heiBt Lésung oder zuldssiger Punkt

e Ein x € X mit f(x) = v(P) heiBt (globale) Optimallésung
(also f(x) < f(y) Vy € X)

e Ein x € X heiBt lokale Optimallosung, wenn es eine (kleine)
Umgebung U(x) um x gibt mit f(x) < f(y) Vy € X N U(x)

Beispiel
(PI-P3) minx — x> st. x> <1, x€R
globale OL:

7: 21€[19,25]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Lésungen, globale/lokale Optimalldsungen

Minimiere f(x) Zielfunktion
(P) unter hi(x)=0 ie€& Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0 €I Ungleichungsnebenbed.
x € Grundmenge

Definition

e x € X(P) ... heiBt Lésung oder zuldssiger Punkt

e Ein x € X mit f(x) = v(P) heiBt (globale) Optimallésung
(also f(x) < f(y) Vy € X)

e Ein x € X heiBt lokale Optimallosung, wenn es eine (kleine)
Umgebung U(x) um x gibt mit f(x) < f(y) Vy € X N U(x)

Beispiel
(PI-P3) minx — x> st. x> <1, x€R
globale OL: x € {—1}, lokale OL:

7: 22€[19,25]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Lésungen, globale/lokale Optimalldsungen

Minimiere f(x) Zielfunktion
(P) unter hi(x)=0 ie€& Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0 €I Ungleichungsnebenbed.
x € Grundmenge

Definition

e x € X(P) ... heiBt Lésung oder zuldssiger Punkt

e Ein x € X mit f(x) = v(P) heiBt (globale) Optimallésung
(also f(x) < f(y) Vy € X)

e Ein x € X heiBt lokale Optimallosung, wenn es eine (kleine)
Umgebung U(x) um x gibt mit f(x) < f(y) Vy € X N U(x)

Beispiel
(PI-P3) minx — x> st. x> <1, x€R
globale OL: x € {—1}, lokale OL: x € {—1,1}

7: 23€[19,25]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Lésungen, globale/lokale Optimalldsungen

Minimiere f(x) Zielfunktion
(P) unter hi(x)=0 ie€& Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0 €I Ungleichungsnebenbed.
x € Grundmenge

Definition

e x € X(P) ... heiBt Lésung oder zuldssiger Punkt

e Ein x € X mit f(x) = v(P) heiBt (globale) Optimallésung
(also f(x) < f(y) Vy € X)

e Ein x € X heiBt lokale Optimallosung, wenn es eine (kleine)
Umgebung U(x) um x gibt mit f(x) < f(y) Vy € X N U(x)

Beispiel
(PI-P3) minx — x> st. x> <1, x€R

globale OL: x € {—1}, lokale OL: x € {—1,1}
(P4) minx —x?>st. x> =1, x € R 777

7: 24€[19,25]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Terminologie: Lésungen, globale/lokale Optimalldsungen

Minimiere f(x) Zielfunktion
(P) unter hi(x)=0 ie€& Gleichungsnebenbed.
gi(x) <0 €I Ungleichungsnebenbed.
x € Grundmenge

Definition

e x € X(P) ... heiBt Lésung oder zuldssiger Punkt

e Ein x € X mit f(x) = v(P) heiBt (globale) Optimallésung
(also f(x) < f(y) Vy € X)

e Ein x € X heiBt lokale Optimallosung, wenn es eine (kleine)
Umgebung U(x) um x gibt mit f(x) < f(y) Vy € X N U(x)

Beispiel
(PI-P3) minx — x> st. x> <1, x€R

globale OL: x € {—1}, lokale OL: x € {—1,1}
(P4) minx — x? s.t. x> =1, x € R 777 ebenso

7: 25¢[19,25]



Allgemeine Problemstellung und Terminologie

Beachte:
Optimalwert gibt es nur einen, Optimallsungen u.U. viele!

Oft wird Optimalwert/I6sung mit einem * gekennzeichnet, z.B.:

f* = f(x*) = inf f
(") = inf_ £(x)
Es bezeichnet
e x* = argmin{f(x) : x € X'} die eindeutige Optimallésung
(wenn wir schon wissen, dass es genau eine gibt),

o Argmin{f(x): x € X'} die Menge aller Optimallésungen
(diese kann auch leer sein).

Optimal ist nicht steigerungsfahig,
~hoch optimaler" ist sinnlos und schlechter Sprachgebrauch!

8: 26€[26,26]



Spezielle Klassen

Inhaltsiuibersicht

Einfiihrung und Uberblick

1.2 Uberblick iiber spezielle Klassen von Optimierungsproblemen

9: 27€(27,27]



Spezielle Klassen

1.2 Uberblick iiber spezielle Klassen von
Optimierungsproblemen

Verfahren gibt es nur fiir eingeschrankte Problemklassen,
diese unterscheiden sich nach

e den Eigenschaften der Funktionen f, g;, h;
e den Eigenschaften der Grundmenge Q2
e der Form, in der die Problemdaten gegeben sind

e den Anspriichen an die Losung (lokal/global /multikriteriell)

Verfahren/Loser fiir viele wichtige Problemklassen gibt es auf dem

10: 28€[28,28]


http://www-neos.mcs.anl.gov/

Spezielle Klassen

Nichtlineare Optimierung Minimiere ~ £(x) _
. . unter hi(x)=0 i€é&
(NonLinear Programming) gi(x) <0 i€l
x €

f, g, hi ,hinreichend glatt”, C;(R") oder G(R"),

d.h., mindestens einmal oder zweimal stetig differenzierbar,
Eund Z endliche Mengen (unendlich: ,,Semiinfinite Opt.")

falls £ = 7 = : freie/unrestringierte Optimierung

sonst restringierte Optimierung oder Opt. mit Nebenbed.
Q=R" (meist)

Ziel: lokales Optimum (aber oft schon Zul3ssigkeit schwer!)
Anw.: Optimalsteuerung, Shape Optimization,
Parameterschitzung (nichtlin.),
Losung nichtlinearer Gleichungssysteme, . ..

Verf.: fiir lokal gute Konvergenz: Newton, Quasinewton, . ..
zur Suche lokaler Mulden: Line-Search, Trust-Region, CG, ...
Input: Unterroutinen fiir Funktionswert, Gradient, (Hessematrix)

GroBe :  einige 100 bis einige 1000 Variablen (mehr bei spez. Struktur)

11: 29€[29,29]



Spezielle Klassen

Konvexe Optimierung Mit”imie'e Z(X) ,
Lo . unter X =
(Convex Optimization) gi(x)<0 ieT
x €Q
f, g konvexe Funktionen

Ax = b nur lineare Gleichungsnebenbedingungen!
falls f, g; glatt — smooth convex opt.
falls f, g; nicht notw. diffb. — nonsmooth convex opt.

T endliche Menge

C »einfache” konvexe Menge (Box[=Intervall], R", ...)
Ziel: globales Optimum

Anw.: Portfolio Design, Experimental Design,

Optimalsteuerung, Signal Processing,
Berechnung von Schranken fiir nichtlineare Probleme, . ..

Verf.: smooth: Newton, Quasinewton, ...
nonsmooth: Subgradienten-, Biindel-Verfahren
Input: Unterroutinen fiir Funktionswert, (Sub)Gradient, (Hessematrix)

GroBe :  einige 100 bis einige 10000 Var. (mehr bei spez. Struktur)

12: 30€[30,30]



Spezielle Klassen

Konvexe Opt. mit Struktur Minimiere  g(x)
(Structured Convex Opt.) unter AX;C”
X
q(+) lineare (affine) oder konvex-quadratische Zielfunktion
g(x) = c"x (+3x” Qx mit Q symmetrisch positiv semidefinit)
Ax = b lineare Gleichungs- oder auch Ungleichungsnebenbedingungen
K konvexe Kegel spezieller Struktur
q linear, K = R{: Lineare Opt. (Linear Programming)
q linear, K = Q': Second Order Cone Opt. (SOCP)
q linear, £ = S7: Semidefinite Opt. (SemiDefnite P.)
g quadrat., K = R’ : (Konvexe) Quadratische Opt. (QP)
Ziel: globales Optimum in , kurzer" Zeit
Anw.: Portfolio Design, Experimental Design,
Optimalsteuerung, Signal Processing,
Berechnung von Schranken fiir ganzz. Probleme, ...
Verf.: LP, SOCP, SDP, QP: Innere-Punkte-Verf. (Newton)
LP: Simplex
Input: Koeffizienten der Matrizen und Vektoren (evtl. Kegeltyp)
GroBe :  einige 1000 bis Millionen Variablen

13: 31€[31,31]



Spezielle Klassen

Ganzzahlige Optimierung Minimiere T x
(Integer Programming) unter Ax< b
x ez"

cTx lineare Zielfunktion

Ax < b lineare Gleichungs- oder auch Ungleichungsnebenbedingungen

x € Z"  nur ganzzahlige Losungen! verwandte Varianten:

Binary Integer P.: x € {0,1}" (=~ kombinatorische Opt.)
Mixed Integer P.: x € R™ x Z™
Mixed Integer NonLinear P.: f, gj, h; nichtlin.
Ziel: sehr problemabhingig (meist NP-schwer),
»gute" Losung mit Giitegarantie

Anw.: Probleme mit Entscheidungskomponenten, z.B.,

Fliisse in Netzwerken, Zuweisungs-, Transport-, Standortprobleme,
VLSI-Design, Basisauswahl, ...

Verf.: konvexe/lineare Relaxation und lokale Suche/Rundungsheuristiken,
exakte Lésung durch , Branch and Bound" (effiz. Enumerieren),
fiir sehr spezielle Probleme: exakte Algorithmen

Input: von Koeffizienten der Matrizen
bis hin zu Struktur-nutzenden Zusatzroutinen

GroBe :  extrem problemabhangig, von unter 100 bis zu Millionen

14: 32€[32,32)]



Spezielle Klassen

Globale Optimierung Minimiere /’:((XX)) o iee
(Global Optimization) g()<0 ieT
x €

f, g, h; hinreichend glatt von bekannter Struktur (z.B. Polynome)
so dass auf Intervallen Unterschatzer konstruierbar sind
Eund Z (kleine) endliche Mengen

Q »einfache” konvexe Menge (Box)

Ziel: globales Optimum (!!! i.A. zu schwer, nur sehr kleine Dimension!!!)
Anw.: kleine nichtlineare Optimalsteuerungsprobleme . ..

Verf.: Branch and Bound: pro Intervall der Unterteilung

untere Schranken durch Lésung konvexer Relaxation
und obere Schranken durch NLP-L&ser
Input: algebraische Beschreibung der Funktionen
GroBe :  etwa 10-30 Variable (je nach spez. Struktur u.U. auch mehr)

15: 33¢[33,33]



Spezielle Klassen

Einige weitere Klassen /Forschungsgebiete

Meist durch spezielle Anwendungsforderungen motiviert:
Multikriterielle Optimierung (Mehrziel-Opt.):

e Bspe: Portfolio soll Gewinn maximieren und Risiko minimieren, Auto
soll méglichst schnell mit méglichst wenig Treibstoff fahren, groBte
Stabilitat bei geringstem Materialeinsatz, etc.

e Darstellung konkurrierende Ziele werden durch f : R” — R™ und
eine durch einen spitzen Kegel induzierte Partialordnung auf R™.

o , Pareto-optimale Losung": bzgl. Partialordnung nicht verbesserbar

e Fiir m klein, Berechnung der ,,Paretofront”, sonst Riickfiihrung auf
Standardverf. durch Skalarisierung (gewichtete Linearkombination)
oder lexikographisches Optimieren mittels neuer Nebenbedingungen

Ableitungsfreie Optimierung (derivative-free opt.):

e Es ist jeweils nur f(x) bestimmbar (wird durch Simulation,
Messung, Bohrung, etc. ermittelt), aber keine Ableitungsinformation

e f(x) billig: numerisches Differenzieren oder Verf. von Nelder-Mead

o f(x) teuer: Modellerstellende Verfahren (Kriging, Powell, ...)

16: 34€[34,34]



Spezielle Klassen

Einige weitere Klassen /Forschungsgebiete

Stochastische Optimierung:

e Statistische Daten in Entscheidungen einbeziehen: Ein-/Ausschalten
von Kraftwerken fiir stochstisches Verbrauchsmodell,
Portfoliooptimierung fiir stochastische Finanzmodelle,
Logistik-Optimierung nach stochastischem Bedarfsmodell

e oft Einteilung in gewichtete mehrstufige Szenarien, rekursives Losen
mit Standardverfahren

Robuste Optimierung:

o Gegen Datenunsicherheit, Mindestanforderungen, oder
Ungenauigkeiten in der realen Umsetzung absichern: leichteste
Briicke fiir unterschiedliche Lasten, Entwurf von Antennen-Arrays,
Mindestproduktionskapazitdten bei Maschinenausfallen

o geschickte Modellierung erlaubt oft den Einsatz von
Standardverfahren

17: 35¢(35,35]



Standard-/kanonische Form Simplex Dualitat Kompl. /Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen Welchen?

Inhaltsiuibersicht

Lineare Optimierung

18: 36€(36,36]



Standard-/kanonische Form Simplex Dualitat Kompl. /Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen Welchen?

Inhaltsiuibersicht

Lineare Optimierung
2.1 Standardform und kanonische Form

19: 37€[37,37]



Standard- /kanonische Form

2 Lineare Optimierung

Zwei typische Schreibweisen fiir ein ,, Lineares Programm" (LP)

LP in Standardform LP in kanonischer Form
min ¢’ x min ¢’ x
st. Ax=0b st. Ax>b
x>0 x>0

Wenn nicht anders erwadhnt, dann ¢ € R”, A €¢ R™*" pc R™,

x > 0 und Ax > b sind jeweils elementweise zu vestehen,
alsox >0 xeRl ={xeR":x,>0,i=1,...n}
Egal ob man

e minimieren oder maximieren will,

e Gleichungen oder Ungleichungen hat,

e Variablen mit oder ohne Nichtnegativitatsbedingungen hat,

man kann jedes LP in so eine Form bringen.

20: 38€(38,38]



Standard- /kanonische Form

Umformen von LPs

e maximieren — minimieren:
maxc’xst. Ax = b,x >0 < —min(—c) xs.t. Ax = b,x >0

e Gleichungen — Ungleichungen:

s o [ 4] ] 2

e Ungleichungen — Gleichungen: durch Schlupfvariablen s > 0

min c¢’x min ¢7x
st. Ax>b & st [A] [ z ] =b [/ Identitit]
>
x20 x>0,5>0

Statt jeder freien Variable x; € R zwei vorzeichenbeschrankte:

x>0und x; >0 mit x;=x" —x;

21: 39€[39,39]



Standard- /kanonische Form

Kleines Beispiel zur lllustration: Mozart-Problem

Maximiere den Gewinn bei Produktion von Mozart-Kugeln und -Talern:

Marzipan Nougat Edelherb Gewinn
Pro Kugel: 2 Teile 1 Teil 1 Teil 3 Euro
Pro Taler: 1 Teil 1 Teil 2 Teile 2 Euro
verfligbar: 10 Teile 6 Teile 9 Teile

Variablen:
Xk - ..Anzahl Kugeln
XT ...Anzahl Taler

max 3xk + 2xT —min [-3,-2,0,0,0]x

s.t. 2xk + 1x7 <10 21 100 10
Ix +Ixt <6 < s.t 1 1 01 0 |x= 6
Ixk +2x7 <9 1 2 001 9
xx > 0,xr >0 x>0 [XERi]

22: 40€[40,40]



Standard- /kanonische Form
Anwendung: Tschebyscheff-Approximation
Mathematisches Problem: Minimiere ||Ax — b||~ lber x € R”

[|bl|oo := maxj=1,_m|bi| ist die Unendlich-Norm]
— minsst. —1s<Ax—b<1s 1=[1,1,...,1]"7

Anwendung z.B. in der Filtersynthese (hier stark vereinfacht):

Eine gewiinschte Impulsantwort (Funktion) h : [0,1] — R soll
moglichst gut durch gewichtete Addition verfiigbarer Impulsant-
worten h; : [0,1] = R, i = 1,..., n dargestellt werden.

Modellierung:
Variable x; € R, i = 1,..., n als Gewicht von h;,
Diskretisierung von [0, 1] z.B. in Schritte t; = j/h, j=0,...,h

min s

st. —s< h(fj) — 27:1 X,'h,'(tj) <s j=0,...,h
xeR"seR

23: 41€[41,41]



Standard- /kanonische Form

Ahnlich: 1-Norm Minimierung

Mathematisches Problem: Minimiere ||Ax — b||; liber x € R”
[[|b]]1 := >°7 |b;| ist die 1-/Manhattan-Norm]

— minl’s st. —Is<Ax—b< s

24: 42€[42,42)



Standard- /kanonische Form

Geometrische Interpretation: WH Skalarprodukt ¢’ x

cTx = Ilcll]]x|| cos o

mit o Winkel zw. ¢ und x.

Fiir ||c|| = 1 ist (wie im Bild) ¢”x
die Lange der Projektion von x auf
die Gerade {yc:~v € R}

{x: cTx <~} ist der Halbraum

aller Punkte, deren Projektion auf ‘/CTX/
c kleiner gleich ~ ist. CTX>g
c ist Gradient der linearen Fkt. ¢’ x C X<g
(zeigt in Richtung steilster Anstieg) T
C X=g
al
Fir A= : ist Zeile j von Ax < b gerade aJ-TX < b;
T
am

25: 43€[43,43]



Standard- /kanonische Form

Geometrische Interpretation:

Wegen xx >0 & —xi < 0ist

max 3 2 ]x
2 1
1 1
s.t. 1 2 [ XK } <
-1 o |l
0 -1

wieder das Mozart-Problem.

Definition

—
o

[ e lclNe)}

am Mozart-Problem

XK

e

Ein Polyeder ist der Schnitt endlich vieler Halbrdume.

Die zuldssige Menge jedes LPs ist also ein Polyeder.

26: 44€[44,44)

kS oI



Standard- /kanonische Form

Geometrische Interpretation: Optimallosung

Wegen xx >0 & —xi <0 ist

max 3 2 ]x
2 1 10
1 1 6
s.t. 1 2 [ XK } <| 9
1 o |LXT 0
0 -1 0

wieder das Mozart-Problem.

. Offensichtlich” ist eine Ecke des Poly-
eders eine Optimallésung,

sie erfiillt Dimension viele Ungleichungen mit Gleichheit, hier:

2 17[x ] _[10 B B
HIEERESE

27: 45€[45,45]



Standard- /kanonische Form

Interpretation einer Ecke in Standardform

max 3 2 0 0O ] X
2 1 1 00 10
s.t. 1 1 01 0 |x= 6
1 2 0 0 1 9

XK ZovxT 20751 20752 20753 20

In dieser Darstellung n=5, m=3
Jeder Ungleichung ist genau eine e

Schlupfvariable zugeordnet!

(xk fiir x, > 0 und x7 fiir x7 > 0x) ok

Wegen der m Gleichungen hat das Polyeder Dimension < n — m.
Fiir eine Ecke miissen n — m weitere Ungleichungen als
Gleichungen gewahlt werden (< Schlupfvariablen auf 0 setzen), so
dass diese eindeutig einen Punkt festlegen, und fiir diesen der Wert
der anderen Schlupfvariablen (=, Abstand" zur Ungleichung)
nichtnegativ ist.

28: 46€[46,46]



Standard-/kanonische Form Simplex Dualitat Kompl. /Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen Welchen?

Inhaltsiuibersicht

Lineare Optimierung

2.2 Der Simplex-Algorithmus

29: 47€[47,47]



Simplex

2.2 Der Simplex-Algorithmus (fiir Standardform)
Gegeben A € R™" b € R™ ¢ € R", bestimme

minc’x s.t. Ax = b,x >0

Idee: Gehe von der aktuellen Ecke zu einer benachbarten besseren.

Notation: Fiir B € {1,...,n}" sei Ag := [a,-B(j)],-,j:l,m,m.

Wir fassen B auch als Menge von Spaltenindices auf.
Definition

Eine Spaltentupel B € {1,...,n}™ mit Ag regulér heiBt Basis
und N :={1,...,m}\ B Nichtbasis.

Ist zusatzlich Aglb > 0 heiBt die Basis zuldssig.

Ax=0>b — Apxg +Ayxy = b

Die Nichtbasisvariablen x;, i € N, werden auf 0 gesetzt,
die Basisvariablen x;, i € B, durch xg = Aglb bestimmt.

30: 48€(48,48]



Simplex

Eine benachbarte bessere Ecke finden
B sei nun eine zulassige Basis, also \ x,

0< xg:=Ag'(b— Ayxy) fiir Xy:=0 _
N
Benachbarte Ecke: Eine Gleichung x; = 0 mit 8
i € N aufgeben und x; vergroBern bis die £
nachste Ungleichung erreicht wird.

XKk
Veranderung der Zielfunktion abhingig von xp: $x,«++ t=e ~ N Y

_ -T T
c"x=chxg+cyxn = C;—ABlb + (CN—AEAB cB) Xn

:ZEN
Die reduzierten Kosten zp zeigen die Verdanderung abh. von xp an.
Ist Zy > 0 = Ecke nicht verbesserbar, Optimallsung gefunden.

Sonst wahle im Pricing-Schritt ein 7€ N mit z; < 0
— x; ist die (in die Basis) eintretende Variable und wird vergroBert.

31: 49€[49,49]



Simplex

Zur Zuladssigkeit muss xg = Agl(b — A;x;) > 0 bleiben,

mit w := AglAg muss wx; < xg erfiillt sein.

Ist w < 0 darf x; beliebig groB werden = Problem unbeschrankt.
Sonst wahle im Ratio-Test

jEArgmin{Xﬁ(’j) LW >O}

Jj=1,...m wj

xg(y ist die (aus der Basis) austretende Variable.
Sie wird nun im Basisaustauschschritt durch x; ersetzt,

N — N\{2} U{B(j))}, B() <1,

und der Algorithmus wird von dieser neuen Ecke aus fortgesetzt.

32: 50€[50,50]



Simplex

Das (primale revidierte) Simplex-Verfahren

1. BTRAN:
2. PRICE:

3. FTRAN:
4. RATIO:

5. Update:

Input: zuladssige Basis B, xg = Aglb

Bestimme y := AETCB durch Losen von Agy = CB.

ZN = CN — AE}?, ist zy > 0, STOP (Optimallésung),
sonst wahle 2 € N mit z < 0.

Bestimme w = AEIA@ durch Lésen von Agw = A;.

Ist w <0, STOP (Problem unbeschrankt), sonst wahle
jEArgminj:1 _____ m{x%,) W >O}, £ = %
)_(B = )_<B — fV_V, )_(g = f,

N:=(N\{i}) U{B())}, B(j) =1 GOTO 1.

(Lésung der Glgssysteme nutzt sparsity etc., nicht invertieren!)

Das Paar (j,7) wird auch Pivot-Element genannt.

33: 51€[51,51]




Simplex

Endlichkeit und Kreisen

In jeder Iteration mit & > 0 wird der Zielfunktionswert strikt
besser, und der Algorithmus besucht diese Ecke nie wieder.

Ist £ = 0, wechselt man nur zu einer anderen Basisdarstellung
derselben Ecke (sie liegt auf mehr als n — m Ungleichungen). Bei
ungiinstiger Wahl in Pricing und Ratio-Test wird die gleiche Basis
spater wieder besucht — der Algorithmus kreist.

Mit den Auswahlregeln von Bland (wéahle aus den erlaubten
Variablen jeweils die mit kleinstem Index) wird jede Basis
hochstens einmal besucht und der Algorithmus endet nach endlich
vielen Iterationen. (In der Praxis nimmt man andere Auswahlregeln
und nutzt Bland nur, wenn Kreisen beobachtet wird.)

Hat ein LP zwei unterschiedliche Basen, die den gleichen Punkt
beschreiben, nennt man das LP und derartige Basen degeneriert
oder entartet. Fiir entartete LPs kann der Simplex-Algorithmus
sehr langsam sein, dann sind Innere-Punkte-Verfahren (s. dort)

meist besser.
34: 52€[52,52]



Simplex
Finden einer zuldssigen Ausgangsbasis
Die 2-Phasen-Methode
Lose in Phase 1 das Hilfsproblem (0.B.d.A. b > 0)

) zul. Basis: die Spalten von s
min 17s P

st. Ax+1Is=b Ist Optimalwert=0 — zul. Basis des Origi-
x>0,s>0 nalproblems gefunden, 16se diese in Phase 2.
Liefert tiberpriifbaren Nachweis (Zertifikat) fiir (Un-)Zul&ssigkeit!

Die Big-M Methode (0.B.d.A. b > 0)
zul. Basis: die Spalten von s

min ¢'x+ M1Ts Ist M > 0 groB genug, werden die s; =0
st. Ax+Is=0b ) ) .
x>0,5>0 Vorteil: sucht gleich gute Basis

Nachteil: Wie groB muss M sein?

In Standard-Software muss man sich darum nicht kiimmern!

35: 53¢([53,53]



Simplex

Mit dem Simplex-Algorithmus zeigt man

Satz (Hauptsatz der Linearen Optimierung)

Hat ein LP in Standardform einen endlichen Optimalwert, so wird
dieser auch in einer Ecke angenommen.

36: 54€[54,54]



Standard- /kanonische Form Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen Welchen?

Inhaltsiuibersicht

Lineare Optimierung

2.3 Dualitat

Anwendung: Spieltheorie

37: 55€[55,55]



Dualitat

2.3 Dualitat

Mit jedem konvexen Minimierungsproblem I6st man automatisch
ein verwandtes konvexes Maximierungsproblem, das als die
Bestimmung einer besten Schranke fiir den Optimalwert des
Originalproblems interpretiert werden kann.

Die duale Optimallésung (wenn sie existiert) gibt wichtige
Zusatzinformation iiber das Originalproblem.

Fiir Lineare Optimierung ist das besonders einfach und anschaulich.

38: 56€[56,56]



Dualitat

Untere Schranken, algebraisch

Eine Ungleichung a”x > a heiBt giiltig fiir ein Optimierungsproblem
mit zuldssiger Menge X', wenn sie fiir alle x € X erfiillt ist.

aj
Betrachte X := {x: Ax > b} mit A= :

-

am

Nichtneg. Linearkombination der Zeilen Ax > b und r.S. vergroBern

afx > b |- y1(=0)

alx > bm |- ym(>0)

0'x > -1 |-n(>0)
G: (yTAx > yTb—n

liefert eine giiltige Ungleichung fiir X (und man erhilt alle so!).

39: 57€[57,59]



Dualitat

Untere Schranken, algebraisch

Eine Ungleichung a”x > a heiBt giiltig fiir ein Optimierungsproblem
mit zuldssiger Menge X', wenn sie fiir alle x € X erfiillt ist.

aj
Betrachte X := {x: Ax > b} mit A= :

-

am

Nichtneg. Linearkombination der Zeilen Ax > b und r.S. vergroBern

alx > b |- y1(>0)

amX > bm | Ym(> 0)

07Tx > -1 |-n(>0)
o (yTAx > yTb—n

liefert eine giiltige Ungleichung fiir X (und man erhilt alle so!).

Fiir ein y > 0 mit ATy = c folgt min{c"x: Ax > b} > b'y.
Die groBte untere Schranke?

39: 58€([57,59]



Dualitat

Untere Schranken, algebraisch

Eine Ungleichung a”x > a heiBt giiltig fiir ein Optimierungsproblem
mit zuldssiger Menge X', wenn sie fiir alle x € X erfiillt ist.

aj
Betrachte X := {x: Ax > b} mit A= :

-

am

Nichtneg. Linearkombination der Zeilen Ax > b und r.S. vergroBern

afx > b |- y1(=0)

alx > bm |- ym(>0)

0'x > -1 |-n(>0)
G: (yTAx > yTb—n

liefert eine giiltige Ungleichung fiir X (und man erhilt alle so!).

Fiir ein y > 0 mit ATy = c folgt min{c"x: Ax > b} > b'y.
Die groBte untere Schranke? max{b’y: ATy =c,y > 0}

39: 59¢€([57,59]



Dualitat

Das Duale in Normalform
Betrachte minc’x s.t. Ax = b, x > 0.

Erlaubte Linearkombination der Zeilen Ax = b und Ix > 0

alTx = bl | . yl(E R)

alx = bm | ym(€R)

efx > 0 |- z1(>0)

elx > 0 |- z,(>0)
©: (yTA+zThx > yTb

40: 60€[60,61]



Dualitat

Das Duale in Normalform
Betrachte minc’x s.t. Ax = b, x > 0.

Erlaubte Linearkombination der Zeilen Ax = b und Ix > 0

alTx = bl | . yl(E R)

alx = bm | ym(€R)

efx > 0 |- z1(>0)

elx > 0 |- z,(>0)
©: (yTA+zThx > yTb

Die beste untere Schranke liefert das Duale LP in Normalform:

max b'y max b'y
st. Aly+z=c s st ATy >0
yeR" z>0 y € R™,

y und z sind die Dualvariablen.
40: 61€[60,61]



Dualitat

Dualisierungsregeln

Nach dem gleichen Muster ergibt sich

minc’x > max b’y
Ax > b — y>0
Ax < b — y <0
Ax=b > y frei
x>0 — ATygc
x<0 - ATy > ¢
x frei > Aly =c¢

Insbesondere ist das Duale des Dualen LPs wieder das Primale LP.

41: 62€(62,62]



Standard- /kanonische Form Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen

42: 63€(63,63]

Mozart: das Duale geometrisch

max c¢!x

s.t Ax < b
x>0

min bTy

s.t ATy>c
y=>0

1

1|, b=

2

Welchen?



Standard- /kanonische Form Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen.

Mozart: das Duale optimal

max c’x
(Pv) st Ax<b
x>0
min bTy
(Dm) st Aly>c
y=0
2 1 10
A=|1 1|, b=] 6
1 2 9
= |

43: 64€[64,64]

Schnittebenen

Welchen?



Dualitat

Wo ist das Duale im Simplex-Algorithmus?

Input: zulassige Basis B, xg = A_lb

1. BTRAN: Bestimme y := AB cg durch Losen von ABy = cB.
2. PRICE: zy:=cy— A/ nY.ist Zy > 0, STOP (Optimallsung),
sonst wahle 2 € N mit z; < 0.

min ¢’ x max by
(P) st. [Ag,An]| B |=b (D) st Ap ]y, [ 28] [cs
x>0 yeR™ z>0

1. Schritt: Setze zg = 0 und l6se 1. duale Block-Zeile — ¥
2. Schritt: Bestimme Zy aus der 2. dualen Block-Zeile

44: 65€(65,67]



Dualitat

Wo ist das Duale im Simplex-Algorithmus?

Input: zulassige Basis B, xg = A_lb

1. BTRAN: Bestimme y := AB cg durch Losen von ABy = cB.
2. PRICE: 2y :=cy— Afy, ist zy >0, STOP (Optimalldsung),
sonst wahle 2 € N mit z; < 0.

min ¢’ x max by
(P) st. [Ag,An]| B |=b (D) st Ap ]y, [ 28] [cs
x>0 yeR™ z>0

1. Schritt: Setze zg = 0 und l6se 1. duale Block-Zeile — ¥
2. Schritt: Bestimme Zy aus der 2. dualen Block-Zeile

Ist die duale Lésung zulissig (zy > 0), ergibt das die Schranke
minc'x > y'b = cfAZ' = cgxg = ¢'x [= OL]

xeX

44: 66€[65,67]



Dualitat

Wo ist das Duale im Simplex-Algorithmus?

Input: zulassige Basis B, xg = A_lb

1. BTRAN: Bestimme y := AB cg durch Losen von ABy = cB.
2. PRICE: 2y :=cy— Afy, ist zy >0, STOP (Optimalldsung),
sonst wahle 2 € N mit z; < 0.

min ¢’ x max by
(P) st. [Ag,An]| B |=b (D) st Ap ]y, [ 28] [cs
x>0 yeR™ z>0

1. Schritt: Setze zg = 0 und l6se 1. duale Block-Zeile — ¥
2. Schritt: Bestimme Zy aus der 2. dualen Block-Zeile

Ist die duale Lésung zulissig (zy > 0), ergibt das die Schranke
mi)r}ch > y'b = AR = cgxg = c'x [= OL]
IS

Beachte: PRICE sucht einfach ein dual unzuldssiges z; mit i € N!
44: 67€([65,67]



Dualitat

Das duale Simplex-Verfahren

(D) max by s.t. Ag y+ B || B yeR" z>0
A/-(/_ zN cN ) £ Z

Dual zuldssige Basis: zg =0, y = AET(CB —2zB), ZN = CN — A,Ey >0
Kosteninderung in Abh. von zg: yTb = cfcg — 2} Ag'b
——

= XB

45: 68€[68,69]



Dualitat

Das duale Simplex-Verfahren

(D) max by st A y+ 28| B yeR™ z>0
h AI—(I_ zZN cN ’ T

Dual zul3ssige Basis: zg =0, y = AET(CB —zB), ZN = CN - A,Ey >0

Kosteninderung in Abh. von zg: yTb = cfcg — 2} Ag'b
\:-/
= XB

Input: dual zuldssige Basis B, y = Az cp, Zy = cy — ALy > 0

1. FTRAN: Bestimme xg := Aglb durch Loésen von Agxg = b.
2. PRICE: Ist x5 > 0, STOP (Optimallésung),
sonst wahle 7 € {1,..., m} mit Xg(; < 0.
3. BTRAN: Bestimme w := A*Te] und berechne &y = —A,-Cv'v
4. RATIO:  Ist by < 0 STOP (Duales unbeschrankt) sonst wahle
i € Argmin; {2 : ©; > 0}, ¢ =
5. Update: y—y Cw, Zy —zN—Cw Zg(y) :C
—(N\ {3}) U{B()}, B() =12, GOTO 1.

45: 69€[68,69]



Dualitat

Schwache und Starke Dualitat

min  ¢’x max by
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

Ist x primal zuldssig und (y, z) dual zul3ssig, dann gilt

c"x—bTy=(ATy+2)"x—b"y=(Ax—b)Ty+2z"x=2"x>0

46: 70€[70,74]



(P)

Dualitat

Schwache und Starke Dualitat

min  ¢’x max by
st. Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

Ist x primal zuldssig und (y, z) dual zul3ssig, dann gilt

c"x—bTy=(ATy+2)"x—b"y=(Ax—b)Ty+2z"x=2"x>0

Schwache Dualitat: Der Wert jeder zuldssigen Losung beschrankt
den Optimalwert des jeweils Dualen. [gilt immerl]
= Ist ein LP unbeschrankt, ist dessen Duales unzulissig.

46: 71€[70,74]



(P)

Dualitat

Schwache und Starke Dualitat

min  ¢’x max by
st. Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

Ist x primal zuldssig und (y, z) dual zul3ssig, dann gilt

c"x—bTy=(ATy+2)"x—b"y=(Ax—b)Ty+2z"x=2"x>0

Schwache Dualitat: Der Wert jeder zuldssigen Losung beschrankt
den Optimalwert des jeweils Dualen. [gilt immerl]
= Ist ein LP unbeschrankt, ist dessen Duales unzulissig.
Dualitatsliicke: Differenz aus primalem und dualem Optimalwert.

46: 72€[70,74]



(P)

Dualitat

Schwache und Starke Dualitat

min  ¢’x max by
st. Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

Ist x primal zuldssig und (y, z) dual zul3ssig, dann gilt

c"x—bTy=(ATy+2)"x—b"y=(Ax—b)Ty+2z"x=2"x>0

Schwache Dualitat: Der Wert jeder zuldssigen Losung beschrankt
den Optimalwert des jeweils Dualen. [gilt immerl]
= Ist ein LP unbeschrankt, ist dessen Duales unzulissig.
Dualitatsliicke: Differenz aus primalem und dualem Optimalwert.
Starke Dualitdt: Primaler und dualer Optimalwert sind gleich,
(beide werden angenommen). [gilt i.A. nicht fiir Konv. Opt.]

46: 73€[70,74]



Dualitat

Schwache und Starke Dualitat

min  ¢’x max by
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

Ist x primal zuldssig und (y, z) dual zul3ssig, dann gilt
c"x—bTy=(ATy+2)"x—b"y=(Ax—b)Ty+2z"x=2"x>0

Schwache Dualitat: Der Wert jeder zuldssigen Losung beschrankt
den Optimalwert des jeweils Dualen. [gilt immerl]
= Ist ein LP unbeschrankt, ist dessen Duales unzulissig.
Dualitatsliicke: Differenz aus primalem und dualem Optimalwert.
Starke Dualitdt: Primaler und dualer Optimalwert sind gleich,
(beide werden angenommen). [gilt i.A. nicht fiir Konv. Opt.]

Satz (Starke Dualitét in der Linearen Optimierung)

Hat ein LP einen endlichen Optimalwert, so wird dieser sowohl/
primal als auch dual angenommen.

Beweis: Simplex-Alg. mit Auswahlregeln von Bland. [J

46: 74€[70,74]



Dualitat

Es konnen beide unzulassig sein!

max  Xxj max —yj
st. x3—x0 <-1 st. y1—yp> 1

P D
(Pu) —x1+x< 0 (Du) -yn+y2> 0
x1>0,x >0 y1 20,220

(Py) Es kann nicht x > 1+ x3 und x» < xq sein.

(Dy) Es kann nicht y3 > 1+ y» und y1 < y» sein.

47: 75€[75,75]



Dualitat

Anwendung: Spieltheorie

2-Personen Matrix-Spiel: Fiir eine gegebene Auszahlungsmatrix
M € R™*" wahlt Spieler 1 (S1) eine Zeile i und Spieler 2 (S2) eine
Spalte j. Spieler 1 zahlt an Spieler 2 den Betrag M;;.

48: 76€(76,80]



Dualitat

Anwendung: Spieltheorie
2-Personen Matrix-Spiel: Fiir eine gegebene Auszahlungsmatrix
M € R™*" wahlt Spieler 1 (S1) eine Zeile i und Spieler 2 (S2) eine
Spalte j. Spieler 1 zahlt an Spieler 2 den Betrag M;;.

Wenn S2 weiB, dass S1 Zeile i wahlt, wahlt S2 maxj:Lm’,,(ATe,-)j.

48: 77€[76,80]




Dualitat

Anwendung: Spieltheorie
2-Personen Matrix-Spiel: Fiir eine gegebene Auszahlungsmatrix
M € R™*" wahlt Spieler 1 (S1) eine Zeile i und Spieler 2 (S2) eine
Spalte j. Spieler 1 zahlt an Spieler 2 den Betrag M;;.

Wenn S2 weiB, dass S1 Zeile i wahlt, wahlt S2 maxj:Lm’,,(ATe,-)j.

S1 bestimmt eine optimale Wahrscheinlichkeits-Verteilung fiir eine
zufallige Zeilenwahl, um nicht so leicht voraussagbar zu sein:

min  maxj=1,_.(MTx);
st. 17x=1
x>0

48: 78€(76,80]




Dualitat

Anwendung: Spieltheorie
2-Personen Matrix-Spiel: Fiir eine gegebene Auszahlungsmatrix
M € R™*" wahlt Spieler 1 (S1) eine Zeile i und Spieler 2 (S2) eine
Spalte j. Spieler 1 zahlt an Spieler 2 den Betrag M;;.

Wenn S2 weiB, dass S1 Zeile i wahlt, wahlt S2 maxj:Lm’,,(ATe,-)j.

S1 bestimmt eine optimale Wahrscheinlichkeits-Verteilung fiir eine
zufallige Zeilenwahl, um nicht so leicht voraussagbar zu sein:

. min s
min manzl,...,n(MTX)j st. s> (MTX)' Jj=1 n
ot 1TX:1 <:>(P1) L. lT_X_l ] ey
2 =
x>0 x>0,seR

48: 79€(76,80]



Dualitat

Anwendung: Spieltheorie
2-Personen Matrix-Spiel: Fiir eine gegebene Auszahlungsmatrix
M € R™*" wahlt Spieler 1 (S1) eine Zeile i und Spieler 2 (S2) eine
Spalte j. Spieler 1 zahlt an Spieler 2 den Betrag M;;.

Wenn S2 weiB, dass S1 Zeile i wahlt, wahlt S2 maxj:Lm’,,(ATe,-)j.

S1 bestimmt eine optimale Wahrscheinlichkeits-Verteilung fiir eine
zufallige Zeilenwahl, um nicht so leicht voraussagbar zu sein:

. min s
min maxj:17.,,,,,(MTx)J- st. s>(MTx); j=1 n
st. 17x=1 < (P) T 1Tx — 1 J R
2 =
x20- _ x>0,s€R
S2 tut das gleiche fiir sich
max min (My) max t
i=1,..,m i .
v .t < i =1,...
st. 1Ty =1 < (P2) st iT_y(ﬁ/I}{)J i=1...,m
>
y =0 y>0,teR

(P,) ist das Duale zu (Py), beide sind zul., also ist v(P1) = v(P»).

Man muss die Strategie des Gegners gar nicht kennen!
48: 80€(76,80]



Standard-/kanonische Form Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen Welchen?

Inhaltsiuibersicht

Lineare Optimierung

2.4 Komplementaritdt und Sensitivitdtsanalyse

49: 81€[81,81]



Kompl./Sensitivitat

Komplementaritat

min  ¢’x max b’y
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

c"x—bTy =2zTx >0 gilt fiir bel. primal und dual zul. Lésungen.

Satz (vom komplementaren Schlupf)

Primal und dual zuldssige Lésungen x und (y,z) sind genau dann
optimal, wenn x;z; =0 firi =1,...,n.

50: 82€(82,86]



Kompl./Sensitivitat

Komplementaritat

min  ¢’x max b’y
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

c"x—bTy =2zTx >0 gilt fiir bel. primal und dual zul. Lésungen.

Satz (vom komplementaren Schlupf)

Primal und dual zuldssige Lésungen x und (y,z) sind genau dann
optimal, wenn x;z; =0 firi =1,...,n.

Eine Ungleichung heift aktiv in einem Punkt, wenn sie in dem
Punkt mit Gleichheit erfullt ist, sonst nicht aktiv oder inaktiv.

50: 83€([82,86]



Kompl./Sensitivitat

Komplementaritat

min  ¢’x max b’y
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

c"x—bTy =2zTx >0 gilt fiir bel. primal und dual zul. Lésungen.

Satz (vom komplementaren Schlupf)
Primal und dual zuldssige Lésungen x und (y,z) sind genau dann
optimal, wenn x;z; =0 fiiri =1,...,n.
Eine Ungleichung heift aktiv in einem Punkt, wenn sie in dem
Punkt mit Gleichheit erfullt ist, sonst nicht aktiv oder inaktiv.
Folgerungen:

e Ist in einer OL eine Variable in x* oder z* > 0, ist deren duale

Ungleichung in jeder OL des jeweiligen dualen aktiv!

50: 84€([82,86]



Kompl./Sensitivitat

Komplementaritat

min  ¢’x max b’y
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

c"x—bTy =2zTx >0 gilt fiir bel. primal und dual zul. Lésungen.

Satz (vom komplementaren Schlupf)

Primal und dual zuldssige Lésungen x und (y,z) sind genau dann
optimal, wenn X;z; =0 fiiri =1,...,n.
Eine Ungleichung heift aktiv in einem Punkt, wenn sie in dem
Punkt mit Gleichheit erfullt ist, sonst nicht aktiv oder inaktiv.
Folgerungen:
e Ist in einer OL eine Variable in x* oder z* > 0, ist deren duale
Ungleichung in jeder OL des jeweiligen dualen aktiv!
e Ist in einer OL eine Unglg. des LPs inaktiv, ist deren
Dualvariable in jeder OL des jeweiligen dualen gleich Null!

50: 85€(82,86]



Kompl./Sensitivitat

Komplementaritat

min  ¢’x max b’y
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

c"x—bTy =2zTx >0 gilt fiir bel. primal und dual zul. Lésungen.

Satz (vom komplementaren Schlupf)

Primal und dual zuldssige Lésungen x und (y,z) sind genau dann
optimal, wenn X;z; =0 fiiri =1,...,n.
Eine Ungleichung heift aktiv in einem Punkt, wenn sie in dem
Punkt mit Gleichheit erfullt ist, sonst nicht aktiv oder inaktiv.
Folgerungen:
e Ist in einer OL eine Variable in x* oder z* > 0, ist deren duale
Ungleichung in jeder OL des jeweiligen dualen aktiv!
e Ist in einer OL eine Unglg. des LPs inaktiv, ist deren
Dualvariable in jeder OL des jeweiligen dualen gleich Null!
Tatsachlich gibt die GréBe der Dualvariablen wesentliche
Information iiber den Einfluss der Unglg. auf den Optimalwert ...

50: 86€(82,86]



Kompl./Sensitivitat

Geometrische Interpretation der Komplementaritat

max c’x min b7y
\ x; (Pv) st. Ax<b (Dy) st. Aly>c
x>0 y>0
2 1 10 3
\' A=1|11 1|, b= 6 |, c= { 5 }
1 2 9
7 ‘S“J\“IfQZ‘:“‘:A Inaktive Ungleichungen kdnnen nicht
ey S zur besten Schranke beitragen,
- die aktiven Restr. ,halten” die OL.
(Gleichungen sind immer aktiv!)
x
T Fo~ " yillajll (bzw. z) ist , Kraftanteil* von
2

51: 87¢([87,88]

Restriktion 7 im ,, Kraftegleichgewicht".



Kompl./Sensitivitat

Geometrische Interpretation der Komplementaritat

max c!x min bTy
\t xp (Py) st. Ax<b (Dy) st. ATy>c
x20 y=>0

2 1 10 3
A=1|1 1|, b=] 6 ,c—{z}
1 2 9

7 \\5\3“1“'?42‘:\‘" Inaktive Ungleichungen kdnnen nicht
ey A zur besten Schranke beitragen,
- die aktiven Restr. ,halten” die OL.

(Gleichungen sind immer aktiv!)

e, F o yillajll (bzw. z) ist , Kraftanteil von
’ Restriktion 7 im , Kraftegleichgewicht”.

»Der Gradient der Zielfunktion liegt im Kegel der Gradienten der
aktiven Restriktionen."

(Die Vorzeichen sind je nach Richtungen anzupassen!)

51: 83€([87,88]



Kompl./Sensitivitat

Sensitivitatsanalyse
Wie sensibel reagiert die OL auf Anderungen in welchen Daten?

min ¢”x max bTy
(P) st. Ax=b (D) st Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

Wie weit ist b veranderbar bei gleicher optimaler Basis B?

szAEleO, y*:AETcB, Z=cy—ALy* >0

52: 89€(89,92]



Kompl./Sensitivitat

Sensitivitatsanalyse
Wie sensibel reagiert die OL auf Anderungen in welchen Daten?

min ¢”x max bTy
(P) st. Ax=b (D) st Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

Wie weit ist b veranderbar bei gleicher optimaler Basis B?
* _ A—1 x _ aA—T * T *
xg=Ag b>0, y*=Ag'ce, zy=cn—Ayy >0

b(t) := b+ tAb erhilt duale Zul. fiir t € R, primale aber nur wenn

xg(t) = x4+t AZIAL >0 & max — bl t< max -— [<gli
B( ) B \B,_/ - [Axg]i>0 T 7 [Axg]i<0 [Axg]i
=:Axp

52: 90€[89,92]




Kompl./Sensitivitat

Sensitivitatsanalyse
Wie sensibel reagiert die OL auf Anderungen in welchen Daten?

min ¢”x max bTy
(P) st. Ax=b (D) st Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

Wie weit ist b veranderbar bei gleicher optimaler Basis B?
Xg = Aglb >0, y*= AETCB, Z=cy—ALy* >0

b(t) := b+ tAb erhilt duale Zul. fiir t € R, primale aber nur wenn

xg(t) = x4+t AZIAL >0 & max — bl t< max -— [<gli
B( ) B \B,_/ - [Axg]i>0 T 7 [Axg]i<0 [Axg]i
=:Axp

Fiir diese t ist der Optimalwert = b7 y* + tAbT y* (Kompl.!),
sonst ist dieser Wert auf jeden Fall eine untere Schranke.

52: 91€[89,92]




Kompl./Sensitivitat

Sensitivitatsanalyse
Wie sensibel reagiert die OL auf Anderungen in welchen Daten?

min ¢”x max bTy
(P) st. Ax=b (D) st Aly+z=c
x>0 yeR™z>0

Wie weit ist b veranderbar bei gleicher optimaler Basis B?
xg=Ag'b>0, y* =AgTca, zy=cn—Afy >0
b(t) := b+ tAb erhilt duale Zul. fiir t € R, primale aber nur wenn

Uk -1 _[xal _Ixgli
xg(t) =xg+tAg Ab>0 & [ATB&]‘,-X>0 B St < [ATB?,-X<O Bl

=:Axp
Fiir diese t ist der Optimalwert = b7 y* + tAbT y* (Kompl.!),
sonst ist dieser Wert auf jeden Fall eine untere Schranke.
Fiir Ab = ¢; beziffert yj* die marginalen Kosten der Veranderung,
— bei Ressourcennebenbed. heiBen die yj* oft Schattenpreise.

52: 92€[89,92]



Kompl./Sensitivitat

Sensitivitatsanalyse fiir die Kostenkoeffizienten

Wie weit ist ¢ verdnderbar bei gleicher optimaler Basis B?
Xg = Aglb >0, y'= AETCB, Zy = Cn — A,-’\;y* >0
c(t) := c+ tAc erhdlt primale Zul. fiir t € R, duale aber nur wenn

zn(t) = zjy + t (Acy — Af Az T Acg) > 0

=:Azy

[zltlil Stg max _[AZ;\;]I
[Azy]i>0 [Azy];i<0 [Azn;

Fiir diese t ist der Optimalwert = c"x* + tAc” x* (Kompl.), sonst
ist dieser Wert eine obere Schranke.

53: 93€[93,93]



Standard-/kanonische Form Simplex Dualitat Kompl. /Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen Welchen?

Inhaltsiuibersicht

Lineare Optimierung

2.5 Spaltengenerierung

54: 94€[94,94]



Spaltengen.

2.5 Spaltengenerierung

Was tun, wenn es zu viele Variablen gibt um das LP aufzustellen?
Das Simpex-Verfahren bendtigt je Iteration nur die Basis-Variablen

(xny = 0!), solange eine verbessernde Nichtbasis-Spalte in PRICE
erzeugt werden kann. Das nutzt die Spaltengenerierung.

55: 95€[95,96]



Spaltengen.

2.5 Spaltengenerierung

Was tun, wenn es zu viele Variablen gibt um das LP aufzustellen?

Das Simpex-Verfahren bendtigt je Iteration nur die Basis-Variablen
(xny = 0!), solange eine verbessernde Nichtbasis-Spalte in PRICE
erzeugt werden kann. Das nutzt die Spaltengenerierung.

Am Beispiel:

Zuschnittproblem: Aus moglichst wenigen Metern von
Standardblechrollen der Breite (bg = 1000mm) sollen kleinere
Breiten b; (in mm) mit Gesamtlange h;, j =1,..., m geschnitten
werden.

55: 96€[95,96]



Spaltengen.

Modellierung des Zuschnittproblems
Daten: Lange h; der Breite bj € N (j = 1,...,m) aus Breite by
Modell: Schnittmuster s € N7’ enthalt die Breite b; genau s; mal.

Menge der zul. Schnittmuster: S = {s €Ng : > Tosiby < bo}

56: 97€[97,100]



Spaltengen.

Modellierung des Zuschnittproblems
Daten: Lange h; der Breite bj € N (j = 1,...,m) aus Breite by
Modell: Schnittmuster s € N7’ enthalt die Breite b; genau s; mal.

Menge der zul. Schnittmuster: S = {s €Ng : > Tosiby < bo}

Variable x5 gibt die Lange an, mit der s € S geschnitten wird.
[sxs]; ist der Beitrag von Schnittmuster s zum Bedarf /;.

56: 98€[97,100]



Spaltengen.

Modellierung des Zuschnittproblems
Daten: Lange h; der Breite bj € N (j = 1,...,m) aus Breite by
Modell: Schnittmuster s € N7’ enthalt die Breite b; genau s; mal.

Menge der zul. Schnittmuster: S = {s €Ng : > Tosiby < bo}

Variable x5 gibt die Lange an, mit der s € S geschnitten wird.
[sxs]; ist der Beitrag von Schnittmuster s zum Bedarf /;.

min- Y csXs max h'y
(Ps) st. > csSxs>h (Ds) st. s'y<1 seS
x>0 y=>0

sucht die minimal notwendige Gesamtlange um alle /; zu erfiillen.
Schwierigkeit: |S] ist riesig!

56: 99€[97,100]



Spaltengen.

Modellierung des Zuschnittproblems
Daten: Lange h; der Breite bj € N (j = 1,...,m) aus Breite by
Modell: Schnittmuster s € N7’ enthalt die Breite b; genau s; mal.

Menge der zul. Schnittmuster: S = {s €Ng : > Tosiby < bo}

Variable x5 gibt die Lange an, mit der s € S geschnitten wird.
[sxs]; ist der Beitrag von Schnittmuster s zum Bedarf /;.

min- Y csXs max h'y
(Ps) st. > csSxs>h (Ds) st. s'y<1 seS
x>0 y=>0

sucht die minimal notwendige Gesamtlange um alle /; zu erfiillen.
Schwierigkeit: |S| ist riesig!
Idee: Starte mit S = {ej:j=1,...,m}, lose (Pg) — ¥,
bestimme, wie in PRICE, s € § mit kleinsten red. Kosten
5 € Argminges2s =1 —sT §* — setze §:= 5 U {3}, iteriere.

Pricingproblem

56: 100€[97,100]



Spaltengen.

Das Pricingproblem des Zuschnittproblems

Fir >0, b e N (j=0,...,m), bestimme 5 € Argmin{l — s’ §}
seS

max §7s st. b's< by, s NJ

Dieses ganzzahlige Optimierungsproblem heiBt Rucksackproblem.

57: 101€[101,103]



Spaltengen.

Das Pricingproblem des Zuschnittproblems

Fir >0, b e N (j=0,...,m), bestimme 5 € Argmin{l — s’ §}
seS

max §7s st. b's< by, s NJ

Dieses ganzzahlige Optimierungsproblem heiBt Rucksackproblem.

Falls by nicht zu groB, gut rekursiv I6sbar (dynamic programmmg)
Die beste Fiillung bis Kapazitidt b mit Objekten 1,..., k hat den Wert
k

k —_
F(b, k) := Zy s; < b,sj € Ng p fiir 2;8’:::”;‘7”

J:
wobei F(0,0) := 0 und F(b, k) := —oc fiir (=b) € N, k =0,.

>

57: 102€[101,103]



Spaltengen.

Das Pricingproblem des Zuschnittproblems

Fir >0, b e N (j=0,...,m), bestimme 5 € Argmin{l — s’ §}
seS

max §7s st. b's< by, s NJ

Dieses ganzzahlige Optimierungsproblem heiBt Rucksackproblem.

Falls by nicht zu groB, gut rekursiv I6sbar (dynamic programmlng)
Die beste Fiillung bis Kapazitidt b mit Objekten 1,..., k hat den Wert

k k -
T o 7 . b=0,..., b,
F(b, k) := max 1yj5j:-1b ; < b,sj € Ng o fiir K=0...m

) := —oo fiir (~b) €N, k=0,...,m

Jj= J
wobei F(0,0) := 0 und F(b,
Nun gilt

=1 [l

F(b, k) = max {F(b,k — 1), F(b — by, k) + y; } fir 2_1 "’bo’

(Entweder k nicht verwenden oder k einmal verwenden und Rest

bestmdglich fiillen)
57: 103€[101,103]



Spaltengen.

Beispiel Rucksackproblem

b0:10, b1 =3, b, =5, b3:6,)71:2|)72:41}73:_5
b=1,...,b,
k=1

b | F(
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Rekonstruktion der Losung durch Objektindices.

58: 104€[104,104]



Spaltengen.

Zusammenfassung Spaltengenerierung Zuschnittproblem
Daten: Lange h; der Breite b; (j =1,..., m) aus Breite by

0. Schritt:
1. Schritt

2. Schritt:

3. Schritt:

S= {ej :j=1,...,m} (pro j: Breite j einmal)
Ermittle OLen X*, ¥* von

min > s Xs max h'y
(Pg) st Y.ce%>h (Dg)st. sTy<1l se¢ S
x>0 y >0
Lose das Pricingprobelm als Rucksack
max (§*)7s st. bTs< by, s€NT —'5

Ist 1 —579* > 0 (oder beinahe) STOP (gut genug)
sonst S5 := SU {5}, GOTO 1.

(auch Entfernen ungebrauchter Muster maglich)

59: 105€[105,106]



Spaltengen.

Zusammenfassung Spaltengenerierung Zuschnittproblem
Daten: Lange h; der Breite b; (j =1,..., m) aus Breite by
0. Schritt: 5= {ej :j=1,...,m} (pro j: Breite j einmal)
1. Schritt  Ermittle OLen X*, §* von

min > s Xs max h'y
(Pg) st Y.ce%>h (Dg)st. sTy<1l se¢ S
x>0 y >0
2. Schritt:  Lose das Pricingprobelm als Rucksack
max (§*)7s st. bTs< by, s€NT —'5

3. Schritt: Ist 1 —37§* > 0 (oder beinahe) STOP (gut genug)
sonst S5 := SU {5}, GOTO 1.

(auch Entfernen ungebrauchter Muster moglich)

Bemerkungen zur Praxis:

e Anfangsmenge 5 muss Zul. und endl. OL garantieren

e Verwendet m verschiedene Schnittmuster (# Basisvar.), oft zuviel
e Lingen Xs nicht ganzzahlig, oft wenige lange, einige sehr kurze

e Anfangs gute Verbesserung, dann SEHR langsam (tailing off effect)

50: 106€[105,106]



Standard- /kanonische Form Simplex Dualitat Kompl. /Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen Welchen?

Inhaltsiuibersicht

Lineare Optimierung

2.6 Schnittebenenverfahren

60: 107€[107,107]



Schnittebenen

2.6 Schnittebenenverfahren
Gleiche Idee, wenn es zu viele Ungleichungen aJ-Tx > bj, j €1 gibt:

0. Schritt: Waihle Z C Z, die endliche OL garantiert
1. Schritt  Ermittle OLen X*, §* von

in ¢’ max ez bjyj
min c¢'x
(Pj) s.t alx> b je z"- (Dj—) s.t. Zjef ajy; <c
e j = 50

2. Schritt:  Lose das Separierungsproblem: Finde eine (maximal)
verletzte Ungleichung 7 € Argmax;cz{b; — ajT>A<*}
3. Schritt: st b; - aJTf(A* < 0 (oder beinahe) STOP (gut genug)
sonst Z:=7Z U {7}, GOTO 1.
(auch Entfernen inaktiver Ungleichungen mdglich)

61: 108€[108,109]



Schnittebenen

2.6 Schnittebenenverfahren
Gleiche Idee, wenn es zu viele Ungleichungen aJ-Tx > bj, j €1 gibt:

0. Schritt: Waihle Z C Z, die endliche OL garantiert
1. Schritt  Ermittle OLen X*, §* von

in ¢’ max ez bjyj
min c¢'x
(Pj) s.t alx> b je z"- (Dj—) s.t. Zjef ajy; <c
e j = 50

2. Schritt:  Lose das Separierungsproblem: Finde eine (maximal)
verletzte Ungleichung 7 € Argmax;cz{b; — ajT>A<*}
3. Schritt: st b; - aJTf(A* < 0 (oder beinahe) STOP (gut genug)
sonst Z:=7Z U {7}, GOTO 1.
(auch Entfernen inaktiver Ungleichungen mdglich)

Bemerkungen:

e Schnittebenenvefahren = Spaltengenerierung im Dualen

e gute Erfolge in kombinatorischer/ganzz. Optimierung

e Linearisierung konvexer Nebenbedingungen (oft gibt es besseres!)

e Je nach separierter Unglg.-Klasse starker tailing off effect
61: 109€[108,109]



Standard-/kanonische Form Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen
Konvexe Nebenbedingungen mit Schnittebenen

Welchen?

62: 110€(110,113]



Standard- /kanonische Form

Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen Welchen?
Konvexe Nebenbedingungen mit Schnittebenen
2.

62: 111€(110,113]



Standard- /kanonische Form

Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen Welchen?
Konvexe Nebenbedingungen mit Schnittebenen
2.

62: 112¢€(110,113]



Standard- /kanonische Form

Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen Welchen?
Konvexe Nebenbedingungen mit Schnittebenen
2.

62: 113¢€(110,113]
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Standard- /kanonische Form Simplex Dualitat Kompl./Sensitivitat Spaltengen. Schnittebenen Welchen?

Inhaltsiuibersicht

Lineare Optimierung

2.7 Welchen Simplex wann?

63: 114¢(114,114]



Welchen?

2.7 Wann primalen, wann dualen Simplex verwenden?
Fiir ein festes LP:

Fiir viele LPs aus der Praxis scheint der duale Simplex etwas
schneller zu sein (vermutlich weil viele LPs nach dhnlichen

Denkmustern erstellt werden).
Innere-Punkte-Verfahren (s. spater) sind bei groBen Instanzen oft
schneller und weniger anféllig bzgl. Degeneriertheit, aber ein Test

lohnt sich.

64: 115€[115,117]



Welchen?

2.7 Wann primalen, wann dualen Simplex verwenden?
Fiir ein festes LP:

Fiir viele LPs aus der Praxis scheint der duale Simplex etwas
schneller zu sein (vermutlich weil viele LPs nach dhnlichen
Denkmustern erstellt werden).

Innere-Punkte-Verfahren (s. spater) sind bei groBen Instanzen oft
schneller und weniger anféllig bzgl. Degeneriertheit, aber ein Test
lohnt sich.

Spaltengenerierung: Nach Einfiigen von Variablen bleibt die
primale Basis zul3ssig (die alte Duale Losung nicht), also setzt
man mit dem primalen Simplex direkt fort!
(Innere-Punkte-Verfahren sind dafiir ungeeignet)

64: 116€[115,117]



Welchen?

2.7 Wann primalen, wann dualen Simplex verwenden?

Fiir ein festes LP:

Fiir viele LPs aus der Praxis scheint der duale Simplex etwas
schneller zu sein (vermutlich weil viele LPs nach dhnlichen
Denkmustern erstellt werden).

Innere-Punkte-Verfahren (s. spater) sind bei groBen Instanzen oft
schneller und weniger anféllig bzgl. Degeneriertheit, aber ein Test
lohnt sich.

Spaltengenerierung: Nach Einfiigen von Variablen bleibt die
primale Basis zul3ssig (die alte Duale Losung nicht), also setzt
man mit dem primalen Simplex direkt fort!
(Innere-Punkte-Verfahren sind dafiir ungeeignet)

Schnittebenen-Verfahren:

Nach Einfiigen einer Schnittebene bleibt die duale Basis zulissig
(die alte primale Lésung nicht), also setzt man mit dem dualen
Simplex direkt fort!

(Innere-Punkte-Verfahren sind dafiir ungeeignet)
64: 117¢€[115,117)



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Inhaltstibersicht

Ganzzahlige Optimierung

65: 118¢€(118,118]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Inhaltsiuibersicht

Ganzzahlige Optimierung
3.1 Das Heiratsproblem (ungerichtete Graphen)

66: 119€[119,119]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

3.1 Anwendung: Das Heiratsproblem (bipartites Matching)

O

\

Bilde moglichst viele Paare!

Manner < Frauen, Arbeiter < Maschinen, Studierende < Studienplitze, ...
(geht auch gewichtet)

67: 120€[120,122]



Matching

3.1 Anwendung: Das Heiratsproblem (bipartites Matching)

O

\ i

Bilde moglichst viele Paare!
Maximal (nicht vergréBerbar), aber kein Kardinalitdtsmaximum

Manner < Frauen, Arbeiter < Maschinen, Studierende < Studienplitze, ...
(geht auch gewichtet)

67: 121€[120,122]



Matching

3.1 Anwendung: Das Heiratsproblem (bipartites Matching)

O

\

Bilde moglichst viele Paare!
Maximum Cardinality Matching (sogar perfekt)

Manner < Frauen, Arbeiter < Maschinen, Studierende < Studienplitze, ...
(geht auch gewichtet)

67: 122€[120,122]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Bipartites Matching

e Ein (ungerichteter) Graph G = (V/, E) ist ein Paar bestehend aus
Knotenmenge V und Kantenmenge E C {{u,v}:u,v € V,u# v}

e Zwei Knoten u, v € V heiBen adjazent/benachbart, falls {u, v} € E.
e Ein Knoten v € V und eine Kante e € E heiBen inzident, falls v € e.
o Zwei Kanten e, f € V heiBen inzident, falls e N f # (.

68: 123€[123,125]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Bipartites Matching

e Ein (ungerichteter) Graph G = (V/, E) ist ein Paar bestehend aus
Knotenmenge V und Kantenmenge E C {{u,v}:u,v € V,u# v}

e Zwei Knoten u, v € V heiBen adjazent/benachbart, falls {u, v} € E.
e Ein Knoten v € V und eine Kante e € E heiBen inzident, falls v € e.
o Zwei Kanten e, f € V heiBen inzident, falls e N f # (.

e Eine Kantenmenge M C E heiBt Matching/Paarung, falls fiir e, f € M
mit e # f stets e N f = (). Das Matching heiBt perfekt, falls |V/| = 2|M|.

68: 124€[123,125]



Matching

Bipartites Matching

e Ein (ungerichteter) Graph G = (V/, E) ist ein Paar bestehend aus
Knotenmenge V und Kantenmenge E C {{u,v}:u,v € V,u# v}

e Zwei Knoten u, v € V heiBen adjazent/benachbart, falls {u, v} € E.

e Ein Knoten v € V und eine Kante e € E heiBen inzident, falls v € e.

o Zwei Kanten e, f € V heiBen inzident, falls e N f # (.

e Eine Kantenmenge M C E heiBt Matching/Paarung, falls fiir e, f € M
mit e # f stets e N f = (). Das Matching heiBt perfekt, falls |V/| = 2|M|.

e G = (V,E) heiBt bipartit, falls V = V4 U Vo, mit Vi N Vo = 0 und
EC{{u,v}:ue Vive W}

O

K

68: 125€[123,125]



Matching

Modellierung: kardinalitdtsmaximales bipartites Matching
gegeben: G = (V1UV,, E) bipartit
gesucht: Matching M C E mit [M| maximal

. . 1 fallsec M
: E _
Variablen: x € {0,1}" mit x. = { 0 sonst. (e€E)
(steht fiir den Inzidenz-/charakteristischen Vektor von M bzgl. E)
Nebenbedingung: Ax <1,

wobei A € {0,1}V*E Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix zu G:

1 falls v e e
Ave = { 0  sonst. (veV,eck)

A (@) (b) (c) (d)
D (A 1 1 0 0

B A_| (B 0 0 1 0
£ 1@ o 0o 0 1

C Dy 1 0 0 o0
() o 1 1 1

69: 126€[126,127]



Matching

Modellierung: kardinalitdtsmaximales bipartites Matching
gegeben: G = (V1UV,, E) bipartit
gesucht: Matching M C E mit [M| maximal

. . 1 fallsec M
: E _
Variablen: x € {0,1}" mit x. = { 0 sonst. (e€E)
(steht fiir den Inzidenz-/charakteristischen Vektor von M bzgl. E)
Nebenbedingung: Ax <1,

wobei A € {0,1}V*E Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix zu G:

Av,e:{l falls v e e (veV,ecE)

0 sonst.
max 17x
Optimierungsproblem: st. Ax<1
x € {0,1}E

So kein LP! x € {0,1} zu x € [0, 1]F vergroBern — LP

Fiir G bipartit gilt: Simplex liefert immer eine Optimalldsung x* € {0,1}£!
(Fiir allgemeine Graphen G i.A. aber nicht!)

69: 127€[126,127]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Inhaltsiuibersicht

Ganzzahlige Optimierung

3.2 Ganzzahligkeit von Polyedern ( und gerichtete Graphen)

70: 128€[128,128]



Ganzz. Polyeder

3.2 Ganzzahlige Polyeder

Simplex liefert automatisch eine ganzzahlige Losung, wenn alle
Ecken der zuldssigen Menge ganzzahlig sind.

minc'x st. xeX:={x>0:Ax = b}

Hat X nur ganzzahlige Ecken?

71: 129€[129,131]



Ganzz. Polyeder

3.2 Ganzzahlige Polyeder
Simplex liefert automatisch eine ganzzahlige Losung, wenn alle
Ecken der zuldssigen Menge ganzzahlig sind.

minc'x st. xeX:={x>0:Ax = b}

Hat X’ nur ganzzahlige Ecken? Fast nie!
Aber es gibt wichtige Klassen von Matrizen A € Z™*", fiir die X
fir jedes (1) b € Z™ nur ganzzahlige Ecken hat:

Eine Ecke ist ganzzahlig < Basislosung xg = Aglb ezm
Wenn |det(Ag)| = 1, folgt mit der Cramer'schen Regel xg € Z™.

71: 130€[129,131]



Ganzz. Polyeder

3.2 Ganzzahlige Polyeder
Simplex liefert automatisch eine ganzzahlige Losung, wenn alle
Ecken der zuldssigen Menge ganzzahlig sind.

minc'x st. xeX:={x>0:Ax = b}

Hat X’ nur ganzzahlige Ecken? Fast nie!
Aber es gibt wichtige Klassen von Matrizen A € Z™*", fiir die X
fir jedes (1) b € Z™ nur ganzzahlige Ecken hat:

Eine Ecke ist ganzzahlig < Basislosung xg = Aglb ezm

Wenn |det(Ag)| = 1, folgt mit der Cramer'schen Regel xg € Z™.
Eine Matrix A € Z™*" mit vollem Zeilenrang heiBt unimodular,
falls | det(Ag)| = 1 fiir jede Basis B erfiillt ist.

Satz
A € Z™M*" jst genau dann unimodular, wenn fiir jedes b € Z™ alle
Ecken des Polyeders X := {x > 0 : Ax = b} ganzzahlig sind.

Gilt das auch fir X := {x > 0: Ax > b}?

71: 131€[129,131]



Ganzz. Polyeder

Total unimodulare Matrizen

(x>0:Ax>b} — {[2]20:[%\,/][;{]:13}

Sicher ganzzahlig, falls A = [A, /] unimodular ist.
Determinantenentwicklung nach Laplace fiir jede Basis B —

Eine Matrix A heiBt total unimodular, falls fiir jede quadratische
Untermatrix von A die Determinante den Wert 0, 1 oder —1 hat.
(geht nur, wenn A € {0,1,—1}7*")

Satz (Hoffmann und Kruskal)

A € Z™*" st genau dann total unimodular, wenn fiir jedes b € 7™
alle Ecken des Polyeders X := {x > 0: Ax > b} ganzzahlig sind.

Beachte: A tot. unimod. < AT bzw. [A, —A, I, —I] tot. unimod.
Konsequenz: duales LP, Gleichungsvarianten, etc. sind ganzzahlig

72: 132€[132,132]



Ganzz. Polyeder

Total unimodulare Matrizen erkennen

Satz (Heller und Tompkins)

A€ {0,1,—1}™*" habe héchstens zwei Eintrige pro Spalte.

A ist total unimodular < Die Zeilen von A kénnen in zwei Klassen
eingeteilt werden, sodass

(i) Zeilen mit einem +1 und einem —1 Eintrag in derselben Spalte in
dieselbe Klasse,

(ii) Zeilen mit zwei vorzeichengleichen Eintrigen in der gleichen Spalte in
unterschiedliche Klassen kommen.

Beispiel 1: die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix eines bipartiten Graphen

A (@) (b) (c) (d)
D (A 1 1 0 0

B A_| (B 0 0 1 0
£ “l(@© o 0o o 1

c Dy 1 0 0 o0
(E) o 1 1 1

73: 133€[133,133]



Ganzz. Polyeder

Beispiel 1: bipartite Graphen

A ... Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix von G = (V,UV4, E) bipartit

Bipartites Matching maximaler Kardinalitit:
max17x st. Ax< 1, x>0

Wegen A tot. unimod. hat die zul. Menge nur ganzzahlige Ecken
= Simplex liefert Optimalldsung x* € {0,1}£.

Das Duale ist auch ganzzahlig, wegen AT tot. unimod.:
minlTy st. ATy>1 y>0

Interpretation: y* € {0,1}" ist Inzidenzvektor einer kleinsten Knotenmenge
V' C V, sodass Ve € E : en V' # () (Minimum Vertex Cover)

Das Zuweisungsproblem: |V;| = |V,| = n, vollsténdig bipartit:
E = {{u,v}:u€ Vi,v € V,}; Kantengewichte c € RE
Suche ein perfektes Matching minimalen Gesamtgewichts:

minc’x st Ax= 1, x>0

ist auch ganzzahlig, weil [A; —A] tot. unimod.
74: 134€[134,134]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Beispiel 2: Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix von Digraphen

e Ein Digraph/gerichteter Graph D = (V/, E) ist ein Paar bestehend aus
Knotenmenge V und einer (Multi-)Menge gerichteter Kanten /Pfeile
EC{(u,v):u,veV,u#v} [Mehrfachkanten sind erlaubt!]

o Fiir e = (u,v) € E ist u der Schaft und v die Spitze von e.

e Die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix A € {0,1,—1}V*E von D hat Eintrige

-1 v ist Schaft von e
Aye= 1 v ist Spitzevon e (v € V,e € E).
0 sonst

Die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix eines Digraphen ist total unimodular.

B
/W\ PRGCECRCRCRCNG
A G | o P A_|(B) 1 0 1 -1 0 o0
v §c§ 0 1 -1 0 -1 0
C f () o o 0 1 1 -1

75: 135€[135,135]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Inhaltsiuibersicht

Ganzzahlige Optimierung

3.3 Anwendung: Netzwerkfliisse

76: 136€(136,136]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

3.3 Anwendung: Netzwerkfliisse

Modellierungswerkzeug: Transportprobleme, Evakuierungspléne,
Auftrags-, Verkehrsplanung, ...
e Ein Netzwerk (D, w) besteht aus einem Digraphen D = (V/, E)

und (Kanten-)Kapazititen w € Rf.
e Ein Vektor x € RE heiBt Fluss auf (D, w), falls er die

Flusserhaltungsgleichungen Z Xe = Z xe (vevVv)
e=(u,v)eEE e=(v,u)€E
erfiillt. [& Ax = 0 fir Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix A]

e Ein Fluss x € RE auf (D,w) heiBt zul3ssig, falls 0 < x < w
[auch untere Schranken machbar]

zul3ssiger Fluss

77 137€[137,137]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Maximale s-t-Flisse, Minimale s-t-Schnitte

Gegeben Quelle s € V und Senke t € V mit (t,s) € E, finde einen
zulissigen Fluss x € RE auf (D, w) mit maximalem Flusswert X(t,s)-

LP: max x;s st Ax=0,0<x<w,
Falls w € ZF, ist Simplex-OL x* € ZE, weil [A; —A; /] tot. unimod.

78: 138€[138,141]



Netzwerkfl.

Maximale s-t-Flisse, Minimale s-t-Schnitte

Gegeben Quelle s € V und Senke t € V mit (t,s) € E, finde einen
zulissigen Fluss x € RE auf (D, w) mit maximalem Flusswert X(t,s)-

LP: max x:s st Ax=0,0<x<w,
Falls w € ZE, ist Simplex-OL x* € ZE, weil [A; —A; /] tot. unimod.

Jedes S C V mits € Sund t ¢ S definiert einen s-t-Schnitt
07(S):={(u,v) e E:uecS,v ¢S}
dariiber flieBt héchstens w(d1(S)) := D_ecs+(s) We, der Wert des Schnitts.

78: 139€[138,141]



Netzwerkfl.

Maximale s-t-Flisse, Minimale s-t-Schnitte

Gegeben Quelle s € V und Senke t € V mit (t,s) € E, finde einen
zulissigen Fluss x € RE auf (D, w) mit maximalem Flusswert X(t,s)-

LP: max x:s st Ax=0,0<x<w,
Falls w € ZE, ist Simplex-OL x* € ZE, weil [A; —A; /] tot. unimod.

Jedes S C V mits € Sund t ¢ S definiert einen s-t-Schnitt
07(S):={(u,v) e E:uecS,v ¢S}
dariiber flieBt héchstens w(d1(S)) := D_ecs+(s) We, der Wert des Schnitts.

78: 140€[138,141]



Netzwerkfl.

Maximale s-t-Flisse, Minimale s-t-Schnitte

Gegeben Quelle s € V und Senke t € V mit (t,s) € E, finde einen
zulissigen Fluss x € RE auf (D, w) mit maximalem Flusswert X(t,s)-

S={s, C},
): {(5’ B)’(C7 B),(C, t)},
w(dT(S)=4+2+1=7= X(*

t,s)

LP: max x:s st Ax=0,0<x<w,
Falls w € ZF, ist Simplex-OL x* € ZE, weil [A; —A; /] tot. unimod.

Jedes S C V mits € Sund t ¢ S definiert einen s-t-Schnitt
07(S):={(u,v) e E:uecS,v ¢S}

dariiber flieBt héchstens w(d1(S)) := D_ecs+(s) We, der Wert des Schnitts.

Satz (Max-Flow Min-Cut Theorem von Ford und Fulkerson)

Der maximale Wert eines s-t-Flusses ist gleich dem minimalen Werte
eines s-t-Schnitts. [beide durch Simplex bestimmbar]

78: 141€[138,141]



Netzwerkfl.

Minimale-Kosten-Fliisse (Min-Cost-Flow)

Die Flussmenge wird durch Balancen b € RY (17 b = 0) auf den Knoten
vorgegeben, pro Flusseinheit fallen Kantenkosten ¢ € RE an.
Finde den gijnstigsten Fluss.

min ¢’x s.t. Ax-b 0<x<w

Fiir b, c und w ganzz. ist Simplex-OL x* € Z£, weil [A; —A; I] tot. unimod.
[geht auch mit unteren Schranken auf den Kanten: v < x < w!]

Fiir LPs min ¢’'x st. Ax=b, u<x<w, A Knoten-Kanten-Inz.
gibt es eine besonders effiziente Simplex-Variante, den Netzwerksimplex,
dieser braucht nur Addition, Subtraktion und Vergleiche!

Extrem breite Anwendungsmoglichkeiten, beliebtes Modellierungswerkzeug

79: 142€[142,142]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Beispiel: Transportproblem

Eine Firma mit mehreren Produktionsstandorten hat mehrere Kunden zu
beliefern. Wie geschieht dies am giinstigsten unter Beriicksichtigung der
Transportkosten?

REX ®-2y

Y-

N 7e

®of

M 5@ ._7,&

Beachte: Nur ein Produkttyp!
80: 143€[143,143]



Netzwerkfl.

Beispiel: Evakuierungsplanung

Bestimme fiir jeden Raum den Fluchtweg, sodass das Gebiude
schnellstmoglich geraumt ist. Pro Abschnitt sind Kapazitat pro
Zeiteinheit und Durchquerungszeit bekannt.

@ 998 o100 ] g0k,
] [ [
Wb | s | 0
Ml | | 9 [p e

81: 144€[144,151]



Netzwerkfl.

Beispiel: Evakuierungsplanung

Bestimme fiir jeden Raum den Fluchtweg, sodass das Gebiude
schnellstmoglich geraumt ist. Pro Abschnitt sind Kapazitat pro

Zeiteinheit und Durchquerungszeit bekannt.

20 /. 40 ‘\.|4
\0 2/2 =
3

1@
4 6@/ 11 1/11.4
4
0112 ® 2/2ﬁ.g/].m,.
o
/2 @/

2/2
| l3/1|
ge

g

Kanten mit Kapazitdt und Durchquerungszeit

81: 145¢(144,151]



Netzwerkfl.

Beispiel: Evakuierungsplanung

Bestimme fiir jeden Raum den Fluchtweg, sodass das Gebiude
schnellstmoglich geraumt ist. Pro Abschnitt sind Kapazitat pro
Zeiteinheit und Durchquerungszeit bekannt.

Geometrie nicht wichtig, vereinfachbar

81: 146c[144,151]



Netzwerkfl.

Beispiel: Evakuierungsplanung

Bestimme fiir jeden Raum den Fluchtweg, sodass das Gebiude
schnellstmoglich geraumt ist. Pro Abschnitt sind Kapazitat pro
Zeiteinheit und Durchquerungszeit bekannt.

Diskretisierung der Zeit, ein Niveau pro Zeiteinheit

81: 147¢[144,151]



Netzwerkfl.

Beispiel: Evakuierungsplanung

Bestimme fiir jeden Raum den Fluchtweg, sodass das Gebiude
schnellstmoglich geraumt ist. Pro Abschnitt sind Kapazitat pro
Zeiteinheit und Durchquerungszeit bekannt.

Durchquerungszeit verbindet Niveaus, Kapazitat bleibt

81: 148c[144,151]



Netzwerkfl.

Beispiel: Evakuierungsplanung

Bestimme fiir jeden Raum den Fluchtweg, sodass das Gebiude
schnellstmoglich geraumt ist. Pro Abschnitt sind Kapazitat pro
Zeiteinheit und Durchquerungszeit bekannt.

Durchquerungszeit verbindet Niveaus, Kapazitat bleibt

81: 149¢(144,151]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Beispiel: Evakuierungsplanung

Bestimme fiir jeden Raum den Fluchtweg, sodass das Gebiude
schnellstmoglich geraumt ist. Pro Abschnitt sind Kapazitat pro
Zeiteinheit und Durchquerungszeit bekannt.

4
t=0 6 \
T T < [V\ 4 ‘/5
20 P
- 3
t=1
< 1
- 1 <
t=2 s D 2‘
& & >
o & > &

Steigende Kosten auf den Ausgangskanten fiir rasches Verlassen

81: 150€[144,151]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Beispiel: Evakuierungsplanung

Bestimme fiir jeden Raum den Fluchtweg, sodass das Gebiude
schnellstmoglich geraumt ist. Pro Abschnitt sind Kapazitat pro
Zeiteinheit und Durchquerungszeit bekannt.

4
t=0 6 \
T T < [V\ 4 ‘/5
20 P
- 3
t=1
< 1
- 1 <
t=2 s D 2‘
& & >
o & > &

Steigende Kosten auf den Ausgangskanten fiir rasches Verlassen

Ansatz nur ok, wenn Personen nicht unterschieden werden missen!

81: 151€[144,151]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Inhaltsiuibersicht

Ganzzahlige Optimierung

3.4 Mehrgiiterflussprobleme

82: 152¢(152,152]
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3.4 Mehrgiiterflussprobleme (Multicommodity Flow)

In einem Neztwerk (D, w) sind fiir unterschiedliche Giiter K = {1,..., k}

mit Quellen/Senken (s;, t;) und Flusswerten f;, i € K, zulissige Fliisse

x(0 € RE zu finden, die in Summe die Kapazititsbedingungen einhalten.
s_1 s_1

e 1o

®

1| ¥
O
1 10
{

83: 153€[153,160]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

3.4 Mehrgiiterflussprobleme (Multicommodity Flow)

In einem Neztwerk (D, w) sind fiir unterschiedliche Giiter K = {1,..., k}
mit Quellen/Senken (s;, t;) und Flusswerten f;, i € K, zulissige Fliisse
x(0 € RE zu finden, die in Summe die Kapazititsbedingungen einhalten.

t -1 t -1

Mischen verboten!

83: 154€[153,160]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

3.4 Mehrgiiterflussprobleme (Multicommodity Flow)
In einem Neztwerk (D, w) sind fiir unterschiedliche Giiter K = {1,..., k}
mit Quellen/Senken (s;, t;) und Flusswerten f;, i € K, zulissige Fliisse

x(0 € RE zu finden, die in Summe die Kapazititsbedingungen einhalten.

s 1 s 1

t.—1 t -1

ganzz. geht nicht

83: 155€[153,160]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

3.4 Mehrgiiterflussprobleme (Multicommodity Flow)

In einem Neztwerk (D, w) sind fiir unterschiedliche Giiter K = {1,..., k}
mit Quellen/Senken (s;, t;) und Flusswerten f;, i € K, zulissige Fliisse
x(0 € RE zu finden, die in Summe die Kapazititsbedingungen einhalten.

t.—1 t -1

gebrochen geht

83: 156€[153,160]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

3.4 Mehrgiiterflussprobleme (Multicommodity Flow)
In einem Neztwerk (D, w) sind fiir unterschiedliche Giiter K = {1,..., k}
mit Quellen/Senken (s;, t;) und Flusswerten f;, i € K, zulissige Fliisse

x(0 € RE zu finden, die in Summe die Kapazititsbedingungen einhalten.

s_1 s_1
[ NUPE NS )
1| 41 | 1 t1 1
(]

o7 e )
Umsetzung 1i1 1&‘ 1i1 1#

— \./ \‘/
U K il ]

1 @ 1 @

~ VN
& o 9 & °
gebrochen geht Kopie 1 Kopie 2

83: 157€[153,160]
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3.4 Mehrgiiterflussprobleme (Multicommodity Flow)
In einem Neztwerk (D, w) sind fiir unterschiedliche Giiter K = {1,..., k}
mit Quellen/Senken (s;, t;) und Flusswerten f;, i € K, zulissige Fliisse

x(0 € RE zu finden, die in Summe die Kapazititsbedingungen einhalten.

s_1 s_1
[ NUPE NS )
1| 41 | 1 t1 1
©®.
o7 e o e
Umsetzung 1} §1 1} }i
R S% | SE)
U K il ]
1 @ 1 @
VN VN
&7 Y, AN 2 & @
gebrochen geht Kopie 1 Kopie 2
min c®'x® 4+ @7
s.t Ax() = p)
Ax() = pd
Ix(1) + Ix() < w
X(l) Z O X(2) Z 0

83: 158€[153,160]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

3.4 Mehrgiiterflussprobleme (Multicommodity Flow)
In einem Neztwerk (D, w) sind fiir unterschiedliche Giiter K = {1,..., k}
mit Quellen/Senken (s;, t;) und Flusswerten f;, i € K, zulissige Fliisse

x(0 € RE zu finden, die in Summe die Kapazititsbedingungen einhalten.

s_1 s_1
[ NUPE NS )
1| 41 | 1 t1 1
©®.
o e o e
Umsetzung 1} §1 1} }i
_ o119 | SE)
U K il ]
1 @1 1 @1
" e, Ol
Kopie 1 Kopie 2
min c®'x® 4+ @7
A0 s.t Ax®) = p@)
0 A A = p®
bl KO 4 KD < W
i.A. nicht tot.unimod.! x1) >0 x® >0

83: 159€([153,160]
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3.4 Mehrgiiterflussprobleme (Multicommodity Flow)
In einem Neztwerk (D, w) sind fiir unterschiedliche Giiter K = {1,..., k}
mit Quellen/Senken (s;, t;) und Flusswerten f;, i € K, zulissige Fliisse

x(0 € RE zu finden, die in Summe die Kapazititsbedingungen einhalten.

s_1 s_1
oy . o _L®
1| 41 | 1 t1 1
©®.
o7 e o e
Umsetzung 1} §1 1} }i
T el Le *
U K il ]
1 @ 1 @
VN VN
&7 e, & & ®
gebrochen geht Kopie 1 Kopie 2
Gebrochen gut l6sbar min ¢ x4 ')
' €Y — p
ganzzahlig SEHR schwer! st Ax = b
Ax() = pd
Ix(1) + Ix() < w
X(l) Z O X(2) Z 0

83: 160€[153,160]



Mehrgiiterfl.
Beispiel: Logistik

Paletten sind bedarfsgerecht mit LKWs zwischen Lagern zu verschieben

STSTAREY 22 m

R ..

s S T

T 7 B
- pro Artikel ein Palettengraph @

[ ﬂﬁ m Hﬂ 1 B : N
- O
PR s
WK
| >8]

t=35 O o

= - —

84: 161€[161,161]



Mehrgiiterfl.

Weitere Anwendungsbereiche

e gebrochen: Kapazitatsplanung ..
o ganzzahlig: Zeitdiskretisierte Routen- und Ablaufplanung } '
o StraBenverkehr
o Schienenverkehr
o Internet
o Logistik (Engpassanalyse/Steuerung)
o Produktion (Maschinenauslastung/-belegung)

Network-Design:
Auslegung soll Erfiillung moglichst aller Bedarfe auch bei Stérung
erlauben. [,Robuste” Varianten sind extrem schwer!]

Mehrgiiterflussprobleme werden oft als zugrundeliegendes Modell
eingesetzt, das mit weiteren Bedingungen kombiniert wird.

85: 162€[162,162]
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Inhaltsiuibersicht

Ganzzahlige Optimierung

3.5 Ganzzahlige und Kombinatorische Optimierung

86: 163€[163,163]



Ganzz. Opt.

3.5 Ganzzahlige Optimierung (Integer Programming)

vorwiegend: Lineare Programme mit ausschlieBlich ganzzahligen Variablen
(sonst gemischt-ganzzahlige Optimierung/Mixed Integer Programming)

T

max c¢'x
st. Ax<b
x ez

Enthalt meist viele Binir-Variablen ({0,1}) fiir ja/nein Entscheidungen

Schwierigkeit: i.A. nicht ,effizient" 16sbar, Komplexititsklasse NP
= exakte Losung oft sehr Enumerations-lastig (system. Durchprobieren)

Exakte Lésung durch Kombination folgender Techniken:

e (obere) Schranken durch lineare/konvexe Relaxation
verbessert durch Schnittebenenansitze

e zuldssige Losungen (untere Schranken) durch Rundungs- und
Lokale-Suche-Heuristiken

e Enumeration durch Branch&Bound, Branch&Cut

87: 164€[164,164]



Ganzz. Opt.

Kombinatorische Optimierung

Mathematisch: Gegeben eine endliche Grundmenge €, eine Menge
zulissiger Teilmengen F C 29[Potenzmenge, Menge aller Teilmengen]
und eine Zielfunktion ¢ : F — Q, bestimme

max{c(F): F € F} oder F € Argmax{c(F):F € F}

Hier nur lineares c:  ¢(F):= 3 ..pce mitce€ Q%

Bspl: Matching maximaler Kardinalitét in G = (V, E):
Q=E, F={MC E: M Matchingin G}, c=1
Bsp2: Minimum Vertex Cover fir G = (V, E):
Q=V, F={V'CV:enV #£0firec E}, c=-1

Formulierung iiber Bindre Programme:

Notation: Inzidenz-/Charakteristischer Vektor yq(F) € {0, 1} fiir F C Q
[kurz x(F), erfiillt [x(F)le=1< e € F]

Ein lineares Programm max{c”x : Ax < b, x € [0,1]?} heiBt

Formulierung des kombinatorischen Optimierungsproblems, falls

{x€{0,1}*: Ax < b} = {x(F): F € F}.

88: 165€[165,165]



Ganzz. Opt.

(Algorithmische) Komplexitat von Problemen

Eine Instanz | eines Problems ist eine konkrete Wertebelegung der
Problemdaten; ihre GroBe |/| ist die Kodierungslange, also die Anzahl der
Zeichen im Beschreibungsstring nach einem sinnvollen Kodierungsschema.

Die Laufzeit eines Algorithmus fiir eine Instanz ist die Anzahl der
ausgefiihrten elementaren Operationen (ein Symbol lesen/schreiben,
Bytes addieren/multiplizieren /vergleichen, etc.)

Ein Algorithmus [6st ein Problem polynomial oder effizient, wenn er fiir
jede Instanz die richtige Antwort innerhalb einer Laufzeit liefert, die durch
ein Polynom in der Kodierungslange beschrankt ist.

Ein Problem heiBt polynomial/effizient I6sbar, wenn es einen Algorithmus
gibt, der es effizient I6st. Die Klasse P umfasst alle Probleme, die
effizient |6sbar sind.

Bspl: Lineare Optimierung ist in P, ABER Simplex st es nicht effizient.
Bsp2: Kardinalitdtsmaximales Matching in allgemeinen Graphen ist in P.
Bsp3: Minimum Vertex Cover in bipartiten Graphen ist in P.

89: 166€[166,166]



Ganzz. Opt.

Entscheidungsprobleme und die Klasse NP

In einem Entscheidungsproblem ist jede Instanz eine Frage, die entweder
mit ,,Ja" oder mit ,Nein" zu beantworten ist.

Ein Entscheidungsproblem ist nichtdeterministisch polynomial |6sbar,
wenn fiir jede ,,Ja“-Instanz | ein Ldsungsstring (das Zertifikat) existiert,
mit dem die Richtigkeit der ,,Ja"-Antwort in Laufzeit polynomial
beschréankt in |/| nachgewiesen werden kann. [Es geht nur um ,, Ja"!]

Die Klasse NP umfasst alle Entscheidungsprobleme, die
nichtdeterministisch polynomial I6sbar sind. Es gilt: P C NP

90: 167€[167,171]



Ganzz. Opt.

Entscheidungsprobleme und die Klasse NP

In einem Entscheidungsproblem ist jede Instanz eine Frage, die entweder
mit ,,Ja" oder mit ,Nein" zu beantworten ist.

Ein Entscheidungsproblem ist nichtdeterministisch polynomial |6sbar,
wenn fiir jede ,,Ja“-Instanz | ein Ldsungsstring (das Zertifikat) existiert,
mit dem die Richtigkeit der ,,Ja"-Antwort in Laufzeit polynomial
beschréankt in |/| nachgewiesen werden kann. [Es geht nur um ,, Ja"!]

Die Klasse NP umfasst alle Entscheidungsprobleme, die
nichtdeterministisch polynomial I6sbar sind. Es gilt: P C NP

Bsp: Hamilton’scher Kreis: In einem Graphen G = (V, E) heiBt eine
Kantenmenge C = {{v1, va}, {va, va}, ..., {vk—1, v}, {vk, vi}} C E ein
Kreis (der Léange k), falls v; # v; fiir i # j.

Ein Kreis C heiBt hamiltonsch, falls |C| = |V/|.

90: 168€[167,171]



Ganzz. Opt.

Entscheidungsprobleme und die Klasse NP

In einem Entscheidungsproblem ist jede Instanz eine Frage, die entweder
mit ,,Ja" oder mit ,Nein" zu beantworten ist.

Ein Entscheidungsproblem ist nichtdeterministisch polynomial |6sbar,
wenn fiir jede ,,Ja“-Instanz | ein Ldsungsstring (das Zertifikat) existiert,
mit dem die Richtigkeit der ,,Ja"-Antwort in Laufzeit polynomial
beschréankt in |/| nachgewiesen werden kann. [Es geht nur um ,, Ja"!]

Die Klasse NP umfasst alle Entscheidungsprobleme, die
nichtdeterministisch polynomial I6sbar sind. Es gilt: P C NP

Bsp: Hamilton’scher Kreis: In einem Graphen G = (V, E) heiBt eine
Kantenmenge C = {{v1, va}, {va, va}, ..., {vk—1, v}, {vk, vi}} C E ein
Kreis (der Léange k), falls v; # v; fiir i # j.

Ein Kreis C heiBt hamiltonsch, falls |C| = |V/]|.

Entscheidungsproblem:

Enthilt G einen Hamilton'schen Kreis?

Ja-Antwort ist effizient Gberprifbar,
das Problem ist in NP

90: 169€[167,171]



Ganzz. Opt.

Entscheidungsprobleme und die Klasse NP

In einem Entscheidungsproblem ist jede Instanz eine Frage, die entweder
mit ,,Ja" oder mit ,Nein" zu beantworten ist.

Ein Entscheidungsproblem ist nichtdeterministisch polynomial |6sbar,
wenn fiir jede ,,Ja“-Instanz | ein Ldsungsstring (das Zertifikat) existiert,
mit dem die Richtigkeit der ,,Ja"-Antwort in Laufzeit polynomial
beschréankt in |/| nachgewiesen werden kann. [Es geht nur um ,, Ja"!]

Die Klasse NP umfasst alle Entscheidungsprobleme, die
nichtdeterministisch polynomial I6sbar sind. Es gilt: P C NP

Bsp: Hamilton’scher Kreis: In einem Graphen G = (V, E) heiBt eine
Kantenmenge C = {{v1,v2},{v2, 3}, ..., {vk—1, v}, {vi, i }} C E ein
Kreis (der Léange k), falls v; # v; fiir i # j.

Ein Kreis C heiBt hamiltonsch, falls |C| = |V/|.
Entscheidungsproblem:

Enthilt G einen Hamilton'schen Kreis?

Ja-Antwort ist effizient Gberprifbar,
das Problem ist in NP

90: 170€[167,171]




Ganzz. Opt.

Entscheidungsprobleme und die Klasse NP

In einem Entscheidungsproblem ist jede Instanz eine Frage, die entweder
mit ,,Ja" oder mit ,Nein" zu beantworten ist.

Ein Entscheidungsproblem ist nichtdeterministisch polynomial |6sbar,
wenn fiir jede ,,Ja“-Instanz | ein Ldsungsstring (das Zertifikat) existiert,
mit dem die Richtigkeit der ,,Ja"-Antwort in Laufzeit polynomial
beschréankt in |/| nachgewiesen werden kann. [Es geht nur um ,, Ja"!]

Die Klasse NP umfasst alle Entscheidungsprobleme, die
nichtdeterministisch polynomial I6sbar sind. Es gilt: P C NP

Bsp: Hamilton’scher Kreis: In einem Graphen G = (V, E) heiBt eine
Kantenmenge C = {{v1, va}, {va, va}, ..., {vk—1, v}, {vk, vi}} C E ein
Kreis (der Léange k), falls v; # v; fiir i # j.

Ein Kreis C heiBt hamiltonsch, falls |C| = |V/]|.

Entscheidungsproblem:

Enthilt G einen Hamilton'schen Kreis?

Ja-Antwort ist effizient Gberprifbar,
das Problem ist in NP

90: 171€[167,171]



Ganzz. Opt.

NP-vollstandige Probleme
Ein Entscheidungsproblem P; ist polynomial transformierbar auf ein
Entscheidungsproblem P,, wenn es einen Algorithmus gibt, der jede
Instanz /; von P; in Laufzeit polynomial in |/] in eine Instanz /, von P,
transformiert, sodass /> genau dann Ja-Instanz von P, ist, wenn /y
Ja-Instanz von P; ist.

Ist P; polynomial auf P, transformierbar, dann |6st ein effizienter
Algorithmus fiir P, auch P; effizient; P, ist mindestens so schwer wie P;.

Ist P € NP und ist jedes P € NP polynomial auf P transformierbar, so
heiBt P NP-vollstandig.

Kann ein NP-vollstandiges Problem P polynomial auf ein Problem Pe nP
transformiert werden, ist auch P NP-vollstandig; sie sind gleich schwer.

91: 172€[172,174]



Ganzz. Opt.

NP-vollstandige Probleme
Ein Entscheidungsproblem P; ist polynomial transformierbar auf ein
Entscheidungsproblem P,, wenn es einen Algorithmus gibt, der jede
Instanz /; von P; in Laufzeit polynomial in |/] in eine Instanz /, von P,
transformiert, sodass /> genau dann Ja-Instanz von P, ist, wenn /y
Ja-Instanz von P; ist.

Ist P; polynomial auf P, transformierbar, dann |6st ein effizienter
Algorithmus fiir P, auch P; effizient; P, ist mindestens so schwer wie P;.

Ist P € NP und ist jedes P € NP polynomial auf P transformierbar, so
heiBt P NP-vollstandig.

Kann ein NP-vollstandiges Problem P polynomial auf ein Problem Pe nP
transformiert werden, ist auch P NP-vollstandig; sie sind gleich schwer.

Es gibt dicke Sammlungen NP-vollstindiger Probleme, dazu gehéren:
e ganzzahlige Optimierung (in Entscheidungsversion)

e ganzzahliger Mehrgiiterfluss

e Hamilton'scher Kreis

e Minimum Vertex Cover auf allgemeinen Graphen

e Das Rucksack-Problem (fiir groBe Zahlen)

91: 173€[172,174]



Ganzz. Opt.

NP-vollstandige Probleme
Ein Entscheidungsproblem P; ist polynomial transformierbar auf ein
Entscheidungsproblem P,, wenn es einen Algorithmus gibt, der jede
Instanz /; von P; in Laufzeit polynomial in |/] in eine Instanz /, von P,
transformiert, sodass /> genau dann Ja-Instanz von P, ist, wenn /y
Ja-Instanz von P; ist.

Ist P; polynomial auf P, transformierbar, dann |6st ein effizienter
Algorithmus fiir P, auch P; effizient; P, ist mindestens so schwer wie P;.

Ist P € NP und ist jedes P € NP polynomial auf P transformierbar, so
heiBt P NP-vollstandig.

Kann ein NP-vollstiandiges Problem P polynomial auf ein Problem Pe nP

PN

transformiert werden, ist auch P NP-vollstandig; sie sind gleich schwer.

Gibt es einen effizienten Algorithmus fiir eines der NP-vollstandigen Pro-
bleme, sind alle effizient 16sbar. Man vermutet seit Jahren: P # NP.

Will man alle Instanzen 16sen kdnnen, ist wahrscheinlich eine teilweise Enu-
meration unvermeidbar.

Ein Problem ist NP-schwer, wenn damit ein NIP-vollstandiges |0sbar ware.

91: 174€[172,174]
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Inhaltsiuibersicht

Ganzzahlige Optimierung

3.6 Branch-and-Bound

92: 175€[175,175]



B& B

3.6 Branch-and-Bound

Beim systematischen Enumerieren aller Lésungen sollen moglichst viele
friihzeitig durch obere und untere Schranken ausgeschlossen werden.

Bsp: {0, 1}-Rucksack: Gewichte a € N”, Kapazitit b € N, Nutzen ¢ € N”,
max c'x st. a'x<b, x€{0,1}"

Obere Schranke: max c'xst. a’x < b, x € [0,1]" [LP-Relaxation]
Untere Schranke: Sortiere nach Nutzen/Gewicht und fiille danach auf

Ablaufskizze (fiir Maximierungsprobleme):
M ... Menge offener Probleme, anfangs M = {Ursprungsproblem}
f ... Wert der besten bekannten L&sung, anfangs f = —o0
. Falls M = 0 STOP, sonst wahle P € M, M — M\ {P}
. Berechne obere Schranke f(P).
. Falls f(P) < f (P enthilt keine OL), gehe zu 1.
. Berechne zulissige Losung 7(P) fiir P (untere Schranke).
_Ist F(P) > f (neue beste Lésung), setze f — f(P)
_Ist F(P) = f(P) (keine bessere Lésung in P), gehe zu 1.
. Teile P in , kleinere" Teilprobleme P;, M — MU{Py,..., P}
8. Gehe zu 1.

93: 176€[176,176]
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B& B

Beispiel: {0, 1}-Rucksackproblem
Gegenstand ‘ A ‘ B ‘ C ‘ D ‘ E ‘ F ‘ Kapazitit
Gewicht(a) | 9 | 7| 6 | 4|43 14
Nutzen(c) |18 | 6 |18 | 7 | 6 | 5
Sortierung Nutzen/Gewicht: C >A>D > F > E > B.
Obere Schranke: max c’x st. a’x < 14, x € [0,1]° [LP-Relaxation]
Untere Schranke: Nach Sortierung moglichst lange auffiillen

94: 177€[177,184]



B& B

Beispiel: {0, 1}-Rucksackproblem

Gegenstand ‘ A ‘ B ‘ C ‘ D ‘ E ‘ F ‘ Kapazitit

Gewicht(a) | 9 | 7| 6 | 4|43 14

Nutzen(c) |18 | 6 |18 | 7 | 6 | 5
Sortierung Nutzen/Gewicht: C >A>D > F > E > B.
Obere Schranke: max c’x st. a’x < 14, x € [0,1]° [LP-Relaxation]
Untere Schranke: Nach Sortierung moglichst lange auffiillen

Py: Originalproblem
(ORF C+gA:34
US: C+D+F=30

94: 178€[177,184]



B& B

Beispiel: {0, 1}-Rucksackproblem

Gegenstand ‘ A ‘ B ‘ C ‘ D ‘ E ‘ F ‘ Kapazitit

Gewicht(a) | 9 | 7| 6 | 4|43 14

Nutzen(c) |18 | 6 |18 | 7 | 6 | 5
Sortierung Nutzen/Gewicht: C >A>D > F > E > B.
Obere Schranke: max c’x st. a’x < 14, x € [0,1]° [LP-Relaxation]
Untere Schranke: Nach Sortierung moglichst lange auffiillen

Py: Originalproblem
(ORF C+gA:34
US: C+D+F=30

1 — XA — 0

94: 179€[177,184]



B& B

Beispiel: {0, 1}-Rucksackproblem

Gegenstand ‘ A ‘ B ‘ C ‘ D ‘ E ‘ F ‘ Kapazitit

Gewicht(a) | 9 | 7| 6 | 4|43 14

Nutzen(c) |18 | 6 |18 | 7 | 6 | 5
Sortierung Nutzen/Gewicht: C >A>D > F > E > B.
Obere Schranke: max c’x st. a’x < 14, x € [0,1]° [LP-Relaxation]
Untere Schranke: Nach Sortierung moglichst lange auffiillen

Py: Originalproblem
(ORF C+gA:34
US: C+D+F=30

1 — XA — 0

Py xa=1= xg=xc=0
0S: A+ D+ 1F =263
0S<30 = keineOL O

94: 180€[177,184]



B& B

Beispiel: {0, 1}-Rucksackproblem

Gegenstand ‘ A ‘ B ‘ C ‘ D ‘ E ‘ F ‘ Kapazitit

Gewicht(a) | 9 | 7| 6 | 4|43 14

Nutzen(c) |18 | 6 |18 | 7 | 6 | 5
Sortierung Nutzen/Gewicht: C >A>D > F > E > B.
Obere Schranke: max c’x st. a’x < 14, x € [0,1]° [LP-Relaxation]
Untere Schranke: Nach Sortierung moglichst lange auffiillen

Py: Originalproblem
(ORF C+gA:34
US: C+D+F=30

1 — XA — 0

P22XA:1$XB:XC:0 P3: x4=0
0S: A+ D+ 3F =263 0S: C+D+F +3E=313
0S<30 = keine OL [ US: C+D+F=30

94: 181€(177,184]



B& B

Beispiel: {0, 1}-Rucksackproblem

Gegenstand ‘ A ‘ B ‘ C ‘ D ‘ E ‘ F ‘ Kapazitit

Gewicht(a) | 9 | 7| 6 | 4|43 14

Nutzen(c) |18 | 6 |18 | 7 | 6 | 5
Sortierung Nutzen/Gewicht: C >A>D > F > E > B.
Obere Schranke: max c’x st. a’x < 14, x € [0,1]° [LP-Relaxation]
Untere Schranke: Nach Sortierung moglichst lange auffiillen

Py: Originalproblem
(ORF C+gA:34
US: C+D+F=30

1 — XA — 0

P22XA:1$XB:XC:0 P3: x4=0
0S: A+ D+ 3F =263 0S: C+D+F +3E=313
0S<30 = keine OL [ US: C+D+F=30

1 — XE — 0

94: 182¢€(177,184]



B& B

Beispiel: {0, 1}-Rucksackproblem

Gegenstand ‘ A ‘ B ‘ C ‘ D ‘ E ‘ F ‘ Kapazitit

Gewicht(a) | 9 | 7| 6 | 4|43 14

Nutzen(c) |18 | 6 |18 | 7 | 6 | 5
Sortierung Nutzen/Gewicht: C >A>D > F > E > B.
Obere Schranke: max c’x st. a’x < 14, x € [0,1]° [LP-Relaxation]
Untere Schranke: Nach Sortierung moglichst lange auffiillen

Py: Originalproblem
(ORF C+gA:34
US: C+D+F=30

1 — XA — 0

P22XA:1$XB:XC:0 P3: x4=0
0S: A+ D+ 3F =263 0S: C+D+F +3E=313
0S<30 = keine OL [ US: C+D+F=30

1 — XE — 0

Py xa=0, xg=1
0S: E4+C+D=31
US: E+C+D=31 O

94: 183€[177,184]



B& B

Beispiel: {0, 1}-Rucksackproblem

Gegenstand ‘ A ‘ B ‘ C ‘ D ‘ E ‘ F ‘ Kapazitit

Gewicht(a) | 9 | 7| 6 | 4|43 14

Nutzen(c) |18 | 6 |18 | 7 | 6 | 5
Sortierung Nutzen/Gewicht: C >A>D > F > E > B.
Obere Schranke: max c’x st. a’x < 14, x € [0,1]° [LP-Relaxation]
Untere Schranke: Nach Sortierung moglichst lange auffiillen

Py: Originalproblem
(ORF C+gA:34
US: C+D+F=30

1 — XA — 0

P22XA:1$XB:XC:0 P3: x4=0
0S: A+ D+ 3F =263 0S: C+D+F +3E=313
0S<30 = keine OL [ US: C+D+F=30

1 — XE — 0

Py xa=0, xg=1 Ps: xa=xg=0
0S: E+C+D=31 0S: C+ D+F+iB =308
US: E+C+D=31 O 0OS<31 = keineOL O

04: 184€(177,184]



B& B

Immer dann wird der Branch&Bound Baum groB werden, wenn
viele Lésungen sehr nahe an der Optimallésung sind.

Entscheidend fiir den Erfolg von Branch&Bound:

Wie kommt man zu guten oberen und unteren Schranken?

95: 185€[185,185]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Inhaltsiuibersicht

Ganzzahlige Optimierung

3.7 Konvexe Mengen, konvexe Hiille, konvexe Funktionen

96: 186€[186,186]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

3.7 Konvexe Mengen und konvexe Hiille
Eine Menge C C R" heiBt konvex, wenn fiir alle x,y € C auch die
Verbindungsstrecke [x, y] := {ax + (1 —a)y : o € [0,1]} in C liegt.

97: 187¢(187,191]



Konvexe Mengen

3.7 Konvexe Mengen und konvexe Hiille
Eine Menge C C R" heiBit konvex, wenn fiir alle x, y € C auch die
Verbindungsstrecke [x, y] := {ax + (1 —a)y : @ € [0,1]} in C liegt.
Bspe: (), R", Halbriume, der Schnitt konvexer Mengen ist konvex,
Polyeder, der k-dim. Einheitssimplex Ay := {a € RX : Zf-;l a; =1}

Halbraum Schnitt A3

97: 188€[187,191]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

3.7 Konvexe Mengen und konvexe Hiille
Eine Menge C C R" heiBit konvex, wenn fiir alle x, y € C auch die
Verbindungsstrecke [x, y] := {ax + (1 —a)y : @ € [0,1]} in C liegt.
Bspe: (), R", Halbriume, der Schnitt konvexer Mengen ist konvex,
Polyeder, der k-dim. Einheitssimplex Ay := {a € RX : Zle a; =1}
Fir S C R” ist die konvexe Hiille der Schnitt aller konvexen Mengen, die
S enthalten, conv S := ({C konvex: S C C}.

97: 189€[187,191]



Konvexe Mengen

3.7 Konvexe Mengen und konvexe Hiille
Eine Menge C C R" heiBit konvex, wenn fiir alle x, y € C auch die
Verbindungsstrecke [x, y] := {ax + (1 —a)y : @ € [0,1]} in C liegt.
Bspe: (), R", Halbriume, der Schnitt konvexer Mengen ist konvex,
Polyeder, der k-dim. Einheitssimplex Ay := {a € RX : Zf-;l a; =1}
Fir S C R” ist die konvexe Hiille der Schnitt aller konvexen Mengen, die
S enthalten, conv S := ({C konvex: S C C}.
Fiir gegebene Punkte x() € R, j € {1,...,k} und a € A, heiBt
x = > a;xt) Konvexkombination der Punkte x(/).

97: 190€[187,191]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

3.7 Konvexe Mengen und konvexe Hiille
Eine Menge C C R" heiBit konvex, wenn fiir alle x, y € C auch die
Verbindungsstrecke [x, y] := {ax + (1 —a)y : @ € [0,1]} in C liegt.
Bspe: (), R", Halbriume, der Schnitt konvexer Mengen ist konvex,
Polyeder, der k-dim. Einheitssimplex Ay := {a € RX : Zle a; =1}
Fir S C R” ist die konvexe Hiille der Schnitt aller konvexen Mengen, die
S enthalten, conv S := ({C konvex: S C C}.
Fiir gegebene Punkte x() € R, j € {1,...,k} und a € A, heiBt
x = > a;xt) Konvexkombination der Punkte x(/).

conv S ist die Menge aller Konvexkombinationen endlich vieler Punkte
aus S, conv S = {fozl aixx e S i=1,.... ke N ac A}

97: 191€[187,191]



Konvexe Mengen

Konvexe Hiille und ganzz. Optimierung

Satz
Die konvexe Hiille endlich vieler Punkte ist ein (beschranktes) Polyeder.

08: 192€[192,194]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Konvexe Hiille und ganzz. Optimierung

Satz
Die konvexe Hiille endlich vieler Punkte ist ein (beschrinktes) Polyeder.

Die ganzzahlige Hiille eines Polyeders P = {x € R" : Ax < b} ist die
konvexe Hiille der in P enthaltenen ganzz. Punkte, P; := conv(P NZ").
Satz

Ist A€ Qm™*" und b € Q™, dann ist die ganzz. Hiille P, des Polyeders
P ={x € R": Ax < b} selbst ein Polyeder.

Problem: Beschreibung von P; meist unbekannt oder extrem grof!

[Ausnahme z.B. fiir A tot. unimod., b € Z" ist P = P)]

98: 193€[192,194] s -



Konvexe Mengen

Konvexe Hiille und ganzz. Optimierung

Satz
Die konvexe Hiille endlich vieler Punkte ist ein (beschranktes) Polyeder.

Die ganzzahlige Hiille eines Polyeders P = {x € R" : Ax < b} ist die
konvexe Hiille der in P enthaltenen ganzz. Punkte, P; := conv(P NZ").

Satz

Ist A€ Q™" und b € Q™, dann ist die ganzz. Hiille P, des Polyeders
P ={x € R": Ax < b} selbst ein Polyeder.

Problem: Beschreibung von P; meist unbekannt oder extrem grof!

Falls die ganzzahlige Hiille gut linear beschreibbar ist, kann man das ganz-
zahlige Optimierungsproblem mit Simplex l6sen:

Satz
Ist fiir P = {x € R" : Ax < b} die ganzzahlige Hiille durch
Pr={x€R": Aix < b} gegeben, so gilt:
sup{ch CAix < b,x €R"} = sup{ch tAx < b,x € Z"},
Argmin{c”x : Aix < bj,x €R"} = conv Argmin{c’x: Ax < b,x € Z"}.

08: 194€[192,104]



Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Konvexe Funktionen
Eine Funktion f 1 R" - R :=R U {oo} heiBt konvex, wenn
flax+ (1 — a)y) < af(x)+ (1 — a)f(y) fir x,y € R" und « € [0, 1].
Sie heiBt streng konvex, wenn f(ax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — a)f(y)
fir x,y € R", x # y und a € (0,1).

Matching

99: 195€[195,200]
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Konvexe Funktionen
Eine Funktion f : R” — R := R U {co} heiBt konvex, wenn
flax+ (1 — a)y) < af(x)+ (1 — a)f(y) fir x,y € R" und « € [0, 1].
Sie heiBt streng konvex, wenn f(ax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — a)f(y)
fir x,y € R", x # y und a € (0,1).
Der Epigraph einer Funktion f : R” — R ist die Menge

epif := {( )r< > xeR"r> f(x)} [die Punkte ,,oberhalb“von f(x)]

]

I

i
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Q
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Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP

Konvexe Funktionen
Eine Funktion f : R” — R := R U {oo} heiBt konvex, wenn
flax+ (1 — a)y) < af(x)+ (1 — a)f(y) fir x,y € R" und « € [0, 1].
Sie heiBt streng konvex, wenn f(ax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — a)f(y)
fir x,y € R", x # y und a € (0,1).
Der Epigraph einer Funktion f : R” — R ist die Menge

epif = {( )r< > xeR"r> f(x)} [die Punkte ,,oberhalb“von f(x)]

Satz
Eine Funktion ist genau dann konvex, wenn ihr Epigraph konvex ist.

]

I

i
it
N
el
Q
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Konvexe Mengen

Konvexe Funktionen
Eine Funktion f : R” — R := R U {co} heiBt konvex, wenn
flax+ (1 — a)y) < af(x)+ (1 — a)f(y) fir x,y € R" und « € [0, 1].
Sie heiBt streng konvex, wenn f(ax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — a)f(y)
fir x,y € R", x # y und a € (0,1).
Der Epigraph einer Funktion f : R” — R ist die Menge

epif = {( )r< ) xeR"r> f(x)} [die Punkte , oberhalb"von f(x)]

Satz
Eine Funktion ist genau dann konvex, wenn ihr Epigraph konvex ist.

Bsp: Sind f; : R" — R konvex, so auch f mit f(x) := sup; fi(x), x € R".

epi f

\l

99: 198€[195,200]



Konvexe Mengen

Konvexe Funktionen
Eine Funktion f : R” — R := R U {co} heiBt konvex, wenn
flax+ (1 — a)y) < af(x)+ (1 — a)f(y) fir x,y € R" und « € [0, 1].
Sie heiBt streng konvex, wenn f(ax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — a)f(y)
fir x,y € R", x # y und a € (0,1).
Der Epigraph einer Funktion f : R” — R ist die Menge

epif = {( )r< ) xeR"r> f(x)} [die Punkte , oberhalb"von f(x)]

Satz
Eine Funktion ist genau dann konvex, wenn ihr Epigraph konvex ist.

Bsp: Sind f; : R" — R konvex, so auch f mit f(x) := sup; fi(x), x € R".

Satz
Jedes lokale Minimum einer konvexen Funktion ist auch globales
Minimum, und fiir streng konvexe Funktionen ist es das einzige.

Fiir konvexe Funktionen gibt es gute Optimierungsverfahren.

99: 199€[195,200]



Konvexe Mengen

Konvexe Funktionen
Eine Funktion f : R” — R := R U {co} heiBt konvex, wenn
flax+ (1 — a)y) < af(x)+ (1 — a)f(y) fir x,y € R" und « € [0, 1].
Sie heiBt streng konvex, wenn f(ax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — a)f(y)
fir x,y € R", x # y und a € (0,1).
Der Epigraph einer Funktion f : R” — R ist die Menge

epif = {( )r< ) xeR"r> f(x)} [die Punkte , oberhalb"von f(x)]

Satz
Eine Funktion ist genau dann konvex, wenn ihr Epigraph konvex ist.

Bsp: Sind f; : R" — R konvex, so auch f mit f(x) := sup; fi(x), x € R".

Satz
Jedes lokale Minimum einer konvexen Funktion ist auch globales
Minimum, und fiir streng konvexe Funktionen ist es das einzige.

Fiir konvexe Funktionen gibt es gute Optimierungsverfahren.

Eine Funktion f heiBt konkav, wenn —f konvex ist.
(Jedes lokale Maximum einer konkaven Funktion ist auch globales.)

99: 200€[195,200]
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Inhaltsiuibersicht

Ganzzahlige Optimierung

3.8 Relaxation

100: 201€[201,201]



Relaxation
3.8 Relaxation
Konzept auf beliebige Optimierungsprobleme anwendbar (hier Maximieren):
Definition
Gegeben zwei Optimierungsprobleme mit X, VW C R" und f,f' : R" — R
(OP) max f(x)st.xe X bzw. (RP) max f'(x)st. x €W,

(RP) heiBt Relaxation von (OP), falls
IL.xcCw,
2. f(x) < f'(x) fiir alle x € X.

101: 202€[202,204]



Relaxation

3.8 Relaxation
Konzept auf beliebige Optimierungsprobleme anwendbar (hier Maximieren):
Definition
Gegeben zwei Optimierungsprobleme mit X, VW C R" und f,f' : R" — R
(OP) max f(x)st.xe X bzw. (RP) max f'(x)st. x €W,
(RP) heiBt Relaxation von (OP), falls

IL.xcCw,
2. f(x) < f'(x) fiir alle x € X.

Sei (RP) eine Relaxation von (OP).

Beobachtung

1. v(RP) > v(OP). [(RP) liefert obere Schranke]
2. Ist (RP) unzuldssig, so auch (OP),
3. Ist x* OL von (RP) und gilt x* € X sowie f'(x*) = f(x*),

dann ist x* OL von (OP).

101: 203€[202,204]



Relaxation

3.8 Relaxation
Konzept auf beliebige Optimierungsprobleme anwendbar (hier Maximieren):
Definition
Gegeben zwei Optimierungsprobleme mit X W C R" und f,f' :R" — R
(OP) max f(x)st.xe X bzw. (RP) max f'(x)st. x €W,
(RP) heiBt Relaxation von (OP), falls

IL.xcCw,
2. f(x) < f'(x) fiir alle x € X.

Sei (RP) eine Relaxation von (OP).

Beobachtung

1. v(RP) > v(OP). [(RP) liefert obere Schranke]
2. Ist (RP) unzuldssig, so auch (OP),
3. Ist x* OL von (RP) und gilt x* € X sowie f'(x*) = f(x*),

dann ist x* OL von (OP).

Man sucht nun moglichst , kleines” W 2 X und ' > f so, dass (RP)
noch gut I3sbar ist.

Eine Relaxation (RP) von (OP) heiBt exakt, falls v(OP) = v(RP) gilt.

101: 204€[202,204]




Relaxation

Allgemein: Konvexe Relaxation

Wird Konvexitét fiir YW und (bei max) Konkavitat fiir ' gefordert,
spricht man von konvexer Relaxation. Meist (aber nicht immer!) dient die
Konvexitat als Garant fiir verniinftige Losbarkeit der Relaxation.

102: 205€[205,207]



Relaxation

Allgemein: Konvexe Relaxation
Wird Konvexitét fiir YW und (bei max) Konkavitat fiir ' gefordert,
spricht man von konvexer Relaxation. Meist (aber nicht immer!) dient die
Konvexitat als Garant fiir verniinftige Losbarkeit der Relaxation.

Bsp: Fiir ein kombinatorisches Max.-Problem mit endl. Grundmenge €,
zulsssigen Losungen F C 292 und linearer Zielfunktion ¢ € R ist

maxc’ x s.t. x € conv{xa(F): F € F}

eine exakte konvexe (sogar lineare) Relaxation, aber nur dann niitzlich,
wenn das Polyeder conv{x(F) : F € F} gut durch ein nicht zu groBes
Ungleichungssystem Ax < b darstellbar ist.

102: 206€[205,207]



Relaxation

Allgemein: Konvexe Relaxation
Wird Konvexitét fiir YW und (bei max) Konkavitat fiir ' gefordert,
spricht man von konvexer Relaxation. Meist (aber nicht immer!) dient die
Konvexitat als Garant fiir verniinftige Losbarkeit der Relaxation.

Bsp: Fiir ein kombinatorisches Max.-Problem mit endl. Grundmenge €,
zulsssigen Losungen F C 292 und linearer Zielfunktion ¢ € R ist

maxc’ x s.t. x € conv{xa(F): F € F}
eine exakte konvexe (sogar lineare) Relaxation, aber nur dann niitzlich,
wenn das Polyeder conv{x(F) : F € F} gut durch ein nicht zu groBes
Ungleichungssystem Ax < b darstellbar ist.

In der globalen Optimierung werden auf Teilintervallen nichtlineare

Funktionen nach unten durch konvexe Funktionen abgeschatzt.

Bsp: Betrachte (OP) minf(x) := ix"Qx +q"x s.t. x € [0,1]"

mit f nicht konvex, d.h., Amin(Q) < 0. [Amin- - - minimaler Eigenwert]

Es ist @ — Amin(Q)/ positiv semidefinit und wegen x? < x; auf [0,1]" gilt

F'(x) == 2xT(Q = Amin(Q))x+ (g+ Amin(Q)1) "x < f(x) Vx € [0,1]".

Damit ist (RP) min f'(x) s.t. x € [0,1]” eine konvexe Relaxation von (OP).
102: 207€[205,207]



Relaxation

Die LP-Relaxation fiir Ganzzahlige Programme

Fiir ein ganzzahliges Programm max c¢’x s.t. Ax < b, x € Z"
entsteht die LP-Relaxation durch Weglassen der Ganzz.-Bedingung,

max ¢’ x st. Ax < b, x € R".

Ist Relaxation, denn
X={xe€Z":Ax<b} C {xeR": Ax < b} =W.
[wird von allen Standardlésern fiir gemischt-ganzz. Programme verwendet]

103: 208€[208,212]



Relaxation

Die LP-Relaxation fiir Ganzzahlige Programme

Fiir ein ganzzahliges Programm max c¢’x s.t. Ax < b, x € Z"
entsteht die LP-Relaxation durch Weglassen der Ganzz.-Bedingung,

max ¢’ x st. Ax < b, x € R".
Ist Relaxation, denn

X={xe€Z":Ax<b} C {xeR": Ax < b} =W.
[wird von allen Standardlésern fiir gemischt-ganzz. Programme verwendet]

Bsp: Rucksackproblem: n = 2, Gewichte a = (6,8) ", Kapazitit b = 10,
max c'xst.a'x<b, x€EZ] — max c'xst a'x<b, x>0,

X2

zuldssige ganzzahlige Punkte: O

—_

103: 209€[208,212]



Relaxation

Die LP-Relaxation fiir Ganzzahlige Programme

Fiir ein ganzzahliges Programm max c¢’x s.t. Ax < b, x € Z"
entsteht die LP-Relaxation durch Weglassen der Ganzz.-Bedingung,

max ¢’ x st. Ax < b, x € R".
Ist Relaxation, denn

X={xe€Z":Ax<b} C {xeR": Ax < b} =W.
[wird von allen Standardlésern fiir gemischt-ganzz. Programme verwendet]

Bsp: Rucksackproblem: n = 2, Gewichte a = (6,8) ", Kapazitit b = 10,
max c'xst.a'x<b, x€EZ] — max c'xst a'x<b, x>0,

X2

zuldssige ganzzahlige Punkte: O

—_

a LP-Relaxation: griin

103: 210€[208,212]
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Die LP-Relaxation fiir Ganzzahlige Programme

Fiir ein ganzzahliges Programm max c¢’x s.t. Ax < b, x € Z"
entsteht die LP-Relaxation durch Weglassen der Ganzz.-Bedingung,

max ¢’ x st. Ax < b, x € R".
Ist Relaxation, denn

X={xe€Z":Ax<b} C {xeR": Ax < b} =W.
[wird von allen Standardlésern fiir gemischt-ganzz. Programme verwendet]

Bsp: Rucksackproblem: n = 2, Gewichte a = (6,8) ", Kapazitit b = 10,
max c'xst.a'x<b, x€Z?T — max c'xst. a'x<b, x>0,

X2

zul3ssige ganzzahlige Punkte: O
LP-Relaxation: griin

beste Relaxation: die konvexe Hiille

103: 211€[208,212]
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Die LP-Relaxation fiir Ganzzahlige Programme

Fiir ein ganzzahliges Programm max c¢’x s.t. Ax < b, x € Z"
entsteht die LP-Relaxation durch Weglassen der Ganzz.-Bedingung,

max ¢’ x st. Ax < b, x € R".

Ist Relaxation, denn
X={xe€Z":Ax<b} C {xeR": Ax < b} =W.
[wird von allen Standardlésern fiir gemischt-ganzz. Programme verwendet]

Bsp: ganzzahliger Mehrgiiterfluss — gebrochener Mehrgiiterfluss
s_1 s_1
1

auch zu groB,
brauchten die
konvexe Hiille

£ T
ganzz. geht nicht, X = () gebrochen geht, W # ()

103: 212€[208,212]




Relaxation

Lagrange-Relaxation

[Allg. fiir restr. Opt. verwendbar, hier vorerst nur Unglgs.-Nebenbed.]

Unbequeme Nebenbedingungen werden mit einem Lagrangemultiplikator,
der die Verletzung bestraft, in die Zielfunktion gehoben (g : R” — RK):

max f(x) T
(0P) st. g(x)<0 [-A20 — (Rpy) M € x-Aglx)
xeQ s.t. x €N

Ist Relaxation: X := {x € Q: g(x) <0} C {x € Q} = W und fiir
x € X, A >0gilt f(x) < f(x) — ATg(x) =: f'(x) wegen g(x) < 0.

104: 213€[213,214]



Relaxation
Lagrange-Relaxation

[Allg. fiir restr. Opt. verwendbar, hier vorerst nur Unglgs.-Nebenbed.]

Unbequeme Nebenbedingungen werden mit einem Lagrangemultiplikator,
der die Verletzung bestraft, in die Zielfunktion gehoben (g : R” — RK):

max f(x) T
(0P) st. g(x)<0 [-A20 — (Rpy) M € x-Aglx)
xeQ s.t. x €N

Ist Relaxation: X := {x € Q: g(x) <0} C {x € Q} = W und fiir
x € X, A >0gilt f(x) < f(x) — ATg(x) =: f'(x) wegen g(x) < 0.

Definiere die duale Funktion ¢(X) := sup,cq [f(x) — g(x)TA] = v(RP))
[fiir jedes feste x linear in A]

o Fiir jedes A > 0 gilt ¢(A) > v(OP) [obere Schranke]

e o(A\) gut berechenbar, falls (RP)) , leicht” I&sbar

e o ist als sup von in A linearen Funktionen konvex

e Beste Schranke ist inf{¢()\) : A > 0} [konvexes Problem!]

gut mit Verfahren der konvexen Optimierung bestimmbar!

104: 214€[213,214]



Relaxation

Beispiel: Ganzzahliger Mehrgiiterfluss

A sei die Knoten-Kanten-Inz.-Matrix zu D = (V/, E), 2 Giiter,
Lagrange-Relaxation der koppelnden Kapazitdtsbedingungen mit A > 0:

in ¢ @y

min ¢ ()i) + ¥ 'x _ o min (M) TxWHc® 4+ 1) xP-ATw
st Ax A2 = ) s.t. Ax() =p(1)
X = 2 =b(2
Alox® 4 X2 <w - S

(1) < @ <w xM < w, x® < w,

X x\<<w E 2 E

X ¢ ZE x? ¢ 7ZE. x® e ZE, x® e Zk.

Relaxation zerfallt in zwei unabhangige Minimale-Kosten-Fluss-Probleme
(RP&'.)) min (cDA) XD st AxD = b w > x() e ZE i e {1,2}

Diese sind effizient ganzzahlig |6sbar!

105: 215€[215,216]



Relaxation

Beispiel: Ganzzahliger Mehrgiiterfluss

A sei die Knoten-Kanten-Inz.-Matrix zu D = (V/, E), 2 Giiter,
Lagrange-Relaxation der koppelnden Kapazitdtsbedingungen mit A > 0:

inc®'x® 4 @7
min cA ()i) + ¥ x _ o min (¢ 4+X)TxWHc@ 4 X)) TxP\Tw
st Ax A2 = ) s.t. Ax® =p(1)
X =

Alox® 4 X2 <w - S

(1) < @D<w XM < w, x® < w,

X x\<w (1) E (2 E

X ¢ Ziv x2) € ZE. x\W e ZL, x\9 e Z3.

Relaxation zerfallt in zwei unabhangige Minimale-Kosten-Fluss-Probleme
(RP&'.)) min (cDA) XD st AxD = b w > x() e ZE i e {1,2}

Diese sind effizient ganzzahlig |6sbar!

Zerfallt das Problem bei Lagrange-Relaxation in unabhingige
Teilprobleme, nennt man das Lagrange-Dekomposition. Damit kénnen oft
deutlich groBere Probleme sehr effizient geldst werden.

Bekommt man dadurch auch eine bessere Schranke?
105: 216€[215,216]



Relaxation

Vergleich Lagrange- und LP-Relaxation
Sei Q C Z" endlich und D € Q**", d € Q*,
T

max c'x T o
(OP) st. Dx<d [-A>0 — (RP) ™ ¢ x+ AT (d — Dx)
x €Q st. x€Q

Im Bsp: Q = QW x Q@ mit Q) = {x € ZE : Ax=b),x <w} , i€ {1,2}.
Satz

)l\r;fo v(RPy) = sup{c”x : Dx < d,x € conv Q}.

Ist conv Q2 gleich der zuldssigen Menge der LP-Relaxation von €, sind die
Werte der besten Lagrange- und der LP-Relaxation gleich!

106: 217€[217,219]



Relaxation

Vergleich Lagrange- und LP-Relaxation
Sei Q C Z" endlich und D € Q**", d € Q*,
T

max c'x T o
(OP) st. Dx<d [-A>0 — (RP) ™ ¢ x+ AT (d — Dx)
x €Q st. x€Q

Im Bsp: Q = QW x Q@ mit Q) = {x € ZE : Ax=b),x <w} , i€ {1,2}.
Satz

)l\r;fo v(RPy) = sup{c”x : Dx < d,x € conv Q}.

Ist conv Q2 gleich der zuldssigen Menge der LP-Relaxation von €, sind die
Werte der besten Lagrange- und der LP-Relaxation gleich!

Im Bsp ist A total unimodular, daher gilt fiir i € {1,2} und w € Z£
conv{x € Zf : Ax = b0 x <w} = {x>0: Ax= b, x < w}.
Das beste A ergibt den Wert des gebrochenen Mehrgiiterflussproblems!

106: 218€[217,219]



Relaxation

Vergleich Lagrange- und LP-Relaxation
Sei Q C Z" endlich und D € Q**", d € Q*,
T

max c'x T o
(OP) st. Dx<d [-A>0 — (RP) ™ ¢ x+ AT (d — Dx)
x €Q st. x€Q

Im Bsp: Q = QW x Q@ mit Q) = {x € ZE : Ax=b),x <w} , i€ {1,2}.
Satz

)l\r;fo v(RPy) = sup{c”x : Dx < d,x € conv Q}.

Ist conv Q2 gleich der zuldssigen Menge der LP-Relaxation von €, sind die
Werte der besten Lagrange- und der LP-Relaxation gleich!

Im Bsp ist A total unimodular, daher gilt fiir i € {1,2} und w € Z£
conv{x € Zf : Ax = b0 x <w} = {x>0: Ax= b, x < w}.
Das beste A ergibt den Wert des gebrochenen Mehrgiiterflussproblems!

Allgemein: Sei {x € Z" : Ax < b} = Q eine Formulierung von . Nur
falls {x € R" : Ax < b} # conv , kann die Lagrange-Relaxation einen

besseren Wert liefern als die LP-Relaxation.
106: 219€[217,219]
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Inhaltsiuibersicht

Ganzzahlige Optimierung

3.9 Anwendung: Rundreiseprobleme (TSP)

107: 220€[220,220]



3.9 Anwendung: Rundreiseprobleme (TSP)

Problem des Handelsreisenden: Gegeben n Stiadte mit allen paarweisen
Distanzen, finde eine kiirzeste Rundreise, die jede genau einmal besucht.

108: 221€[221,224]



3.9 Anwendung: Rundreiseprobleme (TSP)

Problem des Handelsreisenden: Gegeben n Stiadte mit allen paarweisen
Distanzen, finde eine kiirzeste Rundreise, die jede genau einmal besucht.

Komb. Opt.: D= (V,E ={(u,v) : u,v € V,u # v}) vollst. Digraph,
Kosten ¢ € RE, zul. Menge F = {R C E : R (ger.) Kreis in D,|R| = n}.
Finde R € Argmin{c(R) =)  .gc: R€ F}

NP-vollstandiges Problem
Anzahl Rundreisen?

108: 222€[221,224]



3.9 Anwendung: Rundreiseprobleme (TSP)

Problem des Handelsreisenden: Gegeben n Stiadte mit allen paarweisen
Distanzen, finde eine kiirzeste Rundreise, die jede genau einmal besucht.

Komb. Opt.: D= (V,E ={(u,v) : u,v € V,u # v}) vollst. Digraph,
Kosten ¢ € RE, zul. Menge F = {R C E : R (ger.) Kreis in D,|R| = n}.
Finde R € Argmin{c(R) =)  .gc: R€ F}

NP-vollstandiges Problem

. = 3 2

R ? (n—1)! n
Anzahl Rundreisen? (n — 1) ae a 3.9-6
—kombinatorische Explosion n= 5 4.3.2=24
n= 10: 362880
n= 11: 3628800
n= 12: 39916800

n= 13: 479001600
n= 14: 6227020800

n =100: 10158
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3.9 Anwendung: Rundreiseprobleme (TSP)

Problem des Handelsreisenden: Gegeben n Stiadte mit allen paarweisen
Distanzen, finde eine kiirzeste Rundreise, die jede genau einmal besucht.

Komb. Opt.: D= (V,E ={(u,v) : u,v € V,u # v}) vollst. Digraph,
Kosten ¢ € RE, zul. Menge F = {R C E : R (ger.) Kreis in D,|R| = n}.
Finde R € Argmin{c(R) =)  .gc: R€ F}

NP-vollstandiges Problem

. n= 3: 2

Anzahl Rundreisen? (n — 1)! o 3.0-6
—kombinatorische Explosion n= 5 4.3.2=24
n= 10: 362880

n= 11: 3628800

Typisches Grundproblem in: n= 12 39916800
o Zustelldiensten (Paket-, Arznei-Transporte) n= 13 479001600
e Taxiservice, Havarie-Dienste n= 14: 6227020800
o Auftragsplanung mit Riistkosten [z.B. Autos farben] 5 =100: 10158

e Robotersteuerung (meist nichtlinear)
[oft mit mehreren ,Fahrzeugen* und Zeitfenstern]

108: 224€[221,224]
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Locher in Platinen bohren

[http://www.math.princeton.edu/tsp]

109: 225€[225,225]



TSP

Mit Online-Aspekten: Pannenhilfe

=

= N

i) |
 fadiia

i) |

Bestimme Autozuweisung und Reihenfolge fiir jedes Pannenfahrzeug so,
dass bereits versprochene Wartezeiten nicht {iberschritten werden.

110: 226€[226,226]
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Reihenfolgeoptimierung bei langen Riistzeiten
Zwei Rotationstiefdruckmaschinen
fiir den Druck von Geschenkpapier

Q O Q O Q

TI
&o/ N\ Passer E = [

o
Endzustand M1 Endzustand M2
Farbanpassung neue Farben: 20

111: 227€[227,227]



TSP

Modellierung als ganzzahliges Programm
Abstrakte Formulierung iiber konvexe Hiille der Inzidenzvektoren:

R, = {1,4,8,11}

xX(Ry) =

r
O OO OO0 OO

9 12
RZ = {475a759}

- g -

0

1

1

X(Re) = | ]

0

1

0

0

0

Ry = {1,6,9,12}

1

=
—
kS
~
I
HOOrHOOROOOO

Fiir Kantenlingen ¢ € RE ist die Linge von Rundreise R: Z ce = c"x(R).

eER

(TSP) min c'xs.t. x € conv{x(R) : R Rundreise in D = (V, E)} =: Prsp

Ware exakt, aber keine lineare Beschreibung A;x < by von Ptsp bekannt!

112: 228€[228,228]



TSP

Ganzzahlige Formulierung fiir (TSP)

Ziel: Prsp durch ein groBeres Polytop P = {x € R" : Ax < b} D Prsp
moglichst eng einfassen, sodass wenigstens P N ZE = {x(R) : R Rundreise}.

Eine Gleichung/Ungleichung heiBt giiltig fiir Prsp, ! 3r AN

wenn sie fiir alle x€ {x(R): R Rundreise} erfiillt ist. B RN
3

Vorschlage? ) 11

113: 229€[229,231]



Ganzzahlige Formulierung fiir (TSP)

Ziel: Prsp durch ein groBeres Polytop P = {x € R" : Ax < b} D Prsp
moglichst eng einfassen, sodass wenigstens P N ZE = {x(R) : R Rundreise}.

Eine Gleichung/Ungleichung heiBt giiltig fiir Prsp, /I
wenn sie fiir alle x€ {x(R): R Rundreise} erfiillt ist. B RN
8
0-1 Wiirfel: 0 < x < 1 ist giiltig ) i
9 12

Gradgleichungen:
aus jedem und in jeden Knoten geht genau ein Pfeil,

firveV: Z Xv,u) = 1, Z Xuw) =1
(v,u)eE (u,v)EE
(pro Zeile/Spalte genau eine 1 < Zuweisungsproblem)

Schon Formulierung? P N ZE = {x(R) : R Rundreise}?

113: 230€[229,231]



TSP

Ganzzahlige Formulierung fiir (TSP)

Ziel: Prsp durch ein groBeres Polytop P = {x € R" : Ax < b} D Prsp
moglichst eng einfassen, sodass wenigstens P N ZE = {x(R) : R Rundreise}.

Eine Gleichung/Ungleichung heiBt giiltig fiir Prsp, /I
wenn sie fiir alle x€ {x(R): R Rundreise} erfiillt ist. B RN
8
0-1 Wiirfel: 0 < x < 1 ist giiltig ) i
9
Gradgleichungen: ’

aus jedem und in jeden Knoten geht genau ein Pfeil,

firveV: Z Xv,u) = 1, Z Xuw) =1 ] %r N\ X
(v,u)€E (u,v)€E 8

(pro Zeile/Spalte genau eine 1 < Zuweisungsproblem) J x
9 12

Schon Formulierung? P N ZE = {x(R) : R Rundreise}?

Kurzzyklusungleichungen:
Aus jeder Knoten-Teilmenge muss mindestens eine Kante hinausfiihren,

firScV,2<|S|<n-2: Ee€5+(s)xe >1
Ist nun eine Formulierung, aber mit etwa 2" Ungleichungen!

113: 231€[229,231]



TSP

Losen der TSP LP-Relaxation

Geht nur mit Schnittebenenverfahren:
Die 1. Relaxation bildet das Zuweisungsproblem (Box+Gradgleichungen)
Dessen Losung ist ganzzahlig und besteht meist aus getrennten Kreisen.

Ab jetzt die Schranke iterativ durch Kurzzyklus-Schnittebenen verbessern

Separationsproblem: Finde ein 5 C V,2 < |S| <n—2: 3 5.5 % 2 1.

114: 232€[232,234]



TSP

Losen der TSP LP-Relaxation

Geht nur mit Schnittebenenverfahren:
Die 1. Relaxation bildet das Zuweisungsproblem (Box+Gradgleichungen)
Dessen Losung ist ganzzahlig und besteht meist aus getrennten Kreisen.

Ab jetzt die Schranke iterativ durch Kurzzyklus-Schnittebenen verbessern

1 S 1
0.7 0.3
q 0 /0.7, 6
of LBb| 9 0 3N

0 7

‘ t19 117 03 3

3 ¢ |9 0

\ *1'
N

Separationsproblem: Finde ein 5 C V,2 < |S| <n—2: 3 5.5 % 2 1.
< Finde im Netzwerk D = (V, E) mit Kantenkap. x einen Schnitt x(6+(S)) < 1.
— Maximale s-t-Fliisse/minimale s-t-Schnitte fiir s, t € V, exakt losbar!

114: 233€[232,234]



TSP

Losen der TSP LP-Relaxation

Geht nur mit Schnittebenenverfahren:
Die 1. Relaxation bildet das Zuweisungsproblem (Box+Gradgleichungen)
Dessen Losung ist ganzzahlig und besteht meist aus getrennten Kreisen.

Ab jetzt die Schranke iterativ durch Kurzzyklus-Schnittebenen verbessern

1 S 1
0.7 0.3
q 0 /0.7, 6
ol bbbl 9 0 314N
i 0 7
‘ t19 117 03 3
3 ¢ |9 0
B *1'
<

Separationsproblem: Finde ein 5 C V,2 < |S| <n—2: 3 5.5 % 2 1.
< Finde im Netzwerk D = (V, E) mit Kantenkap. x einen Schnitt x(6+(S)) < 1.
— Maximale s-t-Fliisse/minimale s-t-Schnitte fiir s, t € V, exakt losbar!

Grad+Kurzz. liefern sehr gute Schranken, aber noch lange nicht Prsp!
Schranke mit weiteren Unglg. verbesserbar (Kamm-, etc.),

die Losung der Relaxation wird aber fast nie ganzzahlig!
114: 234€[232,234]



TSP

Allgemeine Schnittebenen
Es gibt auch problemiibergreifende allgemeine Schnittebenen, die
in state-of-the-art Losern fiir ganzz. Opt. eingesetzt werden:
e Gomory-Schnitte [Abrunden der Koeffizienten durch |-|]

\ [ ] ° L] L] L] L[] L[]

Ist a’ x < 3 giiltig fiir x € PNZ1
dann ist wegen |a]"x < a'x

auch |a] "x < 3] giiltig. 4 -
So eine verletzte Unglg. ist automa-
tisch aus nicht ganzz. OLs erzeugbar.

115: 235€[235,238]
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Allgemeine Schnittebenen

Es gibt auch problemiibergreifende allgemeine Schnittebenen, die
in state-of-the-art Losern fiir ganzz. Opt. eingesetzt werden:

e Gomory-Schnitte [Abrunden der Koeffizienten durch |-|]
T .. ) - [ ] ° L] L] L] L[] L[]
Ist a’ x < 3 giiltig fiir x € PNZ1 : e e e e
dann ist wegen |a]"x < a'x )
auch |a|Tx < |B] giiltig. 1 e ‘\; ‘
So eine verletzte Unglg. ist automa- I
tisch aus nicht ganzz. OLs erzeugbar. _].--==—" R
AN

115: 236€[235,238]
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Allgemeine Schnittebenen

Es gibt auch problemiibergreifende allgemeine Schnittebenen, die
in state-of-the-art Losern fiir ganzz. Opt. eingesetzt werden:

e Gomory-Schnitte [Abrunden der Koeffizienten durch |-|]
T .. ) - [ ] ° L] L] L] L[] L[]
Ist a’ x < 3 giiltig fiir x € PNZ1 : e e e e
dann ist wegen |a]"x < a'x )
auch |a|Tx < |B] giiltig. 1 e ‘\; ‘
So eine verletzte Unglg. ist automa- I
tisch aus nicht ganzz. OLs erzeugbar. _].--==—" R
AN

e Lift-and-Project Cuts,
e Clique-Ungleichungen,
etc.

115: 237€[235,238]



TSP

Allgemeine Schnittebenen

Es gibt auch problemiibergreifende allgemeine Schnittebenen, die
in state-of-the-art Losern fiir ganzz. Opt. eingesetzt werden:

e Gomory-Schnitte [Abrunden der Koeffizienten durch |-|]
Ist aTxgﬁgithigﬁjrxePﬁZ”Jr N : : : : : : :
dann ist wegen |a]"x < a'x h °
auch |a] "x < 3] giiltig. 1 e ‘\; ‘
So eine verletzte Unglg. ist automa- I
tisch aus nicht ganzz. OLs erzeugbar. _]--==="" R

AN

e Lift-and-Project Cuts,
e Clique-Ungleichungen,
etc.

LP-Relaxation mit Schnittebenen erzeugt gute Schranken
(obere fiir Maximierungs-, untere fiir Minimierungsprobleme),
die Lésungen der Relaxation sind (fast) nie ganzzahlig,

fiihren aber oft in die Nahe guter ganzzahliger Losungen.
115: 238€[235,238)
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Inhaltsiuibersicht

Ganzzahlige Optimierung

3.10 Finden , guter" Lésungen, Heuristiken

116: 239€[239,239]
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3.10 Finden , guter” Losungen, Heuristiken
[Heuristik hat den griechischen Wortstamm finden /erfinden]

Fir ,kleine” x € Z" liefert normales Runden e o o o o o
der LP-Ldsung meist unzuldssige oder schlech-

te Losungen (selbst bei guter Schranke). 7

Es kann vorkommen, dass kein zul3ssiger - .p e c.
Punkt in der Ndhe der LP-L&sung ist! < .

In state-of-the-art L&sern gibt es aufwendige c e :
Standard-Rundeheuristiken (feasibility pump). AN

117: 240€[240,242]



Heuristiken

3.10 Finden , guter” Losungen, Heuristiken

[Heuristik hat den griechischen Wortstamm finden /erfinden]

Fir ,kleine” x € Z" liefert normales Runden e o o o o o
der LP-Ldsung meist unzuldssige oder schlech-

te Losungen (selbst bei guter Schranke). 7

Es kann vorkommen, dass kein zul3ssiger - .p e c.
Punkt in der Ndhe der LP-L&sung ist! < :

In state-of-the-art L&sern gibt es aufwendige c e :
Standard-Rundeheuristiken (feasibility pump). AN

Generell: Ganzzahlige Probleme sind meist NP-schwer, haben viele
»lokale Optima" (keine benachbarte bessere Losung) und es ist
unwahrscheinlich, dass man die Optimallésung ohne Enumeration findet.
Es kann sogar schwer sein, iiberhaupt eine zuldssige Losung zu finden!

— In Anwendungen niitzt man moglichst viel problemspezifisches Wissen!

117: 241€[240,242]



Heuristiken

3.10 Finden , guter” Losungen, Heuristiken

[Heuristik hat den griechischen Wortstamm finden /erfinden]

Fir ,kleine” x € Z" liefert normales Runden e o o o o o
der LP-Ldsung meist unzuldssige oder schlech-

te Losungen (selbst bei guter Schranke). 7

Es kann vorkommen, dass kein zul3ssiger - .p e c.
Punkt in der Ndhe der LP-L&sung ist! < :

In state-of-the-art L&sern gibt es aufwendige c e :
Standard-Rundeheuristiken (feasibility pump). AN

Generell: Ganzzahlige Probleme sind meist NP-schwer, haben viele
»lokale Optima" (keine benachbarte bessere Losung) und es ist
unwahrscheinlich, dass man die Optimallésung ohne Enumeration findet.
Es kann sogar schwer sein, iiberhaupt eine zuldssige Losung zu finden!

— In Anwendungen niitzt man moglichst viel problemspezifisches Wissen!

Grober Ablauf:
o (zul3ssige?) Startlésung erzeugen (meist aus der LP-Lésung)
o lterative Verbesserung der L3sung durch lokale Suche (lokal exakt,

Simulated Annealing, Tabu Search, Genetische Algorithmen, etc.)

117: 242€[240,242]



Heuristiken

Startlosung aus der LP-Relaxation

Typische Ansitze:
e Oft darf aus mehreren {0, 1}-Variablen nur eine gewahlt werden:
LP-Relaxation: YienXi =1, x; € [0,1]
Interpretiere x; als Wahrscheinlichkeit, dass x; auf 1 gesetzt werden
soll und erzeuge damit mehrere Losungen zufillig, nimm die beste.

118: 243€[243,246]



Heuristiken

Startlosung aus der LP-Relaxation
Typische Ansitze:
e Oft darf aus mehreren {0, 1}-Variablen nur eine gewahlt werden:
LP-Relaxation: YienXi =1, x; € [0,1]
Interpretiere x; als Wahrscheinlichkeit, dass x; auf 1 gesetzt werden
soll und erzeuge damit mehrere Losungen zufillig, nimm die beste.
e Abweichungen von Nebenbedingungen mit groBen Dualvariablen
erzeugen groBe Verluste im Zielfunktionswert.
= Versuche, diese beim Runden zu erfiillen.

118: 244€[243,246]



Heuristiken

Startlosung aus der LP-Relaxation
Typische Ansitze:
e Oft darf aus mehreren {0, 1}-Variablen nur eine gewahlt werden:
LP-Relaxation: YienXi =1, x; € [0,1]
Interpretiere x; als Wahrscheinlichkeit, dass x; auf 1 gesetzt werden
soll und erzeuge damit mehrere Losungen zufillig, nimm die beste.

e Abweichungen von Nebenbedingungen mit groBen Dualvariablen
erzeugen groBe Verluste im Zielfunktionswert.
= Versuche, diese beim Runden zu erfiillen.

e Sukzessives Fixieren: Setze eine oder mehrere Variablen, deren
Wert ,,fast” ganzzahlig ist, auf den gerundeten Wert und I6se das
LP fiir die restlichen Variablen erneut (u.U. riickgangig machen,
falls nun unzulissig).

118: 245€[243,246]



Heuristiken

Startlosung aus der LP-Relaxation
Typische Ansitze:
e Oft darf aus mehreren {0, 1}-Variablen nur eine gewahlt werden:
LP-Relaxation: YienXi =1, x; € [0,1]
Interpretiere x; als Wahrscheinlichkeit, dass x; auf 1 gesetzt werden
soll und erzeuge damit mehrere Losungen zufillig, nimm die beste.

e Abweichungen von Nebenbedingungen mit groBen Dualvariablen
erzeugen groBe Verluste im Zielfunktionswert.
= Versuche, diese beim Runden zu erfiillen.

e Sukzessives Fixieren: Setze eine oder mehrere Variablen, deren
Wert ,,fast” ganzzahlig ist, auf den gerundeten Wert und I6se das
LP fiir die restlichen Variablen erneut (u.U. riickgangig machen,
falls nun unzulissig).

Fiir einige grundlegende Probleme gibt es Rundungsverfahren, die
aus LP-Losung gerundete Losungen mit Giitegarantie erzeugen
(Approximationsalgorithmen), diese sind gute Ideenlieferanten fiir
eigene Rundungsverfahren.

118: 246€[243,246)
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Verbesserungsverfahren allgemein

Gemeinsame Grundelemente:

e Suchumgebung/Nachbarschaft erkldren: beschreibt, welche
Losungen ausgehend von der derzeitigen untersucht werden
konnen oder sollen (etwa alle durch gewisse Austauschschritte er-
reichbaren Lésungen, oder Freigeben gewisser Variablen fiir lokales
Nachoptimieren, etc.)

Mathematisch: Jeder Losung %X wird eine (Nachbarschafts-)
Menge N (X) von benachbarten Lésungen zugeordnet.
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Verbesserungsverfahren allgemein

Gemeinsame Grundelemente:

e Suchumgebung/Nachbarschaft erkldren: beschreibt, welche
Losungen ausgehend von der derzeitigen untersucht werden
konnen oder sollen (etwa alle durch gewisse Austauschschritte er-
reichbaren Lésungen, oder Freigeben gewisser Variablen fiir lokales
Nachoptimieren, etc.)

Mathematisch: Jeder Losung %X wird eine (Nachbarschafts-)
Menge N (X) von benachbarten Lésungen zugeordnet.

e FortschrittsmaB definieren: Bewertungsfunktion f(x) fiir neu
erzeugte Losungen, die Zielfunktion und Bestrafung von Un-
zuldssigkeiten kombiniert
[s. Merit- und Filter-Ansatz der nichtlin. Opt.]
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Verbesserungsverfahren allgemein

Gemeinsame Grundelemente:

e Suchumgebung/Nachbarschaft erkldren: beschreibt, welche
Losungen ausgehend von der derzeitigen untersucht werden
konnen oder sollen (etwa alle durch gewisse Austauschschritte er-
reichbaren Lésungen, oder Freigeben gewisser Variablen fiir lokales
Nachoptimieren, etc.)

Mathematisch: Jeder Losung %X wird eine (Nachbarschafts-)
Menge N (X) von benachbarten Lésungen zugeordnet.

e FortschrittsmaB definieren: Bewertungsfunktion f(x) fiir neu
erzeugte Losungen, die Zielfunktion und Bestrafung von Un-
zuldssigkeiten kombiniert
[s. Merit- und Filter-Ansatz der nichtlin. Opt.]

e Akzeptanz-Schema festlegen: Gibt an, welche neu erzeugten
Losungen zur Fortsetzung der Suche verwendet werden sollen. Um
lokale Optima verlassen zu kénnen, werden ab und zu auch Ver-
schlechterungen akzeptiert.

119: 249€[247,249]
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Lokal exakte Verfahren/lokales Enumerieren
Bestimme N(+) so, dass (Py) minf(x) s.t. x € N(X)
fiir jedes X durch polynomiale Verfahren oder vollstandige
Enumeration exakt losbar ist.

0. Bestimme eine Startlésung X

1. Lose (Py) — X
2. Ist f(X) besser als (%), setze X < X und gehe zu 1., sonst STOP.
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Lokal exakte Verfahren/lokales Enumerieren
Bestimme N(+) so, dass (Py) minf(x) s.t. x € N(X)
fiir jedes X durch polynomiale Verfahren oder vollstandige
Enumeration exakt losbar ist.

0. Bestimme eine Startlésung X

1. Lose (Py) — X
2. Ist f(X) besser als (%), setze X < X und gehe zu 1., sonst STOP.

Bsp: 3-opt fiir TSP: 3 Kanten entfernen und neu zusammensetzen

)
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Heuristiken

Lokal exakte Verfahren/lokales Enumerieren
Bestimme N(+) so, dass (Py) minf(x) s.t. x € N(X)
fiir jedes X durch polynomiale Verfahren oder vollstandige
Enumeration exakt losbar ist.

0. Bestimme eine Startlésung X

1. Lose (Py) — X
2. Ist f(X) besser als (%), setze X < X und gehe zu 1., sonst STOP.

Bsp: 3-opt fiir TSP: 3 Kanten entfernen und neu zusammensetzen

)

die Kunst: Finde eine moglichst machtige Nachbarschaft, fiir die
(P) noch polynomial lésbar ist.

Die Anzahl der Iterationen kann dennoch exponentiell sein!

120: 252€[250,252]
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Simulated Annealing (simuliertes langsames Abkiihlen)

Erzeuge, in Schritt k, zufillig ein x aus N(X). Akzeptiere es, falls
f(X) besser als f(X), sonst akzeptiere es nur mit Wahrscheinlichkeit

exp <M> (0 < Tx — 0 fiir k — 00).

0. Bestimme Startlosung X, Nullfolge { Tx > 0} en, setze k = 0.
1. Wahle zufallig (gleichverteilt) x € N (X) setze k — k + 1.
2. Ist f(X) besser als f(X), setze X «— X und gehe zu 1.
3. Ziehe gleichverteilt eine Zufallszahl ¢ € [0, 1].
Ist ¢ < exp(w), setze X < X und gehe zu 1.
4. Gehe zu 1. (ohne X zu andern).

Wahle N(+) so, dass jedes x iiber Zwischenstationen erreichbar ist.

121: 253€[253,254]
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Simulated Annealing (simuliertes langsames Abkiihlen)

Erzeuge, in Schritt k, zufillig ein x aus N(X). Akzeptiere es, falls
f(X) besser als f(X), sonst akzeptiere es nur mit Wahrscheinlichkeit

exp <M> (0 < Tx — 0 fiir k — 00).

0. Bestimme Startlosung X, Nullfolge { Tx > 0} en, setze k = 0.
1. Wahle zufallig (gleichverteilt) x € N (X) setze k — k + 1.
2. Ist f(X) besser als f(X), setze X «— X und gehe zu 1.
3. Ziehe gleichverteilt eine Zufallszahl ¢ € [0, 1].
Ist ¢ < exp(w), setze X < X und gehe zu 1.
4. Gehe zu 1. (ohne X zu andern).

Wahle N(+) so, dass jedes x iiber Zwischenstationen erreichbar ist.

Geht die (Temperatur-/Abkiihlungs-)Folge Ty sehr langsam gegen
Null, wird jedes x mit positiver Wahrscheinlichkeit irgendwann
besucht (vollstandige Enumeration), also auch das Optimum.

(Aber wann?)
121: 254€[253,254]
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Tabu-Search

Idee: Versuche moglichst unterschiedliche Lésungen zu erzeugen.

Beschreibe N/ (-) durch Anderungsregeln r € R und speichere

verwendete Regeln in einer Tabuliste £. Fiir ein neues X sollte

wenigstens eine Regel r € R\ L verwendet werden oder es muss

besseren Wert haben.

0. Bestimme Startlésung X, setze £ = ().

1. Erzeuge einige x € N(X) durch mehrmaliges zufélliges Anwenden
von Regeln aus R, sammle diese in einer Menge S.

2. Wahle ein X aus S nach Tabuliste £ und f(-).

3. Aktualisiere die Tabuliste £, setze X « X, gehe zu 1.
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Tabu-Search

Idee: Versuche moglichst unterschiedliche Lésungen zu erzeugen.

Beschreibe N/ (-) durch Anderungsregeln r € R und speichere

verwendete Regeln in einer Tabuliste £. Fiir ein neues X sollte

wenigstens eine Regel r € R\ L verwendet werden oder es muss

besseren Wert haben.

0. Bestimme Startlésung X, setze £ = ().

1. Erzeuge einige x € N(X) durch mehrmaliges zufélliges Anwenden
von Regeln aus R, sammle diese in einer Menge S.

2. Wahle ein X aus S nach Tabuliste £ und f(-).

3. Aktualisiere die Tabuliste £, setze X « X, gehe zu 1.

Bsp. TSP: R = {rjj := vertausche Reihenfolge von Stadt / und j}.
L = {rj : rj wurde in den letzten n/10 Schritten verwendet}
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Tabu-Search

Idee: Versuche moglichst unterschiedliche Lésungen zu erzeugen.

Beschreibe N/ (-) durch Anderungsregeln r € R und speichere

verwendete Regeln in einer Tabuliste £. Fiir ein neues X sollte

wenigstens eine Regel r € R\ L verwendet werden oder es muss

besseren Wert haben.

0. Bestimme Startlésung X, setze £ = ().

1. Erzeuge einige x € N(X) durch mehrmaliges zufélliges Anwenden
von Regeln aus R, sammle diese in einer Menge S.

2. Wahle ein X aus S nach Tabuliste £ und f(-).

3. Aktualisiere die Tabuliste £, setze X « X, gehe zu 1.

Bsp. TSP: R = {rjj := vertausche Reihenfolge von Stadt / und j}.
L = {rj : rj wurde in den letzten n/10 Schritten verwendet}

Uber die Regeln R sollte jede Losung erreichbar sein.
Allgemeine theoretische Resultate oder Qualitdtsgarantien gibt es

nicht.
122: 257€[255,257]
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Genetische Algorithmen

Idee: Lasse die Evolution fiir Dich arbeiten (und warte derweilen).

Erzeuge aus einer Population von Lésungen durch Selektion
(Auswahl der nachsten Eltern), Rekombination/Vermehrung
(Austausch von Teilldsungen), Mutation (zufilliges Veréndern) die
nachste Population.

0. Wihle k € N und bestimme eine Startpopulation P, |P| > 2k.

1. Bestimme die durchschnittliche Fitness f =", _ f(x)/|P]

2. Lésche x aus P mit Wahrscheinlichkeit prop. zu @ bis |P| = 2k.

3. Bilde zufillig k Paare aus P, erzeuge fiir jedes Paar einige
Nachkommen durch Rekombination und Mutation — P

4. Setze P — P, gehe zu 1.

123: 258€[258,259]
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Genetische Algorithmen

Idee: Lasse die Evolution fiir Dich arbeiten (und warte derweilen).

Erzeuge aus einer Population von Lésungen durch Selektion
(Auswahl der nachsten Eltern), Rekombination/Vermehrung
(Austausch von Teilldsungen), Mutation (zufilliges Veréndern) die
nachste Population.

0. Wihle k € N und bestimme eine Startpopulation P, |P| > 2k.

1. Bestimme die durchschnittliche Fitness f =", _ f(x)/|P]

2. Lésche x aus P mit Wahrscheinlichkeit prop. zu @ bis |P| = 2k.

3. Bilde zufillig k Paare aus P, erzeuge fiir jedes Paar einige
Nachkommen durch Rekombination und Mutation — P

4. Setze P — P, gehe zu 1.

e Viele Experimente mit Population der GroBe 1 (1)
e Theorie besagt, dass Simulated Annealing eher Optima findet.

123: 259€[258,259]
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Bemerkungen

e SA, TS, GA sind Meta-Heuristiken (Schema ohne Problembezug).
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Bemerkungen

e SA, TS, GA sind Meta-Heuristiken (Schema ohne Problembezug).

o Meta-Heuristik-Industrie betrachtet beliebige Kombinationen, jede
Menge ,,neue” Verfahren (Ant-Colony-, Particle-swarm-, etc.)
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Bemerkungen

e SA, TS, GA sind Meta-Heuristiken (Schema ohne Problembezug).

o Meta-Heuristik-Industrie betrachtet beliebige Kombinationen, jede
Menge ,,neue” Verfahren (Ant-Colony-, Particle-swarm-, etc.)

e Fast alle hoffen, mit (leicht gesteuertem) Zufall eine Opti-
mallosung zu finden (passt zu NP!).
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Bemerkungen

e SA, TS, GA sind Meta-Heuristiken (Schema ohne Problembezug).
o Meta-Heuristik-Industrie betrachtet beliebige Kombinationen, jede
Menge ,,neue” Verfahren (Ant-Colony-, Particle-swarm-, etc.)

e Fast alle hoffen, mit (leicht gesteuertem) Zufall eine Opti-
mallosung zu finden (passt zu NP!).

Vorteile:

e Auch bei wenig Problemverstandnis ist rasch etwas implementiert,
erste Losungen sind schnell erzeugt, Regeln schnell gedndert.
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Bemerkungen
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o Meta-Heuristik-Industrie betrachtet beliebige Kombinationen, jede
Menge ,,neue” Verfahren (Ant-Colony-, Particle-swarm-, etc.)

e Fast alle hoffen, mit (leicht gesteuertem) Zufall eine Opti-
mallosung zu finden (passt zu NP!).

Vorteile:
e Auch bei wenig Problemverstandnis ist rasch etwas implementiert,
erste Losungen sind schnell erzeugt, Regeln schnell gedndert.

e Man kann viele Parameter einstellen.
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Bemerkungen

e SA, TS, GA sind Meta-Heuristiken (Schema ohne Problembezug).
o Meta-Heuristik-Industrie betrachtet beliebige Kombinationen, jede
Menge ,,neue” Verfahren (Ant-Colony-, Particle-swarm-, etc.)

e Fast alle hoffen, mit (leicht gesteuertem) Zufall eine Opti-
mallosung zu finden (passt zu NP!).

Vorteile:
e Auch bei wenig Problemverstandnis ist rasch etwas implementiert,
erste Losungen sind schnell erzeugt, Regeln schnell gedndert.

e Man kann viele Parameter einstellen.

Nachteile:
e Man muss viele Parameter einstellen, ohne gute Richtschnur!
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Bemerkungen

e SA, TS, GA sind Meta-Heuristiken (Schema ohne Problembezug).

o Meta-Heuristik-Industrie betrachtet beliebige Kombinationen, jede
Menge ,,neue” Verfahren (Ant-Colony-, Particle-swarm-, etc.)

e Fast alle hoffen, mit (leicht gesteuertem) Zufall eine Opti-
mallosung zu finden (passt zu NP!).

Vorteile:
e Auch bei wenig Problemverstandnis ist rasch etwas implementiert,
erste Losungen sind schnell erzeugt, Regeln schnell gedndert.

e Man kann viele Parameter einstellen.

Nachteile:
e Man muss viele Parameter einstellen, ohne gute Richtschnur!

e Konvergenz der Verfahren sagt nichts iiber die Qualitit der
Losung. Ohne dazupassende Relaxation hat man keine Ahnung,
wie weit man vom Optimum entfernt ist (manchmal sehr weit).

124: 266€[260,266]
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Inhaltsiuibersicht

Ganzzahlige Optimierung

3.11 Gemischt-ganzzahlige Optimierung
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3.11 Gemischt-ganzzahlige Optimierung (MIP)

Fiir eine Teilmenge der Indices G C {1,..., n} soll x ganzzahlig sein.
max ¢’ xs.t. Ax > b, x e R", x¢ € Z°

Enthalt ganzz. Optimierung als Spezialfall, ist aber deutlich breiter.
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3.11 Gemischt-ganzzahlige Optimierung (MIP)
Fiir eine Teilmenge der Indices G C {1,..., n} soll x ganzzahlig sein.
max ¢’ xs.t. Ax > b, x e R", x¢ € Z°

Enthalt ganzz. Optimierung als Spezialfall, ist aber deutlich breiter.

Anwendungsbeispiel: Standortoptimierung mit Fixkosten

Gegeben eine Menge K an Kunden mit Bedarfen by und eine Menge M
moglicher Standorte fiir Versandlager, jeweils mit Mietkosten ¢y,
Kapazitat b,, und Transportkosten ¢k, pro Einheit fir k € K,m € M.
Welche Standorte sollen gedffnet werden?

Variablen:
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3.11 Gemischt-ganzzahlige Optimierung (MIP)
Fiir eine Teilmenge der Indices G C {1,..., n} soll x ganzzahlig sein.
max ¢’ xs.t. Ax > b, x e R", x¢ € Z°

Enthalt ganzz. Optimierung als Spezialfall, ist aber deutlich breiter.

Anwendungsbeispiel: Standortoptimierung mit Fixkosten

Gegeben eine Menge K an Kunden mit Bedarfen by und eine Menge M
moglicher Standorte fiir Versandlager, jeweils mit Mietkosten ¢y,
Kapazitat b,, und Transportkosten ¢k, pro Einheit fir k € K,m € M.
Welche Standorte sollen gedffnet werden?

Variablen:
xm € {0,1}, m € M ... Versandlager wird in m errichtet.
xkm € Ry, k € K,m & M ... Menge, die Kunde k von Standort m erhilt.

Nebenbedingungen:
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3.11 Gemischt-ganzzahlige Optimierung (MIP)

Fiir eine Teilmenge der Indices G C {1,..., n} soll x ganzzahlig sein.
max ¢’ xs.t. Ax > b, x e R", x¢ € Z°

Enthalt ganzz. Optimierung als Spezialfall, ist aber deutlich breiter.

Anwendungsbeispiel: Standortoptimierung mit Fixkosten

Gegeben eine Menge K an Kunden mit Bedarfen by und eine Menge M
moglicher Standorte fiir Versandlager, jeweils mit Mietkosten ¢y,
Kapazitat b,, und Transportkosten ¢k, pro Einheit fir k € K,m € M.
Welche Standorte sollen gedffnet werden?

Variablen:
xm € {0,1}, m € M ... Versandlager wird in m errichtet.
xkm € Ry, k € K,m & M ... Menge, die Kunde k von Standort m erhilt.

Nebenbedingungen:
ZmeMka = by, k € K ...Kunde k erhalt seine Bestellung
> kek Xkm < bmXm, m € M ... Standort m verteilt maximal by,.

Zielfunktion:
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3.11 Gemischt-ganzzahlige Optimierung (MIP)

Fiir eine Teilmenge der Indices G C {1,..., n} soll x ganzzahlig sein.
max ¢’ xs.t. Ax > b, x e R", x¢ € Z°

Enthalt ganzz. Optimierung als Spezialfall, ist aber deutlich breiter.

Anwendungsbeispiel: Standortoptimierung mit Fixkosten

Gegeben eine Menge K an Kunden mit Bedarfen by und eine Menge M
moglicher Standorte fiir Versandlager, jeweils mit Mietkosten ¢y,
Kapazitat b,, und Transportkosten ¢k, pro Einheit fir k € K,m € M.
Welche Standorte sollen gedffnet werden?

Variablen:
xm € {0,1}, m € M ... Versandlager wird in m errichtet.
xkm € Ry, k € K,m & M ... Menge, die Kunde k von Standort m erhilt.

Nebenbedingungen:
ZmeMka = by, k € K ...Kunde k erhalt seine Bestellung
> kek Xkm < bmXm, m € M ... Standort m verteilt maximal by,.

Zielfunktion:
- _ T
min ZkeK’meM CkmXkm + Y e CmXm = €' X
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MIP-Modellierungstechniken:

Bedingte Ungleichungen: Ungleichungen, die nur bei bestimmten
Entscheidungen beachtet werden miissen, kdnnen bei entgegengesetzter
Entscheidung durch einen big M-Term erfiillt werden.

127: 273€[273,276]
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MIP-Modellierungstechniken:
Bedingte Ungleichungen: Ungleichungen, die nur bei bestimmten
Entscheidungen beachtet werden miissen, kdnnen bei entgegengesetzter
Entscheidung durch einen big M-Term erfiillt werden.

Bsp: Fahrt Zug A mit Abfahrtszeit t4 vor Zug B mit Abfahrtszeit tg, ist
eine Mindestzugfolgezeit tag > 0 einzuhalten, also tg > ta + tag. Fiir
Zug B vor Zug A muss wiederum ta > tg + tgp erfiillt sein. Die
nachfolgenden Ziige diirfen natiirlich auch viel spater fahren.

Variablen
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MIP-Modellierungstechniken:
Bedingte Ungleichungen: Ungleichungen, die nur bei bestimmten
Entscheidungen beachtet werden miissen, kdnnen bei entgegengesetzter
Entscheidung durch einen big M-Term erfiillt werden.

Bsp: Fahrt Zug A mit Abfahrtszeit t4 vor Zug B mit Abfahrtszeit tg, ist
eine Mindestzugfolgezeit tag > 0 einzuhalten, also tg > ta + tag. Fiir
Zug B vor Zug A muss wiederum ta > tg + tgp erfiillt sein. Die
nachfolgenden Ziige diirfen natiirlich auch viel spater fahren.

Variablen (M >> 0, groBer als spateste Abfahrtszeit von t4 und tg):
xag € {0,1} ...1 falls A vor B féhrt, sonst 0
ta, tg € [0, M]. .. Abfahrtszeit

Nebenbedingungen:
ta + tag < tg + M(1 — xag) ...nur wichtig, wenn xag =1
tg + tga < ta + Mxag ... nur wichtig, wenn xag = 0.
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MIP-Modellierungstechniken:
Bedingte Ungleichungen: Ungleichungen, die nur bei bestimmten
Entscheidungen beachtet werden miissen, kdnnen bei entgegengesetzter
Entscheidung durch einen big M-Term erfiillt werden.

Bsp: Fahrt Zug A mit Abfahrtszeit t4 vor Zug B mit Abfahrtszeit tg, ist
eine Mindestzugfolgezeit tag > 0 einzuhalten, also tg > ta + tag. Fiir
Zug B vor Zug A muss wiederum ta > tg + tgp erfiillt sein. Die
nachfolgenden Ziige diirfen natiirlich auch viel spater fahren.

Variablen (M >> 0, groBer als spateste Abfahrtszeit von t4 und tg):
xag € {0,1} ...1 falls A vor B féhrt, sonst 0
ta, tg € [0, M]. .. Abfahrtszeit

Nebenbedingungen:
ta + tag < tg + M(1 — xag) ...nur wichtig, wenn xag =1
tg + tga < ta + Mxag ... nur wichtig, wenn xag = 0.

e M zu groB — Unglg. in LP-Relaxation wirkungslos — schlechte Schranke
e gut, falls Verletzungsspielraum der Unglg. gut abschatzbar

(siehe das Standortplanungsbeispiel)
e in Branch&Bound hilfreich, wenn auf der Variable gebrancht wird
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Modellierung logischer Bedingungen

Fiir ein x; € {0,1} steht x; = 1 oft fiir ,, Aussage / ist wahr".
Logische Verkniipfungen sind dann so erzeugbar:

Log. Bedingung ‘ Formulierung
Xp = (nicht Xl) ‘
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Fiir ein x; € {0,1} steht x; = 1 oft fiir ,, Aussage / ist wahr".
Logische Verkniipfungen sind dann so erzeugbar:

Log. Bedingung ‘ Formulierung
Xp = (nicht Xl) X =1-—x
x3 = (x1 oder x2)
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MIP

Modellierung logischer Bedingungen

Fiir ein x; € {0,1} steht x; = 1 oft fiir ,, Aussage / ist wahr".
Logische Verkniipfungen sind dann so erzeugbar:

Log. Bedingung ‘ Formulierung

Xp = (nicht Xl) X =1-—x

x3 = (x; oder x2) | x3 > x1, X3 > X2, X3 < X1 + X2
x3=(x; und x2) | x3 <x1,x3 <X, x3>x3+x—1
X1 = X2
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Modellierung logischer Bedingungen

Fiir ein x; € {0,1} steht x; = 1 oft fiir ,, Aussage / ist wahr".
Logische Verkniipfungen sind dann so erzeugbar:

Log. Bedingung

Formulierung

Xp = (nicht Xl)
x3 = (x1 oder x2)
x3 = (x; und x2)
X1 = X2

X1 < X2

X2:1—X1

X3 2 X1, X3 2 X2, X3 < X1 + X2

x3 < x1, x3 < X2, X3 2 X +x0—1
X1 < X2



MIP

Modellierung logischer Bedingungen

Fiir ein x; € {0,1} steht x; = 1 oft fiir ,, Aussage / ist wahr".
Logische Verkniipfungen sind dann so erzeugbar:

Log. Bedingung

Formulierung

Xp = (nicht Xl)
x3 = (x1 oder x2)
x3 = (x1 und x2)
X1 = X2

X1 < X2

X2:1—X1

X3 2 X1, X3 2 X2, X3 < X1 + X2

x3 < x1, x3 < X2, X3 2 X +x0—1
X1 < X2

X1 = X2

Bemerkung: Zusammen mit 0 < x; < 1 beschreiben die Nebenbedinungen

X1

conv xy | €{0,1}3: die x; erfiillen die logische Bedingung

X3

Mit dieser Technik sind Formulierungen weiterer Beziehungen ableitbar.

Ubung: x3 = (x1 xor x2)

128: 281€[277,281]



MIP

Schnittebenen fiir MIP

Wie in der ganzz. Optimierung ist ,,conv" die beste lineare Relaxation,
P :=conv{x e R": Ax < b,x¢ € ZG}.

Ax < b ist die LP-Relaxation, Pg wird durch Schnittebenen angen&hert.

129: 282€[282,284]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP
Schnittebenen fiir MIP
Wie in der ganzz. Optimierung ist ,conv" die beste lineare Relaxation,
Pg := conv{x € R" : Ax < b, x¢c € Z°}.

Ax < b ist die LP-Relaxation, Pg wird durch Schnittebenen angenihert.
Bsp: Mixed Integer Rounding Ungleichung (MIR)

Einfachste Form: X = {(x1, %) € Zx Ry :x1 +x >}, FE€R

Setze 0 := (8 — | 5],
dann ist die Unglg.

1
X1 + 3X2 > |—ﬁ-|
glltig fur X

129: 283€[282,284]



Matching Ganzz. Polyeder Netzwerkfl. Mehrgiiterfl. Ganzz. Opt. B& B Konvexe Mengen Relaxation TSP Heuristiken MIP
Schnittebenen fiir MIP
Wie in der ganzz. Optimierung ist ,conv" die beste lineare Relaxation,
Pg := conv{x € R" : Ax < b, x¢c € Z°}.

Ax < b ist die LP-Relaxation, Pg wird durch Schnittebenen angenihert.
Bsp: Mixed Integer Rounding Ungleichung (MIR)

Einfachste Form: X = {(x1,x) € ZxX Ry :x3 +x > 3}, B€R

Setze 0 := (8 — | 5],
dann ist die Unglg.

1
Xy + 52 > [B]
glltig fur X

In state-of-the-art Paketen sind viele weitere enthalten
(flow cover, cliques, etc.)
129: 284€[282,284]




MIP
Branch-and-Cut Frameworks
Wird in einem Branch&Bound-Verfahren fiir jedes Teilproblem die
LP-Relaxation durch Schnittebenen verscharft, spricht man von
Branch&Cut-Verfahren. Dies sind derzeit die besten Verfahren fiir
allgemeine gemischt-ganzzahlige Optimierungsprobleme.

130: 285€[285,287]



MIP

Branch-and-Cut Frameworks
Wird in einem Branch&Bound-Verfahren fiir jedes Teilproblem die
LP-Relaxation durch Schnittebenen verscharft, spricht man von
Branch&Cut-Verfahren. Dies sind derzeit die besten Verfahren fiir
allgemeine gemischt-ganzzahlige Optimierungsprobleme.

Eine effiziente Branch&Cut Implementierung ist sehr schwer:
e Auswahl des nichsten Teilproblems

e Auswahl der Verzweigungsvariable, Fixieren von Variablen
e Teilprobleme effizient inkrementell speichern

e Schnittebenen iiber mehrere Teilprobleme verwalten

o effiziente Heuristiken fiir zuldssige Losungen

etc.

130: 286€[285,287]



MIP

Branch-and-Cut Frameworks
Wird in einem Branch&Bound-Verfahren fiir jedes Teilproblem die
LP-Relaxation durch Schnittebenen verscharft, spricht man von
Branch&Cut-Verfahren. Dies sind derzeit die besten Verfahren fiir
allgemeine gemischt-ganzzahlige Optimierungsprobleme.

Eine effiziente Branch&Cut Implementierung ist sehr schwer:
e Auswahl des nichsten Teilproblems

e Auswahl der Verzweigungsvariable, Fixieren von Variablen
e Teilprobleme effizient inkrementell speichern

e Schnittebenen iiber mehrere Teilprobleme verwalten

o effiziente Heuristiken fiir zuldssige Losungen

etc.

Es gibt Software-Pakete, die alle Verwaltungsaspekte iibernehmen
und einem den Einbau weiterer Schnittebenen und Heuristiken
ermoglichen.

z.B.: SCIP, Cplex, Gurobi, Abacus ...

130: 287¢€[285,287]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Inhaltsiuibersicht

Innere-Punkte-Verfahren und lineare Optimierung iiber Kegeln

131: 288€[288,288]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Inhaltsiuibersicht

Innere-Punkte-Verfahren und lineare Optimierung iiber Kegeln
4.1 Innere-Punkte-Verfahren

132: 289€[289,289]



Innere-Punkte

4.1 Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung
Nachweislich polynomiales Verfahren! [Simplex worst case: exponentiell]

Nutzt Idee der Barriere-Verfahren, um durch das Innere des Polyeders zu
gehen: Ein mit einem Barriere-Parameter p > 0 kontrollierter
Barriere-Term der Zielfunktion vehindert das Verlassen des Inneren.

Eine giinstige Barriere fiir x > 0 ist — log x (streng konvex).

—log x

133: 290€[290,297]



Innere-Punkte

4.1 Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung
Nachweislich polynomiales Verfahren! [Simplex worst case: exponentiell]

Nutzt Idee der Barriere-Verfahren, um durch das Innere des Polyeders zu
gehen: Ein mit einem Barriere-Parameter p > 0 kontrollierter
Barriere-Term der Zielfunktion vehindert das Verlassen des Inneren.

Eine giinstige Barriere fiir x > 0 ist — log x (streng konvex).
x—p(log(x—a)+log(b-x)) fir p=1

Bsp: min x s.t. x € [a=0.5,b = 3.5]
Barriere fiir x > a: —log(x — a)

Barriere fiir x < b: —log(b — x)
Barriereproblem:

min f(x) := x — p(log(x — a) + log(b — x)) °
Starte mit x € (a, b), suche Minimum, ver-
kleinere y1, suche Minimum, etc. ‘

133: 291€[290,297]



Innere-Punkte

4.1 Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung
Nachweislich polynomiales Verfahren! [Simplex worst case: exponentiell]

Nutzt Idee der Barriere-Verfahren, um durch das Innere des Polyeders zu
gehen: Ein mit einem Barriere-Parameter p > 0 kontrollierter
Barriere-Term der Zielfunktion vehindert das Verlassen des Inneren.

Eine giinstige Barriere fiir x > 0 ist — log x (streng konvex).
x—p(log(x—a)+log(b-x)) fur p=0.5

Bsp: min x s.t. x € [a=0.5,b = 3.5]
Barriere fiir x > a: —log(x — a)

Barriere fiir x < b: —log(b — x)
Barriereproblem:

min f(x) := x — p(log(x — a) + log(b — x)) °
Starte mit x € (a, b), suche Minimum, ver-
kleinere y1, suche Minimum, etc. ‘

133: 292€[290,297]



Innere-Punkte

4.1 Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung
Nachweislich polynomiales Verfahren! [Simplex worst case: exponentiell]

Nutzt Idee der Barriere-Verfahren, um durch das Innere des Polyeders zu
gehen: Ein mit einem Barriere-Parameter p > 0 kontrollierter
Barriere-Term der Zielfunktion vehindert das Verlassen des Inneren.

Eine giinstige Barriere fiir x > 0 ist — log x (streng konvex).
x—p(log(x—a)+log(b-x)) fur pu=0.25

Bsp: min x s.t. x € [a=0.5,b = 3.5]
Barriere fiir x > a: —log(x — a)

Barriere fiir x < b: —log(b — x)
Barriereproblem:

min f(x) := x — p(log(x — a) + log(b — x)) °
Starte mit x € (a, b), suche Minimum, ver-
kleinere y1, suche Minimum, etc. ‘

133: 293€[290,297]



Innere-Punkte

4.1 Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung
Nachweislich polynomiales Verfahren! [Simplex worst case: exponentiell]

Nutzt Idee der Barriere-Verfahren, um durch das Innere des Polyeders zu
gehen: Ein mit einem Barriere-Parameter p > 0 kontrollierter
Barriere-Term der Zielfunktion vehindert das Verlassen des Inneren.

Eine giinstige Barriere fiir x > 0 ist — log x (streng konvex).
x—p(log(x—a)+log(b-x)) fir p=0.1

Bsp: min x s.t. x € [a=0.5,b = 3.5]
Barriere fiir x > a: —log(x — a)

Barriere fiir x < b: —log(b — x)
Barriereproblem:

min f(x) := x — p(log(x — a) + log(b — x)) °
Starte mit x € (a, b), suche Minimum, ver-
kleinere y1, suche Minimum, etc. ‘

133: 294€[290,297]



Innere-Punkte

4.1 Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung
Nachweislich polynomiales Verfahren! [Simplex worst case: exponentiell]

Nutzt Idee der Barriere-Verfahren, um durch das Innere des Polyeders zu
gehen: Ein mit einem Barriere-Parameter p > 0 kontrollierter
Barriere-Term der Zielfunktion vehindert das Verlassen des Inneren.

Eine giinstige Barriere fiir x > 0 ist — log x (streng konvex).
x—p(log(x—a)+log(b-x)) fir p=0.01

Bsp: min x s.t. x € [a=0.5,b = 3.5]
Barriere fiir x > a: —log(x — a)

Barriere fiir x < b: —log(b — x)
Barriereproblem:

min f(x) := x — p(log(x — a) + log(b — x)) °
Starte mit x € (a, b), suche Minimum, ver-
kleinere y1, suche Minimum, etc. ‘

133: 295€[290,297]



Innere-Punkte

4.1 Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung
Nachweislich polynomiales Verfahren! [Simplex worst case: exponentiell]

Nutzt Idee der Barriere-Verfahren, um durch das Innere des Polyeders zu

gehen: Ein mit einem Barriere-Parameter p > 0 kontrollierter

Barriere-Term der Zielfunktion vehindert das Verlassen des Inneren.

Eine giinstige Barriere fiir x > 0 ist — log x (streng konvex).
x—p(log(x—a)+log(b-x)) fir p=0.01

Bsp: min x s.t. x € [a=0.5,b = 3.5]
Barriere fiir x > a: —log(x — a)

Barriere fiir x < b: —log(b — x)
Barriereproblem:

min f(x) := x — p(log(x — a) + log(b — x)) °
Starte mit x € (a, b), suche Minimum, ver-
kleinere y1, suche Minimum, etc. ‘

Primales/duales Problem: [fiir x € R": logx = Y_!_, log x;]
min ¢’x max bTy
(P) st. Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>0 z>0

133: 296€[290,297]



Innere-Punkte

4.1 Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung
Nachweislich polynomiales Verfahren! [Simplex worst case: exponentiell]

Nutzt Idee der Barriere-Verfahren, um durch das Innere des Polyeders zu

gehen: Ein mit einem Barriere-Parameter p > 0 kontrollierter

Barriere-Term der Zielfunktion vehindert das Verlassen des Inneren.

Eine giinstige Barriere fiir x > 0 ist — log x (streng konvex).
x—p(log(x—a)+log(b-x)) fir p=0.01

Bsp: min x s.t. x € [a=0.5,b = 3.5]
Barriere fiir x > a: —log(x — a)

Barriere fiir x < b: —log(b — x)
Barriereproblem:

min f(x) := x — p(log(x — a) + log(b — x)) °
Starte mit x € (a, b), suche Minimum, ver-
kleinere y1, suche Minimum, etc. ‘

Primales/duales Barriere-Problem: [fiir x € R": Ioéx - Z,":l Iogx;]‘
min  ¢c"x — plogx max by + plogz
(P.) st Ax=b (D)) st Aly+z=c
[x > 0] [z>0]

133: 297€[290,297]



Innere-Punkte

Das Primal-Duale KKT-System

Der Name KKT bezieht sich auf die Optimalitatsbedingungen fiir
nichtlineare restringierte Optimierung (néheres dazu spéter).

min  ¢c"x — plogx max by + plogz
(P,) st. Ax=0b (D)) st. Aly+z=c
[x > 0] [z > 0]

Fiir die Lagrange-Funktion zum primalen Barriere-Problem (P,,)
Lu(x,y):=cTx+yT(b— Ax) — ulogx
sucht man die Nullstellen der Ableitung nach x und y
Vil,=0 - c—ATy —ux71=0 [xti=[qt T
VyL, =0 — b—-Ax=0

134: 208€[298,300]



Innere-Punkte

(Py)

Fiir die Lagrange-Funktion zum primalen Barriere-Problem (

Das Primal-Duale KKT-System

Der Name KKT bezieht sich auf die Optimalitatsbedingungen fiir
nichtlineare restringierte Optimierung (néheres dazu spéter).

max by + plogz
(D)) st. Aly+z=c

min ¢
st. Ax=0b
[x > 0]

x — plog x

[z > 0]
p

Lu(x,y):=cTx+yT(b— Ax) — ulogx
sucht man die Nullstellen der Ableitung nach x und y

c—ATy —uxt=0
b—Ax=0
Setzt man z = ux~! erhilt man das Primal-Duale KKT-System

Vil,=0 —
VyL,=0 —
Aly+z = ¢
(PD,) Ax = b
xoz = ul

duale Zul3ssigkeit
primale Zul3ssigkeit
perturbierte Komplementaritat

x 1= x717 e
1

-7
s Xn

[z>0]
[x > 0]

[x 0z := [xiz]]

Firu=0:x0z=0< x"z=0, mit x,z € R] Opt.-Bed. fiir (P) und (D)!

134: 209€[298,300]



Innere-Punkte

Das Primal-Duale KKT-System

Der Name KKT bezieht sich auf die Optimalitatsbedingungen fiir
nichtlineare restringierte Optimierung (néheres dazu spéter).

min  ¢c"x — plogx max by + plogz
(P,) st. Ax=0b (D)) st. Aly+z=c
[x > 0] [z > 0]

Fiir die Lagrange-Funktion zum primalen Barriere-Problem (P,,)
Lu(x,y):=cTx+yT(b— Ax) — ulogx
sucht man die Nullstellen der Ableitung nach x und y
Vil,=0 - c—ATy —ux71=0 [xti=[qt T
VyL, =0 — b—-Ax=0
Setzt man z = ux~! erhilt man das Primal-Duale KKT-System

ATy+z = ¢ duale Zul3ssigkeit [z > 0]
(PD,) Ax = b primale Zulissigkeit [x > 0]
xoz = pl | perturbierte Komplementaritit [x oz := [xiz]]

Firu=0:x0z=0< x"z=0, mit x,z € R] Opt.-Bed. fiir (P) und (D)!

Sind (P) und (D) streng zulissig (und hat A vollen Zeilenrang), gibt es

fiir jedes y1 > 0 eine eindeutige Losung (X, yu, z,) € RT xR™ xR, es gilt
x, ist OL von (P,) und (¥, zu) ist OL von (D,,).

134: 300€[298,300]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

u=32
Aly+z = ¢ [z>0] .
(PDN) AX — b [X > O] 35
Xoz ul 8
[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m| .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve 1
Z(p) = (Xus Yus 2u)s >0, '

(X» Vs Z4) € RTXR™<RT 18st (PD,,).

135: 301€[301,313]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

u=16
Aly+z = ¢ [z>0] .
(PDN) AX — b [X > O] 35
Xoz ul 8
[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m| .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve 1
Z(p) = (Xus Yus 2u)s >0, '

(X» Vs Z4) € RTXR™<RT 18st (PD,,).

135: 302€[301,313]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

45 ”’=8
ATy +z = ¢ [z >0] .
(PDN) AX — b [X > O] 35
Xoz ul 8

25

[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m] .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve s
Z(/’(‘) = (Xua.yuazu)7 /J/>0, '

(X, Yy 24) € R XR™ xR lsst (PD,). | L

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

135: 303€[301,313]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

u=4
Aly+z = ¢ [z>0] .
(PDN) AX — b [X > O] 35
Xoz ul 8
[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m| .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve 1
Z(n) = (X Yus Zu)s >0, L
(X» Vs Z4) € RTXR™<RT 18st (PD,,).

135: 304€[301,313]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

u=2
Aly+z = ¢ [z>0] .
(PDN) AX — b [X > O] 35
Xoz ul 8
[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m| .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve 1
Z(p) = (Xus Yus 2u)s >0, '

(X» Vs Z4) € RTXR™<RT 18st (PD,,).

135: 305€[301,313]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

p=1
Aly+z = ¢ [z>0] .
(PDN) AX — b [X > O] 35
Xoz ul 8
[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m| .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve 1
Z(p) = (Xus Yus 2u)s >0, '

(X» Vs Z4) € RTXR™<RT 18st (PD,,).

135: 306€[301,313]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

u=0.5
Aly+z = ¢ [z>0] .
(PDN) AX — b [X > O] 35
Xoz ul 8
[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m| .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve 1
Z(p) = (Xus Yus 2u)s >0, '

(X» Vs Z4) € RTXR™<RT 18st (PD,,).

135: 307€[301,313]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

p=0.25
Aly+z = ¢ [z > 0] .
(PDN) AX — b [X > O] 35
Xoz ul 8
[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m| .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve 1
Z(p) = (Xus Yus 2u)s >0, '

(X» Vs Z4) € RTXR™<RT 18st (PD,,).

135: 308€[301,313]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

p=0.125
Aly+z = ¢ [z > 0] .
(PDN) AX — b [X > O] 35
Xoz ul 8
[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m| .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve 1
Z(/’(‘) = (Xp,a_y;uz“), /J/>0, '

(X» Vs Z4) € RTXR™<RT 18st (PD,,).

135: 300€[301,313]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

11=0.0625
Aly+z = ¢ [z > 0] .
(PDN) AX — b [X > O] 35
Xoz ul 8
[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m| .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve 1
Z(n) = (X Yus Zu)s >0, '

(X» Vs Z4) € RTXR™<RT 18st (PD,,).

135: 310€[301,313]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

11=0.0625
Aly+z = ¢ [z>0] .
(PDH«) AX — b [X > O] 35
Xoz ul 8
[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m] .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve 1
Z(M):(XM,_}/H,ZM)7 /J/>0’ ‘

(X Yus 24) € RTXR™xRY 18st (PD,,).

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Er liegt innerhalb des primalen/dualen Polyeders und konvergiert fiir
1 — 0 gegen das analytische Zentrum der Opt.-Losungen

(x*,y*,z*) = limu_0(Xu, Yus 24) € R x R™ x RY.

135: 311€[301,313]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat

1=0.0625
ATy +z = ¢ [z >0] .
(PD,) Ax = b | [x>0] .
xoz = ul 8

25

[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m] .
Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve s

Z(1) = (X Yus Zu), 11> 0,
(X Yus 24) € RTXR™xRY 18st (PD,,).

1

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Er liegt innerhalb des primalen/dualen Polyeders und konvergiert fiir
1 — 0 gegen das analytische Zentrum der Opt.-Losungen

(x*,y*,z*) = limu_0(Xu, Yus 24) € R x R™ x RY.

x* und (y*,z*) sind OL von (P) und (D) und streng komplementr,
d.h., sie erfiillen x;z; = 0 mit entweder x; > 0 oder z; > 0.

135: 312€[301,313]



Innere-Punkte

Der zentrale Pfad, strenge Komplementaritat
11=0.0625

ATy+z = ¢ [z > 0]
(PD,) Ax = b | [x>0]
xoz = ul

45

4

35

3

25

[(P), (D) str. zul., Rang(A) = m]| .

Der zentrale Pfad ist die glatte Kurve

Z(1) = (X Yus Zu), 11> 0,
(X Yus 24) € RTXR™xRY 18st (PD,,).

Er liegt innerhalb des primalen/dualen Polyeders und konvergiert fiir
1 — 0 gegen das analytische Zentrum der Opt.-Losungen

(x*,y*,z*) = limu_0(Xu, Yus 24) € R x R™ x RY.

x* und (y*,z*) sind OL von (P) und (D) und streng komplementr,
d.h., sie erfiillen x;z; = 0 mit entweder x; > 0 oder z; > 0.

15

1

2 25

3

35

4 45 5

Nur falls die Optimallésung von (P) bzw. (D) eindeutig ist, ist x* bzw.
(y*,z*) auch eine Ecke des zulissigen Polyeders von (P) bzw. (D)!

135: 313€[301,313]




Innere-Punkte

Losung des Primal-Dualen Systems
Z(p) ndhert man iterativ mit dem Newton-Verfahren fiir nichtlineare
Gleichungen an (s. spater): Bestimme fiir gegebenes x > 0, y, Z > 0 den
nachsten Punkt (x + Ax,y + Ay, z + Az) aus der Linearisierung:

Aly+z = ¢ L. ATy +Ay)+z+0z = ¢
Ax = b — 1L Ax+Ax) = b
xoz = pul III. Xoz+Axoz+Xx0Az = ul

136: 314€[314,317)



Innere-Punkte

Losung des Primal-Dualen Systems
Z(p) ndhert man iterativ mit dem Newton-Verfahren fiir nichtlineare
Gleichungen an (s. spater): Bestimme fiir gegebenes x > 0, y, Z > 0 den
nachsten Punkt (x + Ax,y + Ay, z + Az) aus der Linearisierung:

Aly+z = ¢ L. ATy +Ay)+z+0z = ¢
Ax = b — 1L Ax+Ax) = b
xoz = pul III. Xoz+Axoz+Xx0Az = ul

lLausl: Az=c—-ATy—z—-ATAy
2. aus III.: AquEfl727202*1OAz(;)XOZfloATAer...
3.in .. ADiag(xoz HAT Ay =b—Ax+...

136: 315€[314,317]



Innere-Punkte

Losung des Primal-Dualen Systems
Z(p) ndhert man iterativ mit dem Newton-Verfahren fiir nichtlineare
Gleichungen an (s. spater): Bestimme fiir gegebenes x > 0, y, Z > 0 den
nachsten Punkt (x + Ax,y + Ay, z + Az) aus der Linearisierung:

Aly+z = ¢ L. ATy +Ay)+z+0z = ¢
Ax = b — 1L Ax+Ax) = b
xoz = pul III. Xoz+Axoz+Xx0Az = ul

lLausl: Az=c—-ATy—z—-ATAy
2. aus II.: Ax = pz ' —x—Xxoz loAz (25(02*1 o ATAy + ...
3.in .. ADiag(xoz HAT Ay =b—Ax+...
Wegen x > 0,z > 0 ist die Matrix M := ADiag(x 0 z71)AT € R™*™
symmetrisch positiv semidefinit und positiv definit, falls Rang(A) = m.
= Das Gleichungssystem MAy = ... kann in etwa m3/3 arithmetischen
Operationen mit dem Cholesky-Vefahren gelGst werden.
Dieses ,, faktorisiert” M = LLT mit L untere Dreiecksmatrix.
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Innere-Punkte

Losung des Primal-Dualen Systems
Z(p) ndhert man iterativ mit dem Newton-Verfahren fiir nichtlineare
Gleichungen an (s. spater): Bestimme fiir gegebenes x > 0, y, Z > 0 den
nachsten Punkt (x + Ax,y + Ay, z + Az) aus der Linearisierung:

Aly+z = ¢ L. ATy +Ay)+z+0z = ¢
Ax = b — 1L Ax+Ax) = b
xoz = pul III. Xoz+Axoz+Xx0Az = ul

lLausl: Az=c—-ATy—z—-ATAy
2. aus III.: AquEil727202*1OAz(;)XOZfloATAer...
3.in .. ADiag(xoz HAT Ay =b—Ax+...

Wegen x > 0,z > 0 ist die Matrix M := ADiag(x 0 z71)AT € R™*™
symmetrisch positiv semidefinit und positiv definit, falls Rang(A) = m.
= Das Gleichungssystem MAy = ... kann in etwa m3/3 arithmetischen
Operationen mit dem Cholesky-Vefahren gelGst werden.
Dieses , faktorisiert” M = LLT mit L untere Dreiecksmatrix.

Wichtiger Unterschied zum Simplex fiir die Praxis:
A ist meist nur sehr diinn besetzt, fiir Simplex in Agxg = b gut nutzbar!
Trotz vieler Tricks ist L meist sehr viel dichter besetzt als A

— braucht viel mehr Speicher, jede lteration sehr langsam, dafiir wenige!
136: 317€[314,317]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Grobe Naherung fiir Z(u) gentigt

p=1

Fir i > p > 0 mit o — p Klein, ist || Z(7) — Z(w)]| klein. Ist (x,¥,Z) gute
Niherung fiir Z(fz) mit i = X"Z/n und = ofi mit o < 1 nahe bei 1,
dann geniigt ein Newton-Schritt, damit (x + Ax,y + Ay, z 4+ Az) eine
gute Niherung fiir Z(oji) ist mit ofi = (x + Ax)"(z + Az)/n.

137: 318€[318,318]



Innere-Punkte
Algorithmisches Schema fiir Innere-Punkte-Verfahren

Idee: Folge dem zentralen Pfad Z mit Newton-Schritten fiir u — 0.

Input: A, b, ¢, x>0,y,2>0,e>0,0€(0,1)

Setze p «— a%.

Bestimme (Ax, Ay, Az) als Newton-Schritt fiir (PD,,).
Bestimme groBes o € (0,1] mit x + aAx >0, z+ aAz >0
setze (X,¥,2) « (x,7,2) + a(Ax, Ay, Az)

Ist ||b— Ax|| < eund |[c— ATy —z|| <eund X7z < e STOP,
sonst gehe zu 1.

ARl o A

138: 319€[319,321]



Innere-Punkte

Algorithmisches Schema fiir Innere-Punkte-Verfahren

Idee: Folge dem zentralen Pfad Z mit Newton-Schritten fiir u — 0.

Input: A, b, ¢, x>0,y,2>0,e>0,0€(0,1)

1. Setze p « a%.

Bestimme (Ax, Ay, Az) als Newton-Schritt fiir (PD,,).
Bestimme groBes o € (0,1] mit x + aAx >0, z+ aAz >0
setze (X,¥,2) « (x,7,2) + a(Ax, Ay, Az)

Ist ||b— Ax|| < eund |[c— ATy —z|| <eund X7z < e STOP,
sonst gehe zu 1.

agRrwLbd

Sind (P) und (D) zulissig und Rang(A) = m, kann man fiir ein leicht
umformuliertes Problem einen zulassigen Startpunkt X, y,Zz und ein 0 < 1

angeben, sodass der Algorithmus nach hochstens v4/nlog )763 Iterationen
(fiir eine problemunabhingige Konstante v > 0) endet.

138: 320€[319,321]



Innere-Punkte

Algorithmisches Schema fiir Innere-Punkte-Verfahren

Idee: Folge dem zentralen Pfad Z mit Newton-Schritten fiir u — 0.

Input: A, b, ¢, x>0,y,2>0,e>0,0€(0,1)

1. Setze p « a%.

Bestimme (Ax, Ay, Az) als Newton-Schritt fiir (PD,,).
Bestimme groBes o € (0,1] mit x + aAx >0, z+ aAz >0
setze (X,¥,2) « (x,7,2) + a(Ax, Ay, Az)

Ist ||b— Ax|| < eund |[c— ATy —z|| <eund X7z < e STOP,
sonst gehe zu 1.

agRrwLbd

Sind (P) und (D) zulissig und Rang(A) = m, kann man fiir ein leicht
umformuliertes Problem einen zulassigen Startpunkt X, y,Zz und ein 0 < 1

angeben, sodass der Algorithmus nach hochstens v4/nlog )763 Iterationen
(fiir eine problemunabhingige Konstante v > 0) endet.

e Das Ergebnis ist eine Ndherung und keine exakte Lésung!

e Fiir ¢ klein genug kann fiir diese in einem , cross-over"-Schritt eine op-
timale Basis bestimmt werden (benétigt oft viele Simplex-Iterationen).

o Erkennen von Unzulissigkeit/Unbeschranktheit ist deutlich schwerer.

138: 321€[319,321]



Innere-Punkte

Zusammenfassung der Eigenschaften

e Innere-Punkte-Verfahren haben polynomiale Laufzeit.

e Fiir groBe Probleme sind sie oft schneller als Simplex,
Degeneriertheit der Polyeder ist kaum ein Problem.

e Erkennen von Unzul3ssigkeit/Unbeschranktheit ist schwerer.

e Da Schnittebenen den zentralen Pfad groBraumig verdndern,
ist kein guter Warmstart von der alten OL aus mdglich.
— erst cross-over, dann dualer Simplex

e Der gleiche Ansatz funktioniert sehr gut fiir lineare
Programme iiber gutartigen nichtlinearen Kegeln!

130: 322€[322,322]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Inhaltsiuibersicht

Innere-Punkte-Verfahren und lineare Optimierung iiber Kegeln

4.2 Lineare Optimierung iiber Kegeln

140: 323€[323,323]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung
4.2 Lineare Optimierung iiber Kegeln: Konvexe Kegel,

dualer Kegel
Eine Menge K C R" heiBt Kegel,

wenn mit x € K auch ax € K fiir o > 0.

141: 324€[324,331]



LO iiber Kegeln

4.2 Lineare Optimierung iiber Kegeln: Konvexe Kegel,

dualer Kegel
Eine Menge K C R" heiBt Kegel,
wenn mit x € K auch ax € K fiir o > 0. b
Eine Menge K C R” heiBt konvexer Kegel, K\\\
wenn mit x,y € K auch a(x +y) € K fiir a > 0. % \
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LO iiber Kegeln
4.2 Lineare Optimierung iiber Kegeln: Konvexe Kegel,

dualer Kegel
Eine Menge K C R" heiBt Kegel,

wenn mit x € K auch ax € K fiir o > 0. ~

Eine Menge K C R” heiBt konvexer Kegel, K S
wenn mit x,y € K auch a(x +y) € K fiir a > 0. . \

Bspe: 0, {0}, R", R, A3
lineare Unterrdume {x € R" : Ax = 0}.

141: 326€[324,331]



LO iiber Kegeln

4.2 Lineare Optimierung iiber Kegeln: Konvexe Kegel,

dualer Kegel
Eine Menge K C R" heiBt Kegel,
wenn mit x € K auch ax € K fiir o > 0. ~

Eine Menge K C R” heiBt konvexer Kegel, K S
wenn mit x,y € K auch a(x +y) € K fiir a > 0. . \

Bspe: 0, {0}, R", R, A3
lineare Unterrdume {x € R" : Ax = 0}.
Sind K1 CR", K; C R™ konvexe Kegel,

so auch Ki x Ky = {[;] x €Ki,y e Kz}.

141: 327€[324,331]



LO iiber Kegeln

4.2 Lineare Optimierung iiber Kegeln: Konvexe Kegel,

dualer Kegel
Eine Menge K C R" heiBt Kegel,
wenn mit x € K auch ax € K fiir o > 0. b
Eine Menge K C R” heiBt konvexer Kegel, K &
N
wenn mit x,y € K auch a(x +y) € K fiir a > 0. .

Bspe: 0, {0}, R", R,
lineare Unterrdume {x € R" : Ax = 0}.
Sind K1 CR", K; C R™ konvexe Kegel,

so auch Ki x Ky = {[;] x €Ki,y e Kz}.

Ist K C R" konvexer Kegeln, nennt man
K*:={z€R":z"x > 0Vx € K} den zu K dualen Kegel.

141: 328€[324,331]



LO iiber Kegeln
4.2 Lineare Optimierung iiber Kegeln: Konvexe Kegel,

dualer Kegel
Eine Menge K C R" heiBt Kegel,

wenn mit x € K auch ax € K fiir o > 0. ~

Eine Menge K C R” heiBt konvexer Kegel, K S &
wenn mit x,y € K auch a(x +y) € K fiir a > 0. .

Bspe: 0, {0}, R", R,
lineare Unterrdume {x € R" : Ax = 0}.
Sind K1 CR", K; C R™ konvexe Kegel,

so auch Ki x Ky = {[;] x €Ki,y e Kz}.

Ist K C R" konvexer Kegeln, nennt man
K*:={z€R":z"x > 0Vx € K} den zu K dualen Kegel.

Bspe: (R7)* = R7, {0}* = R", (R")* = {0}, (Ki x K2)* = Ki x K.

141: 320€[324,331]



LO iiber Kegeln
4.2 Lineare Optimierung iiber Kegeln: Konvexe Kegel,

dualer Kegel
Eine Menge K C R" heiBt Kegel,

wenn mit x € K auch ax € K fiir o > 0. ~

Eine Menge K C R” heiBt konvexer Kegel, K\\ K
wenn mit x,y € K auch a(x +y) € K fiir a > 0. .

Bspe: 0, {0}, R", R,
lineare Unterrdume {x € R" : Ax = 0}.
Sind K1 CR", K; C R™ konvexe Kegel,

so auch Ki x Ky = {[;] x €Ki,y e Kz}.

Ist K C R" konvexer Kegeln, nennt man
K*:={z€R":z"x > 0Vx € K} den zu K dualen Kegel.

Bspe: (R7)* =R, {0}* =R", (R")* = {0}, (K1 x K2)* = K{ x K.
Fiir die Optimierung wichtig ist die Eigenschaft

infuek z"x = 0 ©z e K
xeK 1 —oco sonst.

141: 330€[324,331]



LO iiber Kegeln
4.2 Lineare Optimierung iiber Kegeln: Konvexe Kegel,

dualer Kegel
Eine Menge K C R" heiBt Kegel,

wenn mit x € K auch ax € K fiir o > 0. ~

Eine Menge K C R” heiBt konvexer Kegel, K\\ K
wenn mit x,y € K auch a(x +y) € K fiir a > 0. .

Bspe: 0, {0}, R", R,
lineare Unterrdume {x € R" : Ax = 0}.
Sind K1 CR", K; C R™ konvexe Kegel,

so auch Ki x Ky = {[;] x €Ki,y e Kz}.

Ist K C R" konvexer Kegeln, nennt man
K*:={z€R":z"x > 0Vx € K} den zu K dualen Kegel.

Bspe: (R7)* =R, {0}* =R", (R")* = {0}, (K1 x K2)* = K{ x K.
Fiir die Optimierung wichtig ist die Eigenschaft

0 & ze KY,

—00  sonst.

Vorsicht! (K*)* = K gilt NUR, wenn K ein abgeschlossener konvexer

Kegel ist!
141: 331€[32%,331]
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LO iiber Kegeln

Primale/Duale lineare Programme iiber Kegeln
Ersetze in der linearen Optimierung RY durch konvexen Kegel K C R":
T : T : T

min ¢'x min  ¢'x min ¢'x
st. Ax=b & st. Ax=b — st. Ax=0b
x>0 x € R x€eK

142: 332€[332,335]



LO iiber Kegeln

Primale/Duale lineare Programme iiber Kegeln
Ersetze in der linearen Optimierung RY durch konvexen Kegel K C R":
T : T : T

min ¢'x min  ¢'x min ¢'x
st. Ax=b & st. Ax=b — st. Ax=0b
x>0 x € R x€eK

Definiere die Lagrange-Funktion
L(x,y):==c"x+yT(b—Ax) fir (x,y) € K x R™.
Fiir y € R™ und Ax = b ist (b — Ax)Ty = 0, daher gilt
fiir alle y e R™: Xlgf{ L(x,y) <inf{c"x:Ax = b,x € K}.

142: 333€[332,335]



LO iiber Kegeln

Primale/Duale lineare Programme iiber Kegeln
Ersetze in der linearen Optimierung RY durch konvexen Kegel K C R":
T : T : T

min ¢'x min  ¢'x min ¢'x
st. Ax=b & st. Ax=b — st. Ax=0b
x>0 x € R x€eK

Definiere die Lagrange-Funktion
L(x,y):==c"x+yT(b—Ax) fir (x,y) € K x R™.
Fiir y € R™ und Ax = b ist (b — Ax)Ty = 0, daher gilt
fiir alle y e R™: Xlgf{ L(x,y) <inf{c"x:Ax = b,x € K}.

Die beste untere Schranke (Lagrange-Relaxation) liefert

sup |nf L(x,y) = sup[bTy + |nf xT(c = ATy)]
yeRmX ye RrRm

142: 334€[332,335]



LO iiber Kegeln

Primale/Duale lineare Programme iiber Kegeln
Ersetze in der linearen Optimierung RY durch konvexen Kegel K C R":
T : T : T

min ¢'x min  ¢'x min ¢'x
st. Ax=b & st. Ax=b — st. Ax=0b
x>0 x € R x€eK

Definiere die Lagrange-Funktion
L(x,y):==c"x+yT(b—Ax) fir (x,y) € K x R™.
Fiir y € R™ und Ax = b ist (b — Ax)Ty = 0, daher gilt
fiir alle y e R™: Xlgf{ L(x,y) <inf{c"x:Ax = b,x € K}.

Die beste untere Schranke (Lagrange-Relaxation) liefert

sup |nf L(x,y) = sup[bTy + |nf xT(c = ATy)]
yeRmX ye RrRm

Das inf ist nur fiir z = c — ATy € K* endlich, das duale Programm lautet

max b’y
st. Aly4+z=c
yeR" ze K*

142: 335¢[332,335]



LO iiber Kegeln

Schwache und starke Dualitat
Sei K C R" ein konvexer Kegel.

min ¢’ x max by
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x e K yeR" ze K*

Nach Konstruktion gilt immer schwache Dualitat, v(P) > v(D),
Gleichheit gilt keineswegs immer (Beispiel spater)!

Fiir starke Dualitdt braucht es Zusatzbedingungen:

143: 336€[336,338]



LO iiber Kegeln

Schwache und starke Dualitat
Sei K C R" ein konvexer Kegel.

min ¢’ x max by
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x e K yeR" ze K*

Nach Konstruktion gilt immer schwache Dualitat, v(P) > v(D),
Gleichheit gilt keineswegs immer (Beispiel spater)!

Fiir starke Dualitdt braucht es Zusatzbedingungen:

Ein primal zul&ssiges X heiBt streng zulissig fiir (P), wenn X im Inneren
von K liegt (3p > 0: B,(X) := {x € R" : ||x = X|| < p} C K). Gibt es so
ein X, heiBt auch (P) streng zul&ssig.

143: 337€[336,338]



LO iiber Kegeln

Schwache und starke Dualitat
Sei K C R" ein konvexer Kegel.

min ¢’ x max by
(P) st Ax=b (D) st. Aly+z=c
x e K yeR" ze K*

Nach Konstruktion gilt immer schwache Dualitat, v(P) > v(D),
Gleichheit gilt keineswegs immer (Beispiel spater)!

Fiir starke Dualitdt braucht es Zusatzbedingungen:

Ein primal zul&ssiges X heiBt streng zulissig fiir (P), wenn X im Inneren
von K liegt (3p > 0: B,(X) := {x € R" : ||x = X|| < p} C K). Gibt es so
ein X, heiBt auch (P) streng zul&ssig.

Ein dual zulissiges (¥, z) heiBt streng zulassig fiir (D), wenn Zz im Inneren
von K* liegt (3p > 0: B,(z) € K*). Gibt es so ein (y, z), heiBt auch (D)
streng zulassig.

Satz (Starke Dualitat)

Ist (P) streng zulissig, wird das duale Optimum v(D) angenommen.
Ist (D) streng zulissig, wird das primale Optimum v(P) angenommen.
In beiden Fillen gilt v(P) = v(D).

143: 338¢€[336,338]



LO iiber Kegeln

Selbstduale Kegel, Innere-Punkte-Verfahren

Hier werden nur drei spezielle Kegelarten K verwendet:
e K =", der nichtnegative Orthant

e K = Q" der quadratische Kegel

e K = ST der Kegel der positiv semidefiniten Matrizen

Die genauen Definitionen von Q" und S7 folgen demnichst.

144: 330€[339,341]



LO iiber Kegeln

Selbstduale Kegel, Innere-Punkte-Verfahren

Hier werden nur drei spezielle Kegelarten K verwendet:
e K =", der nichtnegative Orthant

e K = Q" der quadratische Kegel

e K = ST der Kegel der positiv semidefiniten Matrizen

Die genauen Definitionen von Q" und S7 folgen demnichst.

Die wichtigsten Eigenschaften dieser drei sind:

e Sie sind selbstdual, d.h., K = K*.

e Es sind geeignete Barriere-Funktionen fiir sie bekannt.

e Gute Innere-Punkte-Codes, die die Verwendung der drei gleichzeitig
erlauben, sind fiir MATLAB verfiigbar (SeDuMi, SDPT3).

e Sie ermdglichen viele wichtige Anwendungen zu modellieren.

144: 340€[339,341]



LO iiber Kegeln

Selbstduale Kegel, Innere-Punkte-Verfahren

Hier werden nur drei spezielle Kegelarten K verwendet:
e K =", der nichtnegative Orthant

e K = Q" der quadratische Kegel

e K = ST der Kegel der positiv semidefiniten Matrizen

Die genauen Definitionen von Q" und S7 folgen demnichst.

Die wichtigsten Eigenschaften dieser drei sind:

e Sie sind selbstdual, d.h., K = K*.

e Es sind geeignete Barriere-Funktionen fiir sie bekannt.

e Gute Innere-Punkte-Codes, die die Verwendung der drei gleichzeitig
erlauben, sind fiir MATLAB verfiigbar (SeDuMi, SDPT3).

e Sie ermdglichen viele wichtige Anwendungen zu modellieren.

In den Anwendung ist K oft aus mehreren Einzelkegeln zusammengesetzt,
K=R] x QM x---x QM x S x...x Sk

Das wird sich aber natiirlich ergeben und K = K* gilt fiir diese
Kombinationen immer.

144: 341€[339,341]



SOCP

Inhaltsiuibersicht

Innere-Punkte-Verfahren und lineare Optimierung iiber Kegeln

4.3 Second-Order-Cone Programme
SOC Anwendung: Regularisierung
SOC Anwendung: Klassifizierung, Support-Vektor
SOC Anwendung: Das Markowitz Modell, Chance Constraints

145: 342€[342,342]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

4.3 Der quadratische Kegel (Second Order Cone)
Der quadratische Kegel
oder Second-Order-Cone (SOC)

Q" = {[2] e R :x0 2 |Ix]}} 5

ist ein konvexer Kegel,
denn fiir x,y € Q", a > 0 ist
[a(x + ) < ellx]l + ally] < alxo + yo)-
Q" ist selbstdual, (Q")* = Q".

146: 343€[343,345]



SOCP

4.3 Der quadratische Kegel (Second Order Cone)
Der quadratische Kegel
oder Second-Order-Cone (SOC)
Q"= {[3] e R :x0 = [XII} 5
ist ein konvexer Kegel,
denn fiir x,y € Q", a > 0 ist
la(x + 7))l < allx]| +allyl < alxo + yo)-

Q" ist selbstdual, (Q")* = Q".

Statt x € Q" schreiben wir auch x >¢ 0. Fiir a,b € R™1 ist a >¢g b
gleichbedeutend mit a— b >4 0, also a— b € Q".

Innere-Punkte-Verfahren verwenden — log(x3 — X" x) als Barriere.
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SOCP

4.3 Der quadratische Kegel (Second Order Cone)
Der quadratische Kegel
oder Second-Order-Cone (SOC)
Q"= {[3] e R :x0 = [XII} 5
ist ein konvexer Kegel,
denn fiir x,y € Q", a > 0 ist
la(x + 7))l < allx]| +allyl < alxo + yo)-

Q" ist selbstdual, (Q")* = Q".

Statt x € Q" schreiben wir auch x >¢ 0. Fiir a,b € R™1 ist a >¢g b
gleichbedeutend mit a— b >4 0, also a— b € Q".

Innere-Punkte-Verfahren verwenden — log(x3 — X" x) als Barriere.

Lineare Programme, die als Kegel nur R und mindestens ein Q"
einsetzen, heiBen Second-Order-Cone Programme (kurz SOCP).
Ein SOCP mit nur einem Q" liest sich

min  ¢c’x max by
(P) st. Ax=b (D) st. Aly+z=c
x>g0 yeR™z>00

[Fir nur einen einzelnen SOC ist es sogar explizit |&sbar.]
146: 345€[343,345]



SOCP

Ein SOCP-Beispiel mit Dualitatsliicke

max 0
min - —x» st. y14+2=0
(P) st. x—x1=0 (D) —-wvn+z=0
X0 > \/X}+ X3 zp=-1

147: 346€[346,351]



SOCP

Ein SOCP-Beispiel mit Dualitatsliicke

max 0
min - —x» st. y14+2=0
(P) st. x—x1=0 (D) —-wvn+z=0
X0 > \/X}+ X3 zp=-1

In (P) folgt aus xo = x; und x € Q2, dass x, = 0, also v(P) = 0.

147: 347€[346,351]



SOCP

Ein SOCP-Beispiel mit Dualitatsliicke

max 0
min - —x» st. y1+2=0
(P) st %-x=0 (D) “pta=0
X0 Z \/m Zy = —]_
2>\7E+2
In (P) folgt aus xo = x; und x € Q?, dass xo = 0, also v(P) = 0.
In (D) folgt aus zp = —y1 = —z; und z € Q?, dass z, =0,

in Widerspruch zu z, = —1, also v(D) = —cc.

147: 348€[346,351]



SOCP

Ein SOCP-Beispiel mit Dualitatsliicke

max 0
min - —x» st. y1+2=0
(P) st %-x=0 (D) “pta=0
%0 >\ +3 z=-1
2>\7E+2
In (P) folgt aus xo = x; und x € Q?, dass xo = 0, also v(P) = 0.
In (D) folgt aus zp = —y1 = —z; und z € Q?, dass z, =0,

in Widerspruch zu z, = —1, also v(D) = —cc.

Beachte: v(P) # v(D) geht nur, wenn beide, Primales und Duales,
keinen streng zuldssigen Punkt haben.

147: 349€[346,351]



SOCP

Ein SOCP-Beispiel mit Dualitatsliicke

max 0
min - —x» st. y14+2=0
(P) st x—x=0 (D) —y1+2=0

Xo > \/XF + x5 zy=—1
5

20>\ + 25

In (P) folgt aus xo = x; und x € Q?, dass xo = 0, also v(P) = 0.
In (D) folgt aus zp = —y; = —z und z € Q?, dass z, = 0,
in Widerspruch zu z, = —1, also v(D) = —o0.

Beachte: v(P) # v(D) geht nur, wenn beide, Primales und Duales,
keinen streng zuldssigen Punkt haben.

In Anwendungen hat eine SOC-Nebenbedingung meist die Struktur

T

min c¢'x
st. g'x+d>|Ax—b|
x eR"”

147: 350€[346,351]
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Ein SOCP-Beispiel mit Dualitatsliicke

max 0
min - —x» st. y14+2=0
(P) st x—x=0 (D) —y1+2=0

Xo > \/XF + x5 zy=—1
5

20>\ + 25

In (P) folgt aus xo = x; und x € Q?, dass xo = 0, also v(P) = 0.
In (D) folgt aus zp = —y; = —z und z € Q?, dass z, = 0,
in Widerspruch zu z, = —1, also v(D) = —o0.

Beachte: v(P) # v(D) geht nur, wenn beide, Primales und Duales,
keinen streng zuldssigen Punkt haben.

In Anwendungen hat eine SOC-Nebenbedingung meist die Struktur
T

min  cx min - c’x
— o7
st. g'x+d>|Ax—b| — st x=8g x+d
Y E R X=Ax—-b

[))(_S] >0 0,x e R"”

147: 351€[346,351]



SOCP

4.3.1 SOC Anwendung: Regularisierte Approximation

Ein Datenvektor b € R™ soll einerseits moglichst gut durch eine
Linearkombination ) ; al)x; von Grundfunktionen al) € R™ dargestellt
werden (— ||Ax — b||), andererseits mdchte man die ,, GroBe"” von x
moglichst klein halten oder Eigenschaften von Ax kontrollieren(— f(x)).

148: 352€[352,354]



SOCP

4.3.1 SOC Anwendung: Regularisierte Approximation

Ein Datenvektor b € R™ soll einerseits moglichst gut durch eine
Linearkombination ) ; al)x; von Grundfunktionen al) € R™ dargestellt
werden (— ||Ax — b||), andererseits mdchte man die ,, GroBe"” von x
moglichst klein halten oder Eigenschaften von Ax kontrollieren(— f(x)).

Dieses bikriterielle Problem wird mit Parameter v > 0 skalarisiert zu

in [|Ax — b|| +4f
i [|Ax = bl +F(x)

148: 353€[352,354]



SOCP

4.3.1 SOC Anwendung: Regularisierte Approximation

Ein Datenvektor b € R™ soll einerseits moglichst gut durch eine
Linearkombination ) ; al)x; von Grundfunktionen al) € R™ dargestellt
werden (— ||Ax — b||), andererseits mdchte man die ,, GroBe"” von x
moglichst klein halten oder Eigenschaften von Ax kontrollieren(— f(x)).

Dieses bikriterielle Problem wird mit Parameter v > 0 skalarisiert zu

in [|Ax — b|| +4f
i [|Ax = bl +F(x)

Fiir Anwendungen in der Signalrekonstruktion /-glattung/-entstérung ist
e bj = h(t;) das empfangene Signal zum Zeitpunkt ¢;

. aj(.') = h;(t;) der Wert der Basisfunktion h; zum Zeitpunkt t;

e x; der zu ermittelnde Anteil der Basisfunktion h; am Signal

Die Wahl von f unterscheidet sich je nach Zielen, hier:
e Glattung bei Sprunganteilen
e Reduktion der Zahl verwendeter Basisfunktionen

148: 354€[352,354]



SOCP

Glattung bei Sprunganteilen
Bei Glittung bestraft f normalerweise starke Anderungen in Ax,
bei quadratischer Glattung ware f(x) = 37" ([Ax]j11 — [Ax]))?,
aber dadurch werden Spriinge , herausgeglattet".

149: 355€[355,355]



SOCP
[Folie von Boyd, http://www.stanford.edu/~boyd/cvxbook/, 25.10.2009]
Andere Notation!

total variation reconstruction example

2 T T T T
1
80
-1
_2 . . . J
0 500 1000 1500 2000
2 T T T T
1
8
S0
8
-1
) 500 1000 1500 2000
(2

original signal x and noisy
signal Zcop
150: 356€[356,356],

. .
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. .
0 500 1000 1500 2000

72 L L I
0 500 1000 1500 2000
VA
three solutions on trade-off curve

|& — Zcor||2 versus ¢quad(Z)


http://www.stanford.edu/~boyd/cvxbook/

SOCP

Glattung bei Sprunganteilen
Bei Glittung bestraft f normalerweise starke Anderungen in Ax,
bei quadratischer Glattung ware f(x) = 37" ([Ax]j11 — [Ax]))?,
aber dadurch werden Spriinge , herausgeglattet".
Sollen Sprunganteile erhalten bleiben, verwendet man besser die 1-Norm,

m—1

F(x) = > IAx]j1 — [Ax]j]
j=1
fiir diese diirfen gerne groBe Terme an wenigen Stellen auftreten, solange
dadurch die Summe insgesamt nicht groBer wird.

m—1

1AX = bl| +7 Y [[Ax]j+1 — [Ax])|

min
x€R"
+ =1

ist ein SOCP:

151: 357€[357,357]



SOCP
[Folie von Boyd, http://www.stanford.edu/~boyd/cvxbook/, 25.10.2009]
Andere Notation!

0 500 1000 1500 2000

0 500 1000 1500 2000
(2

original signal x and noisy
signal Zcor

152: 358¢€[358,358]
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SOCP

Glattung bei Sprunganteilen
Bei Glittung bestraft f normalerweise starke Anderungen in Ax,
bei quadratischer Glattung ware f(x) = 37" ([Ax]j11 — [Ax]))?,
aber dadurch werden Spriinge , herausgeglattet".
Sollen Sprunganteile erhalten bleiben, verwendet man besser die 1-Norm,

m—1

F(x) = > IAx]j1 — [Ax]j]
j=1
fiir diese diirfen gerne groBe Terme an wenigen Stellen auftreten, solange
dadurch die Summe insgesamt nicht groBer wird.

m—1

1AX = bl| +7 Y [[Ax]j+1 — [Ax])|

min
x€R"
+ =1

ist ein SOCP:

153: 359€[359,360]



SOCP

Glattung bei Sprunganteilen
Bei Glittung bestraft f normalerweise starke Anderungen in Ax,
bei quadratischer Glattung ware f(x) = 37" ([Ax]j11 — [Ax]))?,
aber dadurch werden Spriinge , herausgeglattet".
Sollen Sprunganteile erhalten bleiben, verwendet man besser die 1-Norm,

m—1

F(x) = D [[Ax]js1 — [AX]j],

Jj=1
fiir diese diirfen gerne groBe Terme an wenigen Stellen auftreten, solange
dadurch die Summe insgesamt nicht groBer wird.

m—1
min [[Ax — bl +5 Y l[Ax]j1 — A
+ =1
ist ein SOCP: [Notation: A;, ... Zeile j von A]

. -1
min o+ s
st. £—Ax— —b
-5 < (Ajf1,e —Aje)x<s; j=1,....m-1
[5;] >00,x>0,5>0
153: 360€[359,360]



SOCP

Reduktion der Zahl verwendeter Basisfunktionen

Wenn man weiB, dass sich das Signal nur aus wenigen Basisfunktionen
zusammensetzt oder zur Datenkompression nur wenige verwenden will,
mochte man ein gemischt-ganzzahliges nichtlineares Problem I6sen:

min ||[Ax — b|| +y{i=1,...,n:x; > 0}|.
xER*

154: 361€[361,363]



SOCP

Reduktion der Zahl verwendeter Basisfunktionen

Wenn man weiB, dass sich das Signal nur aus wenigen Basisfunktionen
zusammensetzt oder zur Datenkompression nur wenige verwenden will,
mochte man ein gemischt-ganzzahliges nichtlineares Problem I6sen:

min ||[Ax — b|| +y{i=1,...,n:x; > 0}|.
xERT
Dies ist zu aufwendig, daher gibt man sich mit der 1-Norm zufrieden,

1AX = Il +7 > Ixil,

i=1

min
xeER*

und hofft, dass diese den Wert auf nur wenige Koordinaten konzentriert.

Ubung: Erstelle das SOCP zur 1-Norm Variante.

154: 362€[361,363]



SOCP

Reduktion der Zahl verwendeter Basisfunktionen

Wenn man weiB, dass sich das Signal nur aus wenigen Basisfunktionen
zusammensetzt oder zur Datenkompression nur wenige verwenden will,
mochte man ein gemischt-ganzzahliges nichtlineares Problem I6sen:

min ||[Ax — b|| +y{i=1,...,n:x; > 0}|.
xER*

Dies ist zu aufwendig, daher gibt man sich mit der 1-Norm zufrieden,

1AX = Il +7 > Ixil,

i=1

min
xeER*

und hofft, dass diese den Wert auf nur wenige Koordinaten konzentriert.

Ubung: Erstelle das SOCP zur 1-Norm Variante.

Bei bikriteriellen Aufgaben bietet es sich an, das Problem fiir mehrere
Parameterwerte v > 0 zu |6sen und die jeweils erzeugten
Funktionswertpaare in einer Graphik miteinander zu vergleichen.

154: 363€[361,363]



SOCP

4.3.2 Klassifizierung, Support-Vektor
Fir Datenpunkte im R”, die eine bestimmte Eigenschaft haben bzw.
nicht haben, soll eine Ebene gefunden werden, die die Punkttypen
»moglichst gut" voneinander trennt (Ziel: neue Punkte klassifizieren).

155: 364€[364,367]



SOCP

4.3.2 Klassifizierung, Support-Vektor
Fir Datenpunkte im R”, die eine bestimmte Eigenschaft haben bzw.
nicht haben, soll eine Ebene gefunden werden, die die Punkttypen
»moglichst gut" voneinander trennt (Ziel: neue Punkte klassifizieren).

Gegeben zwei disjunkte endliche Mengen o o o Lo asb
G,R C R", finde a’x + b (mit Variablen
a und b) mit ,,mdglichst* a’x + b > 1 fiir
x€Gunda'x+b< —1firxeR.

Schwierigkeiten:

o Fiir gute Trennung soll ||a| klein sein.

e Was tun, wenn Fehlklassifizierungen
unvermeidbar sind?

155: 365€[364,367]



SOCP

4.3.2 Klassifizierung, Support-Vektor
Fir Datenpunkte im R”, die eine bestimmte Eigenschaft haben bzw.
nicht haben, soll eine Ebene gefunden werden, die die Punkttypen
»moglichst gut" voneinander trennt (Ziel: neue Punkte klassifizieren).

Gegeben zwei disjunkte endliche Mengen o ° o o Lo asb
G,R C R", finde a’x + b (mit Variablen -
a und b) mit ,,mdglichst* a’x + b > 1 fiir
x€Gunda'x+b< —1firxeR.

Schwierigkeiten:

o Fiir gute Trennung soll ||a| klein sein.

e Was tun, wenn Fehlklassifizierungen
unvermeidbar sind?

Ein Ansatz: Minimiere gleichzeitig ||a|| und die Summe der Verletzungen
der Ungleichungsbedingungen, skalarisiert mit Parameter v > 0,
min |lall + 7>, cour Sx
st. xTa—b>1—s5, xeG
xTa—b<s, —1 x€eR
aceR" beR,seRSFR

155: 366€[364,367]



SOCP

4.3.2 Klassifizierung, Support-Vektor
Fir Datenpunkte im R”, die eine bestimmte Eigenschaft haben bzw.
nicht haben, soll eine Ebene gefunden werden, die die Punkttypen
»moglichst gut" voneinander trennt (Ziel: neue Punkte klassifizieren).

Gegeben zwei disjunkte endliche Mengen o ° o o Lo asb
G,R C R", finde a’x + b (mit Variablen -
a und b) mit ,,mdglichst* a’x + b > 1 fiir
x€Gunda'x+b< —1firxeR.

Schwierigkeiten:

o Fiir gute Trennung soll ||a| klein sein.

e Was tun, wenn Fehlklassifizierungen
unvermeidbar sind?

Ein Ansatz: Minimiere gleichzeitig ||a|| und die Summe der Verletzungen
der Ungleichungsbedingungen, skalarisiert mit Parameter v > 0,

min [lall + 7> ccur Sx min a0 + 7> ccur Sx

st. xTa—b>1—s5, xeG st. xTa—b>1—s, xeG
xTa—b<s, —1 x€eR - xTa—b<s, —1 xX€ER
aceR" beR,seRSFR [*] >0 0,beR,s>0

155: 367€[364,367]



SOCP

4.3.3 Das Markowitz Modell

Im Markowitz-Modell der Portfolio-Optimierung soll gegebenes Kapital so
mit einem erwarteten Mindestgewinn investiert werden, dass das Risiko
minimiert wird.

156: 368€[368,370]



SOCP

4.3.3 Das Markowitz Modell

Im Markowitz-Modell der Portfolio-Optimierung soll gegebenes Kapital so
mit einem erwarteten Mindestgewinn investiert werden, dass das Risiko
minimiert wird.

x € R mit 17x =1 gibt den Anteil des Budgets an, der in Aktien
1,..., n investiert wird. Der Gewinn g pro Anteil ist eine Zufallsvariable
mit Erwartungswert g € R" und Kovarianzmatrix G € S7 (n x n, positiv
semidefinit), s € R sei ein gegebener Schwellwert. Als MaB fiir das Risiko
sieht das Markowitz-Modell x ™ Gx vor. [Andere MaBe méglich!]

min  x7 Gx

st. glx>s
1"x=1
x € R

156: 369€[368,370]



SOCP

4.3.3 Das Markowitz Modell

Im Markowitz-Modell der Portfolio-Optimierung soll gegebenes Kapital so
mit einem erwarteten Mindestgewinn investiert werden, dass das Risiko
minimiert wird.

x € R mit 17x =1 gibt den Anteil des Budgets an, der in Aktien
1,..., n investiert wird. Der Gewinn g pro Anteil ist eine Zufallsvariable
mit Erwartungswert g € R" und Kovarianzmatrix G € S7 (n x n, positiv
semidefinit), s € R sei ein gegebener Schwellwert. Als MaB fiir das Risiko
sieht das Markowitz-Modell x ™ Gx vor. [Andere MaBe méglich!]

min  x! Gx
st. glx>s
17x=1
x € R
Wegen G positiv semidefinit ist das ein konvex quadratisches Problem.

[Das bikriterielle Ziel Gewinn gegen Risiko wird hier durch eine
Nebenbedingung an eines der Kriterien umgesetzt.]

Modellierung als SOCP?

156: 370€[368,370]
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Quadratische Nebenbedingungen mit SOCP

Sei Q € ST positiv definit, g € R", d € R. Die konvex quadratische
Nebenbedingung

1
5x70x+ g’x+d<0
l3sst sich mit Q = Q> Q: iiber
|Q%x+ @ #ql < VaTQTq~2d

als SOC-Nebenbedinung schreiben (Beweis: beide Seiten quadrieren).
[Eigenwertzerlegung Q=PAPT — Q:=PA:PT, A=Diag(\1,...,An)>0]

157: 371€[371,372]



SOCP

Quadratische Nebenbedingungen mit SOCP

Sei Q € ST positiv definit, g € R", d € R. Die konvex quadratische
Nebenbedingung

1
EXTQX +q¢"x+d<0
l3sst sich mit Q = Q> Q: iiber
|Q%x+ @ #ql < VaTQTq~2d

als SOC-Nebenbedinung schreiben (Beweis: beide Seiten quadrieren).
[Eigenwertzerlegung Q=PAPT — Q:=PA:PT, A=Diag(\1,...,An)>0]

Fiir das Markowitz-Modell ist es einfacher, xy > ||G2x| reicht aus

min X

st. x=Gix
ngzs
1"x=1

(3] 200.x>0

157: 372€[371,372]



SOCP
Probabilistische Nebenbedingung, Chance Constraint
Unter der Annahme, dass g mit Varianz G um g normalverteilt ist,
sollen nun zusatzlich nur Investitionsplane erlaubt werden, fiir die

die Wahrscheinlichkeit, dass der Gewinn tiber einem Schwellwert
s < s bleibt, mindestens 7 € (0, 1) ist,

P(g™x >s) >

158: 373€[373,374]



SOCP

Probabilistische Nebenbedingung, Chance Constraint

Unter der Annahme, dass g mit Varianz G um g normalverteilt ist,
sollen nun zusatzlich nur Investitionsplane erlaubt werden, fiir die
die Wahrscheinlichkeit, dass der Gewinn iiber einem Schwellwert

s < s bleibt, mindestens 7 € (0, 1) ist,

min  x' Gx
s.t. ng >s
Plg'x>s)>2n  — P(g"x>s)>n
17x=1
x € R

Dies modelliert man mit einer Technik der robusten Optimierung:
g x > s wird als Ungleichung mit unsicheren Koeffizienten
aufgefasst.

158: 374€[373,374]



SOCP
Nebenbedingungen mit unsicheren Koeffizienten

Ist in einer Ungleichung a” x < b iiber die Koeffizienten nur bekannt,
dass a € {3+ Hu : |Ju]| = 1} fiir gegebens H € S} (pos. semidef), und
soll x diese Ungleichung fiir all diese a erfiillen, so muss

HmHaxléTx +uTHx=3"x+ [[Hx|| < b
ull=

gelten.

159: 375¢[375,377]



SOCP
Nebenbedingungen mit unsicheren Koeffizienten

Ist in einer Ungleichung a” x < b iiber die Koeffizienten nur bekannt,
dass a € {3+ Hu : |Ju]| = 1} fiir gegebens H € S} (pos. semidef), und
soll x diese Ungleichung fiir all diese a erfiillen, so muss

HmHaxléTx +uTHx=3"x+ [[Hx|| < b
ull=

gelten. Letztere Ungleichung ist als SOC darstellbar in der Form

= b—3'x
= Hx

&
¢
) c socn:{(gg):||f||S£o,seR"}

(Eo
i3

159: 376€[375,377]



SOCP

Nebenbedingungen mit unsicheren Koeffizienten

Ist in einer Ungleichung a” x < b iiber die Koeffizienten nur bekannt,
dass a € {3+ Hu : |Ju]| = 1} fiir gegebens H € S} (pos. semidef), und
soll x diese Ungleichung fiir all diese a erfiillen, so muss

HmHaxléTx +uTHx =3 x+||Hx|| < b
olim

gelten. Letztere Ungleichung ist als SOC darstellbar in der Form

&o b—3aTx
& = Hx

(?) SOCn={<€€O)1||f||S507§€R"}

Fiir die probabilistische Interpretation sei g normalverteilt um g mit
Kovarianzmatrix G = H? und ng > s soll mit Wahrscheinlichkeit

0 < n < 1 erfiillt sein, dann entspricht P(g"x > s) > 7 der
Nebenbedingung —g 7 x + ®~1(n)||Hx|| < —s.  [® ...Normalverteilung]

m

159: 377¢€[375,377]



Semidefinite Optimierung

Inhaltsiuibersicht

Innere-Punkte-Verfahren und lineare Optimierung iiber Kegeln

4.4 Semidefinite Optimierung
SDP Anwendung: Robuste Stabilitdt dynamischer Systeme
SDP Anwendung: Entwurf von Experimenten
(SDP Anwendung: Graphenpartition)
(SDP Anwendung: geometrische Einbettungen)

160: 378€[378,378]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

4.4 Semidefinte Optimierung: Positiv semidefinite Matrizen
Eine symmetrische Matrix A € S" := {A € R™" : A= AT} heiBt positiv
semidefinit, falls vT Av >0 Vv € R"; wir schreiben A € ST oder A = 0.

Sie heiBt positiv definit (A€ S7, A= 0), falls vTAv > 0 Vv € R"\ {0}.
[Fir A=0(>=0)und JC {1,...,n}ist Aj ;=0 (> 0)]

161: 379€[379,382]



Semidefinite Optimierung

4.4 Semidefinte Optimierung: Positiv semidefinite Matrizen
Eine symmetrische Matrix A € S" := {A € R™" : A= AT} heiBt positiv
semidefinit, falls vT Av >0 Vv € R"; wir schreiben A € ST oder A = 0.

Sie heiBt positiv definit (A € ST, A= 0), falls vTAv > 0 Vv e R”\ {0}.
[Fir A=0(>=0)und JC {1,...,n}ist Aj ;=0 (> 0)]

A € R heiBt Eigenwert und v € R" \ {0} Eigenvektor von A, falls Av = Av.
Fiir jedes A € S" gibt es eine Eigenwertzerlegung A = PAPT mit reellem
A = Diag(\1, ..., As) und P € R™" orthogonal (d.h., PTP = I).

Fiir P=[vi,...,vy] ist A= PAPT =37 NjvvT.

161: 380€[379,382]



Semidefinite Optimierung

4.4 Semidefinte Optimierung: Positiv semidefinite Matrizen
Eine symmetrische Matrix A € S" := {A € R™" : A= AT} heiBt positiv
semidefinit, falls vT Av >0 Vv € R"; wir schreiben A € ST oder A = 0.

Sie heiBt positiv definit (A € ST, A= 0), falls vTAv > 0 Vv e R”\ {0}.
[Fir A=0(>=0)und JC {1,...,n}ist Aj ;=0 (> 0)]

A € R heiBt Eigenwert und v € R" \ {0} Eigenvektor von A, falls Av = Av.
Fiir jedes A € S" gibt es eine Eigenwertzerlegung A = PAPT mit reellem
A = Diag(\1, ..., As) und P € R™" orthogonal (d.h., PTP = I).

Fiir P=[vi,...,vy] ist A= PAPT =37 NjvvT.

Fiir A, B € S" verwenden wir als inneres Produkt

(AB):= Y AjB;  [=vec(A) vec(B)]

1<ij<n

161: 381€[379,382]



Semidefinite Optimierung

4.4 Semidefinte Optimierung: Positiv semidefinite Matrizen
Eine symmetrische Matrix A € S" := {A € R™" : A= AT} heiBt positiv
semidefinit, falls vT Av >0 Vv € R"; wir schreiben A € ST oder A = 0.

Sie heiBt positiv definit (A € ST, A= 0), falls vTAv > 0 Vv e R”\ {0}.
[Fir A=0(>=0)und JC {1,...,n}ist Aj ;=0 (> 0)]

A € R heiBt Eigenwert und v € R" \ {0} Eigenvektor von A, falls Av = Av.
Fiir jedes A € S" gibt es eine Eigenwertzerlegung A = PAPT mit reellem
A = Diag(\1, ..., As) und P € R™" orthogonal (d.h., PTP = I).

Fiir P =[v1,...,v,] ist A= PAPT = > Avivil

Fiir A, B € S" verwenden wir als inneres Produkt

(AB):= Y AjB;  [=vec(A) vec(B)]

1<ij<n
Satz
Fiir A € 5" sind folgende Bedingungen dquivalent:
e A= 0,
e \(A)>0,i=1,...,n, [= det(A) > 0]
e A= C'C fiir ein C € R**", [Es gilt: Rang(A) = Rang(C)]

e (AB)>0 VB:=0.

161: 382€[379,382]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der Kegel der positiv semidefiniten Matrizen

Die positiv semidefiniten Matrizen S
bilden einen konvexen Kegel,

denn fir X,Y € S7, aa >0 ist Vv € R"
vila(X+Y))v=a(vTXv+vTYv)>0.

Aus Ac S < (A, B) > 0VB = 0 folgt:
ST ist selbstdual, (S7)* = S1.

X Z

Bild rechts: 52 = [ z } = 0. v

162: 383€[383,386]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der Kegel der positiv semidefiniten Matrizen

Die positiv semidefiniten Matrizen S
bilden einen konvexen Kegel,

denn fir X,Y € S7, aa >0 ist Vv € R"
vila(X+Y))v=a(vTXv+vTYv)>0.

Aus Ac S < (A, B) > 0VB = 0 folgt:
ST ist selbstdual, (S7)* = S1.

X Z

Bild rechts: 52 = [ z } = 0. v

o Ist B € R™" regulir (=invertierbar), gilt X =0 <« BTXB 0.

162: 384€[383,386]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der Kegel der positiv semidefiniten Matrizen

Die positiv semidefiniten Matrizen S
bilden einen konvexen Kegel,

denn fir X,Y € S7, aa >0 ist Vv € R"
vila(X+Y))v=a(vTXv+vTYv)>0.

Aus Ac S < (A, B) > 0VB = 0 folgt:
ST ist selbstdual, (S7)* = S1.

X Z

Bild rechts: 52 = [ 2y } = 0. S g

o Ist B € R™" regulir (=invertierbar), gilt X =0 <« BTXB 0.
e Fiir A— B > 0 schreiben wir auch A = B.

162: 385¢[383,386]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Der Kegel der positiv semidefiniten Matrizen

Die positiv semidefiniten Matrizen S
bilden einen konvexen Kegel,

denn fiir X, Y € S, a > 0 ist Vv € R”
vila(X+Y))v=a(vTXv+vTYv)>0.

Aus Ac S < (A, B) > 0VB = 0 folgt:
ST ist selbstdual, (S7)* = S1.

Bild rechts: 52 = [ )z< )Z/ } = 0. o — s

8 10

o Ist B € R™" regulir (=invertierbar), gilt X =0 <« BTXB 0.
e Fiir A— B > 0 schreiben wir auch A = B.

In der Modellierung semidefiniter Programme besonders niitzlich:
Satz (Schur-Komplement)
Fir Ac ST, C € S] und B € R™*" gilt
A B
BT C

162: 386€[383,386]

} =0 (bzw.=0) <= C»=B'A'B (bzw. > 0)



Semidefinite Optimierung

LP < Semidefinites Programm

163: 387¢[387,387]

min  c’x min  (C, X)
st. Ax=b st. AX=0b
x>0 X>0
x € R XeSsh
cTx =Y cx (€, X) =221, GiXij
alTX <A1,X>
Ax = AX = :
amx (Am, X)
ATy =37 aiyi ATy =37, Aiyi
max b’y max b’y
st. ATy+z=c st. Aly+7Z=¢C
yeR™ z>0 yeR™ Z>0



Semidefinite Optimierung

Semidefinites Programm (SDP) in Normalform

min  (C, X) max bTy
(P) st. AX=0b (D) st. Aly+Z=C
X =0 yeR"Z>0

Ist eines der beiden streng zulissig, gilt v(P) = v(D).

164: 388€[388,390]



Semidefinite Optimierung

Semidefinites Programm (SDP) in Normalform

min  (C, X) max bTy
(P) st. AX=0b (D) st. Aly+Z=C
X =0 yeR"Z>0

Ist eines der beiden streng zulissig, gilt v(P) = v(D).

In der Praxis gibt es oft mehrere X; = 0, fiir die Theorie reicht eine:

X, 0 -+ 0
Xi =0, X=0, ..., Xe =0 & (_’ % =0
. o0
0 -+ 0 X

= Semidefinite Optimierung enthilt Lineare Optimierung (X; € S1).

164: 389€[388,390]



Semidefinite Optimierung

Semidefinites Programm (SDP) in Normalform

min  (C, X) max bTy
(P) st. AX=0b (D) st. Aly+Z=C
X =0 yeR"Z>0

Ist eines der beiden streng zulissig, gilt v(P) = v(D).

In der Praxis gibt es oft mehrere X; = 0, fiir die Theorie reicht eine:

X1 0 0
XlthXZEO,...7XkEO = 0 X2 i . EO

¢

0 0 X

= Semidefinite Optimierung enthilt Lineare Optimierung (X; € S1).

Mit semidefiniter Optimierung sind auch SOC-Bedingungen darstellbar:
X 1 ur xT
[)io} >00 "B o> —xTIx W [ oo

= 0.
X Xo X Xo/il_

[fiir xo = 0 direkt nachpriifen]
164: 390€[388,300]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

[llustration: X &€ S?r geschnitten mit (A, X) = (3

X=[% %1]=o0.
z y
=x>0,y>0xy—22>0

>
SIS
SN
SN
SO S SIS,

ey

165: 301€[391,395]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

lllustration: X € S2 geschnitten mit (A, X) = 3

X = [ X ] - 0.
z y

=x>0,y>0 xy—2>2>0

165: 392€[391,395]



Innere-Punkte

LO iiber Kegeln

SOCP

Semidefinite Optimierung

lllustration: X € S2 geschnitten mit (A, X) =

X Zz

= = 0.

z Yy

=x>0,y>0xy—22>0

A=0,6>0

— ,,Normalfall Ellipse"

165: 393€[391,395]
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Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

[llustration: X &€ S?r geschnitten mit (A, X) = (3

X:{X Z]zo.
z y

=x>0,y>0xy—22>0

S e Ry

e
RATITIITFIT T T 777
L I

7
R 77

AT II IS TT T

A=0,6>0

0 1
= 1 0 76 <0—z= %ﬁ
& xy > 1%, Hyperbel

165: 394€[391,395]



Innere-Punkte LO iiber Kegeln

SOCP Semidefinite Optimierung

[llustration: X &€ S?r geschnitten mit (A, X) = (3

X=|% *1=o.

z y | =
=x>0,y>0 xy—2>2>0

A=0,6>0
— ,,Normalfall Ellipse"

0 1
10
& xy > 1%, Hyperbel

A= B<0—-z=1p

A=w! 3=0—-vEVzu) =0
Nur Randpunkte, numerisch schwer!

165: 395€[391,395]
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min X2
0 X12 0
s.t. X12 X2 0
0 0 1 + X12
Entsprechende Matrizen:
0 10
C= % 0 0 [,
0 0 O
0 -3 0
A=| -3 0 0
0 0 1
0 01
As=| 0 0 O
1 00
xx1=0 = xp=0,
Zyp = = % =0,

166: 396€[396,396]

Beispiel mit Dualitatsliicke

Semidefinite Optimierung

max y1
-2 % —¥3
=0 st Z=| BEL 0 -y | =0
—Y3 —Y4 —N
max (C, X)
(A, X) =1
1 0 O
A=|0 0 0 (A2, X) =0
00 0 (As, X) =0
—
A= 0 0 1 Xz0
01 0

primale Optimalldsung ist 0.

duale Optimallésung ist —1.



Semidefinite Optimierung

Problem: Primales Problem instabil

min X12
e X12 0
s.t. X12  X22 0 EO
0 0 1+X12
Entsprechende Matrizen:
[0 L o
c=| 100
|0 00
0 -170
A= -1 0 0], A=
0 0 1
0 0 1
As=|0 0 0 [, As=
100

2
x33>0 = xip>—1, x> 22,

Zp =0 = %:O.}Q:Ox

167: 307€[397,397]

[eNeNolNoNol S

max

_H O OOOOoO

st. Z=

O OO OO

—)2
14y
2

-3

1ty

on
[
=

primale Optimallosung ist —1.
duale Optimallésung ist —1.



Semidefinite Optimierung

SOCP

LO iiber Kegeln

Innere-Punkte

zxu_eo
ALAl
IR
X X
—

I o
AL
g3
X X
o o
Al
W W
—

0
0
14 x12

X12
X22
0

€
X12
0

2w

S R

R = S

w )

] —~

o -

< - T«

- o

W — X

~ =
SR

Y= —

«Ua w X £
T
2 2

c

.0 © o _.

£ A=

[ W oy »

o | . He)

Pt e S
5 3

o L& N

02 04 06 08 1

X‘I?
Mathem. Grund: die Menge {[ﬁ))(()} X = 0} ist nicht abgeschlossen.

08 -06 -04 02 0

-1

000000000000

168: 308€[398,398]



Semidefinite Optimierung

SDP und Eigenwertoptimierung
Fiir A € S" bezeichne Ayin(A) := A1(A) < -+ < A (A) = Amax(A). Es
gilt \i(A+ yol) = Ni(A) + yo fir i=1,...,nund yp € R.

169: 399€[399,401]



Semidefinite Optimierung

SDP und Eigenwertoptimierung
Fiir A € S" bezeichne Ayin(A) := A1(A) < -+ < A (A) = Amax(A). Es
gilt \i(A+ yol) = Ni(A) + yo fir i=1,...,nund yp € R.

In der Optimalsteuerung ist die Stabilitit eines Systems gewahrleistet,
wenn man fiir die von Steuerparametern y € R™ abhangige Systemmatrix
A(y) nachweisen kann, dass Amax(A(y)) < 0.

Ist A(y) affin, etwa A(y) := C — Y1, yiA; mit C,A; € S", fiihrt das auf

i )\max - T
Jmin, (C—-Aly)

169: 400€[399,401]



Semidefinite Optimierung

SDP und Eigenwertoptimierung
Fiir A € S" bezeichne Ayin(A) := A1(A) < -+ < A (A) = Amax(A). Es
gilt \i(A+ yol) = Ni(A) + yo fir i=1,...,nund yp € R.

In der Optimalsteuerung ist die Stabilitit eines Systems gewahrleistet,
wenn man fiir die von Steuerparametern y € R™ abhangige Systemmatrix
A(y) nachweisen kann, dass Amax(A(y)) < 0.

Ist A(y) affin, etwa A(y) := C — Y1, yiA; mit C,A; € S", fiihrt das auf

i )\max - T
Jmin, (C—-Aly)

Zur Modellierung als SDP: Apax(A) = —Amin(—A) und
Yo 2 )\max(C_ATy) = y0+)\min(ATy_C) Z 0 & )\min(yOI+ATy_C) Z 0
Wegen Z = 0 < Amin(Z) > 0 gilt daher

min Yo
min Amax(C—ATy) &  st. Z=yl+ATy-C
yeR yeR™ Z>0

169: 401€[399,401]



Semidefinite Optimierung

Lineare Matrix Ungleichungen (LMI)
Eine Bedingung der Form

ViAL+yoho + -+ ymAn 2 C

mit A;, C € S" heiBt lineare Matrix Ungleichung (Linear Matrix Inequality).
Zulissige y € R™ sind SDP-darstellbar, {y € R™ : ATy + Z = C,Z = 0}.

170: 402€[402,404]



Semidefinite Optimierung

Lineare Matrix Ungleichungen (LMI)
Eine Bedingung der Form

ViAL+yoho + -+ ymAn 2 C

mit A;, C € S" heiBt lineare Matrix Ungleichung (Linear Matrix Inequality).
Zulissige y € R™ sind SDP-darstellbar, {y € R™ : ATy + Z = C,Z = 0}.

Bsp: Die Lyapunov Ungleichung fordert fiir festes P = [ps, ..., pn] € R"™*"
PT™X +XP <0, X >O0.

In LMI-Darstellung wire y = [x11, X12, - - - , X1n, X202, X23, - - - , Xnn] ', aber es
wiare umstdndlich/sinnlos, die A; fiir diese Ungleichungen anzugeben, die
Struktur lasst sich im SDP besser direkt nutzen.

170: 403€[402,404]



Semidefinite Optimierung

Lineare Matrix Ungleichungen (LMI)
Eine Bedingung der Form

ViAL+yoho + -+ ymAn 2 C

mit A;, C € S" heiBt lineare Matrix Ungleichung (Linear Matrix Inequality).
Zulissige y € R™ sind SDP-darstellbar, {y € R™ : ATy + Z = C,Z = 0}.

Bsp: Die Lyapunov Ungleichung fordert fiir festes P = [ps, ..., pn] € R"™*"
PT™X +XP <0, X >O0.

In LMI-Darstellung wire y = [x11, X12, - - - , X1n, X202, X23, - - - , Xnn] ', aber es
wiare umstdndlich/sinnlos, die A; fiir diese Ungleichungen anzugeben, die
Struktur lasst sich im SDP besser direkt nutzen.

Um LMIls zu erkennen, reicht es festzustellen, dass die Matrizen linear
von den jeweiligen Variablen abhangen:

Die Matrix-Multiplikation PTX (bzw . XP) ist linear in X.
Wie erzwingt man positive Definitheit?

170: 404€[402,404]



Semidefinite Optimierung

Die semidefinite Barrierefunktion — log det X
Wegen det X = [[,_; Mi(X) st

—logdet X = —log [T Mi(X) = =) log \i(X)
k=1 k=1
eine Barrierefunktion fiir X = 0 (< A;(X) > 0) und nur fir X >~ 0

(& Ai(X) > 0) erklart. [vergl. Barriere — " log x; fiir x > 0 in LP]

Innere-Punkte-Verfahren fiir SDP nutzen diese Barrierefunktion. [wie LP!]

171: 405€[405,406]



Semidefinite Optimierung

Die semidefinite Barrierefunktion — log det X
Wegen det X = [[,_; Mi(X) st

—logdet X = —IogHA,-(X) = —Zlog/\,-(X)
k=1 k=1

eine Barrierefunktion fiir X = 0 (< A;(X) > 0) und nur fir X >~ 0
(& Ai(X) > 0) erklart. [vergl. Barriere — " log x; fiir x > 0 in LP]

Innere-Punkte-Verfahren fiir SDP nutzen diese Barrierefunktion. [wie LP!]

— log det X wird auch genutzt, um streng zuldssige Lésungen zu finden,
z.B.
min  — logdet X — logdet Z
st. Z=PTX+PX
X>=0,Z>0

— Innere-Punkte-Verfahren fiir konstanten Barriereparameter u = 1.

Das Maximieren der Determinante hat zahlreiche Anwendungen,
insbesondere im Entwurf von Experimenten (experiment design)

171: 406€[405,406]



Semidefinite Optimierung

Anwendungen der Semidefiniten Optimierung

e Optimalsteuerung und Kontrolltheorie

e Signalverarbeitung

e Kombinatorische Optimierung

e Globale Optimierung iiber Polynomen

e Robuster Entwurf von Stabkonstruktionen (truss topology design)
e Entwurf von Materialien (free material design)

e Robuste Optimierung

o Momenten-Probleme in der Wahrscheinlichkeitstheorie

e Entwurf von Experimenten in der Statistik

e Eigenwert-Optimierung

e Optimierung (trust-region Bestimmung, quadratische Relaxationen)

172: 407€[407,407]



Semidefinite Optimierung

4.4.1 Robuste Stabilitat dynamischer Systeme

In einem (homogenen linearen) dynamischen System mit unsicheren Daten,

(DS)

beschreibt

x = P(t)x(t) mit P(t) € P := conv{P,..

e x(t) ...Zustand des Systems zur Zeit t.

.,Pk} C Rnxn’

o X := % x(t) ... (infinitesimale) Versnderung von x(-)

e P(t) ...unsichere Ubergangsmatrix zur Zeit t.
(DS) heiBt stabil, wenn x(t) — 0 fiir t — oo und beliebige P(t) € P.

[In der Regelungstechnik wiirde P die

moglichen  Auswirkungen  der  Rege-
lung/Steuerung umfassen. Man mdchte
wissen, ob diese auch bei unsauberer

Realisierung in der Praxis den Zweck erfiillt.]

173: 408€[408,409]
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Semidefinite Optimierung

4.4.1 Robuste Stabilitat dynamischer Systeme

In einem (homogenen linearen) dynamischen System mit unsicheren Daten,

(DS) x=P(t)x(t) mit P(t) € P :=conv{Py,..., P} C R™"

beschreibt e x(t) ...Zustand des Systems zur Zeit t.
o X := % x(t) ... (infinitesimale) Versnderung von x(-)

e P(t) ...unsichere Ubergangsmatrix zur Zeit t.
(DS) heiBt stabil, wenn x(t) — 0 fiir t — oo und beliebige P(t) € P.

Hinreichend: Es gibt eine Norm

x|l :==VxTHx mit H>0

d
mit EHX(t)H%’ < 0 auf allen Trajektorien

(das System heiBt dann quadratisch stabil,
xT Hx quadratische Lyapunov Funktion).

173: 409€[408,409]
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Semidefinite Optimierung

Robuste Lyapunov Stabilitat iiber SDP

(DS) x = P(t)x(t) mit P(t) € P :=conv{Py,...,Pc} CR™"

d
Wir suchen H > 0 mit EHX(t)H%’ < 0.

174: 410€[410,414]



Semidefinite Optimierung

Robuste Lyapunov Stabilitat iiber SDP

(DS) x = P(t)x(t) mit P(t) € P :=conv{Py,...,Pc} CR™"

d
Wir suchen H > 0 mit EHX(t)H%’ < 0.

%Hx(t)nf, = %XTHX = x"Hx+x"Hx = x"(P(t)"H + HP(t))x

174: 411€[410,414]



Semidefinite Optimierung

Robuste Lyapunov Stabilitat iiber SDP
(DS) x = P(t)x(t) mit P(t) € P :=conv{Py,...,Pc} CR™"
Wir suchen H >~ 0 mit %Hx(t)”f_, < 0.

%Hx(t)lﬁ = %XTHX = x"Hx+x"Hx = x"(P(t)"H + HP(t))x

Falls A:= PTH + HP < 0 (negativ definit), gilt v Av < 0 Vv € R"\ {0}.

174: 412€[410,414]



Semidefinite Optimierung

Robuste Lyapunov Stabilitat iiber SDP

(DS) x = P(t)x(t) mit P(t) € P :=conv{Py,...,Pc} CR™"

d
Wir suchen H = 0 mit EHX(t)H%’ < 0.

d d
EHX(t)Hf_, = EXTHX = x"Hx+x"Hx = x"(P(t)"H + HP(t))x

Falls A:= PTH + HP < 0 (negativ definit), gilt v Av < 0 Vv € R"\ {0}.
= Das System ist quadratisch stabil, falls

H=0, PTH+HP <0 firi=1,...,k

zul3ssig l6sbar ist, denn fiir so ein H erfiillt auch jede Konvexkombination
P ¢ P die Bedingung PTH 4 HP < 0.

174: 413€[410,414]



Semidefinite Optimierung

Robuste Lyapunov Stabilitat iiber SDP

(DS) x = P(t)x(t) mit P(t) € P :=conv{Py,...,Pc} CR™"

Wir suchen H - 0 mit %Hx(t)”%, < 0.
d 2 d T Ty, T T
E||X(t)||,_, = X Hx = x"Hx+x"Hx = x'(P(t)" H+ HP(t))x

Falls A:= PTH + HP < 0 (negativ definit), gilt v Av < 0 Vv € R"\ {0}.
= Das System ist quadratisch stabil, falls

H=0, PTH+HP <0 firi=1,...,k

zul3ssig l6sbar ist, denn fiir so ein H erfiillt auch jede Konvexkombination
P ¢ P die Bedingung PTH 4 HP < 0.
Suche H iiber Determinanten-Maximierung oder Eigenwert-Optimierung:

max A st. H= M, PTH+HP, < -\ firi=1,... k.

174: 414€[410,414)



Semidefinite Optimierung

4.4.2 Entwurf von Experimenten
Um die Werte eines Parametervektors £ € RP zu schatzen, stehen
R={reRP:i=1,...,n} mdgliche Experimente zur Verfiigung.
Experiment i liefert pro Durchfiihrung einen Messwert r;” ¢ + p; mit
unabhingig (1 = 0,02 = 1)-normalverteiltem Messfehler p;.

175: 415€[415,417)



Semidefinite Optimierung

4.4.2 Entwurf von Experimenten

Um die Werte eines Parametervektors £ € RP zu schatzen, stehen
R={reRP:i=1,...,n} mdgliche Experimente zur Verfiigung.
Experiment i liefert pro Durchfiihrung einen Messwert r;” ¢ + p; mit
unabhingig (1 = 0,02 = 1)-normalverteiltem Messfehler p;.

Werden m Experimente a; € R (Wiederholungen sind erlaubt) mit
Ergebnissen n; = aij + p; durchgefiihrt, ergibt der Maximum-
Likelihood-Schatzer bei Rang|as, ..., an] = n ein geschitztes

m m -1
= Ganaj mit G = <ZajajT) ,
j=1 j=1

dessen Fehlerverteilung Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix G hat.

175: 416€[415,417)



Semidefinite Optimierung

4.4.2 Entwurf von Experimenten

Um die Werte eines Parametervektors £ € RP zu schatzen, stehen
R={reRP:i=1,...,n} mdgliche Experimente zur Verfiigung.
Experiment i liefert pro Durchfiihrung einen Messwert r,.Tg + p;i mit
unabhingig (1 = 0,02 = 1)-normalverteiltem Messfehler p;.

Werden m Experimente a; € R (Wiederholungen sind erlaubt) mit
Ergebnissen n; = aij + p; durchgefiihrt, ergibt der Maximum-
Likelihood-Schatzer bei Rang|as, ..., an] = n ein geschitztes

m m -1
= Ganaj mit G = <ZajajT) ,
j=1 j=1

dessen Fehlerverteilung Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix G hat.

Sind G und G’ zwei Kovarianzmatrizen dieser Art und gilt G < G’, dann
ist die zu G gehdrende Experimentfolge besser, weil die Varianz des
Schatzfehlers kleiner ist.

— Finde die bzgl. < minimalen Elemente von

n —1
{G— (Zm,-r,-r,-T> :m;ENO,Zm;—m}.
i=1 i

175: 417¢€[415,417)



Semidefinite Optimierung

Relaxationen
Statt m Experimente ganzzahlig zu wahlen, bestimmt man relative Anteile,

n -1
{G: (Za;r;r,-T) :ITazl,a>0}.
i=1

176: 418€[418,422]



Semidefinite Optimierung

Relaxationen
Statt m Experimente ganzzahlig zu wahlen, bestimmt man relative Anteile,

n -1
{G: (Za;r;r,-T) :1Ta:1,a>0}.
i=1

Es gibt mehrere Ansatze, ein bzgl. < minimales G zu finden. Interpretiere
G dazu als ein ,, Konfidenzellipsoid" mit Halbachsenlangen \;(G),

E={C:(C-§TGH¢-E < B

D-optimales Design: Minimiere das Volumen des Konfidenzellipsoids.
E-optimales Design: Minimiere die ldngste Halbachse.
A-optimales Design: Minimiere die Summe der Halbachsen.

176: 419€[418,422]



Semidefinite Optimierung

Relaxationen
Statt m Experimente ganzzahlig zu wahlen, bestimmt man relative Anteile,

n -1
{G: (Za;r;r,-T) :1Ta:1,a>0}.
i=1

Es gibt mehrere Ansatze, ein bzgl. < minimales G zu finden. Interpretiere
G dazu als ein ,, Konfidenzellipsoid" mit Halbachsenlangen \;(G),

E={C:(C-§TGH¢-E < B

: Minimiere das Volumen des Konfidenzellipsoids.

: Minimiere die ldngste Halbachse.
: Minimiere die Summe der Halbachsen.

D-optimales Design. Das Volumen ist zu det G = [[ A\;(G) proportional.
Wegen det(G!) = det(G)~! < maximiere die Determinante von G~1,
min — logdet X
st. X= 27:1 oz;r,-r,-T
17Ta=1
a>0,[X = 0]

D-optimales Design
E-optimales Design
A-optimales Design

176: 420€[418,422]



Semidefinite Optimierung

Relaxationen
Statt m Experimente ganzzahlig zu wahlen, bestimmt man relative Anteile,

n -1
{G: (Za;r;r,-T) :1Ta:1,a>0}.
i=1

Es gibt mehrere Ansatze, ein bzgl. < minimales G zu finden. Interpretiere
G dazu als ein ,, Konfidenzellipsoid" mit Halbachsenlangen \;(G),

E={C:(C-§TGH¢-E < B

D-optimales Design: Minimiere das Volumen des Konfidenzellipsoids.

E-optimales Design: Minimiere die ldngste Halbachse.
A-optimales Design: Minimiere die Summe der Halbachsen.

E-optimales Design. Die lingste Halbachse ist Amax(G).
Wegen Amin(G™1) = Anax(G) ™1 < maximiere Amin(G™1),

max —A\

s.t. 27:1 a,-r,-r,-T =M
17a=1
a>0,AeR

176: 421€[418,422)



Semidefinite Optimierung

Relaxationen
Statt m Experimente ganzzahlig zu wahlen, bestimmt man relative Anteile,

n -1
{G: (Za;r;r,-T) :1Ta:1,a>0}.
i=1

Es gibt mehrere Ansatze, ein bzgl. < minimales G zu finden. Interpretiere
G dazu als ein ,, Konfidenzellipsoid" mit Halbachsenlangen \;(G),

E={C:(C-§TGH¢-E < B

D-optimales Design: Minimiere das Volumen des Konfidenzellipsoids.
E-optimales Design: Minimiere die ldngste Halbachse.
A-optimales Design: Minimiere die Summe der Halbachsen.

A-optimales Design. Y7, X;(G) =37 | Gj = >7_; e/ Ge;.
Fiir jedes j ist die Unglg. u; = ejTGej tiber Schur-Komplement darstellbar:
min 17y
n T
Dic1 ?‘_/’iri & -0,
ej uj
1"a=1,a>0,uc R

s.t. j=1...,p

176: 422€[418,422]



Semidefinite Optimierung

(4.4.3 Graphenpartition: Max-Cut)
Gegeben: Graph G = (V,E), V = {1,...,n},
EC{ij:i,je V,i<j} Kantengewichte aj
Gesucht: S C V mit gewichtsmaximalem
Schnitt §(S) :={je€E:ieS,je V\S}

(MQ) max Z ajj [NP-vollst.]
ij€ds(s)

177: 423€[423,426)



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

(4.4.3 Graphenpartition: Max-Cut)
Gegeben: Graph G = (V,E), V = {1,...,n},
EC{ij:i,je V,i<j} Kantengewichte aj W\S
Gesucht: S C V mit gewichtsmaximalem
Schnitt §(S) :={je€E:ieS,je V\S}

(MC) max > a;  [NP-volist]
ij€ds(S)

177: 424€[423,426)



Semidefinite Optimierung

(4.4.3 Graphenpartition: Max-Cut)
Gegeben: Graph G = (V,E), V = {1,...,n},
EC{ij:i,je V,i<j} Kantengewichte aj
Gesucht: S C V mit gewichtsmaximalem
Schnitt §(S) :={je€E:ieS,je V\S}

(MC) max > a;  [NP-volist]
ij€ds(S)

Modellierung: Reprasentiere die Partition durch

noo 1 ieS
xe{-1,1}" mit X'_{—l icV\s

1—xx 1 ijed(s)
2 o 0 sonst.

-1 ijed(S)

bzw.
1 sonst ’

Dann ist x;x; = {

177: 425€[423,426)



Semidefinite Optimierung

(4.4.3 Graphenpartition: Max-Cut)
Gegeben: Graph G = (V,E), V = {1,...,n},
EC{ij:i,je V,i<j} Kantengewichte aj
Gesucht: S C V mit gewichtsmaximalem
Schnitt §(S) :={je€E:ieS,je V\S}

(MC) max > a;  [NP-volist]
ij€ds(S)

Modellierung: Reprasentiere die Partition durch

x€{-1,1}" mit x,-:{ Loies

-1 ieV\S
-1 e 1-—xx _ [ 1 ijed(s)
Dann ist x;x; = { 1 sonst ; bzw. Ty = 0 sonst.
1— x;x; T
IR D L
i€s(S) yek

[CesS™ Ci= %Zﬂjet— ay (fiiri € V), G = —%a; (fiir ij € E), 0 sonst]
Aquivalent zu quadratischer 0-1 Optimierung!
177: 426€[423,426)



Semidefinite Optimierung

Semidefinite Max-Cut Relaxation
Beachte: x" Cx = (Cx,x) = (C,xx")
Eigenschaften von xxT = [x;x;] fiir x € {—1,1}™
ex’=1 = diag(xx")=1
o xx ! ist positiv semidefinit, xxT >0
e Rang(xx") =1

178: 427€[427,429)



Semidefinite Optimierung

Semidefinite Max-Cut Relaxation

Beachte: x" Cx = (Cx,x) = (C,xx")
Eigenschaften von xxT = [x;x;] fiir x € {—1,1}™

ex’=1 = diag(xx")=1

o xx ! ist positiv semidefinit, xxT >0

e Rang(xx") =1
Relaxationsidee: Ersetze xx' durch eine positiv semidefinite Matrix X.
max (C,X)
st. diag(X) =1
xe{-1,1}" - X =0
[Rang(X) = 1]
[mit Rang 1 < (MC), NP-vollst.]

178: 428€[427,429)



Semidefinite Optimierung

Semidefinite Max-Cut Relaxation
Beachte: x" Cx = (Cx,x) = (C,xx")
Eigenschaften von xxT = [x;x;] fiir x € {—1,1}™
ex’=1 = diag(xx")=1
o xx ! ist positiv semidefinit, xxT >0
e Rang(xx") =1

Relaxationsidee: Ersetze xx' durch eine positiv semidefinite Matrix X.

max (C, X)
T st. diag(X) =1 ‘
L T X =0 ;
[Rang(X) = 1] " /;// \g’
[mit Rang 1 < (MC), NP-vollst.] - 7 0
0.2 ’ " \
lllustration fiir n = 3: o4 /;///ﬂ ¢! O'/
. . oo RSSO
Rand erdees;hrleben von N {é{é%%&w % ("itt )
det| x 1 z | =0. T °
y z 1 o

178: 429€[427,429)



Innere-Punkte LO iiber Kegeln SOCP Semidefinite Optimierung

Geometrische Interpretation und Rundung
Interpretiere OL X* als Gram-Matrix X* = RTR von R = [ry, ..., r,] € RF*",

Xi = r"r = |nillllllcos £(r, r2)

179: 430€[430,435]



Semidefinite Optimierung

Geometrische Interpretation und Rundung
Interpretiere OL X* als Gram-Matrix X* = RTR von R = [ry, ..., r,] € RF*",

Xi =r"r=|nlllnllcos £(n, r) [=cosZ(n, )]

|ri|]| = 1 wegen diag(X*) = 1. Knoten i entspricht Vektor/Punkt r; € R,

1-X* 1—r"r
(C.X*) = jee i~ = Yjecdi—3

179: 431€[430,435]



Semidefinite Optimierung

Geometrische Interpretation und Rundung
Interpretiere OL X* als Gram-Matrix X* = RTR von R = [ry, ..., r,] € RF*",

Xi =r"r=|nlllnllcos £(n, r) [=cosZ(n, )]

|ri|]| = 1 wegen diag(X*) = 1. Knoten i entspricht Vektor/Punkt r; € R,

1-Xj 1-r'r
(CX") =2 e =35 = Dijee 3~
Ist . r; nahe bei -1 (groBer Winkel Z(r1,r»)), sollte man i und j trennen.

Geht das fiir alle gleichzeitig?

179: 432€[430,435]



Semidefinite Optimierung

Geometrische Interpretation und Rundung
Interpretiere OL X* als Gram-Matrix X* = RTR von R = [ry, ..., r,] € RF*",

Xi =T =|nillllgllcos £(r, r2)  [= cos £(r1, r2).]
|ri|]| = 1 wegen diag(X*) = 1. Knoten i entspricht Vektor/Punkt r; € R,

=Xy 1-r'r
— .. aii i
ZUeE o2

(C,X") = ZUEE dij—%
Ist . r; nahe bei -1 (groBer Winkel Z(r1,r»)), sollte man i und j trennen.

Geht das fiir alle gleichzeitig? ,,Zufélliges Runden mit Hyperebenen*
Runde zu x € {—1,1}" iiber einen normalv. Zufallsvektor h € R* durch

h'r=0
1 hTr,- >0 — XiXj . <0
Xi{—l sonst — H= z;:_a’l -0 Kt Schnitt
e

chnitt

179: 433€[430,435]



Semidefinite Optimierung

Geometrische Interpretation und Rundung
Interpretiere OL X* als Gram-Matrix X* = RTR von R = [ry, ..., r,] € RF*",

Xi =r"r=|nlllnllcos £(n, r) [=cosZ(n, )]
|ri]| = 1 wegen diag(X*) = 1. Knoten i entspricht Vektor/Punkt r; € R¥,
1-X7 1-r'r

(CX") =2 e i3> = Dijee i~
Ist . r; nahe bei -1 (groBer Winkel Z(r1,r»)), sollte man i und j trennen.

Geht das fiir alle gleichzeitig? ,,Zufélliges Runden mit Hyperebenen*
Runde zu x € {—1,1}" iiber einen normalv. Zufallsvektor h € R* durch

h'r=0
A Y

1 hTr,- 2 0 1-— X,'Xj <0
Xi = { —1 sonst — H= Z aij 2 % Schnitt

>0

E(H) errechnet sich pro jj € E durch Projektion
von h auf die {r;, rj}-Ebene:
P(x;xj = —1) = arccos(r;" rj)/m

chnitt

179: 434€[430,435]



Semidefinite Optimierung

Geometrische Interpretation und Rundung
Interpretiere OL X* als Gram-Matrix X* = RTR von R = [ry, ..., r,] € RF*",

Xg =171y = Il cos Z(ri, 1) [= cos Z(ri, )]

|ri|]| = 1 wegen diag(X*) = 1. Knoten i entspricht Vektor/Punkt r; € R,

1-Xj 1-r'r
(CX") =2 e =35 = Dijee 3~
Ist . r; nahe bei -1 (groBer Winkel Z(r1,r»)), sollte man i und j trennen.

Geht das fiir alle gleichzeitig? ,,Zufélliges Runden mit Hyperebenen*
Runde zu x € {—1,1}" iiber einen normalv. Zufallsvektor h € R* durch

h'r=0
_ 1 h'r,>0 . 1— xix; N <0
Xi= { —1 sonst - H= ;a"j 2 -0 s Schnitt
ij
E(H) errechnet sich pro ij € E durch Projektion
von h auf die {r;, rj}-Ebene:
P(x;xj = —1) = arccos(r;" rj)/m

—t

Es gilt arccos(t)/m > O.SYST chnitt

und wenn a; > 0 = E(H) > 0.878(C, X,) .

,0.878 Approximationsalgorithmus" von Goemans und Williamson
179: 435€[430,435]



Semidefinite Optimierung

(4.4.4 SDP: Gram-Matrix und geometrische Einbettung)
Sind n Punkte r; € R gegeben und ist R = [r1, 12, .., r,,], dann ist die
Gram-Matrix X = RTR >0 positiv semidefinit mit Rang k, und erfiillt

X’J — rITrJ'

=l = T =24 T = X =2+ X = (B X).
E,'j € R™<m, E;i:EJj: 1, E,J:EJ,: —1, und 0 sonst: E,J—|: 1 1:|

180: 436<[436,438]



Semidefinite Optimierung

(4.4.4 SDP: Gram-Matrix und geometrische Einbettung)
Sind n Punkte r; € R gegeben und ist R = [r1, 12, .., r,,], dann ist die
Gram-Matrix X = RTR >0 positiv semidefinit mit Rang k, und erfiillt

Xij = ’iTrjv

i = rl* = rri =27+ rTn = Xi —2X;+ X5 = (Ej, X).

E; e R™" E;=E;=1, Ej=E;=—1, und 0 sonst: E; = {i HJI

Ist umgekehrt die Lage der n Punkte nicht bekannt, sondern nur einige
Distanzen dj; € R, zwischen Paaren jj € E C {ij : 1<i<j<n}, sucht
man eine niedrigdimensionale Einbettung der Punkte mit diesen

Distanzen:
min  Rang(X)
X=0

180: 437€[436,438]



Semidefinite Optimierung

(4.4.4 SDP: Gram-Matrix und geometrische Einbettung)

Sind n Punkte r; € R gegeben und ist R = [r1, 12, .., r,,], dann ist die
Gram-Matrix X = RTR > 0 positiv semidefinit mit Rang k, und erfiillt
Xj=rl1,

i = rl* = rri =27+ rTn = Xi —2X;+ X5 = (Ej, X).

E; e R™" E;=E;=1, Ej=E;=—1, und 0 sonst: E; = {i HJI

Ist umgekehrt die Lage der n Punkte nicht bekannt, sondern nur einige
Distanzen dj; € R, zwischen Paaren jj € E C {ij : 1<i<j<n}, sucht
man eine niedrigdimensionale Einbettung der Punkte mit diesen

Distanzen:
min  Rang(X)
X>=0
Zwei Schwierigkeiten: 1 2

o Das geht gar nicht fiir beliebige dj;!
Bsp: Kanten-Abstand im Kreis der Lange 4:
n=4 do=dyu=d3=dyu=1d3z=du=2 4 3
e Rang-Minimierung ist nicht konvex und NP-schwer.
180: 438€[436,438]



Semidefinite Optimierung
Einbettung mit kleiner Verzerrung

Seien fiir n Punkte alle paarweisen Distanzen dj; > 0 gegeben, und die
Dreiecksungleichung djj < din + dj; sei fiir alle i, j, h erfiillt. Eine
Einbettung p: {1,...,n} — R¥ hat Verzerrung (distortion) D > 0 falls

dj <|lp(i) = pU)| < Ddj ~ V1<i<j<n

181: 430€[439,440]



Semidefinite Optimierung

Einbettung mit kleiner Verzerrung

Seien fiir n Punkte alle paarweisen Distanzen dj; > 0 gegeben, und die
Dreiecksungleichung djj < din + dj; sei fiir alle i, j, h erfiillt. Eine
Einbettung p: {1,...,n} — R¥ hat Verzerrung (distortion) D > 0 falls

di < |lp(i) = p()Il < Ddy ~ V1<i<j<n

Eine Einbettung geringster Verzerrung in R” ist per SDP konstruierbar:

min §
X-006eR [0 = D?]

Faktorisiere X* zum Beispiel iiber die Eigenwertzerlegung:

X* = PNPT = P(\*)? (\):PT =RTR
——
=:R
Der Rang von R ist mit geringem Verlust in D auf ~ log n reduzierbar.

181: 440€[439,440)



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

182: 441€[441,441]



5 Freie Nichtlineare Optimierung

Verfahren zur Minimierung glatter Funktionen ohne Nebenbedingungen,

m]ilg f(x), f:R"— TR hinreichend glatt

xeR"

Hinreichend glatt bedeutet, dass f so oft stetig differenzierbar sein soll,
wie fiir das jeweilige Verfahren erforderlich.

Ziele fiir die Verfahren:

e Finde ein lokales Minimum (sogar weniger: finde ein X,
das die notwendigen Opt.-Bed. 1. Ordnung erfiillt, s. dort)

e Schnelle Konvergenz in der Ndhe lokaler Optima

e Der Rechenaufwand soll moglichst klein bleiben

e Numerische Stabilitdt und hohe Genauigkeit

Anwendungen:

e Nichltineare kleinste Quadrate Probleme

e Als Loser fiir Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen
[s. Barriere-, Straf- und augmentierte Lagrange-Verfahren]

In welcher Form soll f fiir die Verfahren zuganglich sein?

183: 442€[442,442]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung
5.1 Orakel, lineares/quadratisches Modell

184: 443€[443,443)



Orakel/Modelle

5.1 Orakel allgemein und Orakel 0. Ordnung

In vielen Anwendungen ist die Funktion f nicht analytisch verfligbar,
sondern ergibt sich z.B. aus der Losung eines Systems partieller
Differentialgleichungen oder einer Simulation.

Daher setzen allgemeine Optimierungsverfahren nur eine Unterroutine
voraus, die das Verfahren nach dem Wert der Funktion und eventuell
auch nach Ableitungsinformation in dem jeweils betrachteten Punkt
befragen kann — ,,Orakel".

Ist die Funktion analytisch gegeben, erzeugen Modellierungssprachen wie
AMPL, GAMS, ... automatisch entsprechende Orakel/Unterroutinen, die
Wert und Ableitungsinformation liefern.

185: 444¢[444,445)



Orakel/Modelle

5.1 Orakel allgemein und Orakel 0. Ordnung

In vielen Anwendungen ist die Funktion f nicht analytisch verfligbar,
sondern ergibt sich z.B. aus der Losung eines Systems partieller
Differentialgleichungen oder einer Simulation.

Daher setzen allgemeine Optimierungsverfahren nur eine Unterroutine
voraus, die das Verfahren nach dem Wert der Funktion und eventuell
auch nach Ableitungsinformation in dem jeweils betrachteten Punkt
befragen kann — ,,Orakel".

Ist die Funktion analytisch gegeben, erzeugen Modellierungssprachen wie
AMPL, GAMS, ... automatisch entsprechende Orakel/Unterroutinen, die
Wert und Ableitungsinformation liefern.

Ein Orakel 0. Ordnung berechnet fiir gegebenes x € R™ nur den
Funktionswert f(x), aber keine Ableitungsinformation.

Verfahren fiir glatte Funktionen bendtigen Ableitungsinformation und
approximieren diese numerisch durch vielfache Funktionsaufrufe (s.
spater).

185: 445¢[444,445)



Orakel/Modelle

Orakel 1. Ordnung: f(x), Vf(x)

Fir x € R" wird Funktionswert f(x) und Gradient V£(x) € R" berechnet.

186: 446€([446,452)



Orakel/Modelle Opt.-Bed

Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N.

Orakel 1. Ordnung: f(x), Vf(x)

Fir x € R" wird Funktionswert f(x) und Gradient V£(x) € R" berechnet.

Der Gradient: Of (x) ~

Ox1
Vf(x) = : .

)

Gradient in x=1.1, y=0
i

=~

—
=——

=
——

=
=—
=
——
=

\
—

=
—
—

—
—
—
——

—
=
—

—

e Vf(x) zeigt in Richtung =

des steilsten Anstiegs von f in x. z
o ||[VF(x)|| misst die GroBe des Anstiegs. ,
Vf(lx)

—
—
—

—

—
—

—
=

N

—
—

—

=
=

—
=

\
—
—

=

=
=

\
N
A

=
=

i

iy

==

=
_—
-

\
=
=
S
_

=

S

ist der Normalvektor 3

|
zur Tangentialebene an den Graphen
{[f(xx)} :XER”} von f in [f(xx)].

)
Y
iy

186: 447¢[446,452)
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Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Orakel 1. Ordnung: f(x), Vf(x)

Fir x € R" wird Funktionswert f(x) und Gradient V£(x) € R" berechnet.

Der Gradient: %(X) B Gradient in x=1.1, y=0
Vi(x):= : .
) .
e Vf(x) zeigt in Richtung "

des steilsten Anstiegs von f in x.

o ||Vf(x)|| misst die GroBe des Anstiegs.

. Vi(lx)} ist der Normalvektor 3

i

i 4
0
it

zur Tangentialebene an den Graphen "4 -
{[f(xx)}:xeR”}vonfin [f(xx)]. y o X
Die Tangentialebene bildet das lineare Modell von f um X,
f(x) = f(X) + VF(x) " (x — X).
Fiir x nahe bei X ist es eine gute Ndherung an f: fiir glattes f erfiillt Vf

i [ = F(X) — V) (x—%) _ i (X +h) —f(X) —VFx)Th _
X% Ix — | h—0 [[All

186: 448€[446,452)



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Orakel 1. Ordnung: f(x), Vf(x)
Fir x € R" wird Funktionswert f(x) und Gradient V£(x) € R" berechnet.
Der Gradient: ﬁ(X) - Gradient in x=1, y=0.5

Ox1
Vf(x) = :

—
=————
= .y

—

—
—

=
——

=N

2o

e Vf(x) zeigt in Richtung "
des steilsten Anstiegs von f in x.

o ||[VF(x)|| misst die GroBe des Anstiegs.

Vf(lx)

—
=—

—
—

\
——
——

=

—

—
=

—
—

—
=

=

=
=

y

/
4

=

. } ist der Normalvektor 3

zur Tangentialebene an den Graphen
{[f(xx)}:xeR”}vonfin [f(xx)]. y o X
Die Tangentialebene bildet das lineare Modell von f um X,
f(x) = f(X) + VF(x) " (x — X).
Fiir x nahe bei X ist es eine gute Ndherung an f: fiir glattes f erfiillt Vf
i [0) = (%) — V) (x—%) _ pm (X Hh) = F(X) - VEx)h _

XX [Ix = x| h=—0 1Al

186: 449€[446,452)



Orakel/Modelle

Orakel 1. Ordnung: f(x), Vf(x)

Fir x € R" wird Funktionswert f(x) und Gradient V£(x) € R" berechnet.
Der Gradient: ﬂ(X) - Gradient in x=0.9, y=1

Ox1
Vf(x) = :

—
——— .

—

=

2o

e Vf(x) zeigt in Richtung "
des steilsten Anstiegs von f in x.

o ||[VF(x)|| misst die GroBe des Anstiegs.

Vf(lx)

=

——

= —

\

——

=————
———

=
=
—
—
—
—

—

\
—
=
=
—

=

=
=

=—
—

S
=

=
—
=

=
=
=

=

=

7
7

=
=

e
=

=

7

=

=
=
=

S

. ist der Normalvektor 3

zur Tangentialebene an den Graphen
{[f(xx)}:xeR”}vonfin [f(xx)]. y o X
Die Tangentialebene bildet das lineare Modell von f um X,
f(x) = f(X) + VF(x) " (x — X).
Fiir x nahe bei X ist es eine gute Ndherung an f: fiir glattes f erfiillt Vf

i [0~ F(x) - VIR (x—%) _ i (X HH) — fF(x) - VI(x)"h _

XX [Ix = x| h=—0 1Al

186: 450€[446,452)



Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Orakel 1. Ordnung: f(x), Vf(x)
Fiir x € R" wird Funktionswert f(x) und Gradient Vf(x) € R" berechnet

Der Gradient: %(X) B Gradient in x=0.8, y=1.?

Vf(x) = : .
gxfn (x) .
e Vf(x) zeigt in Richtung =
des steilsten Anstiegs von f in x. '
o ||[VF(x)|| misst die GroBe des Anstiegs.

Orakel/Modelle  Opt.-Bed

———

—

—
——

=———

=——

=—

—

=
——

——
—

—

——
=——

—
—
—

—

—
=

—

——
=

=

=

=

x

~
S—

=

SS

X

° [Vi(lx) ist der Normalvektor
zur Tangentialebene an den Graphen
{[f(x}:xeR”}vonfin [f(xx)]. o

x)

Die Tangentialebene bildet das lineare Modell von f um X,
f(x) == f(X) + VF()(x — %).
Fiir x nahe bei X ist es eine gute Ndherung an f: fiir glattes f erfiillt Vf
i [0) = (%) — V) (x—%) _ pm (X Hh) = F(X) - VEx)h _
[Ix = || h—0 i

X—X

186: 451€[446,452)



Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Orakel/Modelle  Opt.-Bed
Orakel 1. Ordnung: f(x), Vf(x)

Fir x € R" wird Funktionswert f(x) und Gradient V£(x) € R" berechnet.
Gradient in x=0.7, y=2

Fe(x) "

=
=
=
= .

=—

=———

—
——

Der Gradient:

——

Vf(x) = :
of
Oxp (X) - ’
_ i
z gy
= 05 7, I///Il//%%?//

e Vf(x) zeigt in Richtung
des steilsten Anstiegs von f in x.

o ||Vf(x)|| misst die GroBe des Anstiegs.
. [Vi(lx) ist der Normalvektor 3
zur Tangentialebene an den Graphen
{[f(xx)} :XER”} von f in [f(xx)].
Die Tangentialebene bildet das lineare Modell von f um X,
f(x) == f(X) + VF()(x — %).
Fiir x nahe bei X ist es eine gute Ndherung an f: fiir glattes f erfiillt Vf
f(x+h)—f(x)-VFX)Th

fx) —f(R) - VFR)T(x—%) _ .
h—0 15l

[Ix = x|l

lim
X—X

186: 452€[446,452)
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Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell

Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen

Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,
f(x + ah) —f(x)

VF(x)"h=lim =: Dyf(x)
«l0 (%
[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]

187: 453€[453,450]



Orakel/Modelle

Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad.

Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell

Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen
Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,

VF(x)"h=lim

F(% + ah) — f(x)

«l0 (%

[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]

Gradient in (x,y)=(1.1,0), h=(-1.8,1.8)

f(x.y)

-0.5
3

187: 454€[453,459)
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Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad.

Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell
Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen
Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,

VF(x)h=lim fx+ah) = %) _ p,r(x)

[eY «
[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]
Gradient in (x,y)=(1.1,0), h=(1,0.5) (xy)=(1.1,0), h=(1,0.5)
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®(a), lineares Modell
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Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell

Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen
Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,
f(x h) — f(x
VF(x)h=lim (X+ah) = FX) _ p, (%)
[} «

[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]

Gradient in (x,y)=(0.8,1.5), h=(1,-2) (xy)=(0.8,1.5), h=(1,-2)
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Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell
Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen
Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,

VFR)Th = lim TE N =) s

«l0 (%

[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]
Gradient in (x,y)=(0.8,1.5), h=(-1.1,-1.8) (x¥)=(0.8,1.5), h=(-1.1,-1.8)
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Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell
Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen
Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,

VA(R)Th = lim X+ ah) = f(X) _ b r(x)  [Dawf(R) = ADAF(3)]

[eY «
[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]
Gradient in (x,y)=(1.1,0), h=(-1.8,1.8) (xy)=(1.1,0), h=(-1.8,1.8)
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Gradient und Richtungsableitung, lineares Modell
Das lineare Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" den gleichen
Anstieg wie f in X: die Richtungsableitung von f in X in Richtung h,

VA(R)Th = lim X+ ah) = f(X) _ b r(x)  [Dawf(R) = ADAF(3)]

[eY «
[= Ableitung -=®(0) der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]
Gradient in (x,y)=(1.1,0), h=(-0.3,0.3) (xy)=(1.1,0), h=(-0.3,0.3)
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Orakel 2. Ordnung: f(x), Vf(x), V2f(x)

Fiir x € R™ werden f(X), Vf(X) und Hessematrix V2f(X) (2. Abl.) berechnet.

188: 460<[460,465]
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Orakel 2. Ordnung: f(x), Vf(x), V2f(x)
Fiir x € R™ werden f(X), Vf(X) und Hessematrix V2f(X) (2. Abl.) berechnet.

8%f O%F Quadratisches Modell in x=1.1, y=0
Ox10x1 ) * Ox,0x1 (X) \‘\ f
o) i | i
e V2f(x) ist symmetrisch, falls ER ”’////II////I//////W
f zweimal stetig differenzierbar ist. = o /ﬁ/%//%%

o V2f(x) ist die Kriimmung von f in x.
e Das quadrat. Modell aus f(x), Vf(x),
V?2f(x) schmiegt sich in [f(xx) an den

Graphen {[f();)} IX € R"} von f an.

f(x), VF(X) und V2f(X) bilden das quadratische Modell von f um X,
< 1
f(x) = F(X)+ V) (x — %) + E(X — %) TV2f(x)(x — ).
Fiir x nahe bei X ist es eine sehr gute Niherung an f: fiir glattes f erfiillt V2f

lim, f(x)—f(x)—w(x)T(x”;x_)i—lé(x—x)Tvzf(zxx—i) —0

188: 461€([460,465]
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Orakel/Modelle  Opt.-Bed
Orakel 2. Ordnung: f(x), Vf(x), V2f(x)

Fiir x € R™ werden f(X), Vf(X) und Hessematrix V2f(X) (2. Abl.) berechnet.
Quadratisches Modell in x=1, y=0.5

oo (%) -+ g (%)
V)= r e o //////////
L) | 40
e V2f(x) ist symmetrisch, falls = I/II/%//////////////W/
f zweimal stetig differenzierbar ist. = s %/%/%@?/
o V2f(x) ist die Kriimmung von f in x. ° f’/”/fff’/’féé/f/
e Das quadrat. Modell aus f(x), Vf(x), % 3
V2f(x) schmiegt sich in f(XX) an den —
y X

Graphen {[f();)} IX € R"} von f an.
f(x), VF(X) und V2f(X) bilden das quadratische Modell von f um X,

< 1

f(x) = F(X)+ V) (x — %) + E(X — %) TV2f(x)(x — ).

Fiir x nahe bei X ist es eine sehr gute Niherung an f: fiir glattes f erfiillt V2f
f( )—f(i)—Vf(i)T(X“—i)_—lé(X—?)Tvzf(?)(x—i) -0

Iimx—»‘(

188: 462€[460,465]
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Orakel 2. Ordnung: f(x), Vf(x), V2f(x)
Fiir x € R™ werden f(X), Vf(X) und Hessematrix V2f(X) (2. Abl.) berechnet.
8%f O%F Quadratisches Modell in x=0.9, y=1

Ox10x1 ) : 8x,,8x1( ) |

V3f(x) == - s
TSR OB .

o V2f(x) ist symmetrisch, falls >
f zweimal stetig differenzierbar ist. = s

o V2f(x) ist die Kriimmung von f in x. °
e Das quadrat. Modell aus f(x), Vf(x), %

V2f(x) schmiegt sich in [f(xx) an den

Graphen {[f();)} IX € R"} von f an.
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f(x), VF(X) und V2f(X) bilden das quadratische Modell von f um X,
< 1
f(x) = F(X)+ V) (x — %) + E(X — %) TV2f(x)(x — ).
Fiir x nahe bei X ist es eine sehr gute Niherung an f: fiir glattes f erfiillt V2f

f(x)—f(x)—Vf(x)T(x“—x)_—lé(x—;)TVZf(;)(x—x) —0

Iimx—»‘(

188: 463€[460,465]
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Orakel 2. Ordnung: f(x), Vf(x), V2f(x)
Fiir x € R™ werden f(X), Vf(X) und Hessematrix V2f(X) (2. Abl.) berechnet.
Quadratisches Modell in x=0.8, y=1.5

*f *f
Ox10x1 ) © Ox,0x1 ( )

V3f(x) == : - : s
TSR OB .

e V2f(x) ist symmetrisch, falls
f zweimal stetig differenzierbar ist. os

o V2f(x) ist die Kriimmung von f in x.
e Das quadrat. Modell aus f(x), Vf(x),
V2f(x) schmiegt sich in [f(xx) an den

Graphen {[f();)} IX € R"} von f an.

f(x), VF(X) und V2f(X) bilden das quadratische Modell von f um X,
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< 1
f(x) = F(X)+ V) (x — %) + E(X — %) TV2f(x)(x — ).
Fiir x nahe bei X ist es eine sehr gute Niherung an f: fiir glattes f erfiillt V2f

i, (O R0 VHER) g
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Orakel 2. Ordnung: f(x), Vf(x), V2f(x)
Fiir x € R™ werden f(X), Vf(X) und Hessematrix V2f(X) (2. Abl.) berechnet.

8)?1281;1 X) o 6;2125)(1 (X) Quadratisches Modell in =0.'7, y=2
2 2 i
T a0 | g
o V2f(x) ist symmetrisch, falls =, /// //////////////
f zweimal stetig differenzierbar ist = I///I///////I////W
g . 05 ”/I///[I//%%/

o V2f(x) ist die Kriimmung von f in x.
e Das quadrat. Modell aus f(x), Vf(x),
V?2f(x) schmiegt sich in [f(xx) an den
Graphen {[f();)} IX € R"} von f an.

f(x), VF(X) und V2f(X) bilden das quadratische Modell von f um X,

fo(x) == F(X) + V()T (x — x) + %(X — %) TV2f(x)(x — ).

Fiir x nahe bei X ist es eine sehr gute Niherung an f: fiir glattes f erfiillt V2f
. )= F(R)=VFR) T (x=%) =3 (x=X)T V*F(R)(x=%) _
lim,_ 5 =3I =0.

188: 465€[460,465]



Orakel/Modelle

Quadratisches Modell in Richtung h

Das quadratische Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" die
gleiche Steigung und Kriimmung wie f in X.
2
(% +ah) = f(x) + aVF(x)Th+ %th%(;)h.
[Taylor-Entw. 2. Ord. der 1-D Funktion ® : R — R, ®(«) := f(x + ah)]

189: 466€[466,470]
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Quadratisches Modell in Richtung h

Das quadratische Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" die
gleiche Steigung und Kriimmung wie f in X.

2
(% +ah) = f(x) + aVF(x)Th+ %th%(;)h.
) :

[Taylor-Entw. 2. Ord. der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]
quad. Modellj (x,y)=(1.1,0), h=(-1.8,1.8) 27)’):5(1-170), h=(-1.8,1.8)

W 3

25 o =2
, =
o

I O 15
15 '///l( c
= A S
1 i 2

...i_<’ o IIV//I///////// "§ 1
il gol

0 © o5
S
-0.5.] (on
3 -

2 - y/3 ’8 ’
(hi 1] Vi &

e 0 0% 05 1
y X o

189: 467€[466,470]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Quadratisches Modell in Richtung h

Das quadratische Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" die
gleiche Steigung und Kriimmung wie f in X.

2
(% +ah) = f(x) + aVF(x)Th+ %th% %)h.
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Orakel/Modelle Opt.-Bed

2
(% +ah) = f(x) + aVF(x)Th+ %th%
[Taylor-Entw. 2. Ord. der 1-D Funktion ¢ : R — R, ¢(«

Newton LS Skal

BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad.

Quadratisches Modell in Richtung h

Das quadratische Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" die
gleiche Steigung und Kriimmung wie f in X.

(x
) :

)h.
= f(x + ah)]

quad. Modell in (x,y)=(0.8,1.5), h=(1,-2)

///

f(x.y)

189: 469€[466,470]
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Quadratisches Modell in Richtung h

Das quadratische Modell von f in X hat in jede Richtung h € R" die
gleiche Steigung und Kriimmung wie f in X.

2
(% +ah) = f(x) + aVF(x)Th+ %th%(;)h.
[Taylor-Entw. 2. Ord. der 1-D Funktion ® : R — R, ®(a) := f(x + ah)]
quad. Modell in (x,y)=(0.8,1.5), h=(-1.1,-1.8}

<

)=(0.8,1.5), h=(~1.1,-1.8)
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Orakel/Modelle
Der Satz von Taylor/Mittelwertsatz
Satz (Taylor/Mittelwertsatz)
Sei f oft genug stetig differenzierbar und x, h € R", dann
360, € (0,1): f(x+ h)= f(x)+VF(x+0:h)h,
30, € (0,1): f(Xx+ h)= f(x)+VF(x)Th+3hTV?f(X+02h)h,
J03€ (0,1): F(x+ h)=F(X)+VF(x)Th+3h"V2f(x)h+3V3f(x+03h)[h, h, h]
[V3 steht fiir die 3. Ableitung] , Taylor-Entwicklung von f um x*

Illustration des ersten Falls des Mittelwertsatzes:

f(X)+ Vf(x+6h)'h

190: 471€[471,471)
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Lipschitz-Stetigkeit, ,,Klein-o-Notation*
Eine Funktion G : R” — R™ heiBt Lipschitz-stetig auf einer Menge S C R",
falls es eine Konstante L > 0 gibt mit ||G(x)—G(y)| < L||x — y|| Vx,y € S.
[= Die Werte kénnen sich nur bei groBerem Abstand stark dndern!]

191: 472€[472,474]



Orakel/Modelle

Lipschitz-Stetigkeit, ,,Klein-o-Notation*
Eine Funktion G : R” — R™ heiBt Lipschitz-stetig auf einer Menge S C R",

falls es eine Konstante L > 0 gibt mit ||G(x)—G(y)| < L||x — y|| Vx,y € S.
[= Die Werte kénnen sich nur bei groBerem Abstand stark dndern!]

Jede auf R” stetig differenzierbare Funktion ist fiir jedes x € R” und p > 0
auf der p-Kugel um %, B,(x) := {x € R" : ||x — X|| < p} Lipschitz-stetig.

o Ist Vf um X fiir groBes p Lipschitz-stetig mit kleinem L,
dann ist das lineare Modell auf B, eine gute Naherung an f.
e Ist V2f um X fiir groBes p Lipschitz-stetig mit kleinem L,
dann ist das quadratische Modell auf B, eine gute Naherung an f.

191: 473€[472,474]



Orakel/Modelle

Lipschitz-Stetigkeit, ,,Klein-o-Notation*
Eine Funktion G : R” — R™ heiBt Lipschitz-stetig auf einer Menge S C R",
falls es eine Konstante L > 0 gibt mit ||G(x)—G(y)| < L||x — y|| Vx,y € S.
[= Die Werte kénnen sich nur bei groBerem Abstand stark dndern!]

Jede auf R” stetig differenzierbare Funktion ist fiir jedes x € R” und p > 0
auf der p-Kugel um %, B,(x) := {x € R" : ||x — X|| < p} Lipschitz-stetig.

o Ist Vf um X fiir groBes p Lipschitz-stetig mit kleinem L,
dann ist das lineare Modell auf B, eine gute Naherung an f.
e Ist V2f um X fiir groBes p Lipschitz-stetig mit kleinem L,
dann ist das quadratische Modell auf B, eine gute Naherung an f.

Aus dem Satz von Taylor und der Lipschitz-Stetigkeit von V*f folgt
f(x + h)= f(x)+V£(x)Th+o(||h|),
f(x + h)= f(x)+VF(%)Th+1h"V2f(%)h + o(| h||?)
Das Landau-Symbol o(g(y)) steht immer als Ersatz fiir eine nicht weiter
interessierende Funktion g’(y) mit der Eigenschaft lim,_ % — 0,
also ein g’, das schneller klein wird als g.
’ k
Bei Folgen g(y(¥)) steht es fiir ein g’(y)) mit limy_ %fk;; —
191: 474€[472,474]



Orakel/Modelle

Niveaumengen und Niveaulinien

f
Verfahren der freien nichtlinearen Optimierung su-
chen nur Punkte mit besserem Zielfunktionswert als
dem derzeitigen, also nur Punkte aus der r
Niveaumenge von f zu einem Wert r € R,

S(f):={xeR": f(x) <r}. @ s,

192: 475€[475,480)



Orakel/Modelle

Niveaumengen und Niveaulinien
f
Verfahren der freien nichtlinearen Optimierung su-
chen nur Punkte mit besserem Zielfunktionswert als
dem derzeitigen, also nur Punkte aus der r
Niveaumenge von f zu einem Wert r € R,

S(f):={xeR": f(x) <r}. @ s,

Funktionsdarstellungen iiber Niveaulinien [, Linien"] ::}\
N, (f) :={x € R": f(x) = r} (contour plots) A1\
helfen, Verfahren zu illustrieren.

[Hdhenlinien in Landkarten, Wetterkarten]

Beachte: Der Gradient ist immer orthogonal
zur Niveaulinie, denn fiir x, x + h € N,(f)

gilt 0 = f(x + h) — f(x) = VF(x)Th+o(|hl)). | ——]
A
Bsp: quadratische Funktion /_\
IxXTQx+q"x+d Zﬁ\_/
mit Q positiv definit. - —

— —

192: 476€[475,480)



Orakel/Modelle

Niveaumengen und Niveaulinien

Verfahren der freien nichtlinearen Optimierung su-
chen nur Punkte mit besserem Zielfunktionswert als
dem derzeitigen, also nur Punkte aus der
Niveaumenge von f zu einem Wert r € R,

S(f):={xeR": f(x) <r}.

Funktionsdarstellungen iiber Niveaulinien [, Linien*]
N,(f) ;= {x € R": f(x) = r} (contour plots)
helfen, Verfahren zu illustrieren.

[Hdhenlinien in Landkarten, Wetterkarten]

Beachte: Der Gradient ist immer orthogonal
zur Niveaulinie, denn fiir x, x + h € N,(f)
gilt 0 = f(x + h) — f(x) = VF(x)Th+ o(||h]).

Bsp: quadratische Funktion
%XTQX +q"'x+d
mit Q indefinit.

192: 477€[475,480)
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Orakel/Modelle

Niveaumengen und Niveaulinien

Verfahren der freien nichtlinearen Optimierung su-
chen nur Punkte mit besserem Zielfunktionswert als
dem derzeitigen, also nur Punkte aus der
Niveaumenge von f zu einem Wert r € R,

S(f):={xeR": f(x) <r}.

Funktionsdarstellungen iiber Niveaulinien [, Linien*]
N,(f) ;= {x € R": f(x) = r} (contour plots)
helfen, Verfahren zu illustrieren.

[Hdhenlinien in Landkarten, Wetterkarten]

Beachte: Der Gradient ist immer orthogonal
zur Niveaulinie, denn fiir x, x + h € N,(f)
gilt 0 = f(x + h) — f(x) = VF(x)Th+ o(||h]).

Bsp: quadratische Funktion
%XTQX +q"'x+d
mit Q negativ definit.

192: 478€[475,480)

f
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Orakel/Modelle

Niveaumengen und Niveaulinien
f
Verfahren der freien nichtlinearen Optimierung su-
chen nur Punkte mit besserem Zielfunktionswert als
dem derzeitigen, also nur Punkte aus der r
Niveaumenge von f zu einem Wert r € R,

S(f):={xeR": f(x) <r}. QCP s,

Funktionsdarstellungen iiber Niveaulinien [, Linien*]
N,(f) ;= {x € R": f(x) = r} (contour plots)
helfen, Verfahren zu illustrieren.

[Hdhenlinien in Landkarten, Wetterkarten]

Beachte: Der Gradient ist immer orthogonal
zur Niveaulinie, denn fiir x, x + h € N,(f)
gilt 0 = f(x + h) — f(x) = VF(x)Th+ o(||h]).

Bsp: quadratische Funktion
%XTQX +q"'x+d
mit Q positiv semidefinit.

192: 479€[475,480)



Orakel/Modelle

Niveaumengen und Niveaulinien

Verfahren der freien nichtlinearen Optimierung su-
chen nur Punkte mit besserem Zielfunktionswert als
dem derzeitigen, also nur Punkte aus der
Niveaumenge von f zu einem Wert r € R,

S(f):={xeR": f(x) <r}.

Funktionsdarstellungen iiber Niveaulinien [, Linien*]
N,(f) ;= {x € R": f(x) = r} (contour plots)
helfen, Verfahren zu illustrieren.

[Hdhenlinien in Landkarten, Wetterkarten]

Beachte: Der Gradient ist immer orthogonal
zur Niveaulinie, denn fiir x, x + h € N,(f)
gilt 0 = f(x + h) — f(x) = VF(x)Th+ o(||h]).

Bsp: Rosenbrock-Funktion (banana shape)

Fx,y) = 21y = x)* + 155(1 — x)?]
Minimum wird in (1,1) angenommen.

192: 480€[475,480)
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Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.2 Optimalitdtsbedingungen

193: 481€[481,481]



Opt.-Bed.
5.2 Optimalitatsbedingungen
Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x € R" ein lokales Minimum einer glatten Funktion f : R" — R, so gilt
Vf(x)=0.
Sonst wire (setze h = —Vf(X) in Taylor) fiir v klein genug
f(x — aVf(x)) = f(x) — a VF(x) V(%) +o(a) < f(X).
—_———

=[IVF(x)|I>>0

194: 482€(482,487]



Opt.-Bed.
5.2 Optimalitatsbedingungen
Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x € R" ein lokales Minimum einer glatten Funktion f : R" — R, so gilt
Vf(x)=0.
Sonst wire (setze h = —Vf(X) in Taylor) fiir v klein genug
f(x — aVf(x)) = f(x) — a VF(x) V(%) +o(a) < f(X).
—_———
=[Vf(x)|I>>0

Ein Punkt X mit Vf(X) = 0 heiBt stationirer Punkt von .

Stationaritat ist notwendig, aber i.A. nicht hinreichend fiir Minimalitat!
Bsp: x = 0 ist stationirer Punkt von f(x) = x> oder f(x) = —x.

104: 483€[482,487]



Opt.-Bed.
5.2 Optimalitatsbedingungen
Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x € R" ein lokales Minimum einer glatten Funktion f : R" — R, so gilt
Vf(x)=0.
Sonst wire (setze h = —Vf(X) in Taylor) fiir v klein genug
f(x — aVf(x)) = f(x) — a VF(x) V(%) +o(a) < f(X).
—_———
=[V(x)*>0

Ein Punkt X mit Vf(X) = 0 heiBt stationirer Punkt von .

Stationaritat ist notwendig, aber i.A. nicht hinreichend fiir Minimalitat!

Bsp: x = 0 ist stationdrer Punkt von f(x) = x3 oder f(x) = —x2.

Ausnahme: Fiir konvexes f ist jeder stationdre Punkt globales Minimum!

104: 484€[482,487]



Opt.-Bed.
5.2 Optimalitatsbedingungen
Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x € R" ein lokales Minimum einer glatten Funktion f : R" — R, so gilt

Vf(x) = 0.
Sonst wire (setze h = —Vf(X) in Taylor) fiir v klein genug
f(x — aVf(x)) = f(x) — a VF(x) V(%) +o(a) < f(X).
—_———
=[IVF(x)[>>0
Ein Punkt X mit Vf(X) = 0 heiBt stationirer Punkt von .

Stationaritat ist notwendig, aber i.A. nicht hinreichend fiir Minimalitat!

Bsp: x = 0 ist stationdrer Punkt von f(x) = x3 oder f(x) = —x2.

Ausnahme: Fiir konvexes f ist jeder stationdre Punkt globales Minimum!

Bsp: f(x) = 2x"Qx + q"x + ¢ mit Q > 0 ist (streng) konvex.
Mit VF(x) = Qx + g bestimmt Vf(x*) = 0 das Minimum x* eindeutig,

x*=—-Q g.

194: 485€[482,487]



Opt.-Bed.
5.2 Optimalitatsbedingungen
Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x € R" ein lokales Minimum einer glatten Funktion f : R" — R, so gilt
Vf(x)=0.
Sonst wire (setze h = —Vf(X) in Taylor) fiir v klein genug
f(x — aVf(x)) = f(x) — a VF(x) V(%) +o(a) < f(X).
—_———
=[V(x)*>0

Ein Punkt X mit Vf(X) = 0 heiBt stationirer Punkt von .

Stationaritat ist notwendig, aber i.A. nicht hinreichend fiir Minimalitat!

Bsp: x = 0 ist stationirer Punkt von f(x) = x> oder f(x) = —x.

Ausnahme: Fiir konvexes f ist jeder stationdre Punkt globales Minimum!

Geometrisch bedeutet Vf(x) = 0, dass die Tangentialebene an f in x
,waagrecht” liegt.
Ist sie nicht waagrecht, kann man sicher noch ein wenig hinunterrutschen.

104: 486€[482,487]



Opt.-Bed.
5.2 Optimalitatsbedingungen
Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x € R" ein lokales Minimum einer glatten Funktion f : R" — R, so gilt
Vf(x)=0.
Sonst wire (setze h = —Vf(X) in Taylor) fiir v klein genug
f(x — aVf(x)) = f(x) — a VF(x) V(%) +o(a) < f(X).
—_———
=[V(x)*>0

Ein Punkt X mit Vf(X) = 0 heiBt stationirer Punkt von .

Stationaritat ist notwendig, aber i.A. nicht hinreichend fiir Minimalitat!
Bsp: x = 0 ist stationirer Punkt von f(x) = x> oder f(x) = —x.

Ausnahme: Fiir konvexes f ist jeder stationdre Punkt globales Minimum!

Konsequenz fiir Optimierungsverfahren:

Ist Vf(x) # 0, so kann man die Funktion in Richtung —Vf(x) immer
verbessern (u.U. nur fiir sehr kleine Schrittweite).

Die Schrittrichtung h = —Vf(x) heiBt steilster Abstieg (steepest descent).

194: 487€[482,487]



Opt.-Bed.

Notwendige Optimalitdtsbedingung 2. Ordnung

Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 2. Ordnung)
Ist x € R" ein lokales Min. einer hinr. glatten Funktion f : R" — R, gilt

VFf(x)=0 und V?f(x) = 0.
Sonst gibt es ein h € R" mit h” V2f(x)h < 0, Taylor ergibt fiir kleine o

fF(x+ah) = f(x) +a VFR)Th +% hTV?F(x)h+o(a?) < f(X).
N—— ————

=0 (VF(%)=0) <0

Die Bedingung ist wieder nur notwendig und i.A. nicht hinreichend.

2 0 ..
B 1(xy) =7~y VHx) = | 5 S | fir () = (0.0)

Konsequenz fiir Optimierungsverfahren:
Ist zwar V£(X) = 0 aber Amin(V2f(X)) < 0, so kann f in Richtung eines
Eigenvektors zu Ao verbessert werden.

195: 488c[488,488]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung

Satz (Hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung)

Gilt fiir ein x € R" sowohl Vf(X) = 0 als auch V?f(x) = 0,
so ist x ein lokales Minimum von f.

Denn fiir beliebiges h € R"\ {0} und « klein genug gilt mit Taylor
fF(x+ah) = f(x) +a VFR)Th +% hTV?F(x)h+o(a?) > f(X).
———— —_————

=0 (VF(%)=0) >0

196: 489€[489,491]



Opt.-Bed.

Hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung

Satz (Hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung)

Gilt fiir ein x € R" sowohl Vf(X) = 0 als auch V?f(x) = 0,
so ist x ein lokales Minimum von f.

Denn fiir beliebiges h € R"\ {0} und « klein genug gilt mit Taylor
fF(x+ah) = f(x) +a VFR)Th +% hTV?F(x)h+o(a?) > f(X).
———— —_————

=0 (VF(%)=0) >0

Die Bedingung ist hinreichend, aber nicht notwendig: f(x) = x* in x = 0.
In der Praxis ist sie erstaunlich oft erfiillt.

196: 490€[489,491]



Opt.-Bed.

Hinreichende Optimalitatsbedingung 2. Ordnung

Satz (Hinreichende Optimalititsbedingung 2. Ordnung)

Gilt fiir ein X € R" sowohl Vf(x) = 0 als auch V?f(x) >~ 0,
so ist x ein lokales Minimum von f.

Denn fiir beliebiges h € R"\ {0} und « klein genug gilt mit Taylor
fF(x+ah) = f(x) +a VFR)Th +% hTV?F(x)h+o(a?) > f(X).
———— —_————

=0 (VF(%)=0) >0

Die Bedingung ist hinreichend, aber nicht notwendig: f(x) = x* in x = 0.
In der Praxis ist sie erstaunlich oft erfiillt.

Konsequenz fiir Optimierungsverfahren:

In der N&he eines lokalen Minimums sieht die Funktion wie eine konvexe
quadratische Funktion aus, das quadratische Modell ist dort eine gute
Approximation!

196: 491€[489,491]



Opt.-Bed.

Bemerkungen

e In Optimalitdtsbedingungen fiir Maximierungsprobleme muss man
nur V2f = 0(> 0) durch V2f < 0(< 0) ersetzen, der Rest bleibt
gleich.

197: 492€[492,494]



Opt.-Bed.

Bemerkungen

e In Optimalitdtsbedingungen fiir Maximierungsprobleme muss man
nur V2f = 0(> 0) durch V2f < 0(< 0) ersetzen, der Rest bleibt
gleich.

e Stationare Punkte sind entweder lokale Minima, lokale Maxima oder
Sattelpunkte (manche Richtungen fiihren aufwirts, manche
abwirts).

107: 493€[492,494]



Opt.-Bed.

Bemerkungen

e In Optimalitdtsbedingungen fiir Maximierungsprobleme muss man
nur V2f = 0(> 0) durch V2f < 0(< 0) ersetzen, der Rest bleibt
gleich.

e Stationare Punkte sind entweder lokale Minima, lokale Maxima oder
Sattelpunkte (manche Richtungen fiihren aufwirts, manche
abwirts).

e Alle Optimierungsverfahren versuchen eine Folge zu erzeugen, die
gegen einen stationdren Punkt konvergiert. In der Ndhe eines
stationdren Punktes soll die Konvergenz moglichst quadratisch sein,
wie beim Newton-Verfahren.

197: 494€[492,494]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.3 Das Newton-Verfahren

198: 495€[495,495]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

5.3 Das Newton-Verfahren
[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]
Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und indert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex, -

f(x) + VF(xE)Th+ ThTV2f(x()h
[=c+q h+ 3hTQH

199: 496€[496,502]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

5.3 Das Newton-Verfahren

[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]

Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und indert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex,

f(x) + VF(xE)Th+ ThTV2f(x()h
[=c+q h+ 3hTQH

Das Newton-Verfahren wahlt als nichsten
Punkt x(kt1) = x() 4 h den stationiren
Punkt des quadratischen Modells (= das Mi-
nimum falls V2£(x()) = 0),

hs\/;) — _vzf(x(k))—lvf(x(k))' [= —Q_lq]

h%() ist der Newton-Schritt und ist fur
V2f(xk)) regulir definiert.

199: 497€[496,502]




Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

5.3 Das Newton-Verfahren

[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]

Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und indert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

=1.4989, y=2.2467

=

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex,

=N
=

=
—

=
=
=

=
—_—
=
—
—

“:‘:‘3 I////}//
= S
F(x) + VF(xNTh+ IhTV2F(xNh F- S g

7
[=c+q h+ 3hTQH

=

il

S

Das Newton-Verfahren wihlt als nichsten y x
Punkt x(kt1) = x() 4 h den stationiren
Punkt des quadratischen Modells (= das Mi-
nimum falls V2f(x(k)) = 0),

hs\/;) — _vzf(x(k))—lvf(x(k))' [= —Q_lq]

h%() ist der Newton-Schritt und ist fur
V2f(xk)) regulir definiert.

199: 498€[496,502]




Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

5.3 Das Newton-Verfahren

[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]

Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und indert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

x=1.0001, y=0.75147

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex,

F(xU) + V()T h+ LTV (x)h - 3]
[=c+q h+ LhTQh]

0
il

7
iy

Das Newton-Verfahren wihlt als nichsten y T T

Punkt x(kt1) = x(k) 4 h den stationiren Newton x=1.0001, y=1.00%2
Punkt des quadratischen Modells (= das Mi- .
nimum falls V2f(x(k)) = 0), y

hs\/;) — _v2f(x(k))—lvf(x(k))' [= —Q_lq]

h%() ist der Newton-Schritt und ist fur
V2f(xk)) regulir definiert.

199: 499€[496,502]




Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

5.3 Das Newton-Verfahren

[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]

Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und indert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

x=-0.2, y=2

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex,

F(x®) + VA(xW)Th+ LhTV2fF(x()p - 3=
[=c+q h+ 3hTQH

7
Al

///II///I
7l

Das Newton-Verfahren wahlt als n&chsten v X
Punkt x(k+1) = x(k) 4+ h den stationiren e P L
Punkt des quadratischen Modells (= das Mi-

nimum falls V2f(x(k)) = 0), y

hy) = —V2f (xR IVF(xR). [= —Q gl T /

h%() ist der Newton-Schritt und ist fur
V2f(xk)) regulir definiert.

199: 500€[496,502]




Orakel/Modelle

Konj-Grad Inex. N. kl. Quad.

Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff

5.3 Das Newton-Verfahren

Opt.-Bed
[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),

hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]
Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und indert sich V2f nicht

=N

—_—

=—

—_—

S

=N
S—————

S=————

zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.
x=-0.20307, y=0.041228
|

=\
=
—

—_—

==
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=

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex, -
f(x) + VF(xE)Th+ ThTV2f(x()h

[=c+q h+ 3hTQH

.

o0

a0

f(x.y)

20

20
25

NLG

Das Newton-Verfahren wahlt als nachsten
Punkt x(kt1) = x(k) 4 h den stationiren

Punkt des quadratischen Modells (= das Mi-
nimum falls V2f(x(K) = 0),
hy) = —V2f(x(K) 1V (xR). [= —Q1q]

A% st der Newton-Schritt und ist fiir
V2f(xk)) regulir definiert.

199: 501€[496,502]




Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad.

5.3 Das Newton-Verfahren

[Eigentlich sucht es Nullstellen von Funktionen F : R" — R™ (s. spater),
hier suchen wir ein x mit Vf(x) =0.]

Ist x* ein lokales Minimum mit V2f(x*) = 0 und indert sich V2f nicht
zu schnell (V2f Lipschitz-stetig), gilt V2f(x) = 0 fiir alle x nahe bei x*.

=

Fiir jedes x(¥) nahe bei x* ist dann das qua-
dratische Modell streng konvex,

F(x®)) + VF(xO)Th+ LTV F(x(O)h - 5|
[=c+q"h+3h" QN

—
§\

—
——

—

=

=
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=
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7

el
)

Das Newton-Verfahren wihlt als nichsten y T T

Punkt x(kt1) = x(k) 4 h den stationiren Nowlon x=099775, y-0.9%2
Punkt des quadratischen Modells (= das Mi- .
nimum falls V2f(x(k)) = 0), y

hs\/;) — _vzf(x(k))—lvf(x(k))' [= —Q_lq]

h%() ist der Newton-Schritt und ist fur
V2f(xk)) regulir definiert.

199: 502€[496,502]




Newton
Satz (lokal-quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens)

Sei f zweimal stetig differenzierbar, x* ein lokales Minimum, das die
hinreichenden Optimalititsbedingungen erfiillt, Vf sei Lipschitz-stetig in
einer Umgebung von x*. Fiir jeden nahe genug an x* gelegenen
Startpunkt x(© gilt fiir die Folge

xk+1) = (k) _ g2f(x(K) =1y £ (x(K)
1. Die x\K) konvergieren quadratisch gegen x*, d.h.,
IK eN,c >0 ||x* D — x*|| < ¢||x) — x*|? fiir k > K.

2. Die Gradienten-Normen ||V f(x(¥))|| konvergieren quadratisch gegen 0.
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Newton

Satz (lokal-quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens)

Sei f zweimal stetig differenzierbar, x* ein lokales Minimum, das die
hinreichenden Optimalititsbedingungen erfiillt, Vf sei Lipschitz-stetig in
einer Umgebung von x*. Fiir jeden nahe genug an x* gelegenen
Startpunkt x(© gilt fiir die Folge

xk+1) = (k) _ g2f(x(K) =1y £ (x(K)
1. Die x\K) konvergieren quadratisch gegen x*, d.h.,
IK eN,c >0 ||x* D — x*|| < ¢||x) — x*|? fiir k > K.

2. Die Gradienten-Normen ||V f(x(¥))|| konvergieren quadratisch gegen 0.

e Der Satz gilt nur lokal und gibt keine Konvergenzgarantie fiir weit
entfernte Startpunkte (das kann selbst fiir konvexes f fehlschlagen).

e Die Funktionswerte f(x(¥)) miissen keineswegs monoton fallen.

e Startet die Folge in der N3he eines anderen stationdren Punktes
(Maximum oder Sattelpunkt), konvergiert die Folge zu diesem.

e Kommt man ins Gebiet quadratischer Konvergenz, verdoppelt sich pro

Iteration die Anzahl korrekt berechneter Stellen.
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Newton
Bemerkungen

e Um von lokalen zu , globalen” Minimierungsverfahren zu kommen,
wird in Globalisierungsstrategien f(x(**1)) < f(x(k)) gefordert, siehe
z.B. Line-Search- und Trust-Region-Verfahren.
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Newton

Bemerkungen

e Um von lokalen zu , globalen” Minimierungsverfahren zu kommen,
wird in Globalisierungsstrategien f(x(**1)) < f(x(k)) gefordert, siehe
z.B. Line-Search- und Trust-Region-Verfahren.

e Die Bestimmung von V?f ist oft zu aufwendig bzgl. Rechenzeit und
Speicherbedarf. Meist setzen Verfahren daher nur Orakel 1. Ordnung
voraus und approximieren V2f lokal zur Konvergenzverbesserung.
Damit sind aber die Bedingungen 2. Ordnung nicht gut iiberpriifbar.
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Newton

Bemerkungen

e Um von lokalen zu , globalen” Minimierungsverfahren zu kommen,
wird in Globalisierungsstrategien f(x(**1)) < f(x(k)) gefordert, siehe
z.B. Line-Search- und Trust-Region-Verfahren.

e Die Bestimmung von V?f ist oft zu aufwendig bzgl. Rechenzeit und
Speicherbedarf. Meist setzen Verfahren daher nur Orakel 1. Ordnung
voraus und approximieren V2f lokal zur Konvergenzverbesserung.
Damit sind aber die Bedingungen 2. Ordnung nicht gut iiberpriifbar.

e Ein nichtlineares Optimierungsverfahren heiBt global konvergent,
wenn es fiir jede nach unten beschrankte Funktion und jeden
Startpunkt x(©) eine Punktfolge x(¥) mit ||V £(x(K)|| — 0 erzeugt.
[Das kann auch [[x{¥)|| — oo bedeuten, etwa fiir f(x) = 1]
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Newton

Bemerkungen

e Um von lokalen zu , globalen” Minimierungsverfahren zu kommen,
wird in Globalisierungsstrategien f(x(**1)) < f(x(k)) gefordert, siehe
z.B. Line-Search- und Trust-Region-Verfahren.

e Die Bestimmung von V?f ist oft zu aufwendig bzgl. Rechenzeit und
Speicherbedarf. Meist setzen Verfahren daher nur Orakel 1. Ordnung
voraus und approximieren V2f lokal zur Konvergenzverbesserung.
Damit sind aber die Bedingungen 2. Ordnung nicht gut iiberpriifbar.

e Ein nichtlineares Optimierungsverfahren heiBt global konvergent,
wenn es fiir jede nach unten beschrankte Funktion und jeden
Startpunkt x(©) eine Punktfolge x(¥) mit ||V £(x(K)|| — 0 erzeugt.
[Das kann auch [[x{¥)|| — oo bedeuten, etwa fiir f(x) = 1]

e Durch die Bedingung f(x(*1)) < f(x(¥)) hoffen die Verfahren im
Konvergenzfall ein Minimum gefunden zu haben, manchmal ist es
jedoch ein Sattelpunkt. Fiir den Anwender ist das meist leicht zu
erkennen, fiir das Verfahren nicht — besseren Startpunkt wahlen.
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Newton
Bemerkungen

e Um von lokalen zu , globalen” Minimierungsverfahren zu kommen,
wird in Globalisierungsstrategien f(x(**1)) < f(x(k)) gefordert, siehe
z.B. Line-Search- und Trust-Region-Verfahren.

e Die Bestimmung von V?f ist oft zu aufwendig bzgl. Rechenzeit und
Speicherbedarf. Meist setzen Verfahren daher nur Orakel 1. Ordnung
voraus und approximieren V2f lokal zur Konvergenzverbesserung.
Damit sind aber die Bedingungen 2. Ordnung nicht gut iiberpriifbar.

e Ein nichtlineares Optimierungsverfahren heiBt global konvergent,
wenn es fiir jede nach unten beschrankte Funktion und jeden
Startpunkt x(©) eine Punktfolge x(¥) mit ||V £(x(K)|| — 0 erzeugt.
[Das kann auch [[x{¥)|| — oo bedeuten, etwa fiir f(x) = 1]

e Durch die Bedingung f(x(*1)) < f(x(¥)) hoffen die Verfahren im
Konvergenzfall ein Minimum gefunden zu haben, manchmal ist es
jedoch ein Sattelpunkt. Fiir den Anwender ist das meist leicht zu
erkennen, fiir das Verfahren nicht — besseren Startpunkt wahlen.

e Wir nutzen die Kurzschreibweise f; fiir f(x(K)), V£, fiir V£ (x(¥)
und V2f, fiir V2f(x(¥)).
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Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.4 Line-Search-Verfahren
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LS

5.4 Line-Search-Verfahren

Schematischer Ablauf von Line-Search-Verfahren:

1. Rufe das Orakel fiir x) auf — fi, V', (vielleicht auch V2£,).
. Ist || V]| klein genug, STOP.
. Abstiegsrichtung: Wahle h(X) € R" mit kaTh(k) <0.
. Line-Search: Finde eine Schrittweite ay > 0 mit
f(x(k) + akh(k)) »ausreichend” kleiner als f;
5. Setze x(kt1) 1= x(K) 4 o h(K) | k — k + 1, gehe zu 1.

N

Zwei Hauptaufgaben:
e Bestimmung einer Abstiegsrichtung

e Bestimmung einer Schrittweite (Line-Search)
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Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG
Abstiegsrichtung (fiir x mit V£(x) # 0)
Eine Richtung h € R" heiBt Abstiegsrichtung fiir f in X, falls Vf(x)"h < 0.
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LS
Abstiegsrichtung (fiir x mit V£(x) # 0)
Eine Richtung h € R" heiBt Abstiegsrichtung fiir f in X, falls Vf(x)"h < 0.

Die meisten Algorithmen bestimmen h fiir ein B > 0 in der Form

h:=—B7'VFf(x), denn VF(x)Th=—VF(x)TBIVF(x)<0.

>0

Beispiele (s. spiter zu Vor- und Nachteilen):

e B = [: steilster Abstieg h = —Vf(X) (steepest descent).

e B = V?f(x) Newton-Richtung (Abstiegsrichtung fiir V2f(x) = 0)
e B =[V2f(X) + M] = 0 modifizierte Newton-Richtung

e B~ 0 als Approximation von V2f(x) Quasi-Newton-Richtung

204: 513¢€[512,514]



LS
Abstiegsrichtung (fiir x mit V£(x) # 0)
Eine Richtung h € R" heiBt Abstiegsrichtung fiir f in X, falls Vf(x)"h < 0.

Die meisten Algorithmen bestimmen h fiir ein B >~ 0 in der Form

h:=—B7'VFf(x), denn VF(x)Th=—VF(x)TBIVF(x)<0.

>0

Beispiele (s. spiter zu Vor- und Nachteilen):

e B = [: steilster Abstieg h = —Vf(X) (steepest descent).

e B = V?f(x) Newton-Richtung (Abstiegsrichtung fiir V2f(x) > 0)
e B =[V2f(X) + M] = 0 modifizierte Newton-Richtung

e B~ 0 als Approximation von V2f(x) Quasi-Newton-Richtung

Fiir globale Konvergenz der Line-Search Verfahren ist nur wichtig, dass
die Richtungen nicht orthogonal zur steilsten Abstiegsrichtung werden:

36 >0: H_va:ﬂ ! HZEQH = cos Z(—=Vf, hK)) > § > 0 fiir k > 0.

Das ist erfiillt, falls i\\,mn?:i((g:)) < k fiir ein Kk > 0 und gilt z.B. fiir B=/ oder

Newton-Richtung in der Ndhe von x* unter den Vor. des Newton-Satzes.
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LS

Line-Search fiir Abstiegsrichtung h

Bestimme Schrittweite @ > 0 als Ndherung zu miny>o ®(a) == f(x + ah).

Berechnung von & € Argmin,, o ®(a) (exakter Line-Search) wére sinnlos
aufwendig, da die Richtung h meist weit am Optimum vorbeifiihrt.

o o \e=Terah)

f(x) =(0)
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LS

Line-Search fiir Abstiegsrichtung h

Bestimme Schrittweite @ > 0 als Ndherung zu miny>o ®(a) == f(x + ah).

Berechnung von & € Argmin,, o ®(a) (exakter Line-Search) wére sinnlos
aufwendig, da die Richtung h meist weit am Optimum vorbeifiihrt.

Anfangs sehr wenig Information: ®(0) = f(x), Ableitung ®'(0) = Vf(X)"h

o0} =T o)

f(X) =(0)-

x|
Q
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LS

Line-Search fiir Abstiegsrichtung h

Bestimme Schrittweite @ > 0 als Ndherung zu miny>o ®(a) == f(x + ah).

Berechnung von & € Argmin,, o ®(a) (exakter Line-Search) wére sinnlos
aufwendig, da die Richtung h meist weit am Optimum vorbeifiihrt.

Anfangs sehr wenig Information: ®(0) = f(x), Ableitung ®'(0) = Vf(X)"h
Ein & mit ausreichendem Abstieg (sufficient decrease) erfiillt:

1. Mindestanteil 0 < 77 < 1 an dem durch ¢’(0) ,,versprochenen*Abstieg:
d(a) < ¢(0) + a1 9'(0) (Armijo-Bedingung) [fiir kleine v erfiillt]

o0} =T o)

f(X)=2(0) Armijo
D(0)+ory P (0)

205: 517€[515,520]
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LS

Line-Search fiir Abstiegsrichtung h

Bestimme Schrittweite @ > 0 als Ndherung zu miny>o ®(a) == f(x + ah).

Berechnung von & € Argmin,, o ®(a) (exakter Line-Search) wére sinnlos
aufwendig, da die Richtung h meist weit am Optimum vorbeifiihrt.

Anfangs sehr wenig Information: ®(0) = f(x), Ableitung ®'(0) = Vf(X)"h
Ein & mit ausreichendem Abstieg (sufficient decrease) erfiillt:

1. Mindestanteil 0 < 77 < 1 an dem durch ¢’(0) ,,versprochenen*Abstieg:
d(a) < ¢(0) + a1 9'(0) (Armijo-Bedingung) [fiir kleine v erfiillt]

Armijo
D(0)+ory P (0)

x|
pugs
A
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LS

Line-Search fiir Abstiegsrichtung h

Bestimme Schrittweite @ > 0 als Ndherung zu miny>o ®(a) == f(x + ah).

Berechnung von & € Argmin,, o ®(a) (exakter Line-Search) wére sinnlos
aufwendig, da die Richtung h meist weit am Optimum vorbeifiihrt.

Anfangs sehr wenig Information: ®(0) = f(x), Ableitung ®'(0) = Vf(X)"h
Ein & mit ausreichendem Abstieg (sufficient decrease) erfiillt:
1. Mindestanteil 0 < 77 < 1 an dem durch ¢’(0) ,,versprochenen*Abstieg:
d(a) < ¢(0) + a1 9'(0) (Armijo-Bedingung) [fiir kleine v erfiillt]
2. An der Stelle & ist der Abstieg @’ schlecht (0 <1 <72 < 1):
d'(@) > 729'(0) (Krimmungs-Bedingung) [VfT h stark gedndert]

P=f(x+th) Kriimmung
152’ (0)

Armijo
D(0)+ary @’ (0)
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LS

Line-Search fiir Abstiegsrichtung h

Bestimme Schrittweite @ > 0 als Ndherung zu miny>o ®(a) == f(x + ah).

Berechnung von & € Argmin,, o ®(a) (exakter Line-Search) wére sinnlos
aufwendig, da die Richtung h meist weit am Optimum vorbeifiihrt.

Anfangs sehr wenig Information: ®(0) = f(x), Ableitung ®'(0) = Vf(X)"h
Ein & mit ausreichendem Abstieg (sufficient decrease) erfiillt:
1. Mindestanteil 0 < 77 < 1 an dem durch ¢’(0) ,,versprochenen*Abstieg:
d(a) < ¢(0) + a1 9'(0) (Armijo-Bedingung) [fiir kleine v erfiillt]
2. An der Stelle & ist der Abstieg @’ schlecht (0 <1 <72 < 1):
d'(@) > 729'(0) (Krimmungs-Bedingung) [VfT h stark gedndert]

o o Me=Terah)

f(x) =(0)

Krdmmung Armijo- und Kriimmungs-
152'(0) . . .

Armijo Bedingung gemeinsam
D(0)+ary,P’(0) heiBen Wolfe-Bedingungen
L und Schrittweiten, die diese
erfiillen, garantieren ausrei-
chenden Abstieg.

: % [1=10" € {0.1,0.9}]

Wolfe x ¥
\
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LS
Wolfe-Bedingungen und globale Konvergenz
Fiir 0<71 < 72 <1 erfiillt Schrittweite ) die Wolfe-Bedingungen, wenn

F(x®) + ah®) < fi + e VE A (Armijo)
V(x4 aphNTAE) > 4, VT AR (Krimmung)

Armijo sichert Abstieg, Kriimmung eine Mindestschrittweite, falls V£
Lipschitz-stetig ist. Beides ist mit einem Orakel 1. Ordnung iiberpriifbar.
Solche Schrittweiten gibt es immer, wenn f nach unten beschrankt ist.
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LS
Wolfe-Bedingungen und globale Konvergenz
Fiir 0<71 < 72 <1 erfiillt Schrittweite ) die Wolfe-Bedingungen, wenn

F(x®) + ah®) < fi + e VE A (Armijo)
V(x4 aphNTAE) > 4, VT AR (Krimmung)

Armijo sichert Abstieg, Kriimmung eine Mindestschrittweite, falls V£
Lipschitz-stetig ist. Beides ist mit einem Orakel 1. Ordnung iiberpriifbar.
Solche Schrittweiten gibt es immer, wenn f nach unten beschrankt ist.

Satz (Globale Konvergenz von Line-Search-Verfahren)

Sei f nach unten beschrankt. Fiir den Startpunkt x(©) sei Vf auf der

Niveaumenge {x € R" : f(x) < fo} Lipschitz-stetig. Garantiert ein

_ VR e S
ATLGIIE 0 fiir ein § > 0 sowie die

Wolfe-Bedingungen fiir die Schrittweiten «, dann gilt ||V 1| — 0.

Line-Search-Verfahren
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LS
Wolfe-Bedingungen und globale Konvergenz
Fiir 0<71 < 72 <1 erfiillt Schrittweite ) die Wolfe-Bedingungen, wenn

F(x®) + ah®) < fi + e VE A (Armijo)
V(x4 aphNTAE) > 4, VT AR (Krimmung)

Armijo sichert Abstieg, Kriimmung eine Mindestschrittweite, falls V£
Lipschitz-stetig ist. Beides ist mit einem Orakel 1. Ordnung iiberpriifbar.
Solche Schrittweiten gibt es immer, wenn f nach unten beschrankt ist.

Satz (Globale Konvergenz von Line-Search-Verfahren)

Sei f nach unten beschrankt. Fiir den Startpunkt x(©) sei Vf auf der

Niveaumenge {x € R" : f(x) < fo} Lipschitz-stetig. Garantiert ein

_ VR e S
ATLGIIE 0 fiir ein § > 0 sowie die

Wolfe-Bedingungen fiir die Schrittweiten «, dann gilt ||V 1| — 0.

Line-Search-Verfahren

Vorsicht: Man hofft auf Konvergenz gegen ein Minimum, aber sowohl
|x(K)|| — oo als auch Konvergenz gegen einen Sattelpunkt sind nicht
ausgeschlossen!
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Bestimmung der Schrittweite in der Praxis
e Ziel ist, mit moglichst wenig Funktionsauswertungen einen
Wolfepunkt zu finden.

e Die vorhergehende Schrittweite dient meist als Startwert, beim
allerersten Mal nutzt man gerne o = ﬁ

e Der nichsten Kandidat wird z.B. iiber kubische Interpolation, die
neue und alte Funktionswerte und Ableitungen nutzt, bestimmt.

e Jeder Fehl-Versuch erlaubt, das Suchintervall zu verkleinern.

e Eine solide und effiziente Implementation, die auch mit numerischen
Schwierigkeiten umgehen kann, ist sehr schwer und aufwendig.

e Entscheidend fiir den Erfolg ist vor allem die Schrittrichtung!

AUSNAHME: Fiir Newton-ahnliche Richtungen wird immer Schrittweite 1
zuerst probiert und nur auf Armijo getestet. Solange Armijo nicht erfiillt
ist, reduziert man die Schrittweite (durch Interpolation oder einfaches
Backtracking, d.h., Multiplikation der Schrittweite mit einem Faktor
0<o<1).

207: 524€[524,524]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.5 Skalierung und Steilster Abstieg

208: 525€[525,525]



5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
O(a) = 1xTQx+ qTx + c + aVF(X)Th+ % hTQh
(a)=VF(R)Th+ah"Qh=0 = a=-yob
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Skal.

5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
®(a)=VF(X)Th+ahTQh=0 = a=-=Y*t

AT QA

Ideal skaliert (Q =1): ___Stellster Abstieg, Schit 1

10 o
Q—|:0 1:|aq_07c_0 :i ‘ A

0) 0z A
Xq =09 .| -

Startpunkt [Xz(o)] = [ 0'9} . :
Steilster Abstieg (B = 1): j::

he—vf a— e _ N
! hT Qh
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5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
(a)=VF(R)Th+ah"Qh=0 = a=-yob

Ideal skaliert (Q =1): Newton, Schritt 1

1 0
Q—{O 1},q—O,c—O ;

(0) o X
Xq =09 .| -
Startpunkt [XQ(O)] = [ 0'9} - :

Newton (B = Q): o

1 = __VFIQTIVF _ 1 .
h=—Q WV a=Sagvr =1 = ; °

08|
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5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
(a)=VF(R)Th+ah"Qh=0 = a=-yob

Noch gut skaliert! (x; = 3%;): Steilster Abstieg, Schritt 1
o 320 0. c—0 " 7\
Tlo 1 IIReTE
~(0) 02 o
X1 _ _0~3 > o :
Startpunkt [xéo)] = [ 0'9} - :
Steilster Abstieg (B = 1): N \ /
h=-Vf a= lIAll? Ay \ 5 4 5
- = hTQh X
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5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
() =VF(R)Th+ahTQh=0 = a=-yok

Noch gut skaliert! (x; = 3%;): Steilster Abstieg, Schritt 2
o-[3 9 0 c—o 8, AN
Tlo 1 IIReTE
~(0) 02 o
X1 _ _0~3 > o :
Startpunkt [xéo)] = [ 0'9} - :
Steilster Abstieg (B = 1): N \ /
h=-Vf a= lIAll? Ay \ 5 4 5
- = hTQh X
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5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
() =VF(R)Th+ahTQh=0 = a=-yok

Noch gut skaliert! (x; = 3%;): Steilster Abstieg, Schritt 3
o-[3 9 0 c—o 8, AN
Tlo 1 IIReTE
~(0) 02 o
X1 _ _0~3 > o :
Startpunkt [xéo)] = [ 0'9} - :
Steilster Abstieg (B = 1): N \ /
h=-Vf a= lIAll? Ay \ 5 4 5
- = hTQh X

209: 531€[526,537]



5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
() =VF(R)Th+ahTQh=0 = a=-yok

Noch gut skaliert! (x; = 3%;): Steilster Abstieg, Schritt 4
o-[3 9 0 c—o 8, AN
Tlo 1 IIReTE
~(0) 02 o
X1 _ _0~3 > o :
Startpunkt [xéo)] = [ 0'9} - :
Steilster Abstieg (B = 1): N \ /
h=-Vf a= lIAll? Ay \ 5 4 5
- = hTQh X

209: 532€[526,537]



5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
() =VF(R)Th+ahTQh=0 = a=-yok

Noch gut skaliert! (x; = 3%;): Steilster Abstieg, Schritt 5
o-[3 9 0 c—o 8, AN
Tlo 1 IIReTE
~(0) 02 o
X1 _ _0~3 > o :
Startpunkt [xéo)] = [ 0'9} - :
Steilster Abstieg (B = 1): N \ /
h=-Vf a= lIAll? Ay \ 5 4 5
- = hTQh X

209: 533€[526,537]



5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
() =VF(R)Th+ahTQh=0 = a=-yok

Noch gut skaliert! (x; = 3%;): Steilster Abstieg, Schritt 6
o-[3 9 0 c—o 8, AN
Tlo 1 IIReTE
~(0) 02 o
X1 _ _0~3 > o :
Startpunkt [xéo)] = [ 0'9} - :
Steilster Abstieg (B = 1): N \ /
h=-Vf a= lIAll? Ay \ 5 4 5
- = hTQh X

209: 534€[526,537]



5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
() =VF(R)Th+ahTQh=0 = a=-yok

Noch gut skaliert! (x; = 3%;): Steilster Abstieg, Schritt 7
o-[3 9 0 c—o 8, AN
Tlo 1 IIReTE
~(0) 02 o
X1 _ _0~3 > o :
Startpunkt [xéo)] = [ 0'9} - :
Steilster Abstieg (B = 1): N \ /
h=-Vf a= lIAll? Ay \ 5 4 5
- = hTQh X

209: 535€[526,537]



5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
() =VF(R)Th+ahTQh=0 = a=-yok

Noch gut skaliert! (x; = 3%;): Steilster Abstieg, Schritt 8
o-[3 9 0 c—o 8, AN
Tlo 1 IIReTE
~(0) 02 o
X1 _ _0~3 > o :
Startpunkt [xéo)] = [ 0'9} - :
Steilster Abstieg (B = 1): N \ /
h=-Vf a= lIAll? Ay \ 5 4 5
- = hTQh X

209: 536€[526,537]



Skal.

5.5 Skalierung

Bei Verfahren 1. Ordnung (nur Gradient) hat die Skalierung der Variablen
(z.B. ob Daten in Metern oder Millimetern gegeben sind) groBen Einfluss
auf das Konvergenzverhalten und ist kaum verniinftig anpassbar.

Das Newtonverfahren (nutzt 2. Ordnung) ist jedoch skalierungsunabhingig!

Bsp: f(x) =2x"Qx+q"x+¢c, VF(x)=Qx+gq V3 (x)=Q, Q>0
exakter Line-Search fiir Abstiegsrichtung h = —B~1Vf(x) in x (B > 0):
®(a) =ixTQx+ q"x+c+aVF(x)Th+ %hTQh
®(a)=VF(X)Th+ahTQh=0 = a=-=Y*t

AT QA
Noch gut skaliert! (x; = 3%;): Newton, Schritt 1
o-[3 9 0 c—o 8, N
- 0 1 , =V, Cc= :i
(%) 037 .. )
1 _ >
Startpunkt [xéo)] = [ 09}
Newton (B = Q): Y
__A-1 =~ _ VfTQ v _ B
h=—-Q Vf'a_VfT©*1Vf 1 .

209: 537¢[526,537]



Steilster Abstieg konvergiert SEHR langsam

Ein Verfahren konvergiert linear gegen x*, wenn es eine Konstante
0 <~y <1 gibt mit ||xgr1 — x*|| < vllxk — x*||.

Satz
Fiir f(x) = 2x7 Qx + q" x + ¢ mit Q > 0 und exaktem Line-Search

konvergiert das steilste Abstiegsverfahren im Allgemeinen linear mit
Amax (@) — Amin (Q
Konstante v = )\maxEQg"')\mingQ;'

Fir Amax => Amin (die Niveaumengen sind ganz schmale Ellipsen) ist
~ & 1 und man sieht kaum Verbesserung.

210: 538€[538,540)



Steilster Abstieg konvergiert SEHR langsam

Ein Verfahren konvergiert linear gegen x*, wenn es eine Konstante
0 <~y <1 gibt mit ||xgr1 — x*|| < vllxk — x*||.

Satz
Fiir f(x) = %XTQX +q"x + ¢ mit Q = 0 und exaktem Line-Search
konvergiert das steilste Abstiegsverfahren im Allgemeinen linear mit

Konstante v = %

Fir Amax => Amin (die Niveaumengen sind ganz schmale Ellipsen) ist
~ & 1 und man sieht kaum Verbesserung.

In der Ndhe eines Optimums mit hinreichenden Optimalitdtsbedingungen
ist die Funktion anndhernd quadratisch streng konvex

— steilster Abstieg konvergiert am Ende fast immer schlecht

— Newton konvergiert am Ende fast immer hervorragend

210: 539€[538,540)



Skal.

Steilster Abstieg konvergiert SEHR langsam

Ein Verfahren konvergiert linear gegen x*, wenn es eine Konstante
0 <~y <1 gibt mit ||xgr1 — x*|| < vllxk — x*||.

Satz
Fiir f(x) = 2x7 Qx + q" x + ¢ mit Q > 0 und exaktem Line-Search

konvergiert das steilste Abstiegsverfahren im Allgemeinen linear mit

Konstante v = %

Fir Amax => Amin (die Niveaumengen sind ganz schmale Ellipsen) ist
~ & 1 und man sieht kaum Verbesserung.

In der Ndhe eines Optimums mit hinreichenden Optimalitdtsbedingungen
ist die Funktion anndhernd quadratisch streng konvex

— steilster Abstieg konvergiert am Ende fast immer schlecht

— Newton konvergiert am Ende fast immer hervorragend

Da fiir groBe n jede Iteration des Newton-Verfahrens wegen der
Berechnung von V2f und —(V?f)~1Vf sehr aufwendig ist, versucht man
(V2f)~! sukzessive aus den Werten von V£ zu approximieren.

210: 540€[538,540]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.6 Quasi-Newton

211: 541€[541,541]



BFGS

5.6 Quasi-Newton-Verfahren .
k+1 *
Ein Verfahren konvergiert superlinear gegen x*, falls limy_ M =0
(wird kleiner als jede Konstante der linearen Konvergenz).

Satz
Konvergiert x*kt1) = x(k) 1 h(k) gegen ein x*, das die hinreichenden
Opt.-Bed. erfiillt, so ist die Konvergenz superlinear genau dann, wenn die

Schrittrichtung h'¥) sich schneller der Newton-Richtung h%() annihert als

k
h — p|| = o(||AX).

sie klein wird,

212: 542€[542,546]



BFGS

5.6 Quasi-Newton-Verfahren

Ein Verfahren konvergiert superlinear gegen x*, falls limy_, o

\|X(k+1)—x* H _ O

[l —x*]]

(wird kleiner als jede Konstante der linearen Konvergenz).

Satz
Konvergiert x*kt1) = x(k) 1 h(k) gegen ein x*, das die hinreichenden
Opt.-Bed. erfiillt, so ist die Konvergenz superlinear genau dann, wenn die

Schrittrichtung h'¥) sich schneller der Newton-Richtung h%() annihert als

sie klein wird, ||h(k) — h%()H = o(||hA])).

= Superlineare Konvergenz erfordert Approximation der Newton-Richtung.
Fiir h = —B~!Vf sollte B also die Hessematrix nachbauen. Diese erfiillt
Vf(x + h) = Vf(x) + V2f(x)h+ o(h). [Taylor]

212: 543€[542,546]



BFGS

5.6 Quasi-Newton-Verfahren

Ein Verfahren konvergiert superlinear gegen x*, falls limy_, o

\|X(k+1)—x* H _ O

[l —x*]]

(wird kleiner als jede Konstante der linearen Konvergenz).

Satz
Konvergiert x*kt1) = x(k) 1 h(k) gegen ein x*, das die hinreichenden
Opt.-Bed. erfiillt, so ist die Konvergenz superlinear genau dann, wenn die

Schrittrichtung h'¥) sich schneller der Newton-Richtung h%() annihert als

sie klein wird, ||h(k) — h%()H = o(||hA])).

= Superlineare Konvergenz erfordert Approximation der Newton-Richtung.

Fiir h = —B~1Vf sollte B also die Hessematrix nachbauen. Diese erfiillt
Vf(x + h) = Vf(x) + V2f(x)h+ o(h). [Taylor]
Forderungen an Bj1 fiir Schrittrichtung: hlkt+1) — —B;:J:1ka+1

— Byt > 0, damit h(<*1) Abstiegsrichtung ist

212: 544€[542,546)



BFGS

5.6 Quasi-Newton-Verfahren

Ein Verfahren konvergiert superlinear gegen x*, falls limy_, o

\|X(k+1)—x* H _ O

[l —x*]]

(wird kleiner als jede Konstante der linearen Konvergenz).

Satz
Konvergiert x*kt1) = x(k) 1 h(k) gegen ein x*, das die hinreichenden
Opt.-Bed. erfiillt, so ist die Konvergenz superlinear genau dann, wenn die

Schrittrichtung h'¥) sich schneller der Newton-Richtung h%() annihert als

sie klein wird, ||h(k) — h%()H = o(||hA])).

= Superlineare Konvergenz erfordert Approximation der Newton-Richtung.

Fiir h = —B~1Vf sollte B also die Hessematrix nachbauen. Diese erfiillt
Vf(x + h) = Vf(x) + V2f(x)h+ o(h). [Taylor]
Forderungen an Bj1 fiir Schrittrichtung: hlkt+1) — —B;_&IkaH

— Byt > 0, damit h(<*1) Abstiegsrichtung ist
— Das quadratische Modell my1(h) := fy1 + kal—rlh + %hTBth
sollte in x;, den Gradienten V{; gut approximieren:
Vi = Viampr (x5 — x(k+D) = Vi g+ Byyq (x0) — x(k+1)

212: 545€[542,546)



BFGS

5.6 Quasi-Newton-Verfahren

Ein Verfahren konvergiert superlinear gegen x*, falls limy_, o

\|X(k+1)—x* H _ O

[l —x*]]

(wird kleiner als jede Konstante der linearen Konvergenz).

Satz
Konvergiert x*kt1) = x(k) 1 h(k) gegen ein x*, das die hinreichenden
Opt.-Bed. erfiillt, so ist die Konvergenz superlinear genau dann, wenn die

Schrittrichtung h'¥) sich schneller der Newton-Richtung h%() annihert als

sie klein wird, ||h(k) — h%()H = o(||hA])).

= Superlineare Konvergenz erfordert Approximation der Newton-Richtung.

Fiir h = —B~1Vf sollte B also die Hessematrix nachbauen. Diese erfiillt
Vf(x + h) = Vf(x) + V2f(x)h+ o(h). [Taylor]
Forderungen an Bj1 fiir Schrittrichtung: hlkt+1) — —B;:J:1ka+1

— Byt > 0, damit h(<*1) Abstiegsrichtung ist
— Das quadratische Modell my1(h) := fiz1 + VE h+ 1hTBiyih
sollte in x;, den Gradienten V{; gut approximieren:
Vi = Viampr (x5 — x(k+D) = Vi g+ Byyq (x0) — x(k+1)
Sekanten-Gleichung: By 1(x**1) — x(K)) = Vf 1 — V£

212: 546€[542,546)



BFGS

Quasi-Newton mit BFGS-Update
Wegen Sekanten-Glg., Biy1 > 0 und xk+1) = x(k) 4 o h(K) muss
0 < 2 (h*)T By 1hK) = a(Viiyy — V)T hK)
gelten. Das garantiert die Kriimmung in den Wolfe-Bedingungen:
ax[VEL AR — VEThR] > ay (e — 1) VET AR >0
—— ——

<0 <0

213: 547€[547,550]



BFGS

Quasi-Newton mit BFGS-Update
Wegen Sekanten-Glg., Biy1 > 0 und xk+1) = x(k) 4 o h(K) muss
0 < 2 (h*)T By 1hK) = a(Viiyy — V)T hK)
gelten. Das garantiert die Kriimmung in den Wolfe-Bedingungen:
ar[VET hK) — VETAR] > ay (e — 1) VAT A >0
—— ——

<0 <0

Fiir A(k+1) = —Bk_+11ka+1 ist die Inverse Hyy1 := Bk_+11 giinstiger.

Die Matrix Hy 1 = 0 mit Hiy1(Vhig1 — Vi) = x0T — x(8)  die sich
gegeniiber Hy in geeigneter Norm am wenigsten dndert, erhdlt man durch
die Rang-2-Korrektur von Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno:

1 1 1
Her = (1 — —skyT H (Il — 7}//(57— + 75/(57—
+ ( S;Z—Yk k ) ( SkT 3 k) S,Z— . k

wobei s, := x(kt1) — x(K) 'y, .= Vf 1 — VF.

213: 548€[547,550]



BFGS

Quasi-Newton mit BFGS-Update
Wegen Sekanten-Glg., Biy1 > 0 und xk+1) = x(k) 4 o h(K) muss
0 < 2 (hMNT By 1htK) = (Vi — VAE)THK) = yT 5]
gelten. Das garantiert die Kriimmung in den Wolfe- Bedlngungen

ax[VEL AR — VEThR] > ay (e — 1) VET AR >0
—— ——
<0 <0
Fiir A(k+1) = —Bk_+11ka+1 ist die Inverse Hyy1 := Bk_j1 giinstiger.

Die Matrix Hy 1 = 0 mit Hiy1(Vhig1 — Vi) = x40t — x(8)  die sich
gegeniiber Hj in geeigneter Norm am wenigsten dndert, erhdlt man durch
die Rang-2-Korrektur von Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno:

1 1 1
Hipr = (I — ——skyd YHk(l — ——yksl ) + ——sks{
+ ( S;Z—Yk k ) ( S;Z—Yk k ) S[Z—)/k k

wobei s 1= x(kT1) — x(K) y, .= me V. [Hk >~ 0 und Wolfe =
Hi1 = 0, denn s Hy15¢ > - (sk sk)2 >0, vy Hirayk = s vk > 0]

213: 549€[547,550]



BFGS

Quasi-Newton mit BFGS-Update
Wegen Sekanten-Glg., Biy1 > 0 und xk+1) = x(k) 4 o h(K) muss
0 < 2 (hMNT By 1htK) = (Vi — VAE)THK) = yT 5]
gelten. Das garantiert die Kriimmung in den Wolfe- Bedlngungen

ax[VEL AR — VEThR] > ay (e — 1) VET AR >0
—— ——
<0 <0
Fiir A(k+1) = —Bk_+11ka+1 ist die Inverse Hyy1 := Bk_j1 giinstiger.

Die Matrix Hy 1 = 0 mit Hiy1(Vhig1 — Vi) = x40t — x(8)  die sich
gegeniiber Hj in geeigneter Norm am wenigsten dndert, erhdlt man durch
die Rang-2-Korrektur von Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno:

1 1 1
Her = (1 — —skyT H (Il — 7}//(57— + 75/(57—
+ ( S;Z—Yk k ) ( S;Z—Yk k ) S[Z—)/k k
wobei s 1= x(kT1) — x(K) y, .= me V. [Hk >~ 0 und Wolfe =
Hi1 = 0, denn s Hy15¢ > - (sk sk)2 >0, vy Hirayk = s vk > 0]

Man startet mit Hy = V2f; ! (faIIs »~ 0) oder Hy = gy /-

Fiir groBe n bildet man Hy nicht explizit, sondern speichert nur die

letzten k Paare (s, yx) fiir ein festes k € N (limited memory BFGS).
213: 550€[547,550]




BFGS

Man kann zeigen: Fiir eine streng konvexe quadratische Funktion wird Hj
eine immer bessere Approximation von V2f~! und Line-Search Verfahren
mit BFGS-Richtung und Wolfe-Bedingungen konvergieren superlinear.

214: 551€[551,552]



BFGS

Man kann zeigen: Fiir eine streng konvexe quadratische Funktion wird Hj
eine immer bessere Approximation von V2f~! und Line-Search Verfahren
mit BFGS-Richtung und Wolfe-Bedingungen konvergieren superlinear.

In der N&he eines x*, das die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen
erfiillt, ist ein hinreichend glattes f anndhernd streng konvex und
quadratisch.

Konsequenz: Obwohl sowohl BFGS als auch Steilster Abstieg nur ein
Orakel 1. Ordnung ben&tigen, konvergiert BFGS viel besser als Steilster
Abstieg bei etwa vergleichbarem Aufwand pro Iteration.

214: 552€[551,552]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.7 Trust-Region-Verfahren

215: 553€[553,553]



Trust-R.

5.7 Trust-Region-Verfahren

In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,

in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:
Funktion, x=0.08, y=0.006

x ! /
0s
o

216: 554€[554,564]



Trust-R.

5.7 Trust-Region-Verfahren

In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,

in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:
Modell x=0.08, y=0.006

0. Wahle ein Model mg von f um x(®,
mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]

216: 555€[554,564]



Trust-R.

5.7 Trust-Region-Verfahren

In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,

in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:
Trust-Region x=0.08, y=0.006, r=1

0. Wahle ein Model my von f um x(©,
mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ay mit >
mo(h) = f(x©® + h) V| h| < Ao

216: 556€[554,564]



Trust-R.

5.7 Trust-Region-Verfahren

In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,

in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:
Trust-Region x=0.08, y=0.006, p=—66.1145

0. Wihle ein Model mg von f um x(©,
mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ag mit >
mo(h) = f(x©® + h) V| h| < Ao
1. Lose das Trust-Region-Unterproblem:

h) ~ Argmin my(h) [nur annihern] \
Hh”SAk -15) =l EY [ r;(s

216: 557€[554,564]



Trust-R.

5.7 Trust-Region-Verfahren

In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,

in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:
Trust-Region x=0.08, y=0.006, p=—66.1145

0. Wihle ein Model my von f um x©,

mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ag mit >
mo(h) = f(x©® + h) V| h| < Ao
1. Lose das Trust-Region-Unterproblem:

A%) ~ Argmin my (h) [nur anndhern] \
Ihl<A -
2. Berechne f(x¥) + h(K)) und den Fortschrittsfaktor pj := %,
1AW fiir px < % [mi(hk)) zu schlecht]
setze Ayyyi= 14 min{2A,, A} pe >3 und |AF] = A, [A zu Klein]
Ay sonst. [Wert ok]

216: 558€[554,564]



Trust-R.

5.7 Trust-Region-Verfahren

In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,

in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:
Trust-Region x=0.08, y=0.006, p=—66.1145

0. Wihle ein Model my von f um x©,

mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ag mit >
mo(h) = f(x©® + h) V| h| < Ao
1. Lose das Trust-Region-Unterproblem:

A%) ~ Argmin my (h) [nur anndhern] \
Ihl<A -
2. Berechne f(x¥) + h(K)) und den Fortschrittsfaktor pj := %,
L fiir px < % [mi(hk)) zu schlecht]
setze Ayyyi= 14 min{2A,, A} pe > 3 und |AF] = A, [A zu Klein]
Ay sonst. [Wert ok]

216: 559€[554,564]



Trust-R.

5.7 Trust-Region-Verfahren

In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,
in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:

Trust-Region x=0.08, y=0.006, p=—66.1145

0. Wihle ein Model my von f um x©,

mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ag mit >
mo(h) = f(x©® + h) V| h| < Ao
1. Lose das Trust-Region-Unterproblem:

A%) ~ Argmin my (h) [nur anndhern] \
Ihl<A -
. Berechne f(x¥) + h(K)) und den Fortschrittsfaktor pj := %,
1AW fiir px < % [mi(hk)) zu schlecht]
setze Ayyyi= 14 min{2A,, A} pe >3 und |AF] = A, [A zu Klein]
Ay sonst. [Wert ok]

. Ist pg > n fiir ein festes Akzeptanzniveau n € [0,1),
setze x(HD) = x(0) 4 h(K) “my 1 (B) = fisr + VL h+ 3hT Biyah,

k)

sonst dndere nichts, x(kt1) = x(k), Mpy1 i= My,

216: 560€[554,564]



Trust-R.

5.7 Trust-Region-Verfahren

In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,
in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:

Trust-Region x=0.08, y=0.006, p=—66.1145

0. Wihle ein Model my von f um x©,

mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ag mit >
mo(h) = f(x©® + h) V| h| < Ao
1. Lose das Trust-Region-Unterproblem:

A%) ~ Argmin my (h) [nur anndhern] \
Ihl<A -
. Berechne f(x¥) + h(K)) und den Fortschrittsfaktor pj := %,
1AW fiir px < % [mi(hk)) zu schlecht]
setze Ayyyi= 14 min{2A,, A} pe >3 und |AF] = A, [A zu Klein]
Ay sonst. [Wert ok]

. Ist pg > n fiir ein festes Akzeptanzniveau n € [0,1),
setze x(HD) = x(0) 4 h(K) “my 1 (B) = fisr + VL h+ 3hT Biyah,

k)

sonst andere nichts, x(**1) = x5 m, ;= my.

216: 561€[554,564]



Trust-R.

5.7 Trust-Region-Verfahren
In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,
in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:

Trust-Region x=0.08, y=0.006, p=—66.1145

0. Wihle ein Model my von f um x©,

mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ag mit >
mo(h) = f(x©® + h) V| h| < Ao
1. Lose das Trust-Region-Unterproblem:

A%) ~ Argmin my (h) [nur anndhern] \
Ihl<A -
2. Berechne f(x¥) + h(K)) und den Fortschrittsfaktor pj := %
1AW fiir px < % [mi(hk)) zu schlecht]
setze Ayyyi= 14 min{2A,, A} pe >3 und |AF] = A, [A zu Klein]
Ay sonst. [Wert ok]

3. Ist px > n fiir ein festes Akzeptanzniveau 7 € [0,1),
setze x(HD) = x(0) 4 h(K) “my 1 (B) = fisr + VL h+ 3hT Biyah,

sonst dndere nichts, x(kt1) = x(k)

4. k — k+ 1. Falls ||[Vf] > e, GOTO 1, sonst STOP.

216: 562€[554,564]

v M1 7= M.



Trust-R.

5.7 Trust-Region-Verfahren
In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,
in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:

Trust-Region x=0.08, y=0.006, p=0.52888

0. Wihle ein Model my von f um x©,

mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ag mit >
mo(h) = f(x©® + h) V| h| < Ao
1. Lose das Trust-Region-Unterproblem:

A%) ~ Argmin my (h) [nur anndhern] \
DEN g
2. Berechne f(x(¥) + h(k)) und den Fortschrittsfaktor py := A+
- N ORZAC)
1AW fiir px < % [mi(hk)) zu schlecht]
setze Ayyyi= 14 min{2A,, A} pe >3 und |AF] = A, [A zu Klein]
Ay sonst. [Wert ok]

3. Ist px > n fiir ein festes Akzeptanzniveau 7 € [0,1),
setze xT) = X9 + WO my g (h) = fipr + VA h+ 3hT Bigah,
sonst dndere nichts, x(kt1) = x(k)

4. k — k+ 1. Falls ||[Vf] > e, GOTO 1, sonst STOP.

216: 563€[554,564]

v M1 7= M.



Trust-R.

5.7 Trust-Region-Verfahren
In Line-Search-Verf. wird getrennt Schrittrichtung und -lange ermittelt,

in Trust-Region-Verfahren beides zugleich nach folgendem Schema:
Trust-Region x=0.9, y=-0.2, p=1

0. Wihle ein Model my von f um x©,

mo(h) = fo + VT h+ 3hT Boh
[Bo z.B. aus Newton oder Quasi-Newton]
und einen Trust-Region-Radius Ag mit >
mo(h) = f(x©® + h) V| h| < Ao
1. Lose das Trust-Region-Unterproblem:

A%) ~ Argmin my (h) [nur anndhern]
B S
2. Berechne f(x¥) + h(K)) und den Fortschrittsfaktor pj := %
1AW fiir px < % [mi(hk)) zu schlecht]
setze Ayyy:= 14 min{2A,, A} pe> 3 und |AF] = A, [A zu Klein]
Ay sonst. [Wert ok]

3. Ist px > n fiir ein festes Akzeptanzniveau 7 € [0,1),
setze xT) = X9 + WO my g (h) = fipr + VA h+ 3hT Bigah,
sonst dndere nichts, x(kt1) = x(k)

4. k — k+ 1. Falls ||[Vf] > e, GOTO 1, sonst STOP.

216: 564€[554,564]

v M1 7= M.



Trust-R.

Konvergenz von Trust-Region-Verfahren
Weil my in 0 auch den Gradienten Vi hat, gilt px > n fiir A klein genug.

217: 565€[565,569]



Trust-R.

Konvergenz von Trust-Region-Verfahren

Weil my in 0 auch den Gradienten Vf, hat, gilt px > n fiir A klein genug.
Globale Konvergenz ist (unter milden technischen Voraussetzungen)
garantiert, wenn fiir eine Konstante ¢; € (0, 1) und fiir jedes k die
Niherungsldsung h(k) die Trust-Region-Bedingung

(TRQ)  me(0) — mi(h®) > & [V min { &, 1T

erfiillt. [= red. Abstieg mal Schrittlénge, stellt sufficient decrease sicher]

217: 566€[565,569]



Trust-R.

Konvergenz von Trust-Region-Verfahren

Weil my in 0 auch den Gradienten Vf, hat, gilt px > n fiir A klein genug.
Globale Konvergenz ist (unter milden technischen Voraussetzungen)
garantiert, wenn fiir eine Konstante ¢; € (0, 1) und fiir jedes k die
Niherungsldsung h(k) die Trust-Region-Bedingung

(TRQ)  me(0) — mi(h®) > & [V min { &, 1T

erfiillt. [= red. Abstieg mal Schrittlénge, stellt sufficient decrease sicher]

Diese Bedingung erfiillt der Cauchy-Punkt h ) fiir a = % Er minimiert
- f

das Modell in Richtung des steilsten Abstlegs. Lose fiir h= — Hgft\l
min ]mk(ah) = fi+aVTh+ S h Beh = fi—a|| VA |+ 1= VA BV i
« k

217: 567€[565,569]



Trust-R.

Konvergenz von Trust-Region-Verfahren
Weil my in 0 auch den Gradienten Vf, hat, gilt px > n fiir A klein genug.
Globale Konvergenz ist (unter milden technischen Voraussetzungen)
garantiert, wenn fiir eine Konstante ¢; € (0, 1) und fiir jedes k die
Niherungsldsung h(k) die Trust-Region-Bedingung

(TRQ)  mi(0) = me(h¥)) > | VAl min { A, 55 }
erfiillt. [= red. Abstieg mal Schrittlénge, stellt sufficient decrease sicher]

Diese Bedingung erfiillt der Cauchy-Punkt h ) fiir a = % Er minimiert
- f

das Modell in Richtung des steilsten Abstlegs. Lose fiir h= — Hgft\l
min ]mk(ah) = fi+aVTh+ S h Beh = fi—a|| VA |+ 1= VA BV i
[e4 k
Ay falls kaTBkak <0,
= ap =4 Ak VAIBVA:
min{Ag, kaTBkak} sonst. [=IVdl + o~z = 0]
(k) _ C _Vf,
he =~ omg

217: 568€[565,569]



Trust-R.

Konvergenz von Trust-Region-Verfahren
Weil my in 0 auch den Gradienten Vf, hat, gilt px > n fiir A klein genug.
Globale Konvergenz ist (unter milden technischen Voraussetzungen)
garantiert, wenn fiir eine Konstante ¢; € (0, 1) und fiir jedes k die
Niherungsldsung h(k) die Trust-Region-Bedingung

(TRQ)  mi(0) = me(h¥)) > | VAl min { A, 55 }
erfiillt. [= red. Abstieg mal Schrittlénge, stellt sufficient decrease sicher]

Diese Bedingung erfiillt der Cauchy-Punkt hg() fir ¢ = % Er minimiert

das Modell in Richtung des steilsten Abstiegs: Lose fiir h = — Hggu
min ]mk(ah) = fi+aVTh+ S h Beh = fi—a|| VA |+ 1= VA BV i
@ sk
Ay falls VB V£, <0,
= af=9q IVl AR
min{Ag, kaTBkak} sonst. [=IVdl + o~z = 0]
(k) _ C Vi
he” = —ai oy

Jede Verbesserung gegeniiber h(Ck) erfiillt ebenso (TRC) fiir ¢; = % und

ist global konvergent.
217: 569€[565,569]



Trust-R.

Wie berechnet man Vf (V2f) fiir das Orakel 1. (2.) Ordnung?

218: 570€[570,572]



Trust-R.

Wie berechnet man Vf (V2f) fiir das Orakel 1. (2.) Ordnung?
Falls f analytisch vorliegt:
Selber differenzieren oder Matlab, Maple, ... nutzen.

218: 571€[570,572]



Trust-R.

Wie berechnet man Vf (V2f) fiir das Orakel 1. (2.) Ordnung?
Falls f analytisch vorliegt:

Selber differenzieren oder Matlab, Maple, ... nutzen.

Falls f nur als Unterprogramm gegeben ist oder symbolisches
Differenzieren fehlschlagt:

o Numerisches Differenzieren

o Automatisches Differenzieren (falls Source-Code verfiigbar)

(Fur beides gibt es kommerzielle und frei verfiigbare Software)

218: 572€[570,572]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.8 Numerisches Differenzieren

219: 573€[573,573]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

5.8 Numerisches Differenzieren
Fiir die Berechnung von V£ (x) werden die partiellen Ableitungen durch
endliche Differenzen angendhert [Vorsicht: Stellenausléschung!]:
of _ f(x+ee)—f(x—ee)
8x,- (X) - 2e

220: 574€[574,577]



Num-Diff

5.8 Numerisches Differenzieren
Fiir die Berechnung von V£ (x) werden die partiellen Ableitungen durch
endliche Differenzen angenihert [Vorsicht: Stellenausléschung!]:
of _ f(x+ee)—f(x—ee)
8x,- (X) - 2e

Die Numerik lehrt: Ist u das Maschinenepsilon (gréBte FlieBkomma-Zahl
mit float(1 + u)=float(1)), liefert ¢ = u3 das beste Ergebnis mit einem
Fehler von Konstante mal £2.

220: 575€[574,577]



Num-Diff

5.8 Numerisches Differenzieren
Fiir die Berechnung von V£ (x) werden die partiellen Ableitungen durch
endliche Differenzen angenihert [Vorsicht: Stellenausléschung!]:
of _ f(x+ee)—f(x—ee)
8x,- (X) - 2e

Die Numerik lehrt: Ist u das Maschinenepsilon (gréBte FlieBkomma-Zahl
mit float(1 + u)=float(1)), liefert ¢ = u3 das beste Ergebnis mit einem
Fehler von Konstante mal £2.

Pro Koordinate sind so zwei Funktionsberechnungen erforderlich, aber
der Fehler der einseitigen Formel fEree)=fR) wird fiir ¢ = /u minimiert

und ware nur durch Konstante mal ¢ beschrankt, ist also meist zu groB.

220: 576€[574,577]



Num-Diff

5.8 Numerisches Differenzieren
Fiir die Berechnung von V£ (x) werden die partiellen Ableitungen durch
endliche Differenzen angenihert [Vorsicht: Stellenausléschung!]:
of _ f(x+ee)—f(x—ee)
8x,- (X) - 2e

Die Numerik lehrt: Ist u das Maschinenepsilon (gréBte FlieBkomma-Zahl
mit float(1 + u)=float(1)), liefert ¢ = u3 das beste Ergebnis mit einem
Fehler von Konstante mal £2.

Pro Koordinate sind so zwei Funktionsberechnungen erforderlich, aber
der Fehler der einseitigen Formel fEree)=fR) wird fiir ¢ = /u minimiert

und ware nur durch Konstante mal ¢ beschrankt, ist also meist zu groB.

Bei der Berechung von V2f oder der Jacobimatrix Jg einer Funktion

g : R"” — R™ rentiert es sich zu untersuchen, ob eine eventuelle
Diinnbesetztheit der Matrizen genutzt werden kann, um die Anzahl der
Funktionsauswertungen zu reduzieren. Dies wird hier nicht weiter
untersucht.

220: 577€[574,577]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.9 Automatisches Differenzieren

221: 578€[578,578]



Aut-Diff
5.9 Automatisches Differenzieren
Die Kettenregel fiir g(y(x)) mit g : R™ — Rk, y : R" — R™,

Velr() = 3 5 (/)%

i=1

wird konsequent rekursiv auf alle Teilausdriicke angewandt.

222: 579€[579,586]



Aut-Diff

5.9 Automatisches Differenzieren
Die Kettenregel fiir g(y(x)) mit g : R™ — Rk, y : R" — R™,
Vig(y(x)) = By; () Viyi(x)
i=1 7!
wird konsequent rekursiv auf alle Teilausdriicke angewandt.

Bsp: f(x) = (x1x2 + €2)/x3
Beginne mit Vix; = e1, Vixo = &, Vixz = 63,

X4 = X1 X2
X5 = €
X6 := Xa+ X5

X7 1= Xp/X3

222: 580€[579,586]



Aut-Diff

5.9 Automatisches Differenzieren
Die Kettenregel fiir g(y(x)) mit g : R™ — Rk, y : R" — R™,
Vig(y(x)) = By; () Viyi(x)
i=1 7!
wird konsequent rekursiv auf alle Teilausdriicke angewandt.

Bsp: f(x) = (x1x2 + €2)/x3
Beginne mit Vix; = e1, Vixo = &, Vixz = 63,

P — 6X1X2 8){1)(2 _ V v 2
Xgi=x1 = Vixg = GEEVoa+ GEEVoo = xVixp +x1Vixo = a

X5 = €
X6 := Xa+ X5

X7 1= Xp/X3

222: 581€[579,586]



Aut-Diff

5.9 Automatisches Differenzieren
Die Kettenregel fiir g(y(x)) mit g : R™ — Rk, y : R" — R™,
Vig(y(x)) = By; () Viyi(x)
i=1 7!
wird konsequent rekursiv auf alle Teilausdriicke angewandt.

Bsp: f(x) = (x1x2 + €2)/x3
Beginne mit Vix; = e1, Vixo = &, Vixz = 63,

“—— — 6X1X2 8){1)(2 v _ V v 2
Xp i =x1x = Vi = GVt GEEVoe = xVixa +xi Vi = a
x4
X5 =e4 = Vos= ZVx = X Vx

X6 := Xa+ Xz

X7 1= Xp/X3

222: 582€[579,586]



Aut-Diff

5.9 Automatisches Differenzieren
Die Kettenregel fiir g(y(x)) mit g : R™ — Rk, y : R" — R™,

8g

<&(y(x)) =

i=1

(}/)VXYI'(X)

wird konsequent rekursiv auf alle Tellausdriicke angewandt.

Bsp: f(x)

X4 =

X6 -

X5 :

X7 .

x1x0 — Vixg

e* — VXX5 =

Xa+x5 — Vixg =

X6/X3

222: 583€[579,586]

= (X1X2 + eXlXZ)/X:J,
Beginne mit Vyx; = ey,

Vixo = e, Vixz = e3,

axlxzv x1+ aglxzv Xo = xo VX1 + x1 Vixo = {

oe*4
Oxs VX X4

BX4+X5 v Xa + BX4+X5 VXX5 —

=™ VX X4

VXX4 + VXX5

x2
X1

3



Aut-Diff

5.9 Automatisches Differenzieren
Die Kettenregel fiir g(y(x)) mit g : R™ — Rk, y : R" — R™,

8g

<&(y(x)) =

i=1

(}/)VXYI'(X)

wird konsequent rekursiv auf alle Tellausdriicke angewandt.

Bsp: f(x) =

Beginne mit Vyx; = ¢

X4 =

X6 -

X7 .

X5 :

x1x0 — Vixg

e* — VXX5 =
Xa+x5 — Vixg =

Xe/x3 — Vixy =

222: 584€([579,586)

(X1X2 + eXlXZ)/X:J,
 Vixa = €, Vixg = e3,

x2

axlxzv x1+ aglxzv Xo = xo VX1 + x1 Vixo = { x

oe*4 _
o VXX4 = ex VXX4

6X4+X5v Xa +6X4+X5 VXXS — VXX4 + VXXS

a a - -
XG/X3V X+ XG/X3 Vixz = X3 'Vixe — X655 2 VX3

3



Aut-Diff

5.9 Automatisches Differenzieren
Die Kettenregel fiir g(y(x)) mit g : R™ — Rk, y : R" — R™,

S0/ =3 2 ()%

wird konsequent rekursiv auf alle Tellausdriicke angewandt.

Bsp: (x) = (x1x2 + €42) /x3
Beginne mit Viyx; = e1, Vixo = e, Vixz = €3,

x2
X4 = X1Xa — ViXa = ‘Wzv x1+ Bglxzv x2 = xoVix1 + x1Vixo = { x }
X4
X5 = e — VX = %; Vixa = e*Vyxa

X6 1= Xa+Xx5 — ViXeg = 6X4+X5V X4 +6X4+X5 Vixs = Vixa + Vixs

16) 15) — _
X7 :=Xg/x3 — VX7 = XG/X3V Xg+ XG/X3 Vixs = Xg 1V, x6 — X6X; 2V, x3

Beachte:
Ein Compiler zerlegt die Berechnung von f ebenso in elementare Schritte
mit Zwischenvariablen x;, am Ende ist f = x; und V,f = V x7.

222: 585€[579,586]



Aut-Diff

5.9 Automatisches Differenzieren
Die Kettenregel fiir g(y(x)) mit g : R™ — Rk, y : R" — R™,

S0/ =3 2 ()%

wird konsequent rekursiv auf alle Tellausdriicke angewandt.

Bsp: (x) = (x1x2 + €42) /x3
Beginne mit Viyx; = e1, Vixo = e, Vixz = €3,

x2
X4 = x1x2  — Vixq = axlxzv X1+ aélxzv x2 = x2Vix1 + x1Vexo = { 1 }
0

X4
x5 =€ = Vexs = %‘14 VieXa = €MV, x4
X6 1= Xa+Xx5 — ViXeg = 8X4+X5V X4 +6X4+X5 Vixs = Vixa + Vixs

16) 15) — _
X7 :=Xg/x3 — VX7 = XG/X3V Xg+ XG/X3 Vixs = Xg 1V, x6 — X6X; 2V, x3

Beachte:

Ein Compiler zerlegt die Berechnung von f ebenso in elementare Schritte
mit Zwischenvariablen x;, am Ende ist f = x; und V,f = V x7.

Fiir jeden elementaren Schritt eines Programms kdnnen die partiellen
Ableitungen explizit angegeben werden! Die Gradienten aufzusummieren

ist aber ineffizient und besser organisierbar.
222: 586€[579,586]



Aut-Diff

Automatische Vorwirts-Berechnung von V£(x)Th

Gleichzeitig mit f kann fiir ein gegebenes h € R" die Richtungsableitung
Dpf(x) :== Vif(x )Th berechnet werden Fiir Dy, lautet die Kettenregel

Dhg(}/(x)) h - Z a x.)/I Th = Z a Dhy:

223: 587€[587,594]



Aut-Diff

Automatische Vorwirts-Berechnung von V£(x)Th

Gleichzeitig mit f kann fiir ein gegebenes h € R" die Richtungsableitung
Dpf(x) :== Vif(x )Th berechnet werden Fiir Dy, lautet die Kettenregel

Dhg(}/(x)) h - Z a x.)/I Th = Z a Dh}// )

Am Bsp: f(x) = (x1x2 + eXlXZ)/X3, Dy, ... Richtungsableitung fiir h

223: 588€[587,594]



Aut-Diff

Automatische Vorwirts-Berechnung von V£(x)Th

Gleichzeitig mit f kann fiir ein gegebenes h € R" die Richtungsableitung
Dpf(x) :== Vif(x )Th berechnet werden Fiir Dy, lautet die Kettenregel

Dhg(}/(x)) v h - Z a x.)/I Th = Z a Dh}// )

Am Bsp: f(x) = (x1x2 + eXlXZ)/X3, Dy, ... Richtungsableitung fiir h
Beginne mit Dpx; := VxxlTh = elTh = hy, Dpxo = Vxszh = hy, Dpxz = hs,
Xg4 = X1 X2

X5 = e
Xe ‘= Xa+ X5

X7 = X6/X3

223: 589€[587,594]



Aut-Diff

Automatische Vorwirts-Berechnung von V£(x)Th

Gleichzeitig mit f kann fiir ein gegebenes h € R" die Richtungsableitung
Dpf(x) :== Vif(x )Th berechnet werden Fiir Dy, lautet die Kettenregel

Dhg(}/(x)) v h - Z a x.)/I Th = Z a Dh}// )

Am Bsp: f(x) = (x1x2 + eXlXZ)/X3, Dy, ... Richtungsableitung fiir h
Beginne mit Dpx1 := Vix{ h =] h = h1, Dpxo = Viixy h = ha, Dpxs = hs,
X4 = x1%0 — Dpxq = XQVXX1Th+X1VXX2Th = xoDpx1 + x1Dpxo = xahy + x1hy
X5 = e

Xe ‘= Xa+ X5

X7 = X6/X3

223: 590€[587,594]



Aut-Diff

Automatische Vorwirts-Berechnung von V£(x)Th

Gleichzeitig mit f kann fiir ein gegebenes h € R" die Richtungsableitung
Dpf(x) :== Vif(x )Th berechnet werden Fiir Dy, lautet die Kettenregel

Dhg(}/(x)) v h - Z a x.)/I Th = Z a Dh}// )

Am Bsp: f(x) = (x1x2 + eXlXZ)/X3, Dy, ... Richtungsableitung fiir h
Beginne mit Dpx; := VxxlTh = elTh = hy, Dpxo = Vxszh = hy, Dpxz = hs,
X4 = x1%0 — Dpxq = XQVXX1Th+X1VXX2Th = xoDpx1 + x1Dpxo = xahy + x1hy
X5 = e — Dpxs = eX“VXx[h = e Dpxy

Xe ‘= Xa+ X5

X7 = X6/X3

223: 591€[587,594]



Aut-Diff

Automatische Vorwirts-Berechnung von V£(x)Th

Gleichzeitig mit f kann fiir ein gegebenes h € R" die Richtungsableitung
Dpf(x) :== Vif(x )Th berechnet werden Fiir Dy, lautet die Kettenregel

Dhg(}/(x)) v h - Z a x.)/I Th = Z a Dh}// )

Am Bsp: f(x) = (x1x2 + eXlXZ)/X3, Dy, ... Richtungsableitung fiir h
Beginne mit Dpx; := VxxlTh = elTh = hy, Dpxo = Vxszh = hy, Dpxz = hs,
X4 = x1%0 — Dpxq = XQVXX1Th+X1VXX2Th = xoDpx1 + x1Dpxo = xahy + x1hy

X5 = e — Dpxs = eX“VXx[h = e Dpxy
Xg ‘= X4 +x5 — Dpxg = .. = Dpxs + Dpxs
X7 = X6/X3

223: 592€[587,594]



Aut-Diff

Automatische Vorwirts-Berechnung von V£(x)Th

Gleichzeitig mit f kann fiir ein gegebenes h € R" die Richtungsableitung
Dpf(x) :== Vif(x )Th berechnet werden Fiir Dy, lautet die Kettenregel

Dhg(}/(x)) v h - Z a x.)/I Th = Z a Dh}// )

Am Bsp: f(x) = (x1x2 + eXlXZ)/X3, Dy, ... Richtungsableitung fiir h
Beginne mit Dpx; := VxxlTh = elTh = hy, Dpxo = Vxszh = hy, Dpxz = hs,
X4 = x1%0 — Dpxq = XQVXX1Th+X1VXX2Th = xoDpx1 + x1Dpxo = xahy + x1hy

X5 = e — Dpxs = eX“VXx[h = e Dpxy
Xg ‘= X4 +x5 — Dpxg = .. = Dpxs + Dpxs
x7 = X¢/x3 — Dpxz = . = x3_1th6 — X6X3_2DhX3

223: 593€[587,594]



Aut-Diff

Automatische Vorwirts-Berechnung von V£(x)Th

Gleichzeitig mit f kann fiir ein gegebenes h € R" die Richtungsableitung
Dpf(x) :== Vif(x )Th berechnet werden Fiir Dy, lautet die Kettenregel

Dhg(}/(x)) v h - Z a x.)/I Th = Z a Dh}// )

Am Bsp: f(x) = (x1x2 + eXlXZ)/X3, Dy, ... Richtungsableitung fiir h
Beginne mit Dpx; := VxxlTh = elTh = hy, Dpxo = Vxszh = hy, Dpxz = hs,
X4 = x1%0 — Dpxq = XQVXX1Th+X1VXX2Th = xoDpx1 + x1Dpxo = xahy + x1hy

X5 = e — Dpxs = eX“VXx[h = e Dpxy
Xg ‘= X4 +x5 — Dpxg = .. = Dpxs + Dpxs
x7 = X¢/x3 — Dpxz = . = x3_1th6 — X6X3_2DhX3

Dyf(x) = V£(x)Th kann also zugleich mit £ und mit relativ geringem
Zusatzaufwand und Speicher berechnet werden!

223: 594€[587,594]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von V£ (x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte 2% werden in der Vorwirts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

ox;
alle Werte g—)’; fir j € N; bekannt, ergibt sich g—; aus obiger Formel.

224: 595€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von Vf(x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of Ox;

ox; e O0x; Ox;

Die Werte B—Xf werden in der Vorwiarts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

Ox;
alle Werte % fir j € N; bekannt, ergibt sich % aus obiger Formel.
J 1

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?: g)’:’
X1 = {4} gfz‘ =

X2 = {4} % =

X3 = {7} %Z =

xg:=x1x2 = |{5,6} g—f“ = , %ﬁ =

x5 =¥ = {6} g—ig =

X6 1= X4+ X5= {7} g—z =

X7 1= Xg/X3 = 0

Vorwérts-Berechnung:

224: 596€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von Vf(x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte 2% werden in der Vorwirts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

Ox;
alle Werte g—)’:j fir j € N; bekannt, ergibt sich g—; aus obiger Formel.

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?: g)’:’
X1 =2 | {4} g—i‘l‘ =

X2 = {4} % =

X3 = | {1t | &=

xg:=x1x2 = |{5,6} g—f“ = , %ﬁ =

x5 =¥ = {6} g—ig =

X6 1= X4+ X5= {7} g—z =

X7 1= Xg/X3 = 0

Vorwiérts-Berechnung: x;

224: 597€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von Vf(x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte 2% werden in der Vorwirts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

Ox;
alle Werte g—)’:j fir j € N; bekannt, ergibt sich g—; aus obiger Formel.

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?: g)’:’
X1 =2 | {4} g—i‘l‘ =

X0 =0 | {4} g—’;;‘ =

X3 = | {1t | &=

xg:=x1x2 = |{5,6} g—f“ = , %ﬁ =

x5 =¥ = {6} g—ig =

X6 1= X4+ X5= {7} g—z =

X7 1= Xg/X3 = 0

Vorwérts-Berechnung: x;

224: 598€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von Vf(x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte 2% werden in der Vorwirts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

Ox;
alle Werte g—)’:j fir j € N; bekannt, ergibt sich g—; aus obiger Formel.

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?: g)’:’
X1 =2 | {4} g—i‘l‘ =

X2 =0 {4} % =

X3 =3 | {7} %Z =

xg:=x1x2 = |{5,6} g—f“ = , %ﬁ =

x5 =¥ = {6} g—ig =

X6 1= X4+ X5= {7} g—z =

X7 1= Xg/X3 = 0

Vorwérts-Berechnung: x3

224: 599€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von Vf(x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte 2% werden in der Vorwirts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

Ox;
alle Werte g—)’:j fir j € N; bekannt, ergibt sich g—; aus obiger Formel.

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?: g)’:’
X1 =2 | {4} g—i‘l‘ =x=0

X2 =0 | {4} | =x =2

X3 =3 {7} %Z =

x4 :=x1x2 =0 |{5,6} g—f“ = , %ﬁ =

x5 =¥ = {6} g—ig =

X6 1= X4+ X5= {7} g—z =

X7 1= Xg/X3 = )

Vorwérts-Berechnung: x4

224: 600€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von Vf(x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte 2% werden in der Vorwirts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

Ox;
alle Werte g—)’:j fir j € N; bekannt, ergibt sich g—; aus obiger Formel.

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?: g)’:’
X1 =2 {4} gfz‘ = Xp = O

X2 :0 {4} % = X1 = 2

X3 =3 {7} %Z =

xg:=x1x2 =0 |{5,6} g—f‘ =eX=1, g—;": =
x5 =e% =1| {6} | 2e

Xg \= X4 +X5= {7} B—Z =
X7 1= Xp/X3 = 1]

Vorwérts-Berechnung: xs

224: 601€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von Vf(x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte B—Xf werden in der Vorwiarts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

Ox;
alle Werte g—)’:j fir j € N; bekannt, ergibt sich g—; aus obiger Formel.

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?: g)’:’
X1 =2 | {4} g—i‘l‘ =x=0

X2 :0 {4} % = X1 = 2

X3 =3 {7} %Z =

xg:=x1x2 =0 |{5,6} g—f‘ =e=1, g—;": =1
x5o=e4 =1 {6} | =1

X6 = x4+xs=1 | {7} g—z =

X7 1= Xg/X3 = )

Vorwérts-Berechnung: xg

224: 602€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von Vf(x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte % werden in der Vorwiarts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

alle Werte % fir j € N; bekannt, ergibt sich % aus obiger Formel.
J

Xi

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?: g)’:’
X1 =2 | {4} g—i‘l‘ =x=0

X2 :0 {4} % = X1 = 2

X3 =3 | {7} g—z = i—g =1

xg:=x1x2 =0 |{5,6} g—f‘ =e=1, g—;": =1
x5o=e4 =1 {6} | =1

X6 = xa+xs=1 | {7} g—z = X% =1

X7 = Xe/X3 =3 D | — (F=x 1)

Vorwérts-Berechnung: x7

224: 603€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von V£ (x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte % werden in der Vorwiarts-Berechnung ermittelt. Sind einmal
alle Werte g—)’; fir j € N; bekannt, ergibt sich % aus obiger Formel.

Xi

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?’ g)’:’

X1 =2 | {4} g—i‘l‘ =x=0

X2 :0 {4} % = X1 = 2

X3 =3 | {7} g—z = ;fff =1

xg:=x1x2 =0 |{5,6} g—f‘ =e=1, g—;": =1

x5 o=e4 =1 {6} | =1

x5 = x4+xs=1 | {7} g—z - xla — %

xt=x/x3 =3 | 0 | — (f=x 1) %:g—jg:l

Riickwarts-Berechnung: 8%

224: 604€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von V£ (x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte % werden in der Vorwiarts-Berechnung ermittelt. Sind einmal
alle Werte g—)’:j fir j € N; bekannt, ergibt sich g—; aus obiger Formel.

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)
d

Xi N,' 8: g)’:’
X1 =2 {4} gfz‘ = Xp = O
X2 :0 {4} % = X1 = 2
X3 :3 {7} g—z = ;—2 = %

xg:=x1x2 =0 |{5,6} g—f“:ex“:l 26 —

R _ Oxe __
so=et =Lo 372 _ 11 1 of 1_1
= = o =1 =2 _— = == =
X% = X4+X5_} {7} Ix ~ x3 3 %xf@ - }9 373
xr=x6/x3 =35 | 0 |— (F=x 1) O =du g

Riickwarts-Berechnung: 8%,

224: 605€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von V£ (x)
Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

Ox;  “= 0x; 0x;
JEN;

Die Werte 2% werden in der Vorwirts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

6)(,‘
alle Werte g—)’:j fir j € N; bekannt, ergibt sich g—; aus obiger Formel.

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?: g)’:’

X1 =2 | {4} %:XQZO

X2 :0 {4} %:X1:2

X3 =3 | {7} %Z=§§=%

xg:=x1x2 =0 |{5,6} g—f‘ =e=1, g—;": =1

x5 :=e4 =1 {6} | %=1 g=11=1
x5 = x4+xs=1 | {7} 2—22%:% g—jzl-%:%
X7 = Xe/X3 =3 D | — (F=x 1) g—j:g—)::l

Riickwarts-Berechnung: 8%(5

224: 606€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von V£ (x)
Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel

9%

of

Of 9%
ox; - O0x; Ox;
JEN;

Die Werte 5 werden in der Vorwdrts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

of

alle Werte 5~ fiir j € N; bekannt, ergibt sich % aus obiger Formel.
J

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' 8: g)’:’

X1 =2 | {4} g—i‘l‘ =x=0

X2 :0 {4} % = X1 =2

X3 =3 {7} %Z = ;*?6? %

xao=xxp =0 {56} G =ev=1, 5% gr=3%-1+3-1=4%
xi=et =1 {6} | 2% =1 g£-La1-1

x5 = x4+xs=1 | {7} 2—22%—% 8—5:1-%:%

X7 = X6/X3 :% 0 | — (F=x1) g—j:g—)::l
Riickwarts-Berechnung: 8%

224: 607€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von Vf(x)
Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel

9%

of

Of 9%
ox; - O0x; Ox;
JEN;

Die Werte 5 werden in der Vorwdrts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

of

alle Werte 5~ fiir j € N; bekannt, ergibt sich % aus obiger Formel.
J

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' 8: g)’:’

X1 =2 | {4} %:XQZO

X2 :0 {4} %:X1:2

v =3 | Eeany RS
xao=xxp =0 [{5,6}| Ze=ev=198=1| L =1.14+1.1=3
xi=et =1 {6} | %=1 g£-11-1

x5 = x4+xs=1 | {7} 2—22%—% 8—5:1-%:%
X7Z:X6/X3:% 0 | — (F=x1) g—j g—)’gzl
Riickwarts-Berechnung: 8%(3

224: 608€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von Vf(x)
Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel

of gaxj
ox; - O0x; Ox;
JEN;

Die Werte 2% werden in der Vorwirts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

Ox;
of

alle Werte == fiir j € N; bekannt, ergibt sich % aus obiger Formel.

ox;

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' 8: g)’:’

X1 =2 | {4} %:XQZO

X =0 | {4} | B=x=2 o =%2=4%

X3 =3 | {1} | 2=5=} Bo=15=3

xq :=x1x2 =0 |{5,6} g—ii:ex“:l,g—ﬁ: %:%-14—%-1:%
ximet =1 {6} | 2% =1 g£-L1-1

X6 = x4+xs=1 | {7} 2—22%—% 8—5:1-%:%
X7Z:X6/X3:% 0 | — (F=x 1) g—j g—)’gzl
Riickwarts-Berechnung: 8%

224: 609€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von Vf(x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte % werden in der Vorwiarts-Berechnung ermittelt. Sind einmal

alle Werte % fir j € N; bekannt, ergibt sich % aus obiger Formel.
J

Xi

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?: g)’:’

x1 =2 | {4 | Z=x=0 JE=30=0

X =0 | {4} | B=x=2 g =2%2.2=}%

% =3 | {1} | 52 =3=5% o =15=3
xa=xxp =0 [{5,6}| 2o =ev=196=1| L =1.14+1.1=3
xi=e% =1 {6} | 2% =1 g-l1-1

X6 = xa+xs=1 | {7} 2—22%:% 8—5:1-%:%
X7Z:X6/X3:% 0 | — (F=x 1) g—j g—)’gzl

Riickwarts-Berechnung: 8%

224: 610€[595,611]



Aut-Diff

Automatische Riickwarts-Berechnung von V£ (x)

Taucht x; nur in den Variablen j € N; explizit auf, sagt die Kettenregel
of Of 0x;

ox; e 87xj Ox;

Die Werte % werden in der Vorwiarts-Berechnung ermittelt. Sind einmal
alle Werte g—)’:j fir j € N; bekannt, ergibt sich % aus obiger Formel.

Xi

Bsp: f(x) = (x1x2 + €9°2) /x5 fiir (x1, %2, x3) = (2,0, 3)

Xi N,' gj?: g)’:’

x1 =2 | {4 | Z=x=0 I —-2.0=0

X =0 | {4} | B=x=2 %:%-2:%
w3 | Boney Zoiy-1
xa=xxp =0 [{5,6}| 2o =ev=196=1| L =1.14+1.1=3
wmen =1 q) | B .

X6 = x4+xs=1 | {7} 2—22%:% g—jzl-%_%

X7 = X6/X3 :% 0 | — (F=x 1) g—j:g—)::l
Riickwarts-Berechnung: Vf = (% % (‘;—;)T =(0,3.3)"

224: 611€[595,611]



Aut-Diff
Bemerkungen zum Automatischen Differenzieren
e Die Riickwarts-Ber. bendtigt den gesamten Berechnungsablauf im

Speicher, dafiir ist die Laufzeit viel kiirzer, als wenn [Vf]; liber
Vf Te; fiir jedes i vorwirts berechnet wird.

225: 612€[612,617]



Aut-Diff

Bemerkungen zum Automatischen Differenzieren

e Die Riickwarts-Ber. bendtigt den gesamten Berechnungsablauf im
Speicher, dafiir ist die Laufzeit viel kiirzer, als wenn [V f]; liber
Vf Te; fiir jedes i vorwirts berechnet wird.

e Der Gradient der Funktion Vf(x)"h von x ist V2f(x)h und
benétigt eine Vorwirts- und Riickwirts-Berechnung. Ohne V2f zu
bilden, ist so Hessematrix mal Vektor in etwa 12 mal #Operationen
zur Berechnung von f berechenbar, aber der Speicherbedarf ist groB.

225: 613€[612,617]



Aut-Diff

Bemerkungen zum Automatischen Differenzieren

e Die Riickwarts-Ber. bendtigt den gesamten Berechnungsablauf im
Speicher, dafiir ist die Laufzeit viel kiirzer, als wenn [V f]; liber
Vf Te; fiir jedes i vorwirts berechnet wird.

e Der Gradient der Funktion Vf(x)"h von x ist V2f(x)h und
benétigt eine Vorwirts- und Riickwirts-Berechnung. Ohne V2f zu
bilden, ist so Hessematrix mal Vektor in etwa 12 mal #Operationen
zur Berechnung von f berechenbar, aber der Speicherbedarf ist groB.

e Ist f als Source-code (z.B. in C) gegeben, gibt es Software, die
daraus automatisch alle oberen Varianten in Orakelform erzeugt
(wurde z.B. schon eingesetzt, wenn f {iber einen Loser fiir partielle
Differentialgleichungen berechnet wurde).

225: 614€[612,617]



Aut-Diff

Bemerkungen zum Automatischen Differenzieren

Die Riickwarts-Ber. benétigt den gesamten Berechnungsablauf im
Speicher, dafiir ist die Laufzeit viel kiirzer, als wenn [V f]; liber
Vf Te; fiir jedes i vorwirts berechnet wird.

Der Gradient der Funktion Vf(x)"h von x ist V2f(x)h und
benétigt eine Vorwirts- und Riickwirts-Berechnung. Ohne V2f zu
bilden, ist so Hessematrix mal Vektor in etwa 12 mal #Operationen
zur Berechnung von f berechenbar, aber der Speicherbedarf ist groB.

Ist f als Source-code (z.B. in C) gegeben, gibt es Software, die
daraus automatisch alle oberen Varianten in Orakelform erzeugt
(wurde z.B. schon eingesetzt, wenn f {iber einen Loser fiir partielle
Differentialgleichungen berechnet wurde).

V£ Th (V2fh) in Rechengenauigkeit! (im Gegensatz zu num. Diff.)

225: 615€[612,617]



Aut-Diff

Bemerkungen zum Automatischen Differenzieren

Die Riickwarts-Ber. benétigt den gesamten Berechnungsablauf im
Speicher, dafiir ist die Laufzeit viel kiirzer, als wenn [V f]; liber
Vf Te; fiir jedes i vorwirts berechnet wird.

Der Gradient der Funktion Vf(x)"h von x ist V2f(x)h und
benétigt eine Vorwirts- und Riickwirts-Berechnung. Ohne V2f zu
bilden, ist so Hessematrix mal Vektor in etwa 12 mal #Operationen
zur Berechnung von f berechenbar, aber der Speicherbedarf ist groB.

Ist f als Source-code (z.B. in C) gegeben, gibt es Software, die
daraus automatisch alle oberen Varianten in Orakelform erzeugt
(wurde z.B. schon eingesetzt, wenn f {iber einen Loser fiir partielle
Differentialgleichungen berechnet wurde).

V£ Th (V2fh) in Rechengenauigkeit! (im Gegensatz zu num. Diff.)

Grenzen: AD-Software kommt z.B. nicht immer mit
Verzweigungen /bedingten Berechnungen im Source-code zurecht.

225: 616€[612,617]



Aut-Diff

Bemerkungen zum Automatischen Differenzieren

Die Riickwarts-Ber. benétigt den gesamten Berechnungsablauf im
Speicher, dafiir ist die Laufzeit viel kiirzer, als wenn [V f]; liber
Vf Te; fiir jedes i vorwirts berechnet wird.

Der Gradient der Funktion Vf(x)"h von x ist V2f(x)h und
benétigt eine Vorwirts- und Riickwirts-Berechnung. Ohne V2f zu
bilden, ist so Hessematrix mal Vektor in etwa 12 mal #Operationen
zur Berechnung von f berechenbar, aber der Speicherbedarf ist groB.

Ist f als Source-code (z.B. in C) gegeben, gibt es Software, die
daraus automatisch alle oberen Varianten in Orakelform erzeugt
(wurde z.B. schon eingesetzt, wenn f {iber einen Loser fiir partielle
Differentialgleichungen berechnet wurde).

V£ Th (V2fh) in Rechengenauigkeit! (im Gegensatz zu num. Diff.)

Grenzen: AD-Software kommt z.B. nicht immer mit
Verzweigungen /bedingten Berechnungen im Source-code zurecht.

Verfahren, die V2f(x) nicht explizit ben&tigen, sondern nur eine Routine,
die V2f(x) mal Vektor berechnet, heiBen , Hessian-free methods".

225: 617€[612,617]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.10 Das Konjugierte-Gradienten-Verfahren

226: 618€[618,618)



Konj-Grad

5.10 Das lineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren

Wir betrachten zuerst nur min f(x) = 3x” Ax — b"x + ¢ mit A > 0.
In diesem Spezialfall hinreichende Opt.-Bed.: Vf(x) =0 < Ax = b
Das lineare CG-Verfahren (conjugate gradients) 16st groBe pos. def.

Gleichungssysteme iterativ nur mit Matrix-Vektor-Multiplikationen.

227: 619€[619,626]



Konj-Grad

5.10 Das lineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren

Wir betrachten zuerst nur min f(x) = 3x” Ax — b"x + ¢ mit A > 0.
In diesem Spezialfall hinreichende Opt.-Bed.: Vf(x) =0 < Ax = b
Das lineare CG-Verfahren (conjugate gradients) 16st groBe pos. def.
Gleichungssysteme iterativ nur mit Matrix-Vektor-Multiplikationen.

Beginnend mit steilstem Abstieg wahlt es im jeweils ndchsten, mit exaktem
Line-Search bestimmten Punkt die nachste Richtung so, dass alle alten
Richtungen keine Verbesserung mehr bringen — konjugierte Richtungen.

Konjugierte Gradienten, Schritt 1

o
o
o
o

e Q
o
- \

B E] -05
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Konj-Grad

5.10 Das lineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Wir betrachten zuerst nur min f(x) = 3x” Ax — b"x + ¢ mit A > 0.
In diesem Spezialfall hinreichende Opt.-Bed.: Vf(x) =0 < Ax = b
Das lineare CG-Verfahren (conjugate gradients) 16st groBe pos. def.
Gleichungssysteme iterativ nur mit Matrix-Vektor-Multiplikationen.
Beginnend mit steilstem Abstieg wahlt es im jeweils ndchsten, mit exaktem
Line-Search bestimmten Punkt die nachste Richtung so, dass alle alten
Richtungen keine Verbesserung mehr bringen — konjugierte Richtungen.

Konjugierte Gradienten, Schritt 2

04
o
o8|
h E o5
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Konj-Grad

5.10 Das lineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Wir betrachten zuerst nur min f(x) = 3x” Ax — b"x + ¢ mit A > 0.
In diesem Spezialfall hinreichende Opt.-Bed.: Vf(x) =0 < Ax = b
Das lineare CG-Verfahren (conjugate gradients) 16st groBe pos. def.
Gleichungssysteme iterativ nur mit Matrix-Vektor-Multiplikationen.

Beginnend mit steilstem Abstieg wahlt es im jeweils ndchsten, mit exaktem
Line-Search bestimmten Punkt die nachste Richtung so, dass alle alten
Richtungen keine Verbesserung mehr bringen — konjugierte Richtungen.

Zwei Richtungen d, h € R" heiBen konjugiert bzgl. A > 0, falls d7 Ah = 0.

Geometrisch: Niveaumengen sind Ellipsen, also affine Bilder von Kreisen.
Konjugierte Richtungen sind darin die Bilder orthogonaler Richtungen.

Konjugierte Gradienten, Schritt 1 x"Ax/2+b"x+c zu Kreisen transformiert

.
.
.
0
. \
Ji! h X ° ' h ™),

227: 622€[619,626]
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Konj-Grad

5.10 Das lineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Wir betrachten zuerst nur min f(x) = 3x” Ax — b"x + ¢ mit A > 0.
In diesem Spezialfall hinreichende Opt.-Bed.: Vf(x) =0 < Ax = b
Das lineare CG-Verfahren (conjugate gradients) 16st groBe pos. def.
Gleichungssysteme iterativ nur mit Matrix-Vektor-Multiplikationen.
Beginnend mit steilstem Abstieg wahlt es im jeweils ndchsten, mit exaktem
Line-Search bestimmten Punkt die nachste Richtung so, dass alle alten
Richtungen keine Verbesserung mehr bringen — konjugierte Richtungen.

Zwei Richtungen d, h € R" heiBen konjugiert bzgl. A > 0, falls d7 Ah = 0.

Geometrisch: Niveaumengen sind Ellipsen, also affine Bilder von Kreisen.
Konjugierte Richtungen sind darin die Bilder orthogonaler Richtungen.

Konjugierte Gradienten, Schritt 2 x"Ax/2+b"x+c zu Kreisen transformiert

Konsequenz:

Das Optimum ist
nach hochstens

. n Schritten

- gefunden.

Ja. \ [Nur theoretisch!]

X (A"x),

X,
(AI/ZX)Z
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Konj-Grad

5.10 Das lineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Wir betrachten zuerst nur min f(x) = 3x” Ax — b"x + ¢ mit A > 0.
In diesem Spezialfall hinreichende Opt.-Bed.: Vf(x) =0 < Ax = b
Das lineare CG-Verfahren (conjugate gradients) 16st groBe pos. def.
Gleichungssysteme iterativ nur mit Matrix-Vektor-Multiplikationen.
Beginnend mit steilstem Abstieg wahlt es im jeweils ndchsten, mit exaktem
Line-Search bestimmten Punkt die nachste Richtung so, dass alle alten
Richtungen keine Verbesserung mehr bringen — konjugierte Richtungen.

Zwei Richtungen d, h € R" heiBen konjugiert bzgl. A > 0, falls d7 Ah = 0.

Geometrisch: Niveaumengen sind Ellipsen, also affine Bilder von Kreisen.
Konjugierte Richtungen sind darin die Bilder orthogonaler Richtungen.

Konjugierte Gradienten, Schritt 2 x"Ax/2+b"x+c zu Kreisen transformiert

Konsequenz:

Das Optimum ist
nach hochstens

. n Schritten

- gefunden.

Ja. \ [Nur theoretisch!]

X (A"x),

X,
(AI/ZX)Z
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Konj-Grad

5.10 Das lineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Wir betrachten zuerst nur min f(x) = 3x” Ax — b"x + ¢ mit A > 0.
In diesem Spezialfall hinreichende Opt.-Bed.: Vf(x) =0 < Ax = b
Das lineare CG-Verfahren (conjugate gradients) 16st groBe pos. def.
Gleichungssysteme iterativ nur mit Matrix-Vektor-Multiplikationen.
Beginnend mit steilstem Abstieg wahlt es im jeweils ndchsten, mit exaktem
Line-Search bestimmten Punkt die nachste Richtung so, dass alle alten
Richtungen keine Verbesserung mehr bringen — konjugierte Richtungen.

Zwei Richtungen d, h € R" heiBen konjugiert bzgl. A > 0, falls d7 Ah = 0.

Geometrisch: Niveaumengen sind Ellipsen, also affine Bilder von Kreisen.
Konjugierte Richtungen sind darin die Bilder orthogonaler Richtungen.

Konjugierte Gradienten, Schritt 2 x"Ax/2+b"x+c zu Kreisen transformiert

Konsequenz:

Das Optimum ist
nach hochstens

. n Schritten

- gefunden.

Ja. \ [Nur theoretisch!]

X (A"x),

X,
(AI/ZX)Z
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Konj-Grad

5.10 Das lineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Wir betrachten zuerst nur min f(x) = 3x” Ax — b"x + ¢ mit A > 0.
In diesem Spezialfall hinreichende Opt.-Bed.: Vf(x) =0 < Ax = b
Das lineare CG-Verfahren (conjugate gradients) 16st groBe pos. def.
Gleichungssysteme iterativ nur mit Matrix-Vektor-Multiplikationen.
Beginnend mit steilstem Abstieg wahlt es im jeweils ndchsten, mit exaktem
Line-Search bestimmten Punkt die nachste Richtung so, dass alle alten
Richtungen keine Verbesserung mehr bringen — konjugierte Richtungen.

Zwei Richtungen d, h € R" heiBen konjugiert bzgl. A > 0, falls d7 Ah = 0.

Geometrisch: Niveaumengen sind Ellipsen, also affine Bilder von Kreisen.
Konjugierte Richtungen sind darin die Bilder orthogonaler Richtungen.

Konjugierte Gradienten, Schritt 2 x"Ax/2+b"x+c zu Kreisen transformiert

Konsequenz:

Das Optimum ist
nach hochstens

. n Schritten

- gefunden.

Ja. \ [Nur theoretisch!]

X (A"x),

X,
(AI/ZX)Z

227: 626€[619,626]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Die Schritte des linearen CG-Verfahrens
0. k =0, Residuum r(® = Ax(®) — p [= V£ (x)], h® = ()
1. Falls ||r(®)|| < & STOP.

228: 627€[627,633)]



Konj-Grad

Die Schritte des linearen CG-Verfahrens
0. k =0, Residuum r(© = Ax(®O) — p [= VF(x()], h®O = ()
1. Falls ||r(¥)|| < & STOP.
(rNT 0

2. exakter Line-Search: oy = argmin, s f(x(9) + ah¥) = — (Y TARE

228: 628€[627,633)]



Konj-Grad

Die Schritte des linearen CG-Verfahrens
0. k =0, Residuum r(® = Ax(®) — p [= V£ (x)], h® = ()
1. Falls ||r(K)|| < ¢ STOP.
KT p(k
2. exakter Line-Search: a = argmin,, -, f(xK) 4 ahk)) = 7%

228: 629€[627,633)]



Konj-Grad

Die Schritte des linearen CG-Verfahrens
0. k =0, Residuum r(© = Ax(®O) — p [= VF(x()], h®O = ()
. Falls ||[r®)|| < £ STOP.
. exakter Line-Search: oy = argmin, o f(x(K) + ah(k)) =
x(k+1) = () 4 o p(R) -
rk1) = Ax(k+1) — p = () 4oy ARK) [ span{r(® ... AK1,(0)}]
Fiir jedes i < k gilt (h()T r(k+1) =g,

(rNT 0
~ (W) T AR

AW N =

Aus exaktem Line-Search folgt (r(*+1))Th(K) =0

und fiir jedes 0 < i < k, wegen x(kt1) = x(i+1) 4 ZL,.H ajh(j),

(WD) = (B TIAT — b4 35 ai ()T AR = 0
~———

—=(h))T i+ =0 =0

228: 630€[627,633]



Konj-Grad

Die Schritte des linearen CG-Verfahrens

0. k =0, Residuum r(® = Ax(®) — p [= V£ (x)], h® = ()

1. Falls ||r(K)|| < ¢ STOP.

2. exakter Line-Search: a = argmin,, -, f(xK) 4 ahk)) = 7%

3. xkH1) = 5K | g (R

4. ) = Ax(kt1) — p— () o AWK [€ span{r(®) ... Ak+10)}]
Fiir jedes i < k gilt (h(i>)Tr<k+l) =0.

5. hktD) = _p(k+1) 3, o A(K) [€ span{r(® .. . AK1,(0)}]

Breer = G DAY i i < ke gilt ()T ARUHD = 0 = () Ttk

Wihle fky1 so, dass hk+1) konjugiert zu h(K): 0= (h+1))TAR(K) | also
(k+l) T (k)

0= (AN (HO)TAND = = b

Fiir jedes 0 < i < k gilt (mit By = 0) wegen r() = g;h(i=1) — p(1)

(rNT k1) = g (RU=D)T p(kt1) _ ()T (k+1) =0

und jedes 0 < i < k wegen Ah() = (r(i+1) — ((0)/q;

(hHDYTARD) = —(F6HD)T AR 4,1 (BO)TARD) = — DT =)
N————

(o5
=0
228: 631€([627,633]



Konj-Grad

Die Schritte des linearen CG-Verfahrens
. k =0, Residuum r(® = Ax(®) — p [= V£(x)], h® = ()
. Falls ||[r®)|| < £ STOP.

0
1

KT p(k
2. exakter Line-Search: a = argmin,, -, f(xK) 4 ahk)) = ()" h
3
4

RCOWC)
k) — () g h6)
) = Ax (kD) — (K)o ARK) (€ span{r(@) .. AKFLO0)]]
Fiir jedes i < k gilt (h()T r(k+1) = g,
5. hktD) = _p(k+1) 3, o A(K) [€ span{r(® .. . AK1,(0)}]

Brrr = Cryhins. Fiir i < k gilt (h)T ARUHD = 0 = (r0)T 7l

6. k — k+1, gehe zu 1.

228: 632€[627,633)]



Konj-Grad

Die Schritte des linearen CG-Verfahrens
. k =0, Residuum r(® = Ax(®) — p [= V£(x)], h® = ()
. Falls ||[r®)|| < £ STOP.

0
1
KI\T 1 (k
2. exakter Line-Search: a = argmin,, -, f(x(k) + ah(")) = 7%
3. X(k+1) = X(k) + akh(k)
4. kD) = Akt — p = (K 4 o ARK) € spanf{r©®, ... AFF1A(0)}]
Fiir jedes i < k gilt (h())T r(k+1) = .
5. Ak = —r(kt1) 4 g5 ) h(K) [€ span{r(® .. . AK1,(0)}]
AR T gk

Bryp = CENTANY po i <k gilt (hD)T ARKHD) = 0 = (pD)T plk+D),
+ ()T AR
6. k — k+1, gehe zu 1.

Satz (Lineares CG-Verfahren)

Ist in Iteration k der Gradient ry, # 0, so gilt

span{r® ... AKrO} = span{r® ... r(K} = span{h©@ ... KK}

und (r')Trk) =0, (KT k) =0, (ANTARK) =0 fiir 0 < i < k.
Insbesondere ist x(X) = argmin {f(x) : x € x(©) + span{r(®, ... A=1/O}}
und nach héchstens n Iterationen endet das Verfahren mit r(k) = 0.

228: 633€[627,633)]



Konj-Grad

Der lineare CG-Algorithmus in Standardform

Nutzt man die Orthogonalitat, lasst sich der Alg. weiter vereinfachen:
Fiir o (r(k))Th(k) — (r(k))T(_,(k) + gh(k—l)) — _(r(k))Tr(k)

Fiir 5: (r(k+1))TAh(k) — (r(k+1))T(r(k+1) _ r(k))/ozk _ (DT (k)
Input: A>0, be R™, x(O ¢ R" £ >0

0. rO = Ax©® _p hO = _p© k0

Qg

plktD) — _ (k1) | g, 1 )
k — k+1, GOTO 1.

1. Falls ||rg]] < e STOP.
AR |12
2. k= (h(lkL))T,‘é\lh@
3_ X(k+1) — X(k) J'_ akh(k)
4. A Z 0 4o, AR
5 ﬁ _ [| D)2
. k+1 IERIE
6.
7.

229: 634€[634,636]



Konj-Grad

Der lineare CG-Algorithmus in Standardform

Nutzt man die Orthogonalitat, lasst sich der Alg. weiter vereinfachen:
Fl'jr o (r(k))Th(k) = (r(k))T(_r(k) + 6h(k_1)) — —(r(k))Tr(k)

()T (k1)

Fiir 8: (r+ )T AR = (P T (kD) — p(K)) /g =
Input: A>0, be R™, x(O ¢ R" £ >0
0. r® = Ax(® _p phO — 0 —0

Qg

1. Falls ||rk]| < & STOP.
AR |12

2. k= (h(lk‘))Tl\lh(k)

3_ X(k+1) = X(k) J'_ akh(k)

4, k1) = (k) 4 o ARK)
Hr(k+l)|‘2

5. Bk+1= RECIER

6.

plktD) — _ (k1) | g, 1 )
7. k< k+1, GOTO 1.

e Pro Iteration wird nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation benétigt.
[Besonders effizient fiir diinn besetzte Matrix A oder Hessian-free]

229: 635€(634,636]



Konj-Grad

Der lineare CG-Algorithmus in Standardform

Nutzt man die Orthogonalitat, lasst sich der Alg. weiter vereinfachen:
Fl'jr o (r(k))Th(k) = (r(k))T(_r(k) + 6h(k_1)) — —(r(k))Tr(k)

()T (k1)

Fiir 8: (r+ )T AR = (P T (kD) — p(K)) /g =
Input: A>0, be R™, x(O ¢ R" £ >0
0. r® = Ax(® _p phO — 0 —0

Qg

1. Falls ||rk]| < & STOP.
A2

2. o= (h(lkL))T,‘é\lh@

3_ X(k+1) = X(k) J'_ akh(k)

4. k) = (k) 4 o AR(K)
|| P02

5. Bk+1= RECIER

6.

h(k+1) — _r(k+1) 4 ﬁk+1h(k)

7. k—k+1, GOTO 1.

e Pro Iteration wird nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation benétigt.
[Besonders effizient fiir diinn besetzte Matrix A oder Hessian-free]

e Stellenausloschung verursacht numerische Probleme, k < n reicht nicht.

— In der Praxis ist nur mit Prakonditionierung gute Genauigkeit erzielbar.

[Prakond. ~ Koordinatentrafo Richtung Kreis, stark problemabhangig!]
220: 636€[634,636]




Konj-Grad

Das nichtlineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Ersetze im linearen CG-Verf. r(%) durch V£, und ay-Formel durch Line-Search.
Input: x(© € R”, Orakel 1. Ordnung, € > 0

0. Vfy=VFx©®), 0O =_vf, k=0
Falls ||Vf|| < & STOP.

Bestimme « durch Line-Search.
x4 = () 4 0, (4

Berechne V£, 11 = Vf(x(k+1),

6 _ IVa?
k+1 7 VAP

k+1 — _ka+1 +ﬁll<:flhk
k<— k+1, GOTO 1.

No o A~

230: 637€([637,642]



Konj-Grad

Das nichtlineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Ersetze im linearen CG-Verf. r(%) durch V£, und ay-Formel durch Line-Search.
Input: x(® e R", Orakel 1. Ordnung, ¢ > 0

0. Vfy=VFx©®), 0O =_vf, k=0
Falls ||Vf|| < & STOP.

Bestimme « durch Line-Search.
XD = X 4 oy )

Berechne Vfi 11 = V£ (x(kt1),

6 _ I Vfin|?
k+1 = VA

A = —Vf g + BER AF
7. k<—k+1, GOTO 1.

Schwierigkeiten: wegen des inexakten LS ist i.A. kailh(k) # 0 und
manchmal bleibt V£, Vf; groB — Korrekturversuche iiber Wahl von 3:

AR o

230: 638€([637,642]



Konj-Grad

Das nichtlineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Ersetze im linearen CG-Verf. r(%) durch V£, und ay-Formel durch Line-Search.
Input: x(® e R", Orakel 1. Ordnung, ¢ > 0

0. Vfy=VFx©®), 0O =_vf, k=0
Falls ||Vf|| < & STOP.

Bestimme « durch Line-Search.
XD = X 4 oy )

Berechne Vfi 11 = V£ (x(kt1),

BFR _ IVa?
k+1 = VA

A = —Vf g + BER AF
7. k<—k+1, GOTO 1.

Schwierigkeiten: wegen des inexakten LS ist i.A. kailh(k) # 0 und
manchmal bleibt V£, Vf; groB — Korrekturversuche iiber Wahl von 3:
e Fletcher-Reeves: B£7; mit verschirften Wolfe-Bed. — Abstiegsrichtung

AR o

230: 639€([637,642]



Konj-Grad

Das nichtlineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Ersetze im linearen CG-Verf. r(%) durch V£, und ay-Formel durch Line-Search.
Input: x(© € R”, Orakel 1. Ordnung, € > 0

0. Vfy=VFx©®), 0O =_vf, k=0
Falls ||Vf|| < & STOP.

Bestimme « durch Line-Search.
x(K+1) = 5 (k) 4 o, h(RK)

Berechne V£, 11 = Vf(x(k+1),

BFR _ IVa?
k+1 = VA

A = —Vf g + BER AF
7. k<—k+1, GOTO 1.

Schwierigkeiten: wegen des inexakten LS ist i.A. kailh(k) # 0 und
manchmal bleibt V£, Vf; groB — Korrekturversuche iiber Wahl von 3:

e Fletcher-Reeves: B£7; mit verschirften Wolfe-Bed. — Abstiegsrichtung

£l (Vi1 —Vh .
e Polak-Ribiere: ﬂk+1 W praktisch gut, ohne Konvergenz

AR o

230: 640€[637,642)



Konj-Grad

Das nichtlineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Ersetze im linearen CG-Verf. r(%) durch V£, und ay-Formel durch Line-Search.
Input: x(® e R", Orakel 1. Ordnung, ¢ > 0

0. Vfy=VFx©®), 0O =_vf, k=0
Falls ||Vf|| < & STOP.

Bestimme « durch Line-Search.
XD = X 4 oy )

Berechne Vfi 11 = V£ (x(kt1),

BFR _ IVa?
k+1 = VA

A = —Vf g + BER AF
7. k<—k+1, GOTO 1.

Schwierigkeiten: wegen des inexakten LS ist i.A. kailh(k) # 0 und
manchmal bleibt V£, Vf; groB — Korrekturversuche iiber Wahl von 3:

e Fletcher-Reeves: B£7; mit verschirften Wolfe-Bed. — Abstiegsrichtung

£l (Vi1 —Vh .
e Polak-Ribiere: ﬂk+1 W praktisch gut, ohne Konvergenz

e Gilbert-Nocedal: BN, = max{3£¥,,0} praktisch gut, mit Konvergenz

AR o

230: 641€[637,642)



Konj-Grad

Das nichtlineare Konjugierte-Gradienten-Verfahren
Ersetze im linearen CG-Verf. r(%) durch V£, und ay-Formel durch Line-Search.
Input: x(© € R”, Orakel 1. Ordnung, € > 0
0. Vfy=VFx©®), 0O =_vf, k=0

1. Falls ||Vf]| < e STOP.
2.  Bestimme «y durch Line-Search.
3. X(k+1) = X(k) + O[kh( )
4. Berechne Vi1 = VF(xtk+1).
5 IV ficsa ||

. 5k+1 INMAK
6.

A = —Vf g + BER AF
7. k<—k+1, GOTO 1.

Schwierigkeiten: wegen des inexakten LS ist i.A. kailh(k) # 0 und
manchmal bleibt V£, Vf; groB — Korrekturversuche iiber Wahl von 3:

e Fletcher-Reeves: B£7; mit verschirften Wolfe-Bed. — Abstiegsrichtung

£l (Vi1 —Vh .
e Polak-Ribiere: ﬂk+1 W praktisch gut, ohne Konvergenz

e Gilbert-Nocedal: BN, = max{3£¥,,0} praktisch gut, mit Konvergenz
o Regelm. Neustart oder 8, = 0 ist jeweils ein steilster Abstiegsschritt
— global konvergent

230: 642€[637,642]




Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.11 Inexakte Newton-Verfahren
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Inex. N.

5.11 Inexakte Newton-Verfahren
Fiir Glgssysteme Ax = b mit A > 0 bestimmt das lineare CG-Verfahren
schnell eine Ndherungslosung durch Matrix-Vektor Multiplikationen.

Idee: Bestimme Newtonrichtung h%() naherungsweise durch Lésen von

V2fihly) = ~Vk,
und nutze z.B. automatisches Differenzieren fiir Hessematrix mal Vektor.
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Inex. N.

5.11 Inexakte Newton-Verfahren

Fiir Glgssysteme Ax = b mit A > 0 bestimmt das lineare CG-Verfahren
schnell eine Ndherungslosung durch Matrix-Vektor Multiplikationen.

Idee: Bestimme Newtonrichtung h%() naherungsweise durch Lésen von

V2fihly) = ~Vk,
und nutze z.B. automatisches Differenzieren fiir Hessematrix mal Vektor.

Iterative Verfahren brechen ab, wenn das Residuum
r) = v2£hk) 4 Vi,
klein genug ist. Inexakte Newton-Verfahren fordern
(INC)  [r®) < | VA
und geben dafiir eine forcing sequence 1y € (0, 1) vor.
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Inex. N.

5.11 Inexakte Newton-Verfahren

Fiir Glgssysteme Ax = b mit A > 0 bestimmt das lineare CG-Verfahren
schnell eine Ndherungslosung durch Matrix-Vektor Multiplikationen.

Idee: Bestimme Newtonrichtung h%() naherungsweise durch Lésen von

V2fihly) = ~Vk,
und nutze z.B. automatisches Differenzieren fiir Hessematrix mal Vektor.

Iterative Verfahren brechen ab, wenn das Residuum
r) = v2£hk) 4 Vi,
klein genug ist. Inexakte Newton-Verfahren fordern
(INC)  [r®) < | VA
und geben dafiir eine forcing sequence 1y € (0, 1) vor.

Satz (Inexakte Newton-Verfahren)

Sei f hinr. glatt und x* erfiille die hinr. Opt.-Bed. Ist x(°) nahe genug bei
x*, so gilt fiir jede Punktfolge x(kt1) = x(k) 1 h(k) mijt h(K) erfiillt (INC):
Falls n < n < 1, konvergiert x%) linear gegen x*.

Falls i — 0, konvergiert x(*) superlinear gegen x*.

Falls n < ~||Vfi|| mit festem ~ > 0, konvergieren die x*) quadratisch.

232: 646€(644,646)



Inex. N.

Das Line-Search-Newton-CG-Verfahren

Im Folgenden bezeichnen x(¥), h(¥) die iiblichen Punkt/Richtungsfolgen
und p(), d() die des CG-Verfahrens. Die 7 hier ergeben superlineare K.

0. Wihle Startpunkt x(©), setze k = 0.
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Das Line-Search-Newton-CG-Verfahren

Im Folgenden bezeichnen x(¥), h(¥) die iiblichen Punkt/Richtungsfolgen
und p(), d() die des CG-Verfahrens. Die 7 hier ergeben superlineare K.

0. Wihle Startpunkt x(©), setze k = 0.
1. Berechne h%) mit dem linearen CG-Verfahren angewandt auf
V2fp = —Vf, mit Startpunkt p(® =0, i = 0. Beende CG, sobald

233: 648€[647,653)]



Inex. N.

Das Line-Search-Newton-CG-Verfahren

Im Folgenden bezeichnen x(¥), h(¥) die iiblichen Punkt/Richtungsfolgen
und p(), d() die des CG-Verfahrens. Die 7 hier ergeben superlineare K.

0. Wihle Startpunkt x(©), setze k = 0.
1. Berechne h%) mit dem linearen CG-Verfahren angewandt auf
V2fp = —Vf, mit Startpunkt p(® =0, i = 0. Beende CG, sobald
a) (d)TVv2£.d() <0 [CG-Richtung negativer Kriimmung, V2f, £ 0]
Ist i = O (erster CG-Schritt), setze h(K) := —Vf,, sonst h(K) := p(i),
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Das Line-Search-Newton-CG-Verfahren

Im Folgenden bezeichnen x(¥), h(¥) die iiblichen Punkt/Richtungsfolgen
und p(), d() die des CG-Verfahrens. Die 7 hier ergeben superlineare K.

0. Wihle Startpunkt x(©), setze k = 0.
1. Berechne h%) mit dem linearen CG-Verfahren angewandt auf
V2fp = —Vf, mit Startpunkt p(® =0, i = 0. Beende CG, sobald
a) (d)TVv2£.d() <0 [CG-Richtung negativer Kriimmung, V2f, £ 0]
Ist i =0 (erster CG- Schrltt) setze h(K) := —Vf,, sonst h(¥) := p()
b) ||V fi + V2fip)| < min{, /[VA&I[}I VAl setze hk) = p(i).

233: 650€[647,653]
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Das Line-Search-Newton-CG-Verfahren

Im Folgenden bezeichnen x(¥), h(¥) die iiblichen Punkt/Richtungsfolgen
und p(), d() die des CG-Verfahrens. Die 7 hier ergeben superlineare K.

0. Wihle Startpunkt x(©), setze k = 0.

1. Berechne h%) mit dem linearen CG-Verfahren angewandt auf
V2fp = —Vf, mit Startpunkt p(® =0, i = 0. Beende CG, sobald
a) (d)TVv2£.d() <0 [CG-Richtung negativer Kriimmung, V2f, £ 0]

Ist i =0 (erster CG- Schrltt) setze h(K) := —Vf,, sonst h(¥) := p()

b) ||V fi + V2fip)| < min{, /[[VAI}H V&, setze h () = p(i).

2. Erfiillt x() + Atk Armijo, setze x(k+1) := x(k) - p(K) [ ‘Newton“-Schritt]
sonst bestimme ay mit x(kKt1) := x(K) 4 o, h(K) erfiillt Wolfe.
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Das Line-Search-Newton-CG-Verfahren

Im Folgenden bezeichnen x(¥), h(¥) die iiblichen Punkt/Richtungsfolgen
und p(), d() die des CG-Verfahrens. Die 7 hier ergeben superlineare K.

0. Wihle Startpunkt x(©), setze k = 0.

1. Berechne h%) mit dem linearen CG-Verfahren angewandt auf
V2fp = —Vf, mit Startpunkt p(® =0, i = 0. Beende CG, sobald
a) (d)TVv2£.d() <0 [CG-Richtung negativer Kriimmung, V2f, £ 0]

Ist i =0 (erster CG- Schrltt) setze h(K) := —Vf,, sonst h(¥) := p()

b) ||V fi + V2fip)| < min{, /[[VAI}H V&, setze h () = p(i).

2. Erfiillt x() + Atk Armijo, setze x(k+1) := x(k) - p(K) [ ‘Newton“-Schritt]
sonst bestimme ay mit x(kKt1) := x(K) 4 o, h(K) erfiillt Wolfe.

3. k—k+1, GOTO 1.

e Das CG-Verfahren garantiert: h(%) ist Abstiegsrichtung.
p) minimiert m(p) = %pTVkap + V£, p iiber span{d©®, .. . d(-11
Weil p() = 2"‘3 &d0), (d9V)TV2£.dU) > 0 und (dV))TV2fd) =0 (j £ 1)
folgt 0 = m(0) > m(p)) = VAT p) + 1 3170 €2(dD)) TV £ dV)
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Inex. N.

Das Line-Search-Newton-CG-Verfahren

Im Folgenden bezeichnen x(¥), h(¥) die iiblichen Punkt/Richtungsfolgen
und p(), d() die des CG-Verfahrens. Die 7 hier ergeben superlineare K.

0. Wihle Startpunkt x(©), setze k = 0.

1. Berechne h%) mit dem linearen CG-Verfahren angewandt auf
V2fp = —Vf, mit Startpunkt p(® =0, i = 0. Beende CG, sobald
a) (d)TVv2£.d() <0 [CG-Richtung negativer Kriimmung, V2f, £ 0]

Ist i =0 (erster CG- Schrltt) setze h(K) := —Vf,, sonst h(¥) := p()

b) ||V fi + V2fip)| < min{, /[[VAI}H V&, setze h () = p(i).

2. Erfiillt x() + Atk Armijo, setze x(k+1) := x(k) - p(K) [ ‘Newton“-Schritt]
sonst bestimme ay mit x(kKt1) := x(K) 4 o, h(K) erfiillt Wolfe.

3. k—k+1, GOTO 1.

e Das CG-Verfahren garantiert: h(%) ist Abstiegsrichtung.
e CG bendtigt nur Hessematrix mal Vektor — Hessian-free

e Immer zuerst Schrittlange 1 fiir superlineare Konvergenz versuchen!
e CG braucht problemspezifische Prakonditionierer, gefahrdet gute Konv.
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Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem

Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]
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Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem

Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]
0. p@:=0, r®:=g, d©:=—r©) j:=0. Ist ||ro| < copr, RETURN h:=p(©).
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Inex. N.

Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem
Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]
0. p0:=0, r®:=g d©:=—r© ;.=0. Ist Iroll < €opt, RETURN h:=p©.
1. Ist (d))TBd() < 0 (negative Kriimmung), finde OL & zu

ming {m(p): p=p"+ad® |p| = A}, RETURN h:= p() + ad(®.

234: 656€[654,665]



Inex. N.

Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem
Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]
0. p0:=0, r®:=g d©:=—r© ;.=0. Ist Iroll < €opt, RETURN h:=p©.
1. Ist (d))TBd() < 0 (negative Kriimmung), finde OL & zu

ming {m(p): p=p" +ad® |p| = A}, RETURN h:= p() + ad(®.

2. ai = % [exakter LS fiir m(-) in Richtung d()]
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Inex. N.

Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem

Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]

0. p0:=0, r®:=g d©:=—r© ;.=0. Ist Iroll < €opt, RETURN h:=p©.
1. Ist (d))TBd() < 0 (negative Kriimmung), finde OL & zu

min, {m(p): p=p")+ad? |p| = A}, RETURN h := p() 4 ad.
2 .
2. ai = % [exakter LS fiir m(-) in Richtung d()]

3. p(i+1) = p(’) + Oé,'d(i)
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Inex. N.

Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem

Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]

0. p0:=0, r®:=g d©:=—r© ;.=0. Ist Iroll < €opt, RETURN h:=p©.
1. Ist (d))TBd() < 0 (negative Kriimmung), finde OL & zu

mina{m(p?'):p:p(")—|—04d(")7 |p|l = A}, RETURN h:= p) + ad(®.
|12

2. @i = oy TEgm [exakter LS fiir m(-) in Richtung d()]
3. p(i+1) = p(’) + Oé,'d(i)
4. Ist | pli+)|| > A, [verldsst Trust Region]

finde @ > 0 mit ||p) + a;d?| = A, RETURN h := p() + &;d")

234: 659€[654,665]
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Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem

Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]

0. p0:=0, r®:=g d©:=—r© ;.=0. Ist Iroll < €opt, RETURN h:=p©.
1. Ist (d))TBd() < 0 (negative Kriimmung), finde OL & zu

mina{m(p?'):p:p(")—|—04d(")7 |p|l = A}, RETURN h:= p) + ad(®.
|12

2. @i = oy TEgm [exakter LS fiir m(-) in Richtung d()]
3. p(i+1) = p(’) + Oé,'d(i)
4. Ist | pli+)|| > A, [verldsst Trust Region]

finde @ > 0 mit ||p) + a;d?| = A, RETURN h := p() + &;d")
5. r 1) = () 4 o;Bd()
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Inex. N.

Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem

Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]

0. p0:=0, r®:=g d©:=—r© ;.=0. Ist Iroll < €opt, RETURN h:=p©.
1. Ist (d))TBd() < 0 (negative Kriimmung), finde OL & zu

mina{m(p?'):p:p(")—|—04d(")7 |p|l = A}, RETURN h:= p) + ad(®.
|12

2. @i = oy TEgm [exakter LS fiir m(-) in Richtung d()]
3. p(i+1) = p(’) + Oé,'d(i)
4. Ist | pli+)|| > A, [verldsst Trust Region]

finde @ > 0 mit ||p) + a;d?| = A, RETURN h := p() + &;d")
5. r#1) = () 4 o;Bd()
6. Ist [|rU+D)|| < erem||r®]|, RETURN h:= pl*+1). [Inexakter Newton]
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Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem

Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]
0. p@:=0, r®:=g, d©:=—r©) j:=0. Ist ||rp| < copr, RETURN h:=p(©).
1. Ist (d))TBd() <0 (negative Kriimmung), finde OL & zu

min, {m(p): p=p")+ad? |p| = A}, RETURN h := p() 4 ad.

2. i % [exakter LS fiir m(-) in Richtung d()]
3. plit) = p() 4 q;d
4. Ist | pli+)|| > A, [verldsst Trust Region]

finde @ > 0 mit ||p) + a;d?| = A, RETURN h := p() + &;d")
5.+ = r() 4 o;Bd()
6. Ist [|rU+D)|| < erem||r®]|, RETURN h:= pl*+1). [Inexakter Newton]

(¢+1)H2

7. ﬁl+l = H"lr ”
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Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem

Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]
0. p@:=0, r®:=g, d©:=—r©) j:=0. Ist ||rp| < copr, RETURN h:=p(©).
1. Ist (d))TBd() <0 (negative Kriimmung), finde OL & zu

min, {m(p): p=p")+ad? |p| = A}, RETURN h := p() 4 ad.

2. i % [exakter LS fiir m(-) in Richtung d()]
3. plit) = p() 4 q;d
4. Ist | pli+)|| > A, [verldsst Trust Region]

finde @ > 0 mit ||p) + a;d?| = A, RETURN h := p() + &;d")
5.+ = r() 4 o;Bd()
6. Ist [|rU+D)|| < erem||r®]|, RETURN h:= pl*+1). [Inexakter Newton]

(¢+1)H2

7. ﬁl+l = H"lr ”
8. JU+1) - rli+1) +ﬁi+1d(i)
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Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem

Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]
0. p@:=0, r®:=g, d©:=—r©) j:=0. Ist ||rp| < copr, RETURN h:=p(©).
1. Ist (d))TBd() <0 (negative Kriimmung), finde OL & zu

min, {m(p): p=p")+ad? |p| = A}, RETURN h := p() 4 ad.

2. i % [exakter LS fiir m(-) in Richtung d()]
3. plit) = p() 4 q;d
4. Ist | pli+)|| > A, [verldsst Trust Region]

finde @ > 0 mit ||p) + a;d?| = A, RETURN h := p() + &;d")
5.+ = r() 4 o;Bd()
6. Ist [|rU+D)|| < erem||r®]|, RETURN h:= pl*+1). [Inexakter Newton]

(¢+1)H2

7. ﬁl+l = H"lr ”
8. JU+1) - rli+1) +ﬁi+1d(i)
9. iHi—i-l, GOTO 1.
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Das Steihaug CG-Verf. fiir das Trust-Region-Problem

Input: Model m(h) = f+gTh+1h"Bh, Radius A > 0, ept > 0, Eterm > 0
Output: Schritt h [g = VF, Newton: B = V2f]
0. p@:=0, r®:=g, d©:=—r©) j:=0. Ist ||rp| < copr, RETURN h:=p(©).
1. Ist (d))TBd() <0 (negative Kriimmung), finde OL & zu

min, {m(p): p=p")+ad? |p| = A}, RETURN h := p() 4 ad.

2. i % [exakter LS fiir m(-) in Richtung d()]
3. plit) = p() 4 q;d
4. Ist | pli+)|| > A, [verldsst Trust Region]

finde @ > 0 mit ||p) + a;d?| = A, RETURN h := p() + &;d")
5. r#1) = () 4 o;Bd()
6. Ist [|rU+D)|| < erem||r®]|, RETURN h:= pl*+1). [Inexakter Newton]

(¢+1)H2

7. ﬁl+l = H"lr ”
8. JU+1) - rli+1) +ﬁi+1d(i)
9. i<—i+1, GOTO 1.

e p) ist Cauchy-Punkt, CG-Verfahren verbessert monoton = global konv.
e Bendtigt auch nur Hessematrix mal Vektor — Hessian-free

e Esgilt [[p@ <--- < [|[p]| < --- < A = lokal inexakter Newton
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Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.12 Nichtlineare kleinste Quadrate
Das Gauss-Newton-Verfahren

235: 666€[666,666]

NLG



kl. Quad.

5.12 Nichtlineare kleinste Quadrate

Typisches Problem fiir optimale Parameterwahl: Minimiere ein f der

speziellen Gestalt f(x) = 3 Y-, r?(x) mit r; : R"” — R glatt.
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5.12 Nichtlineare kleinste Quadrate

Typisches Problem fiir optimale Parameterwahl: Minimiere ein f der

speziellen Gestalt f(x) = 3 Y-, r?(x) mit r; : R"” — R glatt.

Bsp: An m Messpunkten t; werden Werte y; € R mit unabhdngigen,
(0, 0%)-normalverteilten Messfehlern gemessen. Fiir die korrekten Werte
yj wird vermutet, dass sie sich fiir geeignet gewahlte Parameter x als
Funktion y; = ®(tj; x) der Messpunkte darstellen lassen. Bestimme x.
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5.12 Nichtlineare kleinste Quadrate

Typisches Problem fiir optimale Parameterwahl: Minimiere ein f der

speziellen Gestalt f(x) = 3 Y-, r?(x) mit r; : R"” — R glatt.

Bsp: An m Messpunkten t; werden Werte y; € R mit unabhdngigen,
(0, 02)-normalverteilten Messfehlern gemessen. Fiir die korrekten Werte
yj wird vermutet, dass sie sich fiir geeignet gewahlte Parameter x als
Funktion y; = ®(tj; x) der Messpunkte darstellen lassen. Bestimme x.
Hat ein Messfehler von € € R die ,,Wahrschelnllchkelt

p(e) = We 27
wiirden fiir korrekte Parameter x die Messwerte ¥ mit Wahrscheinlichkeit

1
p(¥: x, t) H<p d(t;;x)) = (27r02> ep| =55 Z[yJ (t;; x)]?

auftreten.

236: 660€[667,671]
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5.12 Nichtlineare kleinste Quadrate

Typisches Problem fiir optimale Parameterwahl: Minimiere ein f der

speziellen Gestalt f(x) = 3 Y-, r?(x) mit r; : R"” — R glatt.

Bsp: An m Messpunkten t; werden Werte y; € R mit unabhdngigen,
(0, 02)-normalverteilten Messfehlern gemessen. Fiir die korrekten Werte
yj wird vermutet, dass sie sich fiir geeignet gewahlte Parameter x als
Funktion y; = ®(tj; x) der Messpunkte darstellen lassen. Bestimme x.
Hat ein Messfehler von € € R die ,,Wahrschelnllchkelt

p(e) = We 27
wiirden fiir korrekte Parameter x die Messwerte ¥ mit Wahrscheinlichkeit

1
p(¥: x, t) H<p d(t;;x)) = (27r02> ep| =55 Z[yJ (t;; x)]?

auftreten. Betrachtet man p(¥; x, t) als Likelihood- Funktlon dafiir, dass x
die korrekten Parameter sind, ist die beste Parameterwahl fiir ¥ und t in
diesem Sinn ein Maximum-Likelihood-Schitzer x € Argmax, p(¥; x, t).
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5.12 Nichtlineare kleinste Quadrate

Typisches Problem fiir optimale Parameterwahl: Minimiere ein f der

speziellen Gestalt f(x) = 3 Y-, r?(x) mit r; : R"” — R glatt.

Bsp: An m Messpunkten t; werden Werte y; € R mit unabhdngigen,
(0, 02)-normalverteilten Messfehlern gemessen. Fiir die korrekten Werte
yj wird vermutet, dass sie sich fiir geeignet gewahlte Parameter x als
Funktion y; = ®(tj; x) der Messpunkte darstellen lassen. Bestimme x.
Hat ein Messfehler von € € R die ,,Wahrschelnllchkelt

p(e) = We 27
wiirden fiir korrekte Parameter x die Messwerte ¥ mit Wahrscheinlichkeit

1
p(¥: x, t) H<p d(t;;x)) = (27r02> ep| =55 Z[yJ (t;; x)]?

auftreten. Betrachtet man p(¥; x, t) als Likelihood- Funktlon dafiir, dass x
die korrekten Parameter sind, ist die beste Parameterwahl fiir ¥ und t in
diesem Sinn ein Maximum- Likelihood Schitzer x € Argmax, p(¥; x, t).

— Finde X € Argmin f(x) : 22 x) mit rj(x) == y; — ®(t;; x).
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Spezialfall: Lineare kleinste Quadrate

Sind alle rj linear/affin ~ —  min, f(x) := 1||Ax — b||?
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Spezialfall: Lineare kleinste Quadrate

Sind alle rj linear/affin ~ —  min, f(x) := 1||Ax — b||?

Wegen 1||Ax — b||?> = 1(Ax — b)(Ax — b) = xTATAx — xTATb+ $b7b
und ATA = 0, ist das Problem konvex quadratisch und Vf(x) = 0 ist
hinreichende Optimalitatsbedingung.

x* ist Optimalldsung < x* erfiillt die Normalgleichungen ATAx = A'b.

237: 673€[672,674]



kl. Quad.

Spezialfall: Lineare kleinste Quadrate

Sind alle rj linear/affin ~ —  min, f(x) := 1||Ax — b||?

Wegen 1||Ax — b||?> = 1(Ax — b)(Ax — b) = xTATAx — xTATb+ $b7b
und ATA = 0, ist das Problem konvex quadratisch und Vf(x) = 0 ist
hinreichende Optimalitatsbedingung.

x* ist Optimalldsung < x* erfiillt die Normalgleichungen ATAx = A'b.

Da ATA = 0, bieten sich viele numerische Verfahren zur Losung an:
e Cholesky-Faktorisierung von ATA (mit pivotisieren),
e QR-Faktorisierung von A (recht stabil, wird aber dicht besetzt),
e SVD-Dekomposition (am stabilsten und teuersten)
e Prikonditionierte CG-Verfahren (PCG)
(fiir Naherungslosung im /arge scale-Bereich, falls Av und AT w billig)

237: 674€[672,674]



kl. Quad.

Nichtlineare kleinste Quadrate mit kleinen Residuen
- 1 1 . r(x)

min f(x) := §||r(><)\|2 = EZG?(X) mit r(x) = [ : 1

rm(x)

j=1

und in einer Umgebung von x* sei ||r(x)]| klein (=kleine Residuen).

238: 675€[675,677]



kl. Quad.

Nichtlineare kleinste Quadrate mit kleinen Residuen

1 1 m r(x)
min () i= 2 [r()F = 33 2() it ,(X):[ 5 ]

J:l r,-,,(X)

und in einer Umgebung von x* sei ||r(x)]| klein (=kleine Residuen).
Betrachte Gradienten und Hessematrix von f (Kettenregel nutzen):

V() = XLin)Vr(x) = 4 () r(x)

J

Fiir eine Funktion g : R” — R™ mit g(x) = (g1(x), ..., gm(x))" ist

EACRTE ARG Vei(x)"
=1 =]
%m(x) ... 9n(x) Vem(x)"

die Jacobimatrix von g in x. So ist z.B. V?f(x) = Jy¢(x).
g(x+ h) = g(x) + Jg(x)h+o(h) — das lineare Modell von g in x.

238: 676€[675,677]



kl. Quad.

Nichtlineare kleinste Quadrate mit kleinen Residuen
m r(x)
min f0x) = S lr (I = 5 D00 mit rlx) = [ 5 ]

J:l r,-,,(X)

und in einer Umgebung von x* sei ||r(x)]| klein (=kleine Residuen).
Betrachte Gradienten und Hessematrix von f (Kettenregel nutzen):
V() = XLin)Vr(x) = 4 () r(x)

VE(x) = X V5()Vh()T + S0 n()V25(x)
= J(x)TJ(x)+ ijzl ri(x) V2ri(x) = Jy(x) T J(x)
N

. . T . .., Klei . .
— die Jacobimatrix liefert eine gute Naherehnng fur die Hessematrix.

Fiir eine Funktion g : R” — R™ mit g(x) = (g1(x),...,gm(x))" ist

EACRTE ARG Vei(x)"
m(x) ... 9n(x) Vam(x)"

die Jacobimatrix von g in x. So ist z.B. V?f(x) = Jy¢(x).
g(x+ h) = g(x) + Jg(x)h+o(h) — das lineare Modell von g in x.

238: 677€[675,677]



kl. Quad.

5.12.1 Das Gauss-Newton-Verfahren
Zur Lésung von min, f(x) := %\lHr(x)H2 mit r : R" — R™ wihle statt der
Newton-Schrittrichtung V2f h) = —Vf, die Gauss-Newton-Richtung

I bV = —JTre wobei Jy == J(x), = r(x(9)

239: 678€[678,682)



kl. Quad.

5.12.1 Das Gauss-Newton-Verfahren
Zur Lésung von min, f(x) := %\lHr(x)H2 mit r : R" — R™ wihle statt der
Newton-Schrittrichtung V2f h) = —Vf, die Gauss-Newton-Richtung

I bV = —JTre wobei Jy == J(x), = r(x(9)

Vorteile:
e Es muss keine zweite Ableitung berechnet werden.
o Ist r, klein (kleine Residuen), ist J/Jx gute N3herung fiir V2f

239: 679€[678,682)



kl. Quad.

5.12.1 Das Gauss-Newton-Verfahren
Zur Lésung von min, f(x) := %\lHr(x)H2 mit r : R" — R™ wihle statt der
Newton-Schrittrichtung V2f h) = —Vf, die Gauss-Newton-Richtung

I bV = —JTre wobei Jy == J(x), = r(x(9)

Vorteile:

e Es muss keine zweite Ableitung berechnet werden.

o Ist r, klein (kleine Residuen), ist J]Jx gute N3herung fiir V2f

e Ist Rang(Jx) = n (J/Jk = 0) und Vf; # 0, so ist h?N Abstiegsrichtung:
(W) TV i = (M) Tl e = —(hM) TS ke b = —[[ JehM|[? <0,
denn wegen JkTJk = 0 ist th,f’v =0& JkTrk =Vf=0.

239: 680€[678,682)



kl. Quad.

5.12.1 Das Gauss-Newton-Verfahren
Zur Lésung von min, f(x) := %\lHr(x)H2 mit r : R" — R™ wihle statt der
Newton-Schrittrichtung V2f h) = —Vf, die Gauss-Newton-Richtung

I bV = —JTre wobei Jy == J(x), = r(x(9)

Vorteile:

e Es muss keine zweite Ableitung berechnet werden.

o Ist r, klein (kleine Residuen), ist J]Jx gute N3herung fiir V2f

e Ist Rang(Jx) = n (J/Jk = 0) und Vf; # 0, so ist h?N Abstiegsrichtung:
(WM Ve = (W) T ne = —(RgM) T I Ji bV = [l JehM|1* <0,
denn wegen JkTJk = 0 ist th,f’v =0& JkTrk =Vf=0.

e Die Gleichung fiir th hat die Form ATAx = AT b (Normalgleichungen),
heN ist Lésung des linearen kleinste Quadrate Problems

ming |47 h — re|?

= alle numerischen Verfahren des linearen Falls sind verwendbar.

239: 681€[678,682)



kl. Quad.

5.12.1 Das Gauss-Newton-Verfahren
Zur Lésung von min, f(x) := %\lHr(x)H2 mit r : R" — R™ wihle statt der
Newton-Schrittrichtung V2f h) = —Vf, die Gauss-Newton-Richtung

I bV = —JTre wobei Jy == J(x), = r(x(9)

Vorteile:

e Es muss keine zweite Ableitung berechnet werden.

o Ist r, klein (kleine Residuen), ist J]Jx gute N3herung fiir V2f

e Ist Rang(Jx) = n (J/Jk = 0) und Vf; # 0, so ist h?N Abstiegsrichtung:
(heM) TV fie = (heM) Tl ne = —(hEN)T S dic bV = [ b2V <0,
denn wegen JkTJk = 0 ist th,f’v =0& JkTrk =Vf=0.

e Die Gleichung fiir th hat die Form ATAx = AT b (Normalgleichungen),
heN ist Lésung des linearen kleinste Quadrate Problems

ming |47 h — re|?

= alle numerischen Verfahren des linearen Falls sind verwendbar.

o Ist Rang(Jx) < n, verwendet man im Levenberg-Marquardt-Verfahren

(J,Z—Jk + )\I)h = —Jkrk,

mit dhnlichen Anpassungsregeln fiir A wie fiir die Trust-Region.

[Interpretiere A als Lagrange-Multiplikator fiir die Trust-Region-Constraint.]
230: 682€[678,682]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

Inhaltsiuibersicht

Freie Nichtlineare Optimierung

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen

240: 683€[683,683)]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Funktionswerte in x,=0, x,=0
(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

ORI
SRR

N
R
&
CRRRRRRN
RO
THIHRy
RTRTRHRHHH
RIRTRTHTHH6
RHRHRHunys
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Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Funktionswerte in x,=0, x,=0
(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F: R" — R” s
Gesucht: x € R" mit F(x) =0 .

SRR
RN

GRIRRTERR
TR X

R
RHnw
R RRRRTTHHoR

RHRHRHunys

R

R

Bspl: Primal-Duales System fiir LP
X Aly+z—c

F y = Ax — b =0 "
z xoz—ul 5

241: 685€(684,696]



Orakel/Modelle Opt.-Bed. Newton LS Skal. BFGS Trust-R. Num-Diff Aut-Diff Konj-Grad Inex. N. kl. Quad. NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Funktionswerte in x,=0, x,=0

(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F: R" — R”

X XA
KRR
\\‘\\\\\\‘ KRR
RHinrne
\m\\\‘ NN o\\\\; : R SN
W ‘ W v
NN
R QR
SRR

R
R
R

Gesucht: x € R" mit F(x) =0 .
Bspl: Primal-Duales System fiir LP <
X Aly+z—c .
F y = Ax — b =0 "
z xoz—ul 5
Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)
F(x):=Vf(x)=0 X, e X,

241: 686€[684,696]



NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Newton-Schritt zu x\'=1.1053, x}'=-0.0592
(n Unbekannte, n Gleichungen) 2
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

fJ.(x ; ,x2)

X Aly+z—c
z xoz—pl

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)

F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x!
fi(x (kD) Vfl(x(k))T

F(x®) 4 h) =~ F(x®)) + Je(xK))h = : + : h=0

£ (x (kD) Vih(x (k))

Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige

Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

)

241: 687¢[684,696]



NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Funktionswerte in x,=1.1053, x,=-0.05921

(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F: R" — R” s
Gesucht: x € R" mit F(x) =0 .

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

fj(x1,x2)

X Aly+z—c .
F y = Ax — b =0 "
z xoz—ul 5
Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x) ) ‘
F(X) = Vf(X) =0 X, v X
Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x(%),
fi(x (kD) Vfl(x(k))T
F(x®¥) + h) ~ F(x®¥)) + Jg(xK))h = : + ; h=0
£ (x (kD) Vih(x (k))
Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige
Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

241: 688€[684,696]



NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Newton-Schritt zu x\=1.0756, x}=0.2043
(n Unbekannte, n Gleichungen) . 2
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

X Aly+z—c
z xoz—pl

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)
F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x(%),

fi(x (kD) Vfl(x(k))T
F(x®) 4 h) =~ F(x®)) + Je(xK))h = : + : h=0
£ (x (kD) Vih(x (k))
Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige
Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

241: 689€[684,696]



NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Funktionswerte in x,=1.0756, x,=0.2043

(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

fj(x1,x2)

X Aly+z—c
z xoz—pl

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)
F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x(%),

fi(x (kD) Vfl(x(k))T
F(x®) 4 h) =~ F(x®)) + Je(xK))h = : + : h=0
£ (x (kD) Vih(x (k))
Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige
Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

241: 690€[684,696]



NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Newton—Schritt zu x\'=1.0736, xY=0.2213
(n Unbekannte, n Gleichungen) : 2
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

X Aly+z—c
z xoz—pl

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)
F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x(%),

fi(x (kD) Vfl(x(k))T
F(x®) 4 h) =~ F(x®)) + Je(xK))h = : + : h=0
£ (x (kD) Vih(x (k))
Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige
Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

241: 691€[684,696]



NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Funktionswerte in x,=1.0736, x,=0.22139

(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

fj(x1,x2)

X Aly+z—c
z xoz—pl

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)
F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x(%),

fi(x (kD) Vfl(x(k))T
F(x®) 4 h) =~ F(x®)) + Je(xK))h = : + : h=0
£ (x (kD) Vih(x (k))
Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige
Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

241: 692€[684,696]



NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Newton-Schritt zu x\'=1.0736, xN=0.2214¢
(n Unbekannte, n Gleichungen) : 2
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

X Aly+z—c
z xoz—pl

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)
F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x(%),

fi(x (kD) Vfl(x(k))T
F(x®) 4 h) =~ F(x®)) + Je(xK))h = : + : h=0
£ (x (kD) Vih(x (k))
Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige
Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

241: 693€[684,696]



NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Funktionswerte in x,=0, x,=0

(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

fj(x1,x2)

X Aly+z—c
z xoz—pl

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)

F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x!
fi(x (kD) Vi (xNT

F(x®¥) + h) ~ F(x®¥)) + Jg(xK))h = : + ; h=0

£ (x (kD) Vi (xk)T

Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige

Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%;).

Ist JF(X(k)) singuldr (< die V¥ lin. abh.), versagt es.

241: 694€[684,696]
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NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Losung nichtlinearer Gleichungen Newton-Schritt in x,=0, x,=0

(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F: R" — R”
Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

—_
&
><-
-
x
Re)
=

X Aly+z—c
z xoz—pl

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)

F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x!
fi(x (kD) Vfl(x(k))T

F(x®) 4+ h) = F(x®) + Jp(xK))h = : + ; h=0

fa(x1) V()7

Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige

Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

Ist JF(X(k)) singuldr (< die V¥ lin. abh.), versagt es.

241: 695€[684,696]

)



NLG

5.13 Newton fiir nichtlineare Gleichungen
Rang(Jacobimatrix)=1

Losung nichtlinearer Gleichungen
(n Unbekannte, n Gleichungen)
Gegeben: F: R" — R”

Gesucht: x € R" mit F(x) =0

Bspl: Primal-Duales System fiir LP xi
X ATy +z—c =
F y = Ax — b =0
z xoz—pl

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x)
F(x):=Vf(x)=0

Newton-Verfahren: Bestimme x(**1) als Lésung der Linearisierung in x(%),

fi(x (kD) Vi (xNT
F(x®) 4 h) =~ F(x®)) + Je(xK))h = : + : h=0
£ (x (kD) Vi (xk)T
Fiir Jp(x(k )) reguléir (invertierbar) ist der Newton-Schritt die eindeutige
Ldsung h( = —Jp(xUN)TLF(x()) und x(k+1) = x(k) 1 h%p.

Ist JF(X(k)) singuldr (< die V¥ lin. abh.), versagt es.
241: 696€[684,696]



NLG
Ein Punkt x € R” heiBt reguldre Lésung von F(x) =0, falls F(x) =0
und Jr(x) reguldr. Fiir diese konvergiert Newton lokal quadratisch.

Satz (Newton-Verfahren fiir Nichtlineare Gleichungen)

Sei x* eine regulire Lésung von F(x) =0, Jr Lipschitz-stetig in einer
Umgebung von x* und x(© hinreichend nahe an x*, dann konvergiert die
Folge x(k+1) = x(k) — J(x()=1F(x(K) quadratisch gegen x*.

242: 697€[697,701]



NLG
Ein Punkt x € R” heiBt reguldre Lésung von F(x) =0, falls F(x) =0
und Jr(x) reguldr. Fiir diese konvergiert Newton lokal quadratisch.

Satz (Newton-Verfahren fiir Nichtlineare Gleichungen)

Sei x* eine regulire Lésung von F(x) =0, Jr Lipschitz-stetig in einer
Umgebung von x* und x(© hinreichend nahe an x*, dann konvergiert die
Folge x(k+1) = x(k) — J(x()=1F(x(K) quadratisch gegen x*.

Bspl: Primal-Duales System fiir LP
X X Ax Aly+z—c¢
F +Jel |y Ay | = Ax — b

z Az xoz—pul

y
z

+ 0

0 AT I Ax
A 0 0 Ay
Diag(z) 0 Diag(x) Az

242: 698€[697,701]



NLG
Ein Punkt x € R” heiBt reguldre Lésung von F(x) =0, falls F(x) =0
und Jr(x) reguldr. Fiir diese konvergiert Newton lokal quadratisch.

Satz (Newton-Verfahren fiir Nichtlineare Gleichungen)

Sei x* eine regulire Lésung von F(x) =0, Jr Lipschitz-stetig in einer
Umgebung von x* und x(© hinreichend nahe an x*, dann konvergiert die
Folge x(k+1) = x(k) — J(x()=1F(x(K) quadratisch gegen x*.

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

X Ax Aly+z—c¢
F +Jel |y Ay | = Ax — b
z Az xoz—pul

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x), F(x) := Vf(x) = 0, Jr(x) = V?f(x)

X

y
z

+
Diag(z) 0 Diag(x) Az

0o AT | Ax
A 0 0 Ay | =0

0= F(x) + Je(x)h = VF(x) + V2f(x)h = hy = —V?f(x) ' VF(x)

242: 699€[697,701]



NLG
Ein Punkt x € R” heiBt reguldre Lésung von F(x) =0, falls F(x) =0
und Jr(x) reguldr. Fiir diese konvergiert Newton lokal quadratisch.

Satz (Newton-Verfahren fiir Nichtlineare Gleichungen)

Sei x* eine regulire Lésung von F(x) =0, Jr Lipschitz-stetig in einer
Umgebung von x* und x(© hinreichend nahe an x*, dann konvergiert die
Folge x(k+1) = x(k) — J(x()=1F(x(K) quadratisch gegen x*.

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

X Ax Aly+z—c¢
F +Jel |y Ay | = Ax — b
z Az xoz—pul

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x), F(x) := Vf(x) = 0, Jr(x) = V?f(x)

X

y
z

+
Diag(z) 0 Diag(x) Az

0o AT | Ax
A 0 0 Ay | =0

0= F(x) + Je(x)h = VF(x) + V2f(x)h = hy = —V?f(x) ' VF(x)

Zur Globalisierung wird der Fortschritt iiber eine merit-function, meist
f(x) := 3||F(x)]| (s. nichtlin. kleinste Quadrate), bewertet. hyr ist (falls

definiert) Abstiegsrichtung fiir f: VAT A\ = —FT J, J7 F = —|| Fi||? < 0.

242: 700€[697,701]



NLG
Ein Punkt x € R” heiBt reguldre Lésung von F(x) =0, falls F(x) =0
und Jr(x) reguldr. Fiir diese konvergiert Newton lokal quadratisch.

Satz (Newton-Verfahren fiir Nichtlineare Gleichungen)

Sei x* eine regulire Lésung von F(x) =0, Jr Lipschitz-stetig in einer
Umgebung von x* und x(© hinreichend nahe an x*, dann konvergiert die
Folge x(k+1) = x(k) — J(x()=1F(x(K) quadratisch gegen x*.

Bspl: Primal-Duales System fiir LP

X Ax Aly+z—c¢
F +Jel |y Ay | = Ax — b
z Az xoz—pul

Bsp2: Opt.-Bed. fiir min, f(x), F(x) := Vf(x) = 0, Jr(x) = V?f(x)

X

y
z

o AT 1 Ax
+ A 0 0 Ay | =0
Diag(z) 0 Diag(x) Az

0= F(x) + Je(x)h = VF(x) + V2f(x)h = hy = —V?f(x) ' VF(x)

Zur Globalisierung wird der Fortschritt iiber eine merit-function, meist
f(x) := 3||F(x)]| (s. nichtlin. kleinste Quadrate), bewertet. hyr ist (falls

definiert) Abstiegsrichtung fiir f: VAT A\ = —FT J, J7 F = —|| Fi||? < 0.
Vorsicht: Lokale Minima der Merit-Funktion sind i.A. keine Ldsungen!

242: 701€[697,701]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Nichtlineare Optimierung: Grundlagen

243; 702€[702,702]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Nichtlineare Optimierung: Grundlagen
6.1 Aufgabenstellung

244; 703€[703,703)]



Aufgabenstellung

6.1 Restringierte Nichtlineare Optimierung
Aufgabenstellung:

min  f(x) Zielfunktion
(P) st. hi(x)=0 i€é& Gleichungsnebenbedingungen
gi(x)<0 ieZ Ungleichungsnebenbedingungen
x eR" Grundmenge (meist R", manchmal [0, 1]")

mit f, gi, h; : R” — R hinreichend glatt und &, 7 endliche Indexmengen.

245: 704€[704,706]



Aufgabenstellung

6.1 Restringierte Nichtlineare Optimierung
Aufgabenstellung:

min  f(x) Zielfunktion
(P) st. hi(x)=0 i€é& Gleichungsnebenbedingungen
gi(x)<0 ieZ Ungleichungsnebenbedingungen
x eR" Grundmenge (meist R", manchmal [0, 1]")

mit f, gi, h; : R” — R hinreichend glatt und &, 7 endliche Indexmengen.
Die zuldssige Menge X :={x € R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € I)}
ist Schnitt der Niveaulinien/-mengen, X' = ;. No(h;) N (Nicz So(gi)-

g,h ) g

0
(o
\))é/wm

&S Oo@ s

245: 705€[704,706]



Aufgabenstellung

6.1 Restringierte Nichtlineare Optimierung
Aufgabenstellung:

min  f(x) Zielfunktion
(P) st. hi(x)=0 i€é& Gleichungsnebenbedingungen
gi(x)<0 ieZ Ungleichungsnebenbedingungen
x eR" Grundmenge (meist R", manchmal [0, 1]")

mit f, gi, h; : R” — R hinreichend glatt und &, 7 endliche Indexmengen.
Die zuldssige Menge X :={x € R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € I)}
ist Schnitt der Niveaulinien/-mengen, X' = ;. No(h;) N (Nicz So(gi)-
Wir suchen ein lokal optimales x* € X, also ein x* mit

f(x)<f(x) VxeXNBA(x"):={x:]x—x*|| <e} fiireine > 0.

Fiir Algorithmen ist diese Beschreibung ungeeignet. Wir benétigen eine al-
gebraische Beschreibung der lokalen Optimalitat, die fiir gegebenes x € R”
nur auf den Funktionswerten und Gradienten (und eventuell V2) von f,
gi, h; in x beruht (Orakel 1./2. Ordnung fiir f, g;, h;).

Idee: Beschreibe die Richtungen, in die man sich von X aus innerhalb X
noch ein kleines Stiick bewegen kann. Ist die Richtungsableitung in all

diesen Richtungen positiv, gibt es in der Ndhe keinen besseren Punkt.
245: 706€[704,706]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Nichtlineare Optimierung: Grundlagen

6.2 Zuldssige Richtungen, Tangential- und Polarkegel

246: 707€[707,707]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zuldssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit Iimk_,oo x(K) = x und ay > 0 gibt

mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).
[Die a strecken die Vektoren auf die Linge von d]

247: 708€[708,721]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zuldssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit Iimk_,oo x(K) = x und ay > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die a strecken die Vektoren auf die Linge von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.

[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir
d=limg_ oo ak(x(k) —x) ist ad = limk_ &k(x(k) — x) mit ay 1= o]

Ts(x)

247: 709€[708,721]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord. Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zul3ssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit limy_ x¥) = x und oy > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die v strecken die Vektoren auf die Lange von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.
[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir

d=lim_ ak(x(k) —x) ist ad = limg_ o &k(x(k) — x) mit ay = o]
Ts(x)

]
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247: 710€[708,721] -



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord. Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zul3ssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit limy_ x¥) = x und oy > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die v strecken die Vektoren auf die Lange von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.
[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir

d=lim_ ak(x(k) —x) ist ad = limg_ o &k(x(k) — x) mit ay = o]
Ts(x)

]
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Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zuldssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit Iimk_,oo x(K) = x und ay > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die a strecken die Vektoren auf die Linge von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.

[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir
d=limg_ oo ak(x(k) —x) ist ad = limk_ &k(x(k) — x) mit ay 1= o]

Ts(x)

247: 712€[708,721]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed. lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord. Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zul3ssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit limy_ x¥) = x und o > 0 gibt
mit d = limy_ o0 ax(x¥) — x).

[Die v strecken die Vektoren auf die Lange von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.
[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir

d=lim_ ak(x(k) —x) ist ad = limg_ o @k(x(k) — x) mit ay = o]
Ts(x)

]

I
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Q

247: 713€[708,721] -



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zuldssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit Iimk_,oo x(K) = x und ay > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die a strecken die Vektoren auf die Linge von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.

[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir
d=limg_ oo ak(x(k) —x) ist ad = limk_ &k(x(k) — x) mit ay 1= o]

Ts(x)

247: 714€[708,721]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord. Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zul3ssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit limy_ x¥) = x und oy > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die v strecken die Vektoren auf die Lange von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den

Tangentialkegel Ts(x) von S in x.

[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir

d=lim_ ak(x(k) —x) ist ad = limg_ o &k(x(k) — x) mit ay = o]
Ts(x)

u]
]
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Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zuldssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit Iimk_,oo x(K) = x und ay > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die a strecken die Vektoren auf die Linge von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.

[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir
d=limg_ oo ak(x(k) —x) ist ad = limk_ &k(x(k) — x) mit ay 1= o]

Ts(x)

wn

247: 716€[708,721]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord. Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zul3ssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit limy_ x¥) = x und oy > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die v strecken die Vektoren auf die Lange von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.
[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir

d=lim_ ak(x(k) —x) ist ad = limg_ o &k(x(k) — x) mit ay = o]
Ts(x)

]
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Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zuldssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit Iimk_,oo x(K) = x und ay > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die a strecken die Vektoren auf die Linge von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.

[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir
d=limg_ oo ak(x(k) —x) ist ad = limk_ &k(x(k) — x) mit ay 1= o]

Ts(x)

wn

247: 718€[708,721]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zuldssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit Iimk_,oo x(K) = x und ay > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die a strecken die Vektoren auf die Linge von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.

[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir
d=limg_ oo ak(x(k) —x) ist ad = limk_ &k(x(k) — x) mit ay 1= o]

Ts(x)

wn

247: 719€[708,721]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zuldssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit Iimk_,oo x(K) = x und ay > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die a strecken die Vektoren auf die Linge von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.

[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir
d=limg_ oo ak(x(k) —x) ist ad = limk_ &k(x(k) — x) mit ay 1= o]

Ts(x)

247: 720€[708,721]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

6.2 Zulassige Richtungen und Tangentialkegel

Fiir eine Menge S C R” und ein x € S heiBt d € R"
zuldssige Richtung (Tangentialrichtung), wenn es eine Folge
xk) € S (k € N) mit Iimk_,oo x(K) = x und ay > 0 gibt
mit d = limy_ o0 a(x(K) — x).

[Die a strecken die Vektoren auf die Linge von d]

Die Menge aller zuldssigen Richtungen fiir ein x in S bildet den
Tangentialkegel Ts(x) von S in x.

[Ts(x) ist Kegel, denn fiir « > 0 ist mit d € Ts(x) auch ad € Ts(x): Fiir
d=limg_ oo ak(x(k) —x) ist ad = limk_ &k(x(k) — x) mit ay 1= o]

Ts(x)

247: 721€[708,721]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord.

Der Polarkegel

Sensitivitdt

Ist K C R” ein Kegel, nennt man

Ke:={peR":pTd<0 Vd e K}
den Polarkegel zu K. K
[Fir K konvex ist K° = —K* der negative Dual-
kegel. Er wird auch Normalkegel zu K genannt.]

248: 722€[722,727] s -




Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed.

Der Polarkegel

Ist K C R” ein Kegel, nennt man
Ke:={peR":pTd<0 Vd e K}
den Polarkegel zu K.

Bed

Py

Ord

Sensitivitat

[Fiir K konvex ist K° = —K™* der negative Dual-
kegel. Er wird auch Normalkegel zu K genannt.]

Beachte: Aus K C K folgt K° C K°.

248: 723€[722,727]
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Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord. Sensitivitat

Der Polarkegel

Ist K C R” ein Kegel, nennt man

Ke:={peR":pTd<0 Vd e K}
den Polarkegel zu K. K
[Fir K konvex ist K° = —K* der negative Dual-
kegel. Er wird auch Normalkegel zu K genannt.]

Beachte: Aus K C K folgt K° C K°. KS

Gegeben K = {d € R": (a))Td <0,i=1,...,m}, was ist K°?

a®

2D

248: 724€[722,727] o = = = =




Tangentialkegel

Der Polarkegel

Ist K C R” ein Kegel, nennt man
Ke:={peR":pTd<0 Vd e K}

den Polarkegel zu K.

[Fiir K konvex ist K° = —K™* der negative Dual-

kegel. Er wird auch Normalkegel zu K genannt.]

Beachte: Aus K C K folgt K° C K°.

K2,

Gegeben K = {d € R": (a))Td <0,i=1,...,m}, was ist K°?

Setze dazu A := [a®M), ... a(m)].

pe K’ &
0O=max p'd
st. ATd<0
d frei

248: 725¢€[722,727]

22




Tangentialkegel

Der Polarkegel

Ist K C R” ein Kegel, nennt man
Ke:={peR":pTd<0 Vd e K}

den Polarkegel zu K. -
[Fiir K konvex ist K° = —K™* der negative Dual-

kegel. Er wird auch Normalkegel zu K genannt.]

Beachte: Aus K C K folgt K° C K°. Ly

Gegeben K = {d € R": (a))Td <0,i=1,...,m}, was ist K°?

Setze dazu A := [a®M), ... a(m)].

2(2)

pe K’ &
0O=max p'd 0=min 07X\
st. ATd<0 < st. AA=p
d frei A>0

248: 726€[722,727]




Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord. Sensitivitat

Der Polarkegel

Ist K C R” ein Kegel, nennt man

Ke:={peR":pTd<0 Vd e K}
den Polarkegel zu K. K
[Fir K konvex ist K° = —K* der negative Dual-
kegel. Er wird auch Normalkegel zu K genannt.]

Beachte: Aus K C K folgt K° C K°. KS

Gegeben K = {d € R": (a))Td <0,i=1,...,m}, was ist K°?
Setze dazu A :=[a), ..., a(™)].

peK° &
0O=max p'd 0=min 07X\
st. ATd<0 < st. AA=p
d frei A>0

SIA>0:A=p
Alsoist K°={peR":p=3" Xal) X\ >0}

u]
]
I
i
it

248: 727¢[722,727]




Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed. lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Nichtlineare Optimierung: Grundlagen

6.3 Notwendige Optimalitdtsbedingung

249: 728€[728,728)]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed. lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

6.3 Notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung
Sei X C R” und betrachte: (P) minyex f(x)

250: 729€[729,736]



notw. Opt.-Bed.

6.3 Notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung
Sei X C R” und betrachte: (P) minyex f(x)

Ist x* € X lokales Optimum und d € Ty (x*) mit d = lim ax(xK) — x*),
dann gilt, wegen X 3 x(K) — x* fiir groBe k

F(x) < F(9) = F() + TF()T (W = x7) + o [x8) — 7))

250: 730€[729,736]



notw. Opt.-Bed.

6.3 Notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung
Sei X C R” und betrachte: (P) minyex f(x)
Ist x* € X lokales Optimum und d € Ty (x*) mit d = lim ax(xK) — x*),
dann gilt, wegen X 3 x(K) — x* fiir groBe k
Fx) < F) = F(x7) + V() T(x) — x7) + o[ x5 — x7[))
= VF(x*)T(xF) — x*) > —o(||x*) — x*||) |-ax >0

250: 731€[729,736]



notw. Opt.-Bed.

6.3 Notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung
Sei X C R” und betrachte: (P) minyex f(x)

Ist x* € X lokales Optimum und d € Ty (x*) mit d = lim ax(xK) — x*),
dann gilt, wegen X 3 x(K) — x* fiir groBe k

F() < F(9) = F() + TF()T (W — ) + o [x8) — 7))

S VAT () —x7) > —o(|[x(9) - x) Fak >0
= V(x*) [ar(x®) = x*)] > — o(ax|[x¥ — x*|))
lim—VF(x*)Td lim—o(||d|[)=0

250: 732€[729,736]



notw. Opt.-Bed.

6.3 Notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung
Sei X C R” und betrachte: (P) minyex f(x)

Ist x* € X lokales Optimum und d € Ty (x*) mit d = lim ax(xK) — x*),
dann gilt, wegen X 3 x(K) — x* fiir groBe k

F() < F(9) = F() + TF()T (W — ) + o [x8) — 7))

S VAT () —x7) > —o(|[x(9) - x) Fak >0
= V(x*) [ar(x®) = x*)] > — o(ax|[x¥ — x*|))
lim—VF(x*)Td lim—o(||d|[)=0

Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x* ein lokales Optimum von (P), so ist jede Richtungsableitung in
eine zulissige Richtung nichtnegativ,
Vi(x*)Td >0 Vde Ta(x*).

250: 733€[729,736]



notw. Opt.-Bed.

6.3 Notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung
Sei X C R” und betrachte: (P) minyex f(x)

Ist x* € X lokales Optimum und d € Ty (x*) mit d = lim ax(xK) — x*),
dann gilt, wegen X 3 x(K) — x* fiir groBe k

F() < F(9) = F() + TF()T (W — ) + o [x8) — 7))

S VAT () —x7) > —o(|[x(9) - x) Fak >0
= V(x*) [ar(x®) = x*)] > — o(ax|[x¥ — x*|))
lim—VF(x*)Td lim—o(||d|[)=0

Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x* ein lokales Optimum von (P), so ist jede Richtungsableitung in
eine zuldssige Richtung nichtnegativ,

Vi(x*)Td >0 Vd € Ty(x*).
[Wie in der freien Optimierung ist dies nicht hinreichend!]

250: 734€[729,736]



notw. Opt.-Bed.

6.3 Notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung
Sei X C R” und betrachte: (P) minyex f(x)

Ist x* € X lokales Optimum und d € Ty (x*) mit d = lim ax(xK) — x*),
dann gilt, wegen X 3 x(K) — x* fiir groBe k

F() < F(9) = F() + TF()T (W — ) + o [x8) — 7))

S VAT () —x7) > —o(|[x(9) - x) Fak >0
= V(x*) [ar(x®) = x*)] > — o(ax|[x¥ — x*|))
lim—VF(x*)Td lim—o(||d|[)=0

Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x* ein lokales Optimum von (P), so ist jede Richtungsableitung in
eine zuldssige Richtung nichtnegativ,
Vi(x*)Td >0 Vde Ta(x*).
[Wie in der freien Optimierung ist dies nicht hinreichend!]
Aquivalent: —Vf(x*) € Ta(x*)°, der negative Gradient liegt im Polarkegel.

250: 735€[729,736]



notw. Opt.-Bed.

6.3 Notwendige Optimalitatsbedingung 1. Ordnung
Sei X C R” und betrachte: (P) minyex f(x)

Ist x* € X lokales Optimum und d € Ty (x*) mit d = lim ax(xK) — x*),
dann gilt, wegen X 3 x(K) — x* fiir groBe k

F() < F(9) = F() + TF()T (W — ) + o [x8) — 7))

S VAT () —x7) > —o(|[x(9) - x) Fak >0
= V(x*) [ar(x®) = x*)] > — o(ax|[x¥ — x*|))
lim—VF(x*)Td lim—o(||d|[)=0

Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 1. Ordnung)

Ist x* ein lokales Optimum von (P), so ist jede Richtungsableitung in
eine zuldssige Richtung nichtnegativ,
Vi(x*)Td >0 Vde Ta(x*).
[Wie in der freien Optimierung ist dies nicht hinreichend!]
Aquivalent: —Vf(x*) € Ta(x*)°, der negative Gradient liegt im Polarkegel.

Ein X € X mit —Vf(x) € Ty(X)° heiBt stationdrer Punkt von (P).

Das Ziel der Optimierungsalgorithmen ist, stationdre Punkte zu finden,
aber l3sst sich Tx(x) durch die Gradienten in x beschreiben?
250: 736€[729,736]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Nichtlineare Optimierung: Grundlagen

6.4 Der linearisierte Tangentialkegel

251: 737€[737,737]



lin. Kegel

6.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € Z)} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht
deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € ).
[Alle ) € X fiir d sind auch in den anderen Mengen]

252: 738€(738,747]



lin. Kegel

6.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € Z)} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht
deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € ).
Fiir jedes einzelne h; und g; ist der Tangentialkegel meist gut darstellbar:
L. gi(x) <0: Tsyg)(x) = -

>0
<0

Der Schnitt der von den Gradienten der h; und aktiven g; induzierten
Unter- und Halbrdume ist der linearisierte Tangentialkegel zu (P) in x,

(Te(x)=1{d €R": Vhi(x)Td =0 (i € £), Vei(x)Td < 0 (i € A(x))}.|

252: 739€(738,747]



lin. Kegel

6.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € Z)} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht

deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € ).
Fiir jedes einzelne h; und g; ist der Tangentialkegel meist gut darstellbar:
L. gi(x) <0: Tgyg)(x) =R"
Keine Einschrankung der Richtungen! >0
Eine Ungleichung mit gj(x) < 0 heiBt inaktiv (in x). <0

=0

Der Schnitt der von den Gradienten der h; und aktiven g; induzierten
Unter- und Halbrdume ist der linearisierte Tangentialkegel zu (P) in x,

(Te(x)=1{d €R": Vhi(x)Td =0 (i € £), Vei(x)Td < 0 (i € A(x))}.|

252: 740€[738,747]



lin. Kegel

6.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € Z)} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht

deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € ).
Fiir jedes einzelne h; und g; ist der Tangentialkegel meist gut darstellbar:
L. gi(x) <0: Tgyg)(x) =R"
Keine Einschrankung der Richtungen! >0
Eine Ungleichung mit gj(x) < 0 heiBt inaktiv (in x). <0
2. 8i(x) = 0: Tsy(g)(x) =

=0

Vg

Der Schnitt der von den Gradienten der h; und aktiven g; induzierten
Unter- und Halbrdume ist der linearisierte Tangentialkegel zu (P) in x,

(Te(x)=1{d €R": Vhi(x)Td =0 (i € £), Vei(x)Td < 0 (i € A(x))}.|

252: 741€[738,747]



lin. Kegel

6.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € Z)} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht

deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € ).
Fiir jedes einzelne h; und g; ist der Tangentialkegel meist gut darstellbar:
L. gi(x) <0: Tgyg)(x) =R"
Keine Einschrankung der Richtungen! >0
Eine Ungleichung mit gj(x) < 0 heiBt inaktiv (in x). <0
2. g,'(X) =0: TSO(g;)(X) = {d cR™: Vg,-(x)Td < 0},
falls Vgi(x) # 0!

=0

Vg

Der Schnitt der von den Gradienten der h; und aktiven g; induzierten
Unter- und Halbrdume ist der linearisierte Tangentialkegel zu (P) in x,

(Te(x)=1{d €R": Vhi(x)Td =0 (i € £), Vei(x)Td < 0 (i € A(x))}.|

252: 742€[738,747]



lin. Kegel

6.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € Z)} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht

deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € ).
Fiir jedes einzelne h; und g; ist der Tangentialkegel meist gut darstellbar:
L. gi(x) <0: Tgyg)(x) =R"
Keine Einschrankung der Richtungen! >0
Eine Ungleichung mit gj(x) < 0 heiBt inaktiv (in x). <0
2. g,'(X) =0: TSO(g;)(X) = {d e R™: Vg,-(x)Td < 0},
falls Vgi(x) # 0! Ist Vgi(x) = 0, gilt Tsg)(x) € R”
und Gleichheit nur, wenn x lokales Maximum von g; ist!
Eine Ungleichung mit g;(x) = 0 heiBt aktiv (in x). .

Vg

=0

Der Schnitt der von den Gradienten der h; und aktiven g; induzierten
Unter- und Halbrdume ist der linearisierte Tangentialkegel zu (P) in x,

(Te(x)=1{d €R": Vhi(x)Td =0 (i € £), Vei(x)Td < 0 (i € A(x))}.|

252: 743€[738,747]



lin. Kegel

6.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € Z)} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht

deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € ).
Fiir jedes einzelne h; und g; ist der Tangentialkegel meist gut darstellbar:
L. gi(x) <0: Tgyg)(x) =R"
Keine Einschrankung der Richtungen! >0
Eine Ungleichung mit gj(x) < 0 heiBt inaktiv (in x). <0
2. g,'(X) =0: TSO(g;)(X) = {d e R™: Vg,-(x)Td < 0},
falls Vgi(x) # 0! Ist Vgi(x) = 0, gilt Tsg)(x) € R”
und Gleichheit nur, wenn x lokales Maximum von g; ist!
Eine Ungleichung mit g;(x) = 0 heiBt aktiv (in x). N
3. hi(x) = 0: Trymy(x) = Vh

=0

Der Schnitt der von den Gradienten der h; und aktiven g; induzierten
Unter- und Halbrdume ist der linearisierte Tangentialkegel zu (P) in x,

(Te(x)=1{d €R": Vhi(x)Td =0 (i € £), Vei(x)Td < 0 (i € A(x))}.|

252: 744€[738,747]



lin. Kegel

6.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € Z)} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht

deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € ).
Fiir jedes einzelne h; und g; ist der Tangentialkegel meist gut darstellbar:
L. gi(x) <0: Tgyg)(x) =R"
Keine Einschrankung der Richtungen! >0
Eine Ungleichung mit gj(x) < 0 heiBt inaktiv (in x). <0
2. g,'(X) =0: TSO(g;)(X) = {d e R™: Vg,-(x)Td < 0},
falls Vgi(x) # 0! Ist Vgi(x) = 0, gilt Tsg)(x) € R”
und Gleichheit nur, wenn x lokales Maximum von g; ist!
Eine Ungleichung mit g;(x) = 0 heiBt aktiv (in x). N
3. hi(x) = 0: Tryny(x) ={d € R" : Vhi(x)"d =0}, Vn
falls Vh,(X) 7& 0 (fur Vh,(X) =0 nur TNo(h,-)(X) - R").

=0

Der Schnitt der von den Gradienten der h; und aktiven g; induzierten
Unter- und Halbrdume ist der linearisierte Tangentialkegel zu (P) in x,

[ Te(x)=1{d €R": Vhi(x)Td =0 (i € £), Vei(x)Td < 0 (i € A(x))}.|

252: 745¢(738,747]



lin. Kegel

6.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € Z)} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht

deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € ).
Fiir jedes einzelne h; und g; ist der Tangentialkegel meist gut darstellbar:
L. gi(x) <0: Tgyg)(x) =R"
Keine Einschrankung der Richtungen! >0
Eine Ungleichung mit gj(x) < 0 heiBt inaktiv (in x). <0
2. g,'(X) =0: TSO(g;)(X) = {d e R™: Vg,-(x)Td < 0},
falls Vgi(x) # 0! Ist Vgi(x) = 0, gilt Tsg)(x) € R”
und Gleichheit nur, wenn x lokales Maximum von g; ist!
Eine Ungleichung mit g;(x) = 0 heiBt aktiv (in x). N
3. hi(x) = 0: Tryny(x) ={d € R" : Vhi(x)"d =0}, Vn
falls Vh,(X) 7& 0 (fur Vh,(X) =0 nur TNo(h,-)(X) - R").
Im Folgenden bezeichnet A(x) = {i € Z : gi(x) = 0} die aktive Menge.
Der Schnitt der von den Gradienten der h; und aktiven g; induzierten
Unter- und Halbrdume ist der linearisierte Tangentialkegel zu (P) in x,

[ Te(x)=1{d €R": Vhi(x)Td =0 (i € £), Vei(x)Td < 0 (i € A(x))}.|

=0

252: 746€[738,747]



lin. Kegel

6.4 Der linearisierte Tangentialkegel
Schreibt man X = {x e R" : hj(x) =0 (i € £),8i(x) <0 (i € Z)} als
X = Nice No(hi) N Nz So(gi), sieht man leicht

deTx(x) = de& Tym)(x)(i€&) und d e Tsyg)(x) (i € ).
Fiir jedes einzelne h; und g; ist der Tangentialkegel meist gut darstellbar:
L. gi(x) <0: Tgyg)(x) =R"
Keine Einschrankung der Richtungen! >0
Eine Ungleichung mit gj(x) < 0 heiBt inaktiv (in x). <0
2. g,'(X) =0: TSO(g;)(X) = {d e R™: Vg,-(x)Td < 0},
falls Vgi(x) # 0! Ist Vgi(x) = 0, gilt Tsg)(x) € R”
und Gleichheit nur, wenn x lokales Maximum von g; ist!
Eine Ungleichung mit g;(x) = 0 heiBt aktiv (in x). N
3. hi(x) = 0: Tryny(x) ={d € R" : Vhi(x)"d =0}, Vn
falls Vh,(X) 7& 0 (fur Vh,(X) =0 nur TNo(h,-)(X) - R").
Im Folgenden bezeichnet A(x) = {i € Z : gi(x) = 0} die aktive Menge.
Der Schnitt der von den Gradienten der h; und aktiven g; induzierten
Unter- und Halbrdume ist der linearisierte Tangentialkegel zu (P) in x,

Tp(x):={d €R": Vhi(x)Td =0 (i € £),Vgi(x)"d <0 (i € A(x))}.

=0

- 74
4
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lin. Kegel

Wann ist Ty(x) = Tp(x)?
Wir wissen, Tx(x) C Tp(x) fiir alle x, aber fiir ein bestimmtes X kann
Tp(x) zu groB sein, wenn z.B. Vg;(x) = 0 fiir ein i € A(X) oder wenn X
ungiinstig am Rand mehrerer Niveaumengen liegt. Dann gilt nur
Tp(x)° C Ta(x)° und fiir ein Minimum X mit —Vf(X) € Tx(x)° ist
eventuell —Vf(X) ¢ Tp(x)°, also ist X schlecht als stationar erkennbar!

253: 748€(748,751]



lin. Kegel

Wann ist Ty(x) = Tp(x)?
Wir wissen, Tx(x) C Tp(x) fiir alle x, aber fiir ein bestimmtes X kann
Tp(x) zu groB sein, wenn z.B. Vg;(x) = 0 fiir ein i € A(X) oder wenn X
ungiinstig am Rand mehrerer Niveaumengen liegt. Dann gilt nur
Tp(x)° C Ta(x)° und fiir ein Minimum X mit —Vf(X) € Tx(x)° ist
eventuell —Vf(X) ¢ Tp(x)°, also ist X schlecht als stationar erkennbar!

Bsp: X = 0 und 2 Nebenbedingungen: S599) S,92)
Bi(x) = Yl alf ~1<0.Va(%) = o,
gz( ) = 3lx—al?*-1<0, Vg(x) = —e,
= Tp()?)—{deR"' e/ d <0,—e/d <0}
—{dGRnid;l:O},
aber Ty(x) = {0}. Betrachte f(x) := x? + x. T

253: 749€(748,751]



lin. Kegel

Wann ist Ty(x) = Tp(x)?

Wir wissen, Tx(x) C Tp(x) fiir alle x, aber fiir ein bestimmtes X kann
Tp(x) zu groB sein, wenn z.B. Vg;(x) = 0 fiir ein i € A(X) oder wenn X
ungiinstig am Rand mehrerer Niveaumengen liegt. Dann gilt nur
Tp(x)° C Ta(x)° und fiir ein Minimum X mit —Vf(X) € Tx(x)° ist
eventuell —Vf(X) ¢ Tp(x)°, also ist X schlecht als stationar erkennbar!
Bsp: X = 0 und 2 Nebenbedingungen: S599) S,92)

g1(x) = %||X+€1H2*1 <0, Ve (x) = e,
gz( )=s3lx—all?-1<0 Ve (%) = —e,
= Tp()?)—{deR”' e/ d <0,—eld <0}

—{dGRnid;l:O},

aber Ty(x) = {0}. Betrachte f(x) := x? + x. T
In x € X ist die Regularitdtsbedingung der linearen Unabhangigkeit

(linear independence constraint qualification, kurz LICQ) erfiillt, wenn die
Gradienten Vh;(x) (i € €) und Vg;(x) (i € A(x)) linear unabhéngig sind.

253: 750€[748,751]



lin. Kegel

Wann ist Ty(x) = Tp(x)?

Wir wissen, Tx(x) C Tp(x) fiir alle x, aber fiir ein bestimmtes X kann
Tp(x) zu groB sein, wenn z.B. Vg;(x) = 0 fiir ein i € A(X) oder wenn X
ungiinstig am Rand mehrerer Niveaumengen liegt. Dann gilt nur
Tp(x)° C Ta(x)° und fiir ein Minimum X mit —Vf(X) € Tx(x)° ist
eventuell —Vf(X) ¢ Tp(x)°, also ist X schlecht als stationar erkennbar!
Bsp: X = 0 und 2 Nebenbedingungen: S599)

g1(x) = %||X+€1H2*1 <0, Ve (x) = e,
gz( )=s3lx—all?-1<0 Ve (%) = —e,
= Tp()?)—{deR”' e/ d <0,—eld <0}

—{dGRnid;l:O},

aber Ty(x) = {0}. Betrachte f(x) := x? + x. T
In x € X ist die Regularitdtsbedingung der linearen Unabhangigkeit
(linear independence constraint qualification, kurz LICQ) erfiillt, wenn die
Gradienten Vh;(x) (i € €) und Vg;(x) (i € A(x)) linear unabhéngig sind.
Satz
Fiir ein x € X sei (LICQ) erfiillt, dann gilt Tx(X) = Tp(X).

[Der Beweis zeigt fiir jedes d € Tp(x) die Existenz einer geeigneten Folge

xk) € X mittels des Satzes iiber implizite Funktionen.]
253: 751€[748,751]
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Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Nichtlineare Optimierung: Grundlagen

6.5 KKT-Bedingungen

254: 752€[752,752]



KKT-Bed.

6.5 Existenz von Lagrange-Multiplikatoren
Ein Minimum x*, das (LICQ) erfiillt, kann iiber —Vf(x*) € Tp(x*)° als
stationdr erkannt werden.

Satz (Karush-Kuhn-Tucker)

Sei x* ein lokales Minimum von (P), in dem (LICQ) erfiillt ist. Dann gibt
es (eindeutige) Lagrange-Multiplikatoren p* € R und \* € R%, sodass

X))+ Vhi(x)+ Y A Vai(x*) = 0
€& €T
Mgi(x*) = 0 ieI [Kompl]

255: 753€[753,756]



KKT-Bed.

6.5 Existenz von Lagrange-Multiplikatoren
Ein Minimum x*, das (LICQ) erfiillt, kann iiber —Vf(x*) € Tp(x*)° als
stationdr erkannt werden.
Satz (Karush-Kuhn-Tucker)

Sei x* ein lokales Minimum von (P), in dem (LICQ) erfiillt ist. Dann gibt
es (eindeutige) Lagrange-Multiplikatoren p* € R und \* € R%, sodass

X))+ Vhi(x)+ Y A Vai(x*) = 0
€& €T
Mgi(x*) = 0 ieI [Kompl]
Beweis: Da x* lokales Minimum ist, gilt —Vf(x*) € Ty (x*)°.
Wegen (LICQ) ist Tp(x*)° = Ta(x*)°, also gibt es u* € R und

X" € RAC) mit ~VF(x7) = e mEVA(X) + X e agen) N V&),
Fiir i € 7\ A(x*) setze A} :=0. O

255: 754€[753,756]



KKT-Bed.

6.5 Existenz von Lagrange-Multiplikatoren
Ein Minimum x*, das (LICQ) erfiillt, kann iiber —Vf(x*) € Tp(x*)° als
stationdr erkannt werden.
Satz (Karush-Kuhn-Tucker)

Sei x* ein lokales Minimum von (P), in dem (LICQ) erfiillt ist. Dann gibt
es (eindeutige) Lagrange-Multiplikatoren p* € R und \* € R%, sodass

X))+ Vhi(x)+ Y A Vai(x*) = 0
€& €T
Mgi(x*) = 0 ieI [Kompl]

Beweis: Da x* lokales Minimum ist, gilt —Vf(x*) € Ty (x*)°.

Wegen (LICQ) ist Tp(x*)° = Ta(x*)°, also gibt es u* € R und

A€ RAK) mit —VF(x*) = Yice i Vhi(x*) + ZIEA(X*) AV gi(x*).
Fiir i € 7\ A(x*) setze A} :=0. O
»In einem lokalen Minimum, in dem (LICQ) erfiillt ist, liegt der negative
Gradient der Zielfunktion im Kegel, der von den Gradienten der aktiven
Nebenbedingungen aufgespannt wird."

255: 755€[753,756]



KKT-Bed.

6.5 Existenz von Lagrange-Multiplikatoren
Ein Minimum x*, das (LICQ) erfiillt, kann iiber —Vf(x*) € Tp(x*)° als
stationdr erkannt werden.
Satz (Karush-Kuhn-Tucker)

Sei x* ein lokales Minimum von (P), in dem (LICQ) erfiillt ist. Dann gibt
es (eindeutige) Lagrange-Multiplikatoren p* € R und \* € R%, sodass

X))+ Vhi(x)+ Y A Vai(x*) = 0
€& €T
Mgi(x*) = 0 ieI [Kompl]

Beweis: Da x* lokales Minimum ist, gilt —Vf(x*) € Ty (x*)°.

Wegen (LICQ) ist Tp(x*)° = Ta(x*)°, also gibt es u* € R und

A* € RAKD) mit —VF(x*) = 3,0 pi Vhi(x*) + Pic Ay N Vai(x).
Fiir i € 7\ A(x*) setze A} :=0. O

»In einem lokalen Minimum, in dem (LICQ) erfiillt ist, liegt der negative
Gradient der Zielfunktion im Kegel, der von den Gradienten der aktiven
Nebenbedingungen aufgespannt wird."
Warum ,,Lagrange“-Multiplikatoren?

255: 756€[753,756]



KKT-Bed.

Lagrange-Funktion und Sattelpunkte

Bestrafung der Verletzung von h;(x) = 0 mit Multiplikatoren u; € R und
von gi(x) < 0 mit A; > 0 in der Zielfunktion ergibt die Lagrange-Funktion

L0 A) = F(x) + > pihi(x) + > Nigi(x).
icg ieT
Es gilt  v(P) = infucr sup,ere rerz L£(x, 11, A)
[x € X: sup,ere aerz L£(X i, A) = f(X), da A; = 0 fiir gj(x) < 0 optimal,
X & X:sup,cpe aerz L£(X, 1, A) = 00, da hi(x) # 0 oder g;(x) > 0 fiir ein /]

256: 757€[757,762]



KKT-Bed.

Lagrange-Funktion und Sattelpunkte

Bestrafung der Verletzung von h;(x) = 0 mit Multiplikatoren u; € R und
von gi(x) < 0 mit A; > 0 in der Zielfunktion ergibt die Lagrange-Funktion

L0 A) = F(x) + > pihi(x) + > Nigi(x).
ieg i€z
Es gilt v(P) = infxcrr sup,cpe rerz L£(X, 11, A)
Ein Punkt (%, i, \) € R"xRE xR heiBt (lokaler) Sattelpunkt von L, falls

L0, A) > L(%,3,A) > L(%, 1, A)
fir alle A > 0, p und alle x in einer Umgebung von X.

256: 758€[757,762]



KKT-Bed.

Lagrange-Funktion und Sattelpunkte

Bestrafung der Verletzung von h;(x) = 0 mit Multiplikatoren u; € R und
von gi(x) < 0 mit A; > 0 in der Zielfunktion ergibt die Lagrange-Funktion

[':(X7:u’? = f +Zﬂl i +Z>\igi(x)'
€& i€l
Es gilt v(P) = infxcrr sup,cpe rerz L£(X, 11, A)
Ein Punkt (x, /i, A) € R"xR® xR% heiBt (lokaler) Sattelpunkt von L, falls
LoomN) > L&Y > L(% )
fir alle A > 0, p und alle x in einer Umgebung von X.

Eigenschaften von Sattelpunkten (>‘<,/?L,5\) der Lagrange-Funktion:

(fi, \) ist Maximum des linearen Problems max, cre acrz L£(X; 1, A):

256: 759€(757,762]



KKT-Bed.

Lagrange-Funktion und Sattelpunkte

Bestrafung der Verletzung von h;(x) = 0 mit Multiplikatoren u; € R und
von gi(x) < 0 mit A; > 0 in der Zielfunktion ergibt die Lagrange-Funktion

L(x, 1, X) = F(x) + Y pihi(x) + Y Nigi(x).
icg i€eZ
Es gilt v(P) = infxcrr sup,cpe rerz L£(X, 11, A)
Ein Punkt (x, /i, A) € R"xR® xR% heiBt (lokaler) Sattelpunkt von L, falls
Lo0iN) > LEmA) > L(%pmA)
fir alle A > 0, p und alle x in einer Umgebung von X.

Eigenschaften von Sattelpunkten (>‘<,/?L,5\) der Lagrange-Funktion:
(fi, \) ist Maximum des linearen Problems max, cre acrz L£(X; 1, A):
VL% ) =0 h(7) =0 )
VAL(R, i, ) <0 und VyL(X, i, )T)\ =0 & gi(x) <0und gi(x)\i=0
[Komplementaritit: (i ¢ A(X) = \; = 0) und (\; > 0 = gi(x) = 0)]

256: 760€[757,762]



KKT-Bed.

Lagrange-Funktion und Sattelpunkte

Bestrafung der Verletzung von h;(x) = 0 mit Multiplikatoren u; € R und
von gi(x) < 0 mit A; > 0 in der Zielfunktion ergibt die Lagrange-Funktion

L(x, 1, X) = F(x) + Y pihi(x) + Y Nigi(x).
icg i€eZ
Es gilt v(P) = infxcrr sup,cpe rerz L£(X, 11, A)
Ein Punkt (x, /i, A) € R"xR® xR% heiBt (lokaler) Sattelpunkt von L, falls
Lo0iN) > LEmA) > L(%pmA)
fir alle A > 0, p und alle x in einer Umgebung von X.

Eigenschaften von Sattelpunkten (>‘<,/?L,5\) der Lagrange-Funktion:

(fi, \) ist Maximum des linearen Problems max, cre acrz L£(X; 1, A):

VL. 3) =0 & () =0 )
VAL(R, i, ) <0 und VyL(X, i, )T)\ =0 & gi(x) <0und gi(x)\;i =
[Komplementaritit: (i ¢ A(X) = \; = 0) und (\; > 0 = gi(x) = 0)]

X ist lokales Minimum des unrestringierten Problems min,cgn E(x,ﬂ,)\):

256: 761€[757,762]



KKT-Bed.

Lagrange-Funktion und Sattelpunkte

Bestrafung der Verletzung von h;(x) = 0 mit Multiplikatoren u; € R und
von gi(x) < 0 mit A; > 0 in der Zielfunktion ergibt die Lagrange-Funktion

L(x, 1, X) = F(x) + Y pihi(x) + Y Nigi(x).
icg i€eZ
Es gilt v(P) = infxcrr sup,cpe rerz L£(X, 11, A)
Ein Punkt (x, /i, A) € R"xR® xR% heiBt (lokaler) Sattelpunkt von L, falls
Lo0iN) > LEmA) > L(%pmA)
fir alle A > 0, p und alle x in einer Umgebung von X.

Eigenschaften von Sattelpunkten (>‘<,/?L,5\) der Lagrange-Funktion:

(fi, \) ist Maximum des linearen Problems max, cre acrz L£(X; 1, A):
VL. 3) =0 & () =0 )

VAL(R, i, ) <0 und VyL(X, i, )T)\ =0 & gi(x) <0und gi(x)\i=0

[Komplementaritit: (i ¢ A(X) = \; = 0) und (\; > 0 = gi(x) = 0)]

X ist lokales Minimum des unrestringierten Problems min,cr» £(x, fi, \):

ViL(%, ) =0 & V() + Yiee V(%) + ez AiVei(%) =0,
also —Vf(x) € Tp(x)° C Tx(x)° und X ist lokales Minimum von (P).

256: 762€[757,762]



KKT-Bed.

Die KKT-Bedingungen

Optimierungsverfahren suchen nach Losungen der KKT-Bedingungen

VL= Vi(x)+> uiVhi(x)+ > AiVgi(x) = 0,
VL= hi(x) =0, i€,
(KKT) VoL = g,-(x) <0, iel,
A >0, i€,
gi(X))\l' = Oa I € I?

also nach stationdren Punkten (x, u, A) € R”ngxRi der Lagrange-
Funktion. Jeder solche Punkt ist auch stationdrer Punkt von (P) (ein
Sattelpunkt sogar lokales Minimum), und jeder stationdre Punkt von (P),
in dem (LICQ) erfiillt ist, l&sst sich so finden.

257: 763€[763,767]



KKT-Bed.

Die KKT-Bedingungen

Optimierungsverfahren suchen nach Losungen der KKT-Bedingungen

VL= Vi(x)+> uiVhi(x)+ > AiVgi(x) = 0,
VL= hi(x) =0, i€,
(KKT) ViaL= gi(x) <0, ieZ,
A >0, i€,
gi(X))\l' = Oa I € I?

also nach stationdren Punkten (x, u, A) € R”ngxRi der Lagrange-
Funktion. Jeder solche Punkt ist auch stationdrer Punkt von (P) (ein
Sattelpunkt sogar lokales Minimum), und jeder stationdre Punkt von (P),
in dem (LICQ) erfiillt ist, l&sst sich so finden.

Gilt Tp(x*)= Tx(x*) fiir ein lokales Optimum x*, dann gibt es Lagrange-
Multiplikatoren (p*, A\*), sodass (x*, u*, A*) die KKT-Bedingungen
erfiillt.

257: 764€[763,767]



KKT-Bed.

Die KKT-Bedingungen

Optimierungsverfahren suchen nach Losungen der KKT-Bedingungen

VL= Vi(x)+> uiVhi(x)+ > AiVgi(x) = 0,
VL= hi(x) =0, i€,
(KKT) ViaL= gi(x) <0, ieZ,
A >0, i€,
gi(X))\l' = Oa I € I?

also nach stationdren Punkten (x, u, A) € R”ngxRi der Lagrange-
Funktion. Jeder solche Punkt ist auch stationdrer Punkt von (P) (ein
Sattelpunkt sogar lokales Minimum), und jeder stationdre Punkt von (P),
in dem (LICQ) erfiillt ist, l&sst sich so finden.

Gilt Tp(x*)= Tx(x*) fiir ein lokales Optimum x*, dann gibt es Lagrange-
Multiplikatoren (p*, A\*), sodass (x*, u*, A*) die KKT-Bedingungen
erfiillt. (LICQ) ist dafiir hinreichend, aber nicht notwendig. Es gibt
schwachere Bedingungen und in Spezialfillen sind keine notwendig:

257: 765€[763,767]



KKT-Bed.

Die KKT-Bedingungen

Optimierungsverfahren suchen nach Losungen der KKT-Bedingungen

VL= Vi(x)+> uiVhi(x)+ > AiVgi(x) = 0,
VL= hi(x) =0, i€,
(KKT) ViaL= gi(x) <0, ieZ,
A >0, i€,
gi(X))\l' = Oa I € I?

also nach stationdren Punkten (x, u, A) € R”ngxRi der Lagrange-
Funktion. Jeder solche Punkt ist auch stationdrer Punkt von (P) (ein
Sattelpunkt sogar lokales Minimum), und jeder stationdre Punkt von (P),
in dem (LICQ) erfiillt ist, l&sst sich so finden.

Gilt Tp(x*)= Tx(x*) fiir ein lokales Optimum x*, dann gibt es Lagrange-
Multiplikatoren (p*, A\*), sodass (x*, u*, A*) die KKT-Bedingungen
erfiillt. (LICQ) ist dafiir hinreichend, aber nicht notwendig. Es gibt
schwachere Bedingungen und in Spezialfillen sind keine notwendig:
e Sind alle Nebenbedingungen g; und h; linear/affin, dann gilt

Tp(x) = Tx(x) fur alle x € X.

257: 766€[763,767]



KKT-Bed.

Die KKT-Bedingungen

Optimierungsverfahren suchen nach Losungen der KKT-Bedingungen

VL= Vi(x)+> uiVhi(x)+ > AiVgi(x) = 0,
VL= hi(x) =0, i€,
(KKT) ViaL= gi(x) <0, ieZ,
A >0, i€,
gi(X))\l' = Oa I € I?

also nach stationdren Punkten (x, u, A) € R”ngxRi der Lagrange-
Funktion. Jeder solche Punkt ist auch stationdrer Punkt von (P) (ein
Sattelpunkt sogar lokales Minimum), und jeder stationdre Punkt von (P),
in dem (LICQ) erfiillt ist, l&sst sich so finden.

Gilt Tp(x*)= Tx(x*) fiir ein lokales Optimum x*, dann gibt es Lagrange-
Multiplikatoren (p*, A\*), sodass (x*, u*, A*) die KKT-Bedingungen
erfiillt. (LICQ) ist dafiir hinreichend, aber nicht notwendig. Es gibt
schwachere Bedingungen und in Spezialfillen sind keine notwendig:
e Sind alle Nebenbedingungen g; und h; linear/affin, dann gilt
Tp(x) = Tx(x) fur alle x € X.
e Sind alle h; affin, alle g; konvex und existiert ein Slater-Punkt x € X
mit gi(x) < 0 (i € Z), dann gilt Tp(x) = Tx(x) fiir alle x € X.

257: 767€[763,767]



KKT-Bed.

Spezialfall: Opt.-Bed. fiir (glatte) konvexe Optimierung

Ein (glattes) konvexes Optimierungsproblem hat die Gestalt

min  f(x) f konvex, glatt
(CP) st. hi(x)=0 i€&  jedes h; affin
gi(x) < iel jedes g; konvex, glatt
xeN R" oder ,einfaches” Polyeder

258: 768€[768,772)



KKT-Bed.

Spezialfall: Opt.-Bed. fiir (glatte) konvexe Optimierung

Ein (glattes) konvexes Optimierungsproblem hat die Gestalt

min  f(x) f konvex, glatt
(CP) st. hi(x)=0 i€&  jedes h; affin
gi(x)<0 iel jedes g; konvex, glatt
xeN R" oder ,einfaches” Polyeder

Die zuldssige Menge X ist Schnitt konvexer Mengen, also konvex.

258: 760€[768,772)]



KKT-Bed.

Spezialfall: Opt.-Bed. fiir (glatte) konvexe Optimierung

Ein (glattes) konvexes Optimierungsproblem hat die Gestalt

min  f(x) f konvex, glatt
st. hi(x)=0 i€&  jedes h; affin
gi(x)<0 iel jedes g; konvex, glatt
xeN R" oder ,einfaches” Polyeder

(CP)

Die zuldssige Menge X ist Schnitt konvexer Mengen, also konvex.

Satz

Sei (CP) ein konvexes Optimierungsproblem und es gebe einen
Slater-Punkt oder alle g; seien affin, dann sind die KKT-Bedingungen
notwendig und hinreichend fiir die Optimalitit.

258: 770€[768,772]



KKT-Bed.

Spezialfall: Opt.-Bed. fiir (glatte) konvexe Optimierung

Ein (glattes) konvexes Optimierungsproblem hat die Gestalt

min  f(x) f konvex, glatt
st. hi(x)=0 i€&  jedes h; affin
gi(x)<0 iel jedes g; konvex, glatt
xeN R" oder ,einfaches” Polyeder

(CP)

Die zuldssige Menge X ist Schnitt konvexer Mengen, also konvex.

Satz

Sei (CP) ein konvexes Optimierungsproblem und es gebe einen
Slater-Punkt oder alle g; seien affin, dann sind die KKT-Bedingungen
notwendig und hinreichend fiir die Optimalitit.

Bsp: Innere-Punkte-Verfahren fiir LP min{c"x : Ax = b,x > 0}.
f(x) :== c"x — plog x (u Barriereparameter!), h;(x) := [b— Ax];, Q :=R7,
Lagrange-Funktion (Multiplikator y fiir h): £(x,y) := f(x) +y (b — Ax)

258: 771€[768,772]



KKT-Bed.

Spezialfall: Opt.-Bed. fiir (glatte) konvexe Optimierung

Ein (glattes) konvexes Optimierungsproblem hat die Gestalt

min  f(x) f konvex, glatt
st. hi(x)=0 i€&  jedes h; affin
gi(x)<0 iel jedes g; konvex, glatt
xeN R" oder ,einfaches” Polyeder

(CP)

Die zuldssige Menge X ist Schnitt konvexer Mengen, also konvex.

Satz

Sei (CP) ein konvexes Optimierungsproblem und es gebe einen
Slater-Punkt oder alle g; seien affin, dann sind die KKT-Bedingungen
notwendig und hinreichend fiir die Optimalitit.

Bsp: Innere-Punkte-Verfahren fiir LP min{c"x : Ax = b,x > 0}.

f(x) :== c"x — plog x (u Barriereparameter!), h;(x) := [b— Ax];, Q :=R7,
Lagrange-Funktion (Multiplikator y fiir h): £(x,y) := f(x) +y (b — Ax)
KKT-Bedingungen (notwendig und hinreichend):

Vil =c—pux1—ATy =0

V,L=b—Ax=0

Mit z := ux~! bzw. zox =pl —  primal-duales KKT-System.

258: 772€[768,772]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord. Sensitivitat

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Nichtlineare Optimierung: Grundlagen

6.6 Bedingungen 2. Ordnung

259: 773€[773,773]



Bed. 2. Ord.

6.6 Notwendige Optimalitatsbedingung 2. Ordnung
Sei x* ein lokales Minimum von (P), in dem (LICQ) erfiillt ist, und seien
(u*, \*) die Lagrange-Multiplikatoren. Da Vf(x*)Td > 0 fiir alle

d € Tp(x*) = Tx(x*), sind nun die Richtungen interessant mit

0=d™v(x*) "E St dTV () + A dTVgi(xY),
— —_—

=0 <0
also Richtungen aus dem Teilkegel

Th(x*,\*) :={d € Tp(x*) : d"Vgi(x*) =0 mit A\¥ >0 (i € A(x*))}.

260: 774€[774,776]



Bed. 2. Ord.

6.6 Notwendige Optimalitatsbedingung 2. Ordnung
Sei x* ein lokales Minimum von (P), in dem (LICQ) erfiillt ist, und seien
(u*, \*) die Lagrange-Multiplikatoren. Da Vf(x*)Td > 0 fiir alle

d € Tp(x*) = Tx(x*), sind nun die Richtungen interessant mit

0=d™v(x*) "E St dTV () + A dTVgi(xY),
— —_—

=0 <0
also Richtungen aus dem Teilkegel
Th(x*,\*) :={d € Tp(x*) : d"Vgi(x*) =0 mit A\¥ >0 (i € A(x*))}.
Satz iiber implizite Funktionen: Fiir jedes d € T}, gibt es xk) e x,
ax > 0 mit d = lim ax(x¥) — x*) und F(x(K)) = £(xK), *, X*).
Setze h(K) .= x(k) — x* 0, nutze L, := L(x*, w*, \*) = f(x*) = £,

L +hR) 12 ) = Lo+ VLT i3 (T £, 50 to(|[h]2) > f.

=f =0 (KKT) =lim—dT Vo L.d>0

260: 775€[774,776]



Bed. 2. Ord.

6.6 Notwendige Optimalitatsbedingung 2. Ordnung
Sei x* ein lokales Minimum von (P), in dem (LICQ) erfiillt ist, und seien
(u*, \*) die Lagrange-Multiplikatoren. Da Vf(x*)"d > 0 fiir alle

d € Tp(x*) = Tx(x*), sind nun die Richtungen interessant mit

0=d™v(x*) "E St dTV () + A dTVgi(xY),
— —_—

=0 <0
also Richtungen aus dem Teilkegel
Th(x*,\*) :={d € Tp(x*) : d"Vgi(x*) =0 mit A\¥ >0 (i € A(x*))}.

Satz iiber implizite Funktionen: Fiir jedes d € T}, gibt es xk) e x,
ax > 0 mit d = lim ax(x¥) — x*) und F(x(K)) = £(xK), *, X*).
Setze h(K) .= x(k) — x* 0, nutze L, := L(x*, w*, \*) = f(x*) = £,

L +hR) 12 ) = Lo+ VLT i3 (T £, 50 to(|[h]2) > f.
M~ Y—— —
=f. =0 (KKT) =lim—dTV,L.d>0

Satz (Notwendige Optimalititsbedingung 2. Ordnung)

Ist x* ein lokales Minimum von (P), das (LICQ) erfiillt, und sind (p*, \*)
die Lagrange-Multiplikatoren zu x*, dann gilt
d TV L(x*, p*, \*)d >0 fiir alle d € ThH(x*, \*).

260: 776€[774,776]



Bed. 2. Ord.

Hinreichende Optimalitatsbedingungen

Wieder nutzt man, dass die Lagrange-Funktion fiir die korrekten
Multiplikatoren ein gutes unrestringiertes Modell fiir (P) um x* ist.
Satz (Hinreichende Optimalitatsbedingungen)

Erfiillt x* € X mit (u*, \*) die KKT-Bedingungen und gilt

dTV L(x*, p*, \*)d >0 fiir alle d € TH(x*,A*)\ {0},
so ist x* ein lokales Minimum von (P).

261: 777€[777,777]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Nichtlineare Optimierung: Grundlagen

6.7 Sensitivitat

262: 778€[778,778]



Aufgabenstellung Tangentialkegel notw. Opt.-Bed lin. Kegel KKT-Bed. Bed. 2. Ord Sensitivitat

6.7 Sensitivitat

Wie dndert sich die Losung, wenn man an den rech-
ten Seiten der Nebenbedingungen wackelt?

Sind die Multiplikatoren in einer Umgebung der
Losung eindeutig (dies bendtigt (LICQ) und stren-
ge Komplementaritit, \¥ > 0 < gi(x*) = 0),
geben sie dazu viel Information.

263: 779€[779,781]



Sensitivitat

6.7 Sensitivitat

Wie dndert sich die Losung, wenn man an den rech-
ten Seiten der Nebenbedingungen wackelt?

Sind die Multiplikatoren in einer Umgebung der
Losung eindeutig (dies bendtigt (LICQ) und stren-
ge Komplementaritdt, A > 0 < gj(x*) = 0),
geben sie dazu viel Information. —Vf
Satz (Sensitivitat von Optimalldsungen)
min  f(x)
s.t. h,‘(X) =0;, €€,
gi(X)Sdiv IGI,
x € R".
Fiir (Po) erfiille ein Punkt x* (LICQ), die hinr. Opt.-Bed. und strenge
Komplementaritat bzgl. der Lagrange-Mult. (u*, \*). Dann gibt es eine
Umgebung U C RE“T um § = 0 und eine stetige Funktion x*(3) mit
x*(0) = x* und der Eigenschaft, dass fiir jedes 6 € U der Punkt x*(0)

lokales Minimum von (Ps) ist und Vs[f(x*(-))](0) = — [4.].

Fiir § € REYT bezeichne (Ps)

A*

263: 780€[779,781]



Sensitivitat

6.7 Sensitivitat

Wie dndert sich die Losung, wenn man an den rech-
ten Seiten der Nebenbedingungen wackelt?

Sind die Multiplikatoren in einer Umgebung der
Losung eindeutig (dies bendtigt (LICQ) und stren-
ge Komplementaritdt, A > 0 < gj(x*) = 0),
geben sie dazu viel Information. —Vf
Satz (Sensitivitat von Optimalldsungen)
min  f(x)
s.t. h,‘(X) =0;, €€,
gi(X)Sdiv IGI?
x € R".
Fiir (Po) erfiille ein Punkt x* (LICQ), die hinr. Opt.-Bed. und strenge
Komplementaritat bzgl. der Lagrange-Mult. (u*, \*). Dann gibt es eine
Umgebung U C RE“T um § = 0 und eine stetige Funktion x*(3) mit
x*(0) = x* und der Eigenschaft, dass fiir jedes 6 € U der Punkt x*(0)

lokales Minimum von (Ps) ist und Vs[f(x*(-))](0) = — [4.].

Fiir § € REYT bezeichne (Ps)

)\*
Fiir sehr kleine § dndert sich der Funktionswert also um etwa —3§ 7 ‘;* .
Ein gutes MaB fiir den Einfluss einer Ungleichung ist A;||Vg;|| (Skalierung!).

263: 781€[779,781]



Strafverf. Augm.-Lagr.-Verf. Barriere quad. Opt SQP-Verf. Steuerung

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Optimierung: Verfahren

264: 782¢[782,782]



Strafverf. Augm .-Lagr.-Verf. Barriere quad. Opt SQP-Verf. Steuerung

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Optimierung: Verfahren
7.1 Strafverfahren

265: 783¢[783,783)]



Strafverf.

7.1 Strafverfahren (penalty methods)
Idee: Bestrafe die Verletzung von Nebenbedingungen in der Zielfunktion
mit einem Strafterm, der mit einem Strafparameter gewichtet wird, und
|6se nun eine Folge unrestringierter Probleme mit dieser Zielfunktion fiir
wachsenden Strafparameter, bis die Verletzung klein genug ist.

266: 784€[784,791]



Strafverf.

7.1 Strafverfahren (penalty methods)
Idee: Bestrafe die Verletzung von Nebenbedingungen in der Zielfunktion
mit einem Strafterm, der mit einem Strafparameter gewichtet wird, und
|6se nun eine Folge unrestringierter Probleme mit dieser Zielfunktion fiir
wachsenden Strafparameter, bis die Verletzung klein genug ist.

Bsp: min f(x):= x2
s.t. gl(X) —a—-—x<0 min x*2s.t. a-x< 0, x-b <0
&(x)=x—-b<0 ' :

266: 785€[784,791]



Strafverf.

7.1 Strafverfahren (penalty methods)
Idee: Bestrafe die Verletzung von Nebenbedingungen in der Zielfunktion
mit einem Strafterm, der mit einem Strafparameter gewichtet wird, und
|6se nun eine Folge unrestringierter Probleme mit dieser Zielfunktion fiir
wachsenden Strafparameter, bis die Verletzung klein genug ist.

Bsp: min f(x):= x2
st. gi(x)i=a—-x<0
&(x)=x—-b<0

Unzul. mit Strafparameter v > 0 bestrafen: :
£, (x):=x% +~[max{0, g1(x)}* +max{0, g2(x)}?]

Unrestringiertes Problem:  min,crn £, (x)

x¥24y(max{0,a-x}%)+max{0,x-b}?); y=1

f(x)

Suche Minimum x¥, vergréBere 7, etc. R R e
X

266: 786€[784,791]



Strafverf.

7.1 Strafverfahren (penalty methods)
Idee: Bestrafe die Verletzung von Nebenbedingungen in der Zielfunktion
mit einem Strafterm, der mit einem Strafparameter gewichtet wird, und
|6se nun eine Folge unrestringierter Probleme mit dieser Zielfunktion fiir
wachsenden Strafparameter, bis die Verletzung klein genug ist.

Bsp: min f(x):= x2
st. gi(x)i=a—-x<0
&(x)=x—-b<0

Unzul. mit Strafparameter v > 0 bestrafen: :
£, (x):=x% +~[max{0, g1(x)}* +max{0, g2(x)}?]

Unrestringiertes Problem:  min,crn £, (x)

x¥24y(max{0,a-x}%)+max{0,x-b}?); y=5

f(x)

Suche Minimum x¥, vergréBere 7, etc. R R e
X

266: 787¢€[784,791]



Strafverf.

7.1 Strafverfahren (penalty methods)
Idee: Bestrafe die Verletzung von Nebenbedingungen in der Zielfunktion
mit einem Strafterm, der mit einem Strafparameter gewichtet wird, und
|6se nun eine Folge unrestringierter Probleme mit dieser Zielfunktion fiir
wachsenden Strafparameter, bis die Verletzung klein genug ist.

- 3
Bsp: min f(x) :=x2
x¥24y(max{0,a-x}%)+max{0,x-b}?); =10

st. gi(x)i=a—-x<0 .
&(x)=x—-b<0 ’

Unzul. mit Strafparameter v > 0 bestrafen: :
£, (x):=x% +~[max{0, g1(x)}* +max{0, g2(x)}?]

Unrestringiertes Problem:  min,crn £, (x)

f(x)

Suche Minimum x¥, vergréBere 7, etc. R R e
X

266: 788€[784,791]



Strafverf.

7.1 Strafverfahren (penalty methods)
Idee: Bestrafe die Verletzung von Nebenbedingungen in der Zielfunktion
mit einem Strafterm, der mit einem Strafparameter gewichtet wird, und
|6se nun eine Folge unrestringierter Probleme mit dieser Zielfunktion fiir
wachsenden Strafparameter, bis die Verletzung klein genug ist.

- 3
Bsp: min f(x) :=x2
x¥24y(max{0,a-x}%)+max{0,x-b}?); =50

st. gi(x)i=a—-x<0 .
&(x)=x—-b<0 ’

Unzul. mit Strafparameter v > 0 bestrafen: :
£, (x):=x% +~[max{0, g1(x)}* +max{0, g2(x)}?]

Unrestringiertes Problem:  min,crn £, (x)

f(x)

Suche Minimum x¥, vergréBere 7, etc. R R e
X

266: 789€[784,791]



Strafverf.

7.1 Strafverfahren (penalty methods)
Idee: Bestrafe die Verletzung von Nebenbedingungen in der Zielfunktion
mit einem Strafterm, der mit einem Strafparameter gewichtet wird, und
|6se nun eine Folge unrestringierter Probleme mit dieser Zielfunktion fiir
wachsenden Strafparameter, bis die Verletzung klein genug ist.

min f(x) = min £,(x) = f(x)ﬂ{ D W(hi(x) + > _d(gi(x)) ]
sit. hi(x)=0 / eé icg i€z
g(x) =0 i€l =:0(x) ... Straffunktion

x € R"
~ >0 ... Strafparameter

. [W(y)>0 firy#0, ®(y)>0 firy >0, |
mit {\U(y) =0 firy=0, und o(y)=0 firy <0. [Relax.!]

Strafproblem: m;’a%(@(v) mit ©(7) := infxern £,(X)
v

266: 790€[784,791]



Strafverf.

7.1 Strafverfahren (penalty methods)
Idee: Bestrafe die Verletzung von Nebenbedingungen in der Zielfunktion
mit einem Strafterm, der mit einem Strafparameter gewichtet wird, und
|6se nun eine Folge unrestringierter Probleme mit dieser Zielfunktion fiir
wachsenden Strafparameter, bis die Verletzung klein genug ist.

min f(x) = min £,(x) = f(x)ﬂ{ D W(hi(x) + > _d(gi(x)) ]
sit. hi(x)=0 / eé icg i€z
ii(EX%R§ 07l =:0(x) ... Straffunktion

~ >0 ... Strafparameter

. [W(y)>0 firy#0, ®(y)>0 firy >0, |
mit {\U(y) =0 firy=0, und o(y)=0 firy <0. [Relax.!]

Strafproblem: m;’a%(@(v) mit ©(7) := infxern £,(X)
v

Satz (Korrektheit von Strafverfahren)

Ist das Originalproblem zulissig und gibt es fiir jedes v > 0 ein globales
Optimum x.,, fiir das ©(y) angenommen wird, und ist {x, : v > 0}
beschrankt und abgeschlossen, dann sind alle Haufungspunkte von {x.}

globale Optimallésungen des Originalproblems.
266: 791€[784,791]




Strafverf.

Exakte Strafverfahren und /;-Straffunktion

Gibt es fiir jede lokale Optimalldsung x* des Originalproblems ein
endliches 4+ > 0, sodass x* auch lokales Optimum von £,(-) fiir alle
~ > 7+ ist, heiBt das Strafverfahren und die Straffunktion exakt.

267: 792€[792,798]



Strafverf.

Exakte Strafverfahren und /;-Straffunktion
Gibt es fiir jede lokale Optimalldsung x* des Originalproblems ein
endliches 4+ > 0, sodass x* auch lokales Optimum von £,(-) fiir alle
v > 7+ ist, heiBt das Strafverfahren und die Straffunktion exakt.

Bsp: Die /i-Straffunktion ist definiert durch

V(y) = ly| und &(y) := max{0, y}
und ist exakt fiir konvexe Probleme:
Satz (Exaktheit der /;-Straffunktion fiir konvexe Probleme)
Sei (x*, u*, A*) ein KKT-Punkt eines konvexen Problems (P), dann ist
fiir v > max({|u7] : i € EYU{AF 1 i € I}) der Punkt x* auch globales
Optimum von £,(x) := f(x) + [ X ;ce |i(X)] + X ;cz max{0, gi(x)}].

267: 793€[792,798]



Strafverf.

Exakte Strafverfahren und /;-Straffunktion
Gibt es fiir jede lokale Optimalldsung x* des Originalproblems ein
endliches 4+ > 0, sodass x* auch lokales Optimum von £,(-) fiir alle
v > 7+ ist, heiBt das Strafverfahren und die Straffunktion exakt.

Bsp: Die /i-Straffunktion ist definiert durch

V(y) = ly| und &(y) := max{0, y}
und ist exakt fiir konvexe Probleme:
Satz (Exaktheit der /;-Straffunktion fiir konvexe Probleme)
Sei (x*, w*, A*) ein KKT-Punkt eines konvexen Problems (P), dann ist
fiir v > max({|u7] : i € EYU{AF 1 i € I}) der Punkt x* auch globales
Optimum von £,(x) := f(x) + [ X ;ce |i(X)] + X ;cz max{0, gi(x)}].

x*2+y(max{0,a-x})+max{0,x-b}); y=1

Bsp: min  f(x) := x2
st. gi(x):=a—x<0
&(x):=x—b<0

£,(x) = x3 4 y[max{0, g1(x)} + max{0, g2(x)}]

In x*=1ist g; aktiv mit Lagrangemult. A\; = 3 s
[KKT 0 = Vf(]_) —+ Alvgl(]-) = % — )\1] o e o1 : 25 3 35

267: 794€[792,798]




Strafverf.

Exakte Strafverfahren und /;-Straffunktion
Gibt es fiir jede lokale Optimalldsung x* des Originalproblems ein
endliches 4+ > 0, sodass x* auch lokales Optimum von £,(-) fiir alle
v > 7+ ist, heiBt das Strafverfahren und die Straffunktion exakt.

Bsp: Die /i-Straffunktion ist definiert durch

V(y) = ly| und &(y) := max{0, y}
und ist exakt fiir konvexe Probleme:
Satz (Exaktheit der /;-Straffunktion fiir konvexe Probleme)
Sei (x*, w*, A*) ein KKT-Punkt eines konvexen Problems (P), dann ist
fiir v > max({|u7] : i € EYU{AF 1 i € I}) der Punkt x* auch globales
Optimum von £,(x) := f(x) + [ X ;ce |i(X)] + X ;cz max{0, gi(x)}].

x¥2.ry(max{0,a-x})+max{0,x-b}); y=1.5
)

Bsp: min  f(x) := x2
st. gi(x):=a—x<0
&(x):=x—b<0

£,(x) = x3 4 y[max{0, g1(x)} + max{0, g2(x)}]

In x*=1ist g; aktiv mit Lagrangemult. A\; = 3 s
[KKT 0 = Vf(]_) —+ Alvgl(]-) = % — )\1] o e o1 : 25 3 35

267: 795€[792,798]




Strafverf.

Exakte Strafverfahren und /;-Straffunktion
Gibt es fiir jede lokale Optimalldsung x* des Originalproblems ein
endliches 4+ > 0, sodass x* auch lokales Optimum von £,(-) fiir alle
v > 7+ ist, heiBt das Strafverfahren und die Straffunktion exakt.

Bsp: Die /i-Straffunktion ist definiert durch

V(y) = ly| und &(y) := max{0, y}
und ist exakt fiir konvexe Probleme:
Satz (Exaktheit der /;-Straffunktion fiir konvexe Probleme)
Sei (x*, w*, A*) ein KKT-Punkt eines konvexen Problems (P), dann ist
fiir v > max({|u7] : i € EYU{AF 1 i € I}) der Punkt x* auch globales
Optimum von £,(x) := f(x) + [ X ;ce |i(X)] + X ;cz max{0, gi(x)}].

X2 ry(max{0,a-x})+max{0,xb}); y=2

Bsp: min  f(x) := x2
st. gi(x):=a—x<0
&(x):=x—b<0

£,(x) = x3 4 y[max{0, g1(x)} + max{0, g2(x)}]

In x*=1ist g; aktiv mit Lagrangemult. A\; = 3 s
[KKT 0 = Vf(]_) —+ Alvgl(]-) = % — )\1] o e o1 : 25 3 35

267: 796€[792,798]




Strafverf.

Exakte Strafverfahren und /;-Straffunktion
Gibt es fiir jede lokale Optimalldsung x* des Originalproblems ein
endliches 4+ > 0, sodass x* auch lokales Optimum von £,(-) fiir alle
v > 7+ ist, heiBt das Strafverfahren und die Straffunktion exakt.

Bsp: Die /i-Straffunktion ist definiert durch

V(y) = ly| und &(y) := max{0, y}
und ist exakt fiir konvexe Probleme:
Satz (Exaktheit der /;-Straffunktion fiir konvexe Probleme)
Sei (x*, w*, A*) ein KKT-Punkt eines konvexen Problems (P), dann ist
fiir v > max({|u7] : i € EYU{AF 1 i € I}) der Punkt x* auch globales
Optimum von £,(x) := f(x) + [ X ;ce |i(X)] + X ;cz max{0, gi(x)}].

X2 +y(max{0,a-x})+max{0,xb}); y=5

Bsp: min  f(x) := x2
st. gi(x):=a—x<0
&(x):=x—b<0

£,(x) = x3 4 y[max{0, g1(x)} + max{0, g2(x)}]

In x*=1ist g; aktiv mit Lagrangemult. A\; = 3 s
[KKT 0 = Vf(]_) —+ Alvgl(]-) = % — )\1] o e o1 : 25 3 35

267: 797€[792,798]




Strafverf.

Exakte Strafverfahren und /;-Straffunktion
Gibt es fiir jede lokale Optimalldsung x* des Originalproblems ein
endliches 4+ > 0, sodass x* auch lokales Optimum von £,(-) fiir alle
v > 7+ ist, heiBt das Strafverfahren und die Straffunktion exakt.

Bsp: Die /i-Straffunktion ist definiert durch

V(y) := ly| und &(y) := max{0, y}
und ist exakt fiir konvexe Probleme:
Satz (Exaktheit der /;-Straffunktion fiir konvexe Probleme)
Sei (x*, u*, \*) ein KKT-Punkt eines konvexen Problems (P), dann ist
fiir v > max({|u7] : i € EYU{AF 1 i € I}) der Punkt x* auch globales
Optimum von £,(x) := f(x) + [ X ;ce |i(X)] + X ;cz max{0, gi(x)}].

Was hat v mit den Lagrangemultiplikatoren zu tun?

Um x* bestraft £(x, pu*, A*) = f(x)+>_ pFhi(x)+ > Afgi(x) unzulissige
Richtungen, in die sich f verbessert, mit pfh;j(x) > 0 bzw. Xfgi(x) > 0
gerade so, dass der Anstieg V, L(x*, u*, A*) = 0 ist. Jeder groBere Anstieg
~ macht es nur noch unattraktiver.

Nachteil der /;-Straffuntkion: £, ist nicht differenzierbar!
267: 798€(792,798]



Strafverf.

Die quadratische Straffunktion (quadratic penalty)
Verwende W(y):=3y? und ®(y):= 1max{0,y}?, also

00 = £+ 3| om0+ X max{0.¥ .

ie€ ieT

e f, ist stetig diffbar, aber fiir Z # () i.A. nicht zweimal stetig diffbar.

e Falls Z = (), kann jedes glatte unrestringierte Verfahren zur
Bestimmung eines xJ verwendet werden.

e Gerade fiir Gleichungsnebenbedingungen fiihrt die quadratische
Straffunktion zu bananenférmigen Teilproblemen — ungiinstige
Konvergenzeigenschaften.

o Fiir groBe v wird die zweite Ableitung in unzuldssige Richtungen
sehr groB — numerische Probleme.

e Die quadratische Straffunktion ist i.A. nicht exakt, selbst fiir sehr
groBes v bleibt x> unzulassig (s. Anfangsbeispiel).

268: 799€[799,799]



Strafverf. Augm.-Lagr.-Verf. Barriere quad. Opt

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Optimierung: Verfahren

7.2 Augmentierte-Lagrange-Verfahren

269: 800€[800,800]

SQP-Verf

Steuerung



7.2 Augmentierte-Lagrange-Verfahren (nur Gleichungen)

Idee: addiere die quadratische Straffunktion zur Lagrange—Funktion,

L0 p) = F0) + D ki) + 2 3R = £0x10) + 2IAGOIR,

ieg €€
dann bleibt die Funktion diffbar und ist fiir Multiplikator u* exakt.

270: 801€[801,804]



7.2 Augmentierte-Lagrange-Verfahren (nur Gleichungen)

Idee: addiere die quadratische Straffunktion zur Lagrange—Funktion,

L0 p) = F0) + D ki) + 2 3R = £0x10) + 2IAGOIR,

ieg €€
dann bleibt die Funktion diffbar und ist fiir Multiplikator u* exakt.

Erfiillt x* die hinreichenden Opt.-bed. mit Multiplikator p*, dann gilt
V. L(x*,11*) =0 und d" Vo L(x*, u*)d > 0 Vd € Tp(x*)[< Jn(x*)d=0].

270: 802€[801,804]



7.2 Augmentierte-Lagrange-Verfahren (nur Gleichungen)

Idee: addiere die quadratische Straffunktion zur Lagrange—Funktion,

L0 p) = F0) + D ki) + 2 3R = £0x10) + 2IAGOIR,

ieg €€
dann bleibt die Funktion diffbar und ist fiir Multiplikator u* exakt.

Erfiillt x* die hinreichenden Opt.-bed. mit Multiplikator p*, dann gilt
V. L(x*,11*) =0 und d" Vo L(x*, u*)d > 0 Vd € Tp(x*)[< Jn(x*)d=0].
In allen Richtungen orthogonal dazu [d = J,(x*)"u fiir u € R?] sorgt
wegen Vo L (x, 1) = Vi L(x, 1) + 7 Z hi(x) V2hi(x) + vdn(x) T In(x)
i€e&g :\O\inf:*
der Summand J,(x*)TJ,(x*) fiir v groB genug dafiir, dass insgesamt
Vi Ly(x*, 1*) = 0 und Vo Ly (x*, u*) > 0.

= Fiir v groB genug erfiillt x* die hinr. freien Opt.-Bed. fiir £ (-, u*).

270: 803€[801,804]



7.2 Augmentierte-Lagrange-Verfahren (nur Gleichungen)

Idee: addiere die quadratische Straffunktion zur Lagrange—Funktion,

L0 p) = F0) + D ki) + 2 3R = £0x10) + 2IAGOIR,

ieg €€
dann bleibt die Funktion diffbar und ist fiir Multiplikator u* exakt.

Erfiillt x* die hinreichenden Opt.-bed. mit Multiplikator p*, dann gilt
V. L(x*,11*) =0 und d" Vo L(x*, u*)d > 0 Vd € Tp(x*)[< Jn(x*)d=0].
In allen Richtungen orthogonal dazu [d = J,(x*)"u fiir u € R?] sorgt
wegen Vo L (x, 1) = Vi L(x, 1) + 7 Z hi(x) V2hi(x) + vdn(x) T In(x)
i€e&g :\O\inf:*
der Summand J,(x*)TJ,(x*) fiir v groB genug dafiir, dass insgesamt
Vi Ly(x*, 1*) = 0 und Vo Ly (x*, u*) > 0.

= Fiir v groB genug erfiillt x* die hinr. freien Opt.-Bed. fiir £ (-, u*).

Geometrisch: L(-, 1*) ist wegen VL, (x*, p*) = 0 in alle Richtungen
um x* flach und in zul&ssige Richtungen lokal konvex. Der Strafterm
Z||h(x)||? macht die Funktion in den unzuldssigen Richtungen lokal konvex.

270: 804€[801,804]



Augm.-Lagr.-Verf.

’Y v
£, m) = FO) + 3 i) + 2 S h(x? = Lx ) + 2G|
ie& /EE
Satz (Augmentierte-Lagrange-Verfahren bei Gleichungen)
Erfiillt x* die hinreichenden Optimalititsbedingungen fiir ein
restringiertes Problem ohne Ungleichungen mit Multiplikator y*, dann
gibt es ein v > 0, sodass x* fiir jedes -y > v ein lokales Minimum von

minyern £ (x, u*) ist, das die hinreichenden freien
Optimalité'tsbedingungen erfiillt.

271: 805€[805,809]



Augm.-Lagr.-Verf.

Ly ) = F0) + 32 ki) + 2 S B3P = £(x, ) + 2[HG)]1?

€& /EE

Satz (Augmentierte-Lagrange-Verfahren bei Gleichungen)

Erfiillt x* die hinreichenden Optimalititsbedingungen fiir ein
restringiertes Problem ohne Ungleichungen mit Multiplikator y*, dann
gibt es ein v > 0, sodass x* fiir jedes -y > v ein lokales Minimum von
minyern £ (x, u*) ist, das die hinreichenden freien
Optimalité'tsbedingungen erfiillt.

Ist 4* bekannt — lokale freie Optimierung. Aber u* ist unbekannt!
Wie wahlt man p im Verfahren? (iterativ, Schritt k — k + 1)

271: 806€[805,809]



Augm.-Lagr.-Verf.

Ly ) = F0) + 32 ki) + 2 S B3P = £(x, ) + 2[HG)]1?

€& /EE

Satz (Augmentierte-Lagrange-Verfahren bei Gleichungen)

Erfiillt x* die hinreichenden Optimalititsbedingungen fiir ein
restringiertes Problem ohne Ungleichungen mit Multiplikator y*, dann
gibt es ein v > 0, sodass x* fiir jedes -y > v ein lokales Minimum von
minyern £ (x, u*) ist, das die hinreichenden freien
Optimalité'tsbedingungen erfiillt.

Ist 4* bekannt — lokale freie Optimierung. Aber u* ist unbekannt!
Wie wahlt man p im Verfahren? (iterativ, Schritt k — k + 1)
p* und x* erfiillen 0 = V, L(x*, u*) = VI(x*) + >, ce pf Vhi(x*).

271: 807€[805,809]



Augm.-Lagr.-Verf.

Ly ) = F0) + 32 ki) + 2 S B3P = £(x, ) + 2[HG)]1?

€& /EE

Satz (Augmentierte-Lagrange-Verfahren bei Gleichungen)

Erfiillt x* die hinreichenden Optimalititsbedingungen fiir ein
restringiertes Problem ohne Ungleichungen mit Multiplikator y*, dann
gibt es ein v > 0, sodass x* fiir jedes -y > v ein lokales Minimum von
minyern £ (x, u*) ist, das die hinreichenden freien
Optimalité'tsbedingungen erfiillt.

Ist 4* bekannt — lokale freie Optimierung. Aber u* ist unbekannt!
Wie wahlt man p im Verfahren? (iterativ, Schritt k — k + 1)
p* und x* erfiillen 0 = V, L(x*, p*) = VF(x*) + Z,-eg WiV hi(x*).
Sei x(¥) die berechnete Lésung zu minxeRn w(x p(k)), dann ist
0 VoL, (x8, 1)) = VF() 437 [ + i (x19)] Vi (x19)
ie€

~u*

271: 808€[805,809]



Augm.-Lagr.-Verf.

Ly ) = F0) + 32 ki) + 2 S B3P = £(x, ) + 2[HG)]1?

€& /EE

Satz (Augmentierte-Lagrange-Verfahren bei Gleichungen)

Erfiillt x* die hinreichenden Optimalititsbedingungen fiir ein
restringiertes Problem ohne Ungleichungen mit Multiplikator y*, dann
gibt es ein v > 0, sodass x* fiir jedes -y > v ein lokales Minimum von
minyern £ (x, u*) ist, das die hinreichenden freien
Optimalité'tsbedingungen erfiillt.

Ist 4* bekannt — lokale freie Optimierung. Aber u* ist unbekannt!
Wie wahlt man p im Verfahren? (iterativ, Schritt k — k + 1)
p* und x* erfiillen 0 = V, L(x*, p*) = VF(x*) + Z,-eg WiV hi(x*).
Sei x(¥) die berechnete Lésung zu minxeRn w(x p(k)), dann ist
0 VoL, (x8, 1)) = VF() 437 [ + i (x19)] Vi (x19)
ie€

~u*
i =i () (e g)

271: 809€[805,809]



Augm.-Lagr.-Verf.

Alg. Schema fiir Augm.-Lagr.-Verf. mit Gleichungen

0. Wihle Startpunkt x(®, (9 4o > 0, Genauigkeit ¢g > 0, k := 0

1. Bestimme Naherungslosung x(X) zu  min,ecgn £, (x, p¥))  mit
Startpunkt XK, so dass ||V, L., (x(9), uR)|| < ex.

2. Ist [[A(x))|| und ||V, ,C(X(k u(k )|| klein genug, STOP.
(u.U. Neustart, falls kein Fortschritt Richtung Zulissigkeit, etc.)

3. Aktualisiere die Multiplikatoren: u( R Ek) + i hi(xKD) (reé)

4. Wihle einen neuen Strafparameter vx41 € [k, 00)

5. Wihle die néchste Genauigkeit ex11 € (0, e4]

6. Wahle den nichsten Startpunkt, meist x(k+1) . — x(K)

7. k—k+1 GOTO 1.

272: 810€[810,811]



Augm.-Lagr.-Verf.

Alg. Schema fiir Augm.-Lagr.-Verf. mit Gleichungen

0. Wihle Startpunkt x(®, (9 4o > 0, Genauigkeit ¢g > 0, k := 0

1. Bestimme Naherungslosung x(X) zu  min,ecgn £, (x, p¥))  mit
Startpunkt XK, so dass ||V, L., (x(9), uR)|| < ex.

2. Ist [[A(x))|| und ||V, ,C(X(k u(k )|| klein genug, STOP.
(u.U. Neustart, falls kein Fortschritt Richtung Zulissigkeit, etc.)

3. Aktualisiere die Multiplikatoren: u( R Ek) + i hi(xKD) (reé)

4. Wihle einen neuen Strafparameter vx41 € [k, 00)

5. Wihle die néchste Genauigkeit ex11 € (0, e4]

6. Wahle den nichsten Startpunkt, meist x(k+1) . — x(K)

7. k—k+1 GOTO 1.

Ungleichungen:
werden z.B. in LANCELOT mit Schlupfvariablen in Glgen umgewandelt:
gi(x)+s=0s5>0 (ie)
In Schritt 1 wird das Problem dann mit Vorzeichenbedingungen geldst,
mian]R",sE]Rf E'Yk (X, S, /l(k))
(z.B. iiber ein quadratisches Modell mit linearen Unglgen, s. spater).

272: 811€[810,811]



Strafverf. Augm.-Lagr.-Verf. Barriere quad. Opt SQP-Verf. Steuerung

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Optimierung: Verfahren

7.3 Barriere-Verfahren

273: 812€[812,812]



Barriere

7.3 Barriere-Verfahren

Idee: Verhindere das Verlassen des zuldssigen Bereiches durch einen
Barriere-Term in der Zielfunktion.

— vor allem fiir Ungleichungen gut geeignet! Im Folgenden & = ().

274: 813€(813,818]



Barriere

7.3 Barriere-Verfahren

Idee: Verhindere das Verlassen des zuldssigen Bereiches durch einen
Barriere-Term in der Zielfunktion.

— vor allem fiir Ungleichungen gut geeignet! Im Folgenden & = ().

Bsp:

274: 814€[813,818]



Barriere

7.3 Barriere-Verfahren

Idee: Verhindere das Verlassen des zuldssigen Bereiches durch einen
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Barriere

7.3 Barriere-Verfahren

Idee: Verhindere das Verlassen des zuldssigen Bereiches durch einen
Barriere-Term in der Zielfunktion.

— vor allem fiir Ungleichungen gut geeignet! Im Folgenden & = ().

Bsp: Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung iiber Kegeln

Das zulassige Innere Xi= {x € R": gi(x) < 0,i € I} sei nicht leer, ;t’;é 0.
Barriere-Funktionen erfiillen folgende Eigenschaften:

o Fiir x ¢/’% haben sie den Wert oo.
e Innerhalb von X sind sie glatt.

e Geht eine Folge x(¥) 6/{’ gegen den Rand von /{’ geht der Wert gegen oo.
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Barriere

7.3 Barriere-Verfahren

Idee: Verhindere das Verlassen des zuldssigen Bereiches durch einen
Barriere-Term in der Zielfunktion.

— vor allem fiir Ungleichungen gut geeignet! Im Folgenden & = ().

Bsp: Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung iiber Kegeln

Das zulassige Innere Xi= {x € R": gi(x) < 0,i € I} sei nicht leer, ;t’;é 0.
Barriere-Funktionen erfiillen folgende Eigenschaften:

o Fiir x ¢/’% haben sie den Wert oo.

e Innerhalb von /‘% sind sie glatt.

e Geht eine Folge x(¥) 6/{’ gegen den Rand von /{’ geht der Wert gegen oo.
Beispiele fiir y < 0: —%, —log(—y)
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Barriere

7.3 Barriere-Verfahren

Idee: Verhindere das Verlassen des zuldssigen Bereiches durch einen
Barriere-Term in der Zielfunktion.

— vor allem fiir Ungleichungen gut geeignet! Im Folgenden & = ().

Bsp: Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierung iiber Kegeln

Das zulassige Innere Xi= {x € R": gi(x) < 0,i € I} sei nicht leer, ;t’;é 0.
Barriere-Funktionen erfiillen folgende Eigenschaften:

o Fiir x ¢/’% haben sie den Wert oo.

e Innerhalb von /‘% sind sie glatt.

e Geht eine Folge x(¥) 6/{’ gegen den Rand von /{’ geht der Wert gegen oo.
Beispiele fiir y < 0: —%, —log(—y)

Der Einfluss der Barriere-Funktion wird durch einen Barriereparameter 3
kontrolliert und man sucht ein lokales Minimum fiir

min fz(x) := f(x) — 5Z|0g(—gi(X))

x€ERnM
i€eT

ausgehend von einem Startpunkt im Inneren.
274: 818€(813,818]
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Alg. Schema fiir Barriere-Verf. (nur Unglgen)

0. Wihle Startpunkt x(©) e/{/, Bo > 0, Genauigkeit g9 > 0, k=0

1. Bestimme Naherungslosung x(K) zu  min,cgn f5,(x) mit
Startpunkt X(K), so dass || V5, (x(9)|| < e.

2. Sind die KKT-Bedingungen niherungsweise erfiillt, STOP.
(teste ob Losungen nach unendlich gehen, etc.)

3. Wihle einen neuen Barriereparameter 41 € (0, k)

4. Wihle die ndchste Genauigkeit €41 € (0, £4]

5. Wahle den nichsten Startpunkt, meist x(k+1) . — (k)

6. k — k+1, GOTO 1.

275: 819€[819,822]
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Alg. Schema fiir Barriere-Verf. (nur Unglgen)

0. Wihle Startpunkt x(©) e/{/, Bo > 0, Genauigkeit g9 > 0, k=0

1. Bestimme Naherungslosung x(K) zu  min,cgn f5,(x) mit
Startpunkt X(K), so dass || V5, (x(9)|| < e.

2. Sind die KKT-Bedingungen niherungsweise erfiillt, STOP.
(teste ob Losungen nach unendlich gehen, etc.)

3. Wihle einen neuen Barriereparameter 41 € (0, k)

4. Wihle die ndchste Genauigkeit €41 € (0, £4]

5. Wahle den nichsten Startpunkt, meist x(k+1) . — (k)

6. k — k+1, GOTO 1.

KKT-Bedingungen? Sei x(3) lokale OL zu minyecg» f3(x), dann ist
0=VH((E) = VAXE)+ Y =Ly Va(9)
——

ieT
=:Ai(B) >0
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Alg. Schema fiir Barriere-Verf. (nur Unglgen)

0. Wihle Startpunkt x(©) e/{/, Bo > 0, Genauigkeit g9 > 0, k=0

1. Bestimme Naherungslosung x(K) zu  min,cgn f5,(x) mit
Startpunkt X(K), so dass || V5, (x(9)|| < e.

2. Sind die KKT-Bedingungen niherungsweise erfiillt, STOP.
(teste ob Losungen nach unendlich gehen, etc.)

3. Wihle einen neuen Barriereparameter 41 € (0, k)

4. Wihle die ndchste Genauigkeit €41 € (0, £4]

5. Wahle den nichsten Startpunkt, meist x(k+1) . — (k)

6. k — k+1, GOTO 1.

KKT-Bedingungen? Sei x(3) lokale OL zu minxeRn fz(x), dann ist

0=Vi(x(8) = VIxB)+Y, — o Vex(8)
i€ ~—~—"
=:Ai(B) 20
also st VF(x(8))+ > _X(B)Vai(x(8) = 0
i<t gi(x(B)) = 0 (i€I)
Xi(B) =z 0 (ieI)
—Ai(B)gi(x(B)) = B (i €T) [pert. Kompl]
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Barriere

Alg. Schema fiir Barriere-Verf. (nur Unglgen)

0. Wihle Startpunkt x(©) e/{/, Bo > 0, Genauigkeit g9 > 0, k=0

1. Bestimme Naherungslosung x(K) zu  min,cgn f5,(x) mit
Startpunkt X(K), so dass || V5, (x(9)|| < e.

2. Sind die KKT-Bedingungen niherungsweise erfiillt, STOP.
(teste ob Losungen nach unendlich gehen, etc.)

3. Wihle einen neuen Barriereparameter 41 € (0, k)

4. Wihle die ndchste Genauigkeit €41 € (0, £4]

5. Wahle den nichsten Startpunkt, meist x(k+1) . — (k)

6. k — k+1, GOTO 1.

KKT-Bedingungen? Sei x(3) lokale OL zu minyecg» f3(x), dann ist

0=VH(X(B) = VAB)+ Y — Lo Vax(®)
i€ S~
=:Ai(B) 20
also ist —&—Z)\ Wei(x(8)) = 0
et gi(x (ﬂ)) < 0 (1€2)
Ai(B) =z 0 (i€T)
—Ai(B)gi(x(B)) = B (i €T) [pert. Kompl]

Fir 8 — 0 wird bei Konvergenz ein KKT-Punkt gefunden!

275: 822€(819,822]
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Satz (Fiacco und Mc Cormick 1968)

Sei )O(;é 0 und x* ein lokales Minimum, in dem (LICQ) und die
hinreichenden Optimalitdtsbed. mit streng komplementaren
Multiplikatoren \* erfiillt sind. Dann gilt:

(i) Fiir B k/ein genug gibt es eine diffbare Funktion x(3): (0, 5) —R"

mit x(3) 720 % und x(0) ist lokales Minimum von fg. [zent. Pfad]
(ii) Fiir x(8) aus (i) konvergieren die Schitzer der Lagrange-

Multiplikatoren \(5) = £ "= A; fiir i € T.
(iii) Fiir 3 klein genug erfiillt die Hessematrix V2f3(x(3)) > 0.

276: 823€[823,826)



Barriere

Satz (Fiacco und Mc Cormick 1968)

Sei )O(;é 0 und x* ein lokales Minimum, in dem (LICQ) und die
hinreichenden Optimalitdtsbed. mit streng komplementaren
Multiplikatoren \* erfiillt sind. Dann gilt:

(i) Fiir B k/ein genug gibt es eine diffbare Funktion x(3): (0, 5) —R"

mit x(3) 720 % und x(0) ist lokales Minimum von fg. [zent. Pfad]
(ii) Fiir x(8) aus (i) konvergieren die Schitzer der Lagrange-
Multiplikatoren \(5) = £ "= A; fiir i € T.
(iii) Fiir 3 klein genug erfiillt die Hessematrix V2f3(x(3)) > 0.

Bemerkungen:
e Die Glattheit von x(3) kann zur Beschleunigung durch Pradiktor-
Korrektor-Verfahren genutzt werden.
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Barriere

Satz (Fiacco und Mc Cormick 1968)

Sei )O(;é 0 und x* ein lokales Minimum, in dem (LICQ) und die
hinreichenden Optimalitdtsbed. mit streng komplementaren
Multiplikatoren \* erfiillt sind. Dann gilt:

(i) Fiir B k/ein genug gibt es eine diffbare Funktion x(3): (0, 5) —R"

mit x(3) 720 % und x(0) ist lokales Minimum von fg. [zent. Pfad]
(ii) Fiir x(8) aus (i) konvergieren die Schitzer der Lagrange-
Multiplikatoren \(5) = £ "= A; fiir i € T.
(iii) Fiir 3 klein genug erfiillt die Hessematrix V2f3(x(3)) > 0.

Bemerkungen:

e Die Glattheit von x(3) kann zur Beschleunigung durch Pradiktor-
Korrektor-Verfahren genutzt werden.

e V2f5 wird auch schlecht skaliert, aber das ist theoretisch begriindbar
numerisch meist noch akzeptabel.

276: 825€[823,826)



Barriere

Satz (Fiacco und Mc Cormick 1968)

Sei )O(;é 0 und x* ein lokales Minimum, in dem (LICQ) und die
hinreichenden Optimalitdtsbed. mit streng komplementaren
Multiplikatoren \* erfiillt sind. Dann gilt:

(i) Fiir B k/ein genug gibt es eine diffbare Funktion x(3): (0, 5) —R"

mit x(3) 720 % und x(0) ist lokales Minimum von fg. [zent. Pfad]
(ii) Fiir x(8) aus (i) konvergieren die Schitzer der Lagrange-
Multiplikatoren \(5) = £ "= A; fiir i € T.
(iii) Fiir 3 klein genug erfiillt die Hessematrix V2f3(x(3)) > 0.

Bemerkungen:

e Die Glattheit von x(3) kann zur Beschleunigung durch Pradiktor-
Korrektor-Verfahren genutzt werden.

e V2f5 wird auch schlecht skaliert, aber das ist theoretisch begriindbar
numerisch meist noch akzeptabel.

e Gleichungsnebenbedingungen werden meist durch einen Strafterm
eingebunden.

276: 826€[823,826]
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Inhaltsiuibersicht

Restringierte Optimierung: Verfahren

7.4 Quadratische Optimierung
Konvexe quadratische Optimierung
Gleichungsbeschrankte Quadratische Optimierung
Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische Optimierung
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quad. Opt.

7.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ERn]
! >
bi—gTx<0 ieT  [gern [ x=2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

278: 828¢[828,835]
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7.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT  [gern [ x=2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:
f(-) konkav (Q < 0):
Alle OL werden in Ecken
(bzw. auf minimalen Sei-
ten) angenommen.
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7.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT  [gern [ x=2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:
f(-) konkav (Q < 0):
Alle OL werden in Ecken
(bzw. auf minimalen Sei-
ten) angenommen.

278: 830€[828,835]



quad. Opt.

7.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT  [gern [ x=2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:

f(-) konvex (Q > 0):
OL in der Mitte, oder

278: 831€[828,835]
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7.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT  [gern [ x=2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:

f(-) konvex (Q > 0):
OL auf einer Seite, oder

278: 832¢[828,835]
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7.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT  [gern [ x=2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:

f(-) konvex (Q > 0):
OL in einer Ecke

278: 833¢[828,835]
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7.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT  [gern [ x=2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:

degenerierte Losung:
aktive Nebenbedingungen
sind linear abhangig, oder

278: 834¢[828,835]
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7.4 Quadratische Optimierung (Quadratic Programming)

QPs sind die typischen Unterprobleme der restringierten Optimierung
(wie das quadratische Modell in der freien Optimierung)

min  f(x) = $xTQx+q"x

s.t. b,'—h-TXZO ieé& [h,’ ER"]
! >
bi—gTx<0 ieT  [gern [ x=2h
x e R"

Allgemeine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen.
= Lagrange-Multiplikatoren existieren fiir jedes lokale Minimum.

Einige typische Falle:

degenerierte Losung:
aktive Nebenbedingungen
sind linear abhangig, oder
die unrestringierte OL
liegt auf einer Seite

278: 835¢(828,835]



quad. Opt.

7.4.1 Konvexe quadratische Optimierung

Fir Q@ > 0 ist das QP ein konvexes Optimierungsproblem und es gibt ein
konvexes Lagrange-Duales.

Herleitung fiir
1
(PQP) min §XTQx+qTx st. Ax>b

279: 836€[836,840]



quad. Opt.

7.4.1 Konvexe quadratische Optimierung

Fir Q@ > 0 ist das QP ein konvexes Optimierungsproblem und es gibt ein
konvexes Lagrange-Duales.

Herleitung fiir

(PQP) min %XTQx—i—qTx st. Ax>b
Lagrange-Funktion: £(x,A) = x7Qx + q"x + AT (b — Ax), (A > 0)
primales Problem: inf, supy~o £(x,A) [Fiir x*: 3 A* mit (b—Ax*)"A* = 0]

279: 837€[836,840]



quad. Opt.

7.4.1 Konvexe quadratische Optimierung

Fir Q@ > 0 ist das QP ein konvexes Optimierungsproblem und es gibt ein
konvexes Lagrange-Duales.

Herleitung fiir

(PQP) min %XTQx—i—qTx st. Ax>b
Lagrange-Funktion: £(x,A) = x7Qx + q"x + AT (b — Ax), (A > 0)
primales Problem: inf, supy~o £(x,A) [Fiir x*: 3 A* mit (b—Ax*)"A* = 0]

duales Problem: supinf £(x, \) = sup (b A+ |nf[2 xTQx+(g—A"™\)"x] )
A>0 X

V=0 = Qx+qg—ATA=0, sonst —co

279: 838€[836,840]



quad. Opt.

7.4.1 Konvexe quadratische Optimierung

Fir Q@ > 0 ist das QP ein konvexes Optimierungsproblem und es gibt ein
konvexes Lagrange-Duales.

Herleitung fiir

(PQP) min %XTQx—i—qTx st. Ax>b
Lagrange-Funktion: £(x,A) = x7Qx + q"x + AT (b — Ax), (A > 0)
primales Problem: inf, supy~o £(x,A) [Fiir x*: 3 A* mit (b—Ax*)"A* = 0]

duales Problem: supinf £(x, \) = sup (b A+ |nf[2 xTQx+(g—A"™\)"x] )
A>0 X

V=0 = Qx+qg—ATA=0, sonst —co
I.LA. enth3lt das duale QP auch noch x-Variable(!):
max SxTQx+q x+(b—Ax)TA
(DQP) st. Qx+qg—ATA=0 [erfiillt starke Dualitat!]
xeR"A>0

279: 830€[836,840]
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7.4.1 Konvexe quadratische Optimierung

Fir Q@ > 0 ist das QP ein konvexes Optimierungsproblem und es gibt ein
konvexes Lagrange-Duales.

Herleitung fiir

(PQP) min %XTQx—i—qTx st. Ax>b
Lagrange-Funktion: £(x,A) = x7Qx + q"x + AT (b — Ax), (A > 0)
primales Problem: inf, supy~o £(x,A) [Fiir x*: 3 A* mit (b—Ax*)"A* = 0]

duales Problem: supinf £(x, \) = sup (b A+ |nf[2 xTQx+(g—A"™\)"x] )
A>0 X

V=0 = Qx+qg—ATA=0, sonst —co

I.LA. enth3lt das duale QP auch noch x-Variable(!):

max SxTQx+q x+(b—Ax)TA
(DQP) st. Qx+qg—ATA=0 [erfiillt starke Dualitat!]

x€R"A>0

Fiir @ = 0 ist x eindeutig bestimmt: x(\) = Q" 1(AT )\ — q),

max —iAT(AQIAT)A+ (b+AQ1q)"A—1¢"Q ¢

st. A>0
Nur Vorzeichenbedingungen! Oft besonders effizient 16sbar — A*, x* = x(\*)

279: 840€[836,840]



quad. Opt.
Fiir konvexe QPs sind, wie bei LPs, Innere-Punkte-Verfahren besonders
effizient.

Bsp: Ansatz fiir primal-duales Pfadverfolgungsverf., A = [ay,...,am]’, b € R™.
1T T
min  5x' @x+q'x 1 7 T, T, .
st. Ax>b N )EE]IRDH 5% @x+q'x *yZIog(a, x — b;)

280: 841€(841,845]



quad. Opt.
Fiir konvexe QPs sind, wie bei LPs, Innere-Punkte-Verfahren besonders
effizient.

Bsp: Ansatz fiir primal-duales Pfadverfolgungsverf., A = [ay,...,am]’, b € R™.
H 1.7 T 1
min - Sx T Qx+q'x L 5XTQ)H_ a7 x _'Yzlog(a,‘TX ~b)

st. Ax>b xER?
Stationaritat des Barriere-Unterproblems fiir v > 0 (V, = 0):
X +q— aj———=0
@t a7 Z "al x — b

280: 842€(841,845]



quad. Opt.
Fiir konvexe QPs sind, wie bei LPs, Innere-Punkte-Verfahren besonders
effizient.

Bsp: Ansatz fiir primal-duales Pfadverfolgungsverf., A = [ay,...,am]’, b € R™.
1, T T
min  5x' @x+q'x 1 7 T T,
st. Ax>b = min 3xQctqTx =) log(alx — b)
Stationaritat des Barriere-Unterproblems fiir v > 0 (V, = 0):

@c+q ’yza'afxfb,- =0
Fiihrt man Schlupfvariablen s; := a/x — b; > 0
und Dualvariablen (Lagrange-Multiplikatoren) \; := Vsl,
ein, erhalt man ein primal-duales KKT-System:

Qx+qg—ATA = 0 ,duale Zulissigkeit"
Ax—s = b »primale Zul3ssigkeit"
sod = 71 »perturb. Kompl.*

280: 843€[841,845)



quad. Opt.
Fiir konvexe QPs sind, wie bei LPs, Innere-Punkte-Verfahren besonders
effizient.

Bsp: Ansatz fiir primal-duales Pfadverfolgungsverf., A = [ay,...,am]’, b € R™.

L L T T
min  5x' @x+q'x ET _ T,
st. Ax>b = min 3xQctqTx =) log(alx — b)

Stationaritat des Barriere-Unterproblems fiir v > 0 (V, = 0):
X -+ ai— =20
Qx+q-— 72 aTx—b

Fihrt man Schlupfvariablen s; := a,- x—b; >0
und Dualvariablen (Lagrange-Multiplikatoren) \; := 7%
ein, erhalt man ein primal-duales KKT-System:

Qx+qg—ATA = 0 ,duale Zulissigkeit"
Ax—s = b »primale Zul3ssigkeit"
sod = 71 »perturb. Kompl.*

Starte mit s, A > 0, l6se das System ndherungsweise mit Newton,
bewahre Positivitat durch Line-Search, verkleinere ~, etc.
(wie in LP, e-OL in gleicher polynomialer Anzahl an Iterationen).

280: 844€(841,845]



quad. Opt.
Fiir konvexe QPs sind, wie bei LPs, Innere-Punkte-Verfahren besonders
effizient.

Bsp: Ansatz fiir primal-duales Pfadverfolgungsverf., A = [ay,...,am]’, b € R™.

L L T T
min  5x' @x+q'x ET _ T,
st. Ax>b = min 3xQctqTx =) log(alx — b)

Stationaritat des Barriere-Unterproblems fiir v > 0 (V, = 0):

X -+ ai— =20
Qx+q-— 72 aTx—b

Fihrt man Schlupfvariablen s; := a,- x—b; >0
und Dualvariablen (Lagrange-Multiplikatoren) \; := v%
ein, erhalt man ein primal-duales KKT-System:

Qx+qg—ATA = 0 ,duale Zulissigkeit"
Ax—s = b »primale Zul3ssigkeit"
sod = 71 »perturb. Kompl.*

Starte mit s, A > 0, l6se das System ndherungsweise mit Newton,
bewahre Positivitat durch Line-Search, verkleinere ~, etc.
(wie in LP, e-OL in gleicher polynomialer Anzahl an Iterationen).

Innere-Punkte-Verf. sind auch auf nicht-konvexe QPs recht gut
anwendbar.

280: 845¢[841,845]



quad. Opt.
7.4.2 Gleichungsbeschrankte Quadratische Optimierung
(EQP) min %XTQXJquX st. Ax=>0

X = {x: Ax = b} ist ein affiner Unterraum, auf diesem kann das
Minimum jeder quadratischen Funktion explizit bestimmt werden.

281: 846€[846,853]



quad. Opt.

7.4.2 Gleichungsbeschrankte Quadratische Optimierung
(EQP) min %XTQXJquX st. Ax=>0

X = {x: Ax = b} ist ein affiner Unterraum, auf diesem kann das
Minimum jeder quadratischen Funktion explizit bestimmt werden.

Berechnung der quadratischen Funktion iiber dem affinen Unterraum:
Gibt es ein X € X (Ax = b), ist jedes x € X darstellbar als
x=Xx+dmitde {d: Ad =0} =:kerA [Kern/Nullraum von A]

281: 847¢€[846,853]



quad. Opt.
7.4.2 Gleichungsbeschrankte Quadratische Optimierung
(EQP) min %XTQXJquX st. Ax=>0

X = {x: Ax = b} ist ein affiner Unterraum, auf diesem kann das
Minimum jeder quadratischen Funktion explizit bestimmt werden.

Berechnung der quadratischen Funktion iiber dem affinen Unterraum:

Gibt es ein X € X (Ax = b), ist jedes x € X darstellbar als
x=Xx+dmitd € {d: Ad =0} =:kerA [Kern/Nullraum von A]

Der lineare Unterraum ker A habe Dim. k und die Spalten von Z € R"¥k

als Basis, dann ist ker A = {Zu : u € R¥},

281: 848¢[846,853)]



quad. Opt.
7.4.2 Gleichungsbeschrankte Quadratische Optimierung
(EQP) min %XTQXJquX st. Ax=>0

X = {x: Ax = b} ist ein affiner Unterraum, auf diesem kann das
Minimum jeder quadratischen Funktion explizit bestimmt werden.

Berechnung der quadratischen Funktion iiber dem affinen Unterraum:

Gibt es ein X € X (Ax = b), ist jedes x € X darstellbar als
x=Xx+dmitd € {d: Ad =0} =:kerA [Kern/Nullraum von A]

Der lineare Unterraum ker A habe Dim. k und die Spalten von Z € R"¥k

als Basis, dann ist ker A= {Zu: u € R}, X = {x + Zu : u € R¥}

281: 849¢[846,853)]



quad. Opt.
7.4.2 Gleichungsbeschrankte Quadratische Optimierung
(EQP) min %XTQXJquX st. Ax=>0

X = {x: Ax = b} ist ein affiner Unterraum, auf diesem kann das
Minimum jeder quadratischen Funktion explizit bestimmt werden.

Berechnung der quadratischen Funktion iiber dem affinen Unterraum:

Gibt es ein X € X (Ax = b), ist jedes x € X darstellbar als
x=Xx+dmitd € {d: Ad =0} =:kerA [Kern/Nullraum von A]

Der lineare Unterraum ker A habe Dim. k und die Spalten von Z € R"¥k

als Basis, dann ist ker A= {Zu: u € R}, X = {x + Zu : u € R*} und
(EQP) < min,cpe 20T Z7QZu+ (Qx+ q)T Zu+ 33" Qx + ¢ x.

281: 850€[846,853]



quad. Opt.

7.4.2 Gleichungsbeschrankte Quadratische Optimierung
(EQP) min %XTQXJquX st. Ax=>0

X = {x: Ax = b} ist ein affiner Unterraum, auf diesem kann das
Minimum jeder quadratischen Funktion explizit bestimmt werden.

Berechnung der quadratischen Funktion iiber dem affinen Unterraum:

Gibt es ein X € X (Ax = b), ist jedes x € X darstellbar als
x=Xx+dmitd € {d: Ad =0} =:kerA [Kern/Nullraum von A]

Der lineare Unterraum ker A habe Dim. k und die Spalten von Z € R"¥k

als Basis, dann ist ker A= {Zu: u € R}, X = {x + Zu : u € R*} und
(EQP) < min,cpe 20T Z7QZu+ (Qx + q)T Zu+ 33" Qx + ¢ x.

= endliche OL nur, falls ZTQZ = 0 und Z"QZu + Z'(Qx + q) = 0 I&sbar,

281: 851€[846,853]



quad. Opt.
7.4.2 Gleichungsbeschrankte Quadratische Optimierung
(EQP) min %XTQXJquX st. Ax=>0

X = {x: Ax = b} ist ein affiner Unterraum, auf diesem kann das
Minimum jeder quadratischen Funktion explizit bestimmt werden.

Berechnung der quadratischen Funktion iiber dem affinen Unterraum:
Gibt es ein X € X (Ax = b), ist jedes x € X darstellbar als
x=Xx+dmitd € {d: Ad =0} =:kerA [Kern/Nullraum von A]
Der lineare Unterraum ker A habe Dim. k und die Spalten von Z € R"¥k
als Basis, dann ist ker A= {Zu: u € R}, X = {x + Zu : u € R*} und
(EQP) < min,cpe 20T Z7QZu+ (Qx + q)T Zu+ 33" Qx + ¢ x.
= endliche OL nur, falls ZTQZ = 0 und Z"QZu + Z'(Qx + q) = 0 I&sbar,
eindeutig fir Z'QZ = 0: v* = —(Z7QZ)"1Z7(Qx + q) und x* = X + Zu.

281: 852€[846,853)]



quad. Opt.
7.4.2 Gleichungsbeschrankte Quadratische Optimierung
(EQP) min %XTQXJquX st. Ax=>0

X = {x: Ax = b} ist ein affiner Unterraum, auf diesem kann das
Minimum jeder quadratischen Funktion explizit bestimmt werden.

Berechnung der quadratischen Funktion iiber dem affinen Unterraum:
Gibt es ein X € X (Ax = b), ist jedes x € X darstellbar als
x=Xx+dmitd € {d: Ad =0} =:kerA [Kern/Nullraum von A]
Der lineare Unterraum ker A habe Dim. k und die Spalten von Z € R"¥k
als Basis, dann ist ker A= {Zu: u € R}, X = {x + Zu : u € R*} und
(EQP) < min,cpe 20T Z7QZu+ (Qx + q)T Zu+ 33" Qx + ¢ x.
= endliche OL nur, falls ZTQZ = 0 und Z"QZu + Z'(Qx + q) = 0 I&sbar,
eindeutig fir Z'QZ = 0: v* = —(Z7QZ)"1Z7(Qx + q) und x* = X + Zu.

Satz (QP mit Gleichungsbedingungen)

Seien die Spalten von Z eine Basis von ker A, ZTQZ = 0, und X € X. Ist
x* = x + d* die Lésung des KKT Systems zu (EQP),

Q-AT][x*1 [-q o QAT] [—-d*] [q+Qx
A0 ||w| =06 Ao || w |~ |Ax—b|
dann ist x* die eindeutige Optimallésung von (EQP).

281: 853€[846,853)]



quad. Opt.

7.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

e Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht
fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3, 4]

282: 854€[854,862]



quad. Opt.

7.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

e Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht
fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3, 4]

aktiv: {}

k =0, Punkt x(©),
aktive Menge: 0,
Richtung: 7

282: 855€[854,862]



quad. Opt.

7.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

e Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht
fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3, 4]

aktiv: {}

k =0, Punkt x(©),

aktive Menge: 0,

Richtung: d = —Q1q — x(®,
aktiv wird 7

282: 856€[854,862]



quad. Opt.

7.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

e Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht
fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3, 4]

aktiv: {3}

k =1, Punkt x(1),
aktive Menge: {3},
Richtung 7

282: 857¢€[854,862]



quad. Opt.

7.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

e Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht

fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3, 4]

k =1, Punkt x(1),
aktive Menge: {3},

Richtung:

Q as —d _
EXlIE
aktiv wird ?

282: 858€[854,862]

aktiv: {3}




quad. Opt.

7.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

e Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht
fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3, 4]

aktiv: {2,3}

k =2, Punkt x(®,
aktive Menge: {2, 3},
Richtung 7

282: 859€[854,862]



quad. Opt.

7.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische

Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

e Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht

fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3, 4]
aktiv: {2,3), 12=6.4111, A3=—3.8482

k =2, Punkt x(®,
aktive Menge: {2, 3},

Richtung:
Q dp as —d
azT 00 )\2 =
al 00| | A
— d =0, )\3<0(!),
xB3) = x(?),

282: seoc@bdtdvowird 7




quad. Opt.

7.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

e Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht

fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3, 4]

k = 3, Punkt x(),
aktive Menge: {2},

Richtung:

Q ar —d _
Exl I
aktiv wird ?

282: 861€[854,862]

g+ ¥
a] xB) — by
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aktiv: {2}




quad. Opt.

7.4.3 Aktive-Mengen-Verfahren fiir Quadratische
Optimierung

Idee wie bei Simplex: Ausgehend von einem zul3ssigen Punkt,

e Fixiere eine Teilmenge der Nebenbedingungen als aktive Gleichungen
(alle Gleichungen und einige Ungleichungen) — active set,

e bestimme das Minimum dieses gleichungsbeschrankten QPs,

e gehe in diese Richtung, bis die ndchste Ungleichung aktiv wird.

e Ist keine Bewegung moglich, teste, ob eine Ungleichung zu unrecht

fixiert wurde.

Bsp: min 3x7Qx + q"x st. Ax> b mit A= a1, a,a3, 4]

k = 3, Punkt x(),
aktive Menge: {2},
Richtung:

Qa|[-d] _[ q+®
a3 0| x| [aJx®) —by|
X(4) = X(3) + d’
Vo f(x®) + Xa(—a2) =0, Ay >0,
KKT erfiillt!

282: 862€[854,862]

aktiv: {2}, A2=1.9233




quad. Opt.

Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a] x> b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge A C A(x), setze k := 0.

283: 863€[863,873)]



quad. Opt.

Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a] x> b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge A C A(x), setze k := 0.
1. Bestimme d, A fiir (EQP) mit Gleichungsbedingungen i € Ay

283: 864€[863,873]



quad. Opt.

Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a] x> b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge A C A(x), setze k := 0.

1. Bestimme d, A fiir (EQP) mit Gleichungsbedingungen i € Ay
2. Falls d = 0:

a) Ist A > 0 (KKT erfiillt), STOP mit x* = x(¥).

283: 865€(863,873)]



quad. Opt.

Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a] x> b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge A C A(x), setze k := 0.

1. Bestimme d, A fiir (EQP) mit Gleichungsbedingungen i € Ay
2. Falls d = 0:

a) Ist A > 0 (KKT erfiillt), STOP mit x* = x(¥).
b) Wihle 7 € Ay mit \; < 0, setze Axyq1 = Ax \ {7}, x{k+1) .= x(K).

283: 866€(863,873]



quad. Opt.

Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a] x> b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge A C A(x), setze k := 0.

1. Bestimme d, A fiir (EQP) mit Gleichungsbedingungen i € Ay
2. Falls d = 0:

a) Ist A > 0 (KKT erfiillt), STOP mit x* = x(¥).
b) Wihle 7 € Ay mit \; < 0, setze Axyq1 = Ax \ {7}, x{k+1) .= x(K).
Sonst (d # 0)
b,'—al-TX(k)

a) bestimme oy := min{ 27— i € T\ Ay, a] d < 0}. [+0o0 fiir ]

283: 867¢[863,873)]



quad. Opt.

Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a] x> b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge A C A(x), setze k := 0.

1. Bestimme d, A fiir (EQP) mit Gleichungsbedingungen i € Ay
2. Falls d = 0:

a) Ist A > 0 (KKT erfiillt), STOP mit x* = x(¥).
b) Wahle 7 € A, mit \; < 0, setze Ay := Ay \ {7}, xtkHD) .= x(9)
Sonst (d # 0)
a) bestimme ay 1= min{b’_a?rj(k) (i €T\ Ak, a] d < 0}. [+oo fiir 0]
b) Ist cvy > 1, setze x(k+1) .= x() 4 d, A, = Ay,
sonst x(kt1) = x(K) 4+ o d und Agyq = Ag U {7} mit 7 erzeugt .

283: 868€(863,873)]



quad. Opt.

Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a] x> b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge A C A(x), setze k := 0.
1. Bestimme d, A fiir (EQP) mit Gleichungsbedingungen i € Ay
2. Falls d = 0:
a) Ist A > 0 (KKT erfiillt), STOP mit x* = x(¥).
b) Wahle 7 € A, mit \; < 0, setze Ay := Ay \ {7}, xtkHD) .= x(9)
Sonst (d # 0)
a) bestimme ay 1= min{b"_;_’T"T;(k) (i €T\ Ak, a] d < 0}. [+oo fiir 0]
b) Ist cvy > 1, setze x(k+1) .= x() 4 d, A, = Ay,
sonst x(kt1) = x(K) 4+ o d und Agyq = Ag U {7} mit 7 erzeugt .
3. Setze k — k+1, GOTO 1.

Bemerkungen:

283: 869¢[863,873]



quad. Opt.

Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a] x> b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge A C A(x), setze k := 0.
1. Bestimme d, A fiir (EQP) mit Gleichungsbedingungen i € Ay
2. Falls d = 0:
a) Ist A > 0 (KKT erfiillt), STOP mit x* = x(¥).
b) Wahle 7 € A, mit \; < 0, setze Ay := Ay \ {7}, xtkHD) .= x(9)
Sonst (d # 0)
a) bestimme ay 1= min{b"_;_’T"T;(k) (i €T\ Ak, a] d < 0}. [+oo fiir 0]
b) Ist cvy > 1, setze x(k+1) .= x() 4 d, A, = Ay,
sonst x(kt1) = x(K) 4+ o d und Agyq = Ag U {7} mit 7 erzeugt .
3. Setze k — k+1, GOTO 1.

Bemerkungen:
o Wie beim Simplex-Verfahren kann Kreisen auftreten.

283: 870€[863,873)]



quad. Opt.

Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a] x> b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge A C A(x), setze k := 0.

1. Bestimme d, A fiir (EQP) mit Gleichungsbedingungen i € Ay

2. Falls d = 0:

a) Ist A > 0 (KKT erfiillt), STOP mit x* = x(¥).
b) Wahle 7 € A, mit \; < 0, setze Ay := Ay \ {7}, xtkHD) .= x(9)
Sonst (d # 0)
a) bestimme ay 1= min{b’_a?rj(k) (i €T\ Ak, a] d < 0}. [+oo fiir 0]
b) Ist cvy > 1, setze x(k+1) .= x() 4 d, A, = Ay,
sonst x(kt1) = x(K) 4+ o d und Agyq = Ag U {7} mit 7 erzeugt .
3. Setze k — k+1, GOTO 1.

Bemerkungen:
o Wie beim Simplex-Verfahren kann Kreisen auftreten.
e Fiir Q > 0 und ohne Degeneriertheiten endet der Alg. fiir endliches k.

283: 871€[863,873)]



quad. Opt.

Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a] x> b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge A C A(x), setze k := 0.
1. Bestimme d, A fiir (EQP) mit Gleichungsbedingungen i € Ay
2. Falls d = 0:
a) Ist A > 0 (KKT erfiillt), STOP mit x* = x(¥).
b) Wahle 7 € A, mit \; < 0, setze Ay := Ay \ {7}, xtkHD) .= x(9)
Sonst (d # 0)
a) bestimme ay 1= min{b"_;_’T"T;(k) (i €T\ Ak, a] d < 0}. [+oo fiir 0]
b) Ist cvy > 1, setze x(k+1) .= x() 4 d, A, = Ay,
sonst x(kt1) = x(K) 4+ o d und Agyq = Ag U {7} mit 7 erzeugt .
3. Setze k — k+1, GOTO 1.

Bemerkungen:

o Wie beim Simplex-Verfahren kann Kreisen auftreten.

e Fiir Q > 0 und ohne Degeneriertheiten endet der Alg. fiir endliches k.
e Effiziente Implementationen nutzen, dass sich (EQP) nur wenig dndert.

283: 872€[863,873)]



quad. Opt.

Algorithmisches Active-Set-Schema fiir konvexes QP
Q = 0 und 0.B.d.A. nur Unglgen: min x"Qx+ q"x s.t. a] x> b; (i € I)

0. Bestimme zulissigen Startpunkt x(©) € {x : Ax > b} (Simplex/IP),
wiahle aktive Menge A C A(x), setze k := 0.
1. Bestimme d, A fiir (EQP) mit Gleichungsbedingungen i € Ay
2. Falls d = 0:
a) Ist A > 0 (KKT erfiillt), STOP mit x* = x(¥).
b) Wahle 7 € A, mit \; < 0, setze Ay := Ay \ {7}, xtkHD) .= x(9)
Sonst (d # 0)
a) bestimme ay 1= min{b"_;_’T"T;(k) (i €T\ Ak, a] d < 0}. [+oo fiir 0]
b) Ist cvy > 1, setze x(k+1) .= x() 4 d, A, = Ay,
sonst x(kt1) = x(K) 4+ o d und Agyq = Ag U {7} mit 7 erzeugt .
3. Setze k — k+1, GOTO 1.

Bemerkungen:

o Wie beim Simplex-Verfahren kann Kreisen auftreten.

e Fiir Q > 0 und ohne Degeneriertheiten endet der Alg. fiir endliches k.
e Effiziente Implementationen nutzen, dass sich (EQP) nur wenig dndert.
e Fiir indefinites @ nutzt man z.B. Richtungen zu X;(Q) < 0.

283: 873€[863,873)]



quad. Opt.

Es gibt viele weitere Varianten fiir QP,
z.B. Gradienten-Projektions-Verfahren, falls Ax > b besonders
einfache Struktur hat (x > 0 oder x € [a, b]) ...

Kleine QPs sind extrem effizient lésbar (im Millisekunden-Bereich),
groBe QPs kdnnen sehr anspruchsvoll werden.

Konvexe QPs sind auch als SOCPs formulierbar (s. dort), das ist
aber meist weniger effizient als passende QP-Ldser zu verwenden.

284: 874€[874,874]
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Inhaltsiuibersicht

Restringierte Optimierung: Verfahren

7.5 SQP-Verfahren (Sequentielle quadratische Opt.-Verfahren)
Lokale quadratische Konvergenz iiber Newton
Globalisierung mit Merit-Funktionen
Globalisierung mit Trust-Region-Ansitzen
Globalisierung mit einem Filter-Ansatz
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SQP-Verf.

7.5 SQP-Verfahren (Sequential Quadratic Programming)

Derzeit der erfolgreichste Ansatz fiir nichtlineare restringierte Optimierung.

Idee: Finde den nichsten Punkt durch Lésung eines QP-Modells, das aus
den linearisierten Nebenbedingungen und einem quadratischen Modell der
Lagrange-Funktion als Zielfunktion aufgebaut wird.

286: 876€[876,878]



SQP-Verf.

7.5 SQP-Verfahren (Sequential Quadratic Programming)

Derzeit der erfolgreichste Ansatz fiir nichtlineare restringierte Optimierung.

Idee: Finde den nichsten Punkt durch Lésung eines QP-Modells, das aus
den linearisierten Nebenbedingungen und einem quadratischen Modell der
Lagrange-Funktion als Zielfunktion aufgebaut wird.

In 2 Schritten:

1. Lokale Konvergenz:

Das QP-Modell leitet sich aus dem Newton-Verfahren zur Bestimmung
eines stationdren Punktes der Lagrange-Funktion (= KKT-Bed.) her
— Newton fiihrt zu lokal quadratischer Konvergenz von SQP-Verf.

286: 877¢[876,878]



SQP-Verf.

7.5 SQP-Verfahren (Sequential Quadratic Programming)

Derzeit der erfolgreichste Ansatz fiir nichtlineare restringierte Optimierung.

Idee: Finde den nichsten Punkt durch Lésung eines QP-Modells, das aus
den linearisierten Nebenbedingungen und einem quadratischen Modell der
Lagrange-Funktion als Zielfunktion aufgebaut wird.

In 2 Schritten:

1. Lokale Konvergenz:

Das QP-Modell leitet sich aus dem Newton-Verfahren zur Bestimmung
eines stationdren Punktes der Lagrange-Funktion (= KKT-Bed.) her
— Newton fiihrt zu lokal quadratischer Konvergenz von SQP-Verf.

2. Globalisierungs-Ansatze:

Fortschritt beziiglich Erfiillung der Nebenbedingungen und Verbesserung
der Zielfunktion kann durch Merit-Funktion, Trust-Region-Ansatz oder
Filter-Verfahren kontrolliert werden.

286: 878€[876,878]



SQP-Verf.

7.5.1 Herleitung des QPs aus KKT und Newton

Mit Gleichungsbedingungen:  minf(x) sit. h(x)=0. [h:R" — R¥]
Lése die KKT-Bed. fiir £(x, 1) = f(x) + " h(x) mit Newton:

287: 879€[879,885]



SQP-Verf.

7.5.1 Herleitung des QPs aus KKT und Newton

Mit Gleichungsbedingungen:  minf(x) sit. h(x)=0. [h:R" — R¥]
Lése die KKT-Bed. fiir £(x, 1) = f(x) + " h(x) mit Newton:

s [ (R

287: 880€[879,885]



SQP-Verf.

7.5.1 Herleitung des QPs aus KKT und Newton
Mit Gleichungsbedingungen:  minf(x) sit. h(x)=0. [h:R" — R¥]
Lése die KKT-Bed. fiir £(x, 1) = f(x) + " h(x) mit Newton:

s (G

Newton: [;ﬁﬁiﬂ = [;ﬁi’)} + [j”} mit F(x(®), 1)) 4 Jp(x®), k)Y [g”] —0

n

287: 881€[879,885]



SQP-Verf.

7.5.1 Herleitung des QPs aus KKT und Newton
Mit Gleichungsbedingungen:  minf(x) sit. h(x)=0. [h:R" — R¥]
Lése die KKT-Bed. fiir £(x, 1) = f(x) + " h(x) mit Newton:

KKT: P — [?ﬂ _ [me;( XJ;(x)m] 0

Newton: [Z((ii))} ::[ : }—i—[ X} mit F (x5, p(0) 4+ Jp(x k), (kD) [ ] =0

s =[5 TE]= [T 9= (4 7]

K

287: 882¢[879,885]
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7.5.1 Herleitung des QPs aus KKT und Newton

Mit Gleichungsbedingungen:  minf(x) sit. h(x)=0. [h:R" — R¥]
Lése die KKT-Bed. fiir £(x, 1) = f(x) + " h(x) mit Newton:

KKT:  Flop) im {vxc} _ [Vf(x)+Jh(x)Tu] o

A\ e h(x)
Skt D) ) N
Newton: |:,U«(k:l):| = I:H(k):| + I:Z’fy:| mit F(X( ) ( )) + JF(X(k) ,u(k)) |: ] =0
Vel VL] [Velx,n) Jn(x)7 Q AT
J = ® = —-
FOx 1) {vpxﬁ Vwﬁ] { () 0 A 0
) . Qx AT} [d”] [—ka — AT,U,(k):|
[teration k: Lose [ k X | = o
Ac 0 | |dV —h(k)

mit Q= Voo L(x(K), 19, Ay = Jy(x{), HO):= [y (x()), .., ey (V)] .

287: 883¢[879,885]
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7.5.1 Herleitung des QPs aus KKT und Newton

Mit Gleichungsbedingungen:  minf(x) sit. h(x)=0. [h:R" — R¥]
Lése die KKT-Bed. fiir £(x, 1) = f(x) + " h(x) mit Newton:

KKT:  Flop) im {vxc} _ [Vf(x)+Jh(x)Tu] o

\e h(x)
Skt D) MO N
Newton: |:'u(k+l):| = I:H(k):| + I:Z’fy:| mit F(X( ) ( )) + JF(X(k) ,u(k)) |: ] =0
[Vl VL] [VeL(om) ()T . [Q AT
Jr(x, ) = {vwﬁ vwg] = { In(x) 0 | |A o0
) . Qx AT} [dN] [—ka — AT;L(")}
Iteration k: Ldse [ k | = o
Ac 0 | |dV —h(k)

mit Qi := Vo L(xK), uk)), Ap = Jp(xR), A :=[hy (x(K), .. .,h‘g‘(X(k))]T.

Vergleiche dazu das folgende gleichungsbeschrinkte QP:
min %dXdeX + kaTdX
st Acd, = —h() [Zeile i: hj(x(R) + Vh(xK))Td, = 0]

287: 884¢[879,885]
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7.5.1 Herleitung des QPs aus KKT und Newton

Mit Gleichungsbedingungen:  minf(x) sit. h(x)=0. [h:R" — R¥]
Lése die KKT-Bed. fiir £(x, 1) = f(x) + " h(x) mit Newton:

KKT:  Flop) im {vxc} _ [Vf(x)+Jh(x)Tu] o

A\ e h(x)
Skt D) ) N
Newton: |:'u(k+l):| = |:H(k):| + I:Z’fy:| mit F(X( ) ( )) + JF(X(k) M(k)) |: i| =0
Vel VL] [Velx,n) Jn(x)7 Q AT
J = ® = —-
FOx 1) {vpxc Vwﬁ] { () 0 A 0
) . Qx AT} [d”] [—ka — AT;L(")}
[teration k: Lose [ k X | = o
Ac 0 | |dV —h(k)

mit Qi =V L(xK), p(), Ap:=Jp(x0), h) =y (xR, ..., b (xUN)]T.

Vergleiche dazu das folgende gleichungsbeschrinkte QP:

min %dXdeX + kaTdX

st. Agd, = —h® [Zeile i: hi(x() + Vhi(x¥))Td, = 0]
Dafiir bestimmt sich eine Optimallésung mit Multiplikatoren y durch

AT _
[gk g‘k } {ﬂ - { Zfﬁ] setze y = —(ul) + dy,) < Newton-System
) _

287: 885€[879,885]
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Das QP des SQP-Verfahrens

min  f(x)
(P) st. h(x)=0 i€& . L) =Fx)+> mh(x)+ Ngi(x),
gi(x)<0 ieZ icg i€z

288: 886€(886,891]
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Das QP des SQP-Verfahrens

min  f(x)
(P) st hi(x)=0 €&, LiuA):=F(x)+>_ uh(x)+> Ngix),
gi(x)<0 ieZ ice iz
bestimme x(<*1) :=x() 4 ¢ fiir geg. 1) AKX, Q :=V o L(x(¥), u(¥), A aus

min dede —|—Vde
(QPy) s.t. h( )+Vh(x<k)TdX:0 i€&
g(x¥) + Vgi(xNTd, <0 ieT

288: 887¢[886,891]



SQP-Verf.

Das QP des SQP-Verfahrens

min  f(x)
(P) st hi(x)=0 €&, LiuA):=F(x)+>_ uh(x)+> Ngix),
gi(x)<0 ieZ icg i€z
bestimme x(<*1) :=x() 4 ¢ fiir geg. 1) AKX, Q :=V o L(x(¥), u(¥), A aus
min dede —|—Vf dy min dede —|—Vf dy
(QPy) s.t. h( )+Vh(x<k)TdX:0 i€l — st Ahd —fh(k [y,,eRf]
gi(xM) +Vg(xNTd, <0 ieZ Agd < —g [y, € RT]

wobei Al = J,(x(0), Af = L (x(0), setze plktD) = —y{K) \(ktD) .= _(K).

288: 888€[886,891]



SQP-Verf.

Das QP des SQP-Verfahrens

min  f(x)
(P) st. h(x)=0 i€& . L) =Fx)+> mh(x)+ Ngi(x),
gi(x)<0 ieZ icg i€z
bestimme x(<*1) :=x() 4 ¢ fiir geg. 1) AKX, Q :=V o L(x(¥), u(¥), A aus
min dede —|—Vf dy min dede —|—Vf dy
(QPy) s.t. h( )+Vh(x<k)TdX:0 i€l — st Ahd —fh(k [y,,eRf]
gi(xM) +Vg(xNTd, <0 ieZ Agd < —g [y, € RT]

wobei Al = J,(x(0), Af = L (x(0), setze plktD) = —y{K) \(ktD) .= _(K).

Bemerkungen:

o Ist (x(), 1K) \(K)) nahe genug an (x*, u*, \*), das die hinr. Opt.-Bed.
und strenge Kompl. erfiillt, sind die aktiven Mengen gleich und Newton
garantiert lokal quadratische Konvergenz.

288: 889€[886,891]



SQP-Verf.

Das QP des SQP-Verfahrens

min  f(x)
(P) st. h(x)=0 i€& . L) =Fx)+> mh(x)+ Ngi(x),
gi(x)<0 ieZ icg i€z
bestimme x(x+1) .= x () 4+ 4% fiir geg. pF XK Qe =V o L(xF), (K A(K)) aus
min dede —|—Vf dy min dede —|—Vf dy
(QPy) s.t. h( )+Vh(x<k)TdX:0 i€l — st Ahd —fh(k [y,,eRf]
gi(xM) +Vg(xNTd, <0 ieZ Agd < —g [y, € RT]

wobei Al = J,(x(0), Af = L (x(0), setze plktD) = —y{K) \(ktD) .= _(K).

Bemerkungen:
o Ist (x(), 1K) \(K)) nahe genug an (x*, u*, \*), das die hinr. Opt.-Bed.
und strenge Kompl. erfiillt, sind die aktiven Mengen gleich und Newton
garantiert lokal quadratische Konvergenz.
e (Qy enthilt Krummung von f und den aktiven Nebenbedingungen,
Q= V2F(xM) 4 Fice iV V2hi(x9) + 3107 X V2 (xM),
— kurze Schritte in Richtungen mit starker Anderung wichtiger Funktionen.

288: 890€[886,891]



SQP-Verf.

Das QP des SQP-Verfahrens

min  f(x)
(P) st. h(x)=0 i€&, LlixuA):=Ffx)+ wh(x)+Y Ngilx),
gi(x)<0 ieZ icg i€z
bestimme x(x+1) .= x () 4+ 4% fiir geg. pF XK Qe =V o L(xF), (K A(K)) aus
min dede —|—Vf dy min dede —|—Vf dy
(QPy) s.t. h( )+ Vh; (x(k)TdX:O icf — st Ahd —fh(k) [y,,eRf]
gi(xM) +Vg(xNTd, <0 ieZ Agd < —g [y, € RT]

wobei Al = J,(x(0), Af = L (x(0), setze plktD) = —y{K) \(ktD) .= _(K).

Bemerkungen:
o Ist (x(), 1K) \(K)) nahe genug an (x*, u*, \*), das die hinr. Opt.-Bed.
und strenge Kompl. erfiillt, sind die aktiven Mengen gleich und Newton
garantiert lokal quadratische Konvergenz.
e (Qy enthilt Krummung von f und den aktiven Nebenbedingungen,
Q= V2F(x ) + ;e i IV2hi(x0) 4 3, V245 (xM),
— kurze Schritte in Richtungen mit starker Anderung wichtiger Funktionen.
e Die Hessematrizen in Q sind durch BFGS, etc. approximierbar.

288: 891€[886,891]
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7.5.2 Globalisierung mit Merit-Funktionen
Verwende die Lésung d$) von (QPx) als Suchrichtung und bestimme
x(kH1) = (k) 4 akdik) durch Line-Search beziiglich einer Merit-Funktion,
die Verbesserung in Zielfunktion und Zulassigkeit gemeinsam bewertet.

289: 892¢[892,895]



SQP-Verf.

7.5.2 Globalisierung mit Merit-Funktionen
Verwende die Lésung d$) von (QPx) als Suchrichtung und bestimme

x(k+1) = x(K) akdik) durch Line-Search beziiglich einer Merit-Funktion,
die Verbesserung in Zielfunktion und Zulassigkeit gemeinsam bewertet.

h-Merit-Funktion: Fiir geg. Strafparameter v > 0 verwende

£, (x) == F(x) + [ D [hi(x)| + Y max{0, gi(x)}]
icg ieT
o f, ist nicht diffbar, aber Richtungsabl. existiert und geniigt fiir Line-Search.
o d{) ist Abstiegsrichtung fiir £, fiir v > max({|ui| : i € E} U{\; : i € T}).

289: 893€[892,895]
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7.5.2 Globalisierung mit Merit-Funktionen
Verwende die Lésung d$) von (QPx) als Suchrichtung und bestimme
x(kH1) = (k) 4 akdik) durch Line-Search beziiglich einer Merit-Funktion,
die Verbesserung in Zielfunktion und Zulassigkeit gemeinsam bewertet.

h-Merit-Funktion: Fiir geg. Strafparameter v > 0 verwende
£,(x) = F() +7[ D Ihi(x)[ + D max{0, gi(x)}]
ice ieT
o f, ist nicht diffbar, aber Richtungsabl. existiert und geniigt fiir Line-Search.
o d{) ist Abstiegsrichtung fiir £, fiir v > max({|ui| : i € E} U{\; : i € T}).

Augmentierte-Lagrange-Merit-Funktion von Fletcher: Fiir geg. v > 0,
L(x, p, A) == f(x) + Zu,-h,-(x) + Z igi(x) + V[Z hi(x)? + Z max{0, gi(x)}’]
i€ i€z icg i€z
o differenzierbar und fiir v groB genug ist dik) Abstiegsrichtung
e Die Wahl von v hat starken Einfluss auf das Konvergenzverhalten ...

289: 894¢[892,895]



SQP-Verf.

7.5.2 Globalisierung mit Merit-Funktionen
Verwende die Lésung d$) von (QPx) als Suchrichtung und bestimme

x(k+1) = x(K) akdik) durch Line-Search beziiglich einer Merit-Funktion,
die Verbesserung in Zielfunktion und Zulassigkeit gemeinsam bewertet.

h-Merit-Funktion: Fiir geg. Strafparameter v > 0 verwende
£,(x) = F() +7[ D Ihi(x)[ + D max{0, gi(x)}]
ice ieT
o f, ist nicht diffbar, aber Richtungsabl. existiert und geniigt fiir Line-Search.
o d{) ist Abstiegsrichtung fiir £, fiir v > max({|ui| : i € E} U{\; : i € T}).

Augmentierte-Lagrange-Merit-Funktion von Fletcher: Fiir geg. v > 0,
L(x, p, A) == f(x) + Zu,-h,-(x) + Z igi(x) + V[Z hi(x)? + Z max{0, gi(x)}’]
i€ i€z icg i€z
o differenzierbar und fiir v groB genug ist dik) Abstiegsrichtung
e Die Wahl von v hat starken Einfluss auf das Konvergenzverhalten ...

Generelles Problem: Maratos-Effekt
Line-Search bzgl. Merit-Funktion verbietet oft Schrittweite 1 im Gebiet
der lokalen quadratischen Konvergenz — schlechte lokale Konvergenz.

Es gibt heuristische Gegenstrategien ...
289: 895€[892,895]
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7.5.3 Globalisierung mit Trust-Region-Ansatzen

Klassischer Ansatz:

e Fordere zusitzlich ||dy|| < A oder, damit iiber lineare Nebenbed.
darstellbar, ||dy||oo := max{|[dy]i| : i =1,...,n} < A.

e Schwierigkeit: Ist x(¥) unzulissig, kann durch ||dy||cc < A auch (QPy)
unzuldssig werden. Losungsvorschldge sind z.B. erst ein
Zulassigkeitsproblem zu I6sen und dann A zu wahlen, etc.

290: 896€(896,899]



SQP-Verf.

7.5.3 Globalisierung mit Trust-Region-Ansatzen
Klassischer Ansatz:
e Fordere zusitzlich ||dy|| < A oder, damit iiber lineare Nebenbed.
darstellbar, ||dx|loo := max{|[di];| : i =1,...,n} <A.
e Schwierigkeit: Ist x(¥) unzulissig, kann durch ||dy||cc < A auch (QPy)
unzuldssig werden. Losungsvorschldge sind z.B. erst ein
Zulassigkeitsproblem zu 16sen und dann A zu wahlen, etc.

Kombinierter Strafansatz: (im open-source-Paket IPOPT implementiert)
Idee: x ist zuldssig, wenn max({|hi(x)|: i€ E} U{gi(x):ieZ}u{0})=0.

290: 897¢[896,899]



SQP-Verf.

7.5.3 Globalisierung mit Trust-Region-Ansatzen
Klassischer Ansatz:
e Fordere zusitzlich ||dy|| < A oder, damit iiber lineare Nebenbed.
darstellbar, ||dx|loo := max{|[di];| : i =1,...,n} <A.
e Schwierigkeit: Ist x(¥) unzulissig, kann durch ||dy||cc < A auch (QPy)
unzuldssig werden. Losungsvorschldge sind z.B. erst ein
Zulassigkeitsproblem zu 16sen und dann A zu wahlen, etc.

Kombinierter Strafansatz: (im open-source-Paket IPOPT implementiert)
Idee: x ist zuldssig, wenn max({|hi(x)|: i€ E} U{gi(x):ieZ}u{0})=0.
— Lose als Trust-Region-Unterproblem fiir Strafparameter v > 0
min %dXTdeX + kaTdX + s
st. —s < hi(xt) + Vh(xNTd, <s i€é€
gi(x" ) + Vg (xN)Td, <s i€l
-A<[d];<A(i=1,...,n),5s>0

290: 898€[896,899]
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7.5.3 Globalisierung mit Trust-Region-Ansatzen
Klassischer Ansatz:
e Fordere zusitzlich ||dy|| < A oder, damit iiber lineare Nebenbed.
darstellbar, ||dx|loo := max{|[di];| : i =1,...,n} <A.
e Schwierigkeit: Ist x(¥) unzulissig, kann durch ||dy||cc < A auch (QPy)
unzuldssig werden. Losungsvorschldge sind z.B. erst ein
Zulassigkeitsproblem zu 16sen und dann A zu wahlen, etc.

Kombinierter Strafansatz: (im open-source-Paket IPOPT implementiert)
Idee: x ist zuldssig, wenn max({|hi(x)|: i€ E} U{gi(x):ieZ}u{0})=0.
— Lose als Trust-Region-Unterproblem fiir Strafparameter v > 0
min %dXTdeX + kaTdX + s
st. —s < hi(xt) + Vh(xNTd, <s i€é€
gi(x" ) + Vg (xN)Td, <s i€l
-A<[d];<A(i=1,...,n),5s>0
Der Trust-Region Algorithmus vergleicht Fortschritt der Funktion
£,(d) :== f(x®4d) + ymax({|hi(xF +d)| : i € E} U {g(xK)+d) : i € T} U {0})
zum Fortschritt im Modell und passt A entsprechend an. Strafparameter
~ wird nur bei Verletzung der Nebenbed. vergréBert, wenn der Fortschritt

Richtung Zulassigkeit im Verhaltnis zur Schrittlange zu klein ist.
290: 899¢ [396,596]
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7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

291: 900€[900,911]



SQP-Verf.

7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz
Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. o(x):=max({|h;j(x)|: i€ E}U{gi(x):i€T}U{0}).
Betrachte (£, px) == (F(x(),p(x(¥)) als Punkt in R2. f

291: 901€[900,911]
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7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. o(x):=max({|h;j(x)|: i€ E}U{gi(x):i€T}U{0}).

Betrachte (£, px) == (F(x(),p(x(¥)) als Punkt in R2. f

Ein Filter enthadlt derzeit akzeptierte Punkte,
Fi={(f,05) 1j € I {1, k}}.

291: 902€[900,911]
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7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. VerletzungsmaB, z.B. ¢(x):=max({|hi(x)|: i€eE}U{gi(x):i€eZ}U{0}).

Betrachte (£, px) == (F(x(),p(x(¥)) als Punkt in R2. f
Ein Filter enthadlt derzeit akzeptierte Punkte,

X Fe={(f9j):J e__jk C{1,...,k}}. dominiert
Ein (f,9) € R? dominiert (f,®) € R?, falls o
f<fund $ <.
]
e
0

291: 903€[900,911]
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7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz
Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue

Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. o(x):=max({|h;j(x)|: i€ E}U{gi(x):i€T}U{0}).

Betrachte (£, px) == (F(x(),p(x(¥)) als Punkt in R2. f
Ein Filter enthadlt derzeit akzeptierte Punkte, :
Fi={(6.9) J € J C{L... k}H} |

Ein (f,$) € R? dominiert (f,3) € R?, falls 6--

f<Fundp<q.

1
é-

I
1
|
6--.

291: 904€[900,911]
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7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. ¢(x):=max({|hi(x)|: IGS}U{g,( ):ieZIu{0}).
Betrachte (fi, px) == (f(x(*)), p(x())) als Punkt in R2. '6-
Ein Filter enthadlt derzeit akzeptierte Punkte, o
Fio={(f0) j€ I C{1,....k}}.
Ein (f,$) € R? dominiert (f,3) € R?, falls o - -,
f<Fundp<q.
Ein (f,$) € R? wird von F fiir gegebene ¥
0 < <72 <1 akzeptiert, falls o
Vj € Jk 1 (¢ < 12p5) oder (f + ¢ < )
[Hinreichende Verbesserung in Verletzung oder Wert]

akzeptiert |

291: 905€[900,911]



SQP-Verf.

7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. ¢(x):=max({|hi(x)|: IGS}U{g,( ):ieZIu{0}).

Betrachte (fi, px) == (f(x(*)), p(x())) als Punkt in R2. '6-

Ein Filter enthadlt derzeit akzeptierte Punkte, o

Fio={(f0) j€ I C{1,....k}}. °

Ein (f,$) € R? dominiert (f,3) € R?, falls o - -,
f<Fundp<q.

Ein (f,$) € R? wird von F fiir gegebene ¥

0 < <72 <1 akzeptiert, falls o

Vj € Jk 1 (¢ < 12p5) oder (f + ¢ < )
[Hinreichende Verbesserung in Verletzung oder Wert]

akzeptiert |

291: 906€[900,911]



SQP-Verf.

7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. ¢(x):=max({|hi(x)|: IGS}U{g,( ):ieZIu{0}).
Betrachte (fi, px) == (f(x(*)), p(x())) als Punkt in R2. '6-
Ein Filter enthadlt derzeit akzeptierte Punkte, o
Fio={(f0) j€ I C{1,....k}}.

Ein (f,$) € R? dominiert (f,3) € R?, falls o - -,

f<Fundp<q.

Ein (f,$) € R? wird von F fiir gegebene ¥

0 < 71 < 72 <1 akzeptiert, falls A I o !

Vj € Jk 1 (¢ < 12p5) oder (f + ¢ < )
[Hinreichende Verbesserung in Verletzung oder Wert]

o - - -4-
1
1

akzeptiert |

291: 907€[900,911]



SQP-Verf.

7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. ¢(x):=max({|hi(x)|: IGS}U{g,( ):ieZIu{0}).
Betrachte (fi, px) == (f(x(*)), p(x())) als Punkt in R2. '6-
Ein Filter enthadlt derzeit akzeptierte Punkte, o
Fio={(f0) j€ I C{1,....k}}.

Ein (f,$) € R? dominiert (f,3) € R?, falls o - -,

f<Fundp<q.

Ein (f,$) € R? wird von F fiir gegebene ¥

0 < <72 <1 akzeptiert, falls o

Vj € Jk 1 (¢ < 12p5) oder (f + ¢ < )
[Hinreichende Verbesserung in Verletzung oder Wert]

akzeptiert |

291: 908€[900,911]



Strafverf. Augm .-Lagr.-Verf. Barriere quad. Opt. SQP-Verf. Steuerung

7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. o(x):=max({|h;j(x)|: i€ E}U{gi(x):i€T}U{0}).
Betrachte (£, px) == (F(x(),p(x(¥)) als Punkt in R2. f
Ein Filter enthadlt derzeit akzeptierte Punkte,

Fi = {(61901) JE I C {Lak}}
Ein (f,$) € R? dominiert (f,3) € R?, falls

F<fund @ <.
Ein (f,$) € R2 wird von F fiir gegebene
0 < 71 < 72 <1 akzeptiert, falls A
Vj € Jk 1 (¢ < 729;) oder (f + m¢p < f))

[Hinreichende Verbesserung in Verletzung oder Wert]
Wird (fei1, pkr1) von Fy akzeptiert, setze
Fir1 = {(fer1, prt1) U

{(f, @) € Fx nicht von (fit1, k+1) dominiert}

291: 909€[900,911]



SQP-Verf.

7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz

Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. o(x):=max({|h;j(x)|: i€ E}U{gi(x):i€T}U{0}).
Betrachte (£, o) == (F(x(),p(x(¥)) als Punkt in R2. £4 1
Ein Filter enthadlt derzeit akzeptierte Punkte, 5!
Fi = {(ﬂvWJ):je-jkg{la-"vk}}' ::
Ein (f,$) € R? dominiert (f,3) € R?, falls "
f<fund <@ "
Ein (f,$) € R? wird von F fiir gegebene n
0 <91 <72 <1 akzeptiert, falls - oo - o
Vj € Jk 1 (¢ < 12p5) oder (f + ¢ < ) -
[Hinreichende Verbesserung in Verletzung oder Wert] '
Wird (fit1, @kt+1) von Fy akzeptiert, setze E o -
Fir1 = {(fer1, prt1) U !
{(f,®) € Fi nicht von (fi11, pk+1) dominiert} -

291: 910€[900,911]



SQP-Verf.

7.5.4 Globalisierung mit einem Filter-Ansatz
Idee: Ersetze die Merit-Funktion durch ein Akzeptanzschema, das neue
Punkte akzeptiert, wenn sie Verbesserung in Zielfunktion oder Verletzung
bringen (also bikriteriell besser sind).

©(x) .. .VerletzungsmaB, z.B. o(x):=max({|h;j(x)|: i€ E}U{gi(x):i€T}U{0}).
Betrachte (£, o) == (F(x(),p(x(¥)) als Punkt in R2. £4 1
Ein Filter enthadlt derzeit akzeptierte Punkte, 5!
Fi = {(ﬂvWJ):je-jkg{la-"’k}}' ::
Ein (f,$) € R? dominiert (f,3) € R?, falls "
f<fund <@ "
Ein (f,$) € R? wird von F fiir gegebene n
0 <91 <72 <1 akzeptiert, falls - oo - o
Vj € Jk 1 (¢ < 12p5) oder (f + ¢ < ) -
[Hinreichende Verbesserung in Verletzung oder Wert] '
Wird (fit1, @kt+1) von Fy akzeptiert, setze E o -
Fir1 = {(fer1, prt1) U !
{(f,®) € Fi nicht von (fi11, pk+1) dominiert} -~
[Der Filter sichert monotone Verbesserung und sammelt Erfahrung iiber
gute Werte |

291: 911€[900,911]




SQP-Verf.

Trust-Region-Variante eines Filter-Ansatzes
Schritt dy I6st approximativ ein polyedrisches Trust-Region-Unterproblem:

min %dXTdeX + kaTdX

st. hi(x9)+ Vh(xNTd, =0 icé&
g(x ) + Vg (xXN)Td, <0 ieT
~A<[d]i<A ie{l,...,n}

(QP)

202: 912€[912,915]



SQP-Verf.

Trust-Region-Variante eines Filter-Ansatzes
Schritt dy I6st approximativ ein polyedrisches Trust-Region-Unterproblem:

min %dXTdeX + kaTdX

st. hi(x9)+ Vh(xNTd, =0 icé&
g(x ) + Vg (xXN)Td, <0 ieT
~A<[d]i<A ie{l,...,n}

(QPE)

Falls (QP2) unzuldssig ist (in ||dx||eo < A ist kein zul. Punkt), fiihre
Wiederherstellungs-Phase (restauration phase) durch:

Minimiere nur Verletzung o(x), bis fiir Filter akzeptabel — neues A, aber

~

= der Filter darf nur unzul3ssige Punkte (f, @) mit ¢ > 0 enthalten!

292: 913€[912,915]



SQP-Verf.

Trust-Region-Variante eines Filter-Ansatzes
Schritt dy I6st approximativ ein polyedrisches Trust-Region-Unterproblem:

min %dXTdeX + kaTdX

st. hi(x9)+ Vh(xNTd, =0 icé&
g(x ) + Vg (xXN)Td, <0 ieT
~A<[d]i<A ie{l,...,n}

(QPE)

Falls (QP2) unzuldssig ist (in ||dx||eo < A ist kein zul. Punkt), fiihre
Wiederherstellungs-Phase (restauration phase) durch:

Minimiere nur Verletzung o(x), bis fiir Filter akzeptabel — neues A, aber

~

= der Filter darf nur unzul3ssige Punkte (f, @) mit ¢ > 0 enthalten!

Verwende dazu folgende Sonderregel:
Vom Filter akzeptierte Punkte werden nur dann zum Filter hinzugefiigt,
wenn der nichste Schritt zu einer Wiederherstellung fiihrt = ¢(x(¥)) > 0.

292: 914€[912,915]



SQP-Verf.

Trust-Region-Variante eines Filter-Ansatzes
Schritt dy I6st approximativ ein polyedrisches Trust-Region-Unterproblem:

min %dXTdeX + kaTdX

st. hi(x9)+ Vh(xNTd, =0 icé&
g(x ) + Vg (xXN)Td, <0 ieT
~A<[d]i<A ie{l,...,n}

(QPE)

Falls (QP2) unzuldssig ist (in ||dx||eo < A ist kein zul. Punkt), fiihre
Wiederherstellungs-Phase (restauration phase) durch:

Minimiere nur Verletzung o(x), bis fiir Filter akzeptabel — neues A, aber

~

= der Filter darf nur unzul3ssige Punkte (f, @) mit ¢ > 0 enthalten!

Verwende dazu folgende Sonderregel:
Vom Filter akzeptierte Punkte werden nur dann zum Filter hinzugefiigt,
wenn der nichste Schritt zu einer Wiederherstellung fiihrt = ¢(x(¥)) > 0.

Der Algorithmus dazu nutzt weitere Parameter:
A ... Mindestradius nach Wiederherstellung
u ... maximale Unzuldssigkeit fiir ¢ im Filter
o € (0,1) ... Modellqualitat fiir Reduktion von A

292: 915€[912,915]



SQP-Verf.

Filter-SQP-Algorithmus

0. Wihle x(O, u > o(x(9), A >0, o € (0,1), setze Fo := {(—o0,u)}, k:=1

293: 916€[916,924]



SQP-Verf.

Filter-SQP-Algorithmus
0. Wihle x(O, u > o(x(9), A >0, o € (0,1), setze Fo := {(—o0,u)}, k:=1

1. Wiederherstellung: Ausgehend von x(*=1 finde x() und A > A mit
(f«, o) wird von Fy_1 akzeptiert und (QPE) ist zulissig.

293: 917€[916,924]



SQP-Verf.

Filter-SQP-Algorithmus

0. Wihle x(O, u > o(x(9), A >0, o € (0,1), setze Fo := {(—o0,u)}, k:=1
1. Wiederherstellung: Ausgehend von x(*=1 finde x() und A > A mit

(f«, o) wird von Fy_1 akzeptiert und (QPE) ist zulissig.
2. SQP-Schritt: Lése (QPR) — d..

Falls (QP2) unzul., setze Fy := {(fi, ox)} U Fk_1, k — k+1, GOTO 1.

293: 918€[916,924]



SQP-Verf.

Filter-SQP-Algorithmus

0. Wihle x(O, u > o(x(9), A >0, o € (0,1), setze Fo := {(—o0,u)}, k:=1

1. Wiederherstellung: Ausgehend von x(k~1) finde x(¥) und A > A
(f«, o) wird von Fy_1 akzeptiert und (QPE) ist zulissig.

2. SQP-Schritt: Lése (QPR) — d..

Falls (QPA) unzul., setze Fi := {(fx, pk)} U Fx_1, k — k+1, GOTO 1.
3. Ist d, = 0, STOP, x(¥) st stationirer Punkt.

mit

293: 910€[916,924]



SQP-Verf.

Filter-SQP-Algorithmus

0. Wihle x(O, u > o(x(9), A >0, o € (0,1), setze Fo := {(—o0,u)}, k:=1
1. Wiederherstellung: Ausgehend von x(*=1 finde x() und A > A mit

(f«, o) wird von Fy_1 akzeptiert und (QPE) ist zulissig.
2. SQP-Schritt: Lése (QPR) — d..

Falls (QPA) unzul., setze Fi := {(fx, pk)} U Fx_1, k — k+1, GOTO 1.

st dy = 0, STOP, x(¥) ist stationarer Punkt.
4. Wird (f(x + d), o(x®) + dy)) nicht vom erweiterten Filter

Fr—1 U {(fk, ox)} akzeptiert, setze A — A/2, GOTO 2.

w

293: 920€[916,924]



SQP-Verf.

Filter-SQP-Algorithmus

0. Wihle x(O, u > o(x(9), A >0, o € (0,1), setze Fo := {(—o0,u)}, k:=1
1. Wiederherstellung: Ausgehend von x(*=1 finde x() und A > A mit

(f«, o) wird von Fy_1 akzeptiert und (QPE) ist zulissig.
2. SQP-Schritt: Lése (QPR) — d..

Falls (QPA) unzul., setze Fi := {(fx, pk)} U Fx_1, k — k+1, GOTO 1.
3. Ist d, = 0, STOP, x(¥) ist stationérer Punkt.
4. Wird (f(x + d), o(x®) + dy)) nicht vom erweiterten Filter

Fr—1 U {(fk, ox)} akzeptiert, setze A — A/2, GOTO 2.
5. Setze Aq := —1d] Qudx — V£ di und Af := i, — f(x¥) + d,).

Ist Ag > 0 und Af < 0Agq, setze A — A/2 und GOTO 2.

[Der Fortschritt in f ist im Vergleich zum Modell zu gering.]

203: 921€[916,924]



SQP-Verf.

Filter-SQP-Algorithmus

0. Wihle x(O, u > o(x(9), A >0, o € (0,1), setze Fo := {(—o0,u)}, k:=1
1. Wiederherstellung: Ausgehend von x(*=1 finde x() und A > A mit
(f«, o) wird von Fy_1 akzeptiert und (QPE) ist zulissig.
2. SQP-Schritt: Lése (QPR) — d..
Falls (QPA) unzul., setze Fi := {(fx, pk)} U Fx_1, k — k+1, GOTO 1.
3. Ist d, = 0, STOP, x(¥) ist stationérer Punkt.
4. Wird (f(x + d), o(x®) + dy)) nicht vom erweiterten Filter
Fr—1 U {(fk, ox)} akzeptiert, setze A — A/2, GOTO 2.
5. Setze Aq := —1d] Qudx — V£ di und Af := i, — f(x¥) + d,).
Ist Ag > 0 und Af < 0Agq, setze A — A/2 und GOTO 2.
[Der Fortschritt in f ist im Vergleich zum Modell zu gering.]
6. Ist Ag <0, [= x(K) ist unzulissig, sonst wire dy =0 besser]
setze Fy := {(fx, o)} U Fr—1, sonst Fy := Fr_1

203: 922€[916,924]



SQP-Verf.

Filter-SQP-Algorithmus

0. Wihle x(O, u > o(x(9), A >0, o € (0,1), setze Fo := {(—o0,u)}, k:=1
1. Wiederherstellung: Ausgehend von x(*=1 finde x() und A > A mit
(f«, o) wird von Fy_1 akzeptiert und (QPE) ist zulissig.
2. SQP-Schritt: Lése (QPR) — d..
Falls (QPA) unzul., setze Fi := {(fx, pk)} U Fx_1, k — k+1, GOTO 1.
3. Ist dy = 0, STOP, x(¥) ist stationarer Punkt.
4. Wird (f(x + d), o(x®) + dy)) nicht vom erweiterten Filter
Fr—1 U {(fk, ox)} akzeptiert, setze A — A/2, GOTO 2.
5. Setze Aq := —1d] Qudx — V£ di und Af := i, — f(x¥) + d,).
Ist Ag > 0 und Af < 0Agq, setze A — A/2 und GOTO 2.
[Der Fortschritt in f ist im Vergleich zum Modell zu gering.]
6. Ist Ag <0, [= x(K) ist unzulissig, sonst wire dy =0 besser]
setze Fy := {(fx, o)} U Fr—1, sonst Fy := Fr_1
7. Setze x(k+1) .= x() 4 d,, k — k+1, wihle A > A, GOTO 2.

293: 923€[916,924]



6.

7.

SQP-Verf.

Filter-SQP-Algorithmus

- Wihle O, u > o(x(®), A >0, 0 € (0,1), setze Fo := {(—o0,u)}, k:=1
. Wiederherstellung: Ausgehend von x(*=1 finde x(X) und A > A mit

(f«, o) wird von Fy_1 akzeptiert und (QPE) ist zulissig.

. SQP-Schritt: Lése (QPA) — dy.

Falls (QP2) unzul., setze Fy := {(f, ox)} U Fk—1, k — k+1, GOTO 1.

st d, = 0, STOP, x(k) ist stationirer Punkt.
- Wird (f(x%) + dy), p(x¥) + dy)) nicht vom erweiterten Filter

Fr—1 U {(fk, ox)} akzeptiert, setze A — A/2, GOTO 2.

. Setze Aq := —3d] Qudx — VAT dy und Af := fi — f(x19) + d,).

Ist Ag > 0 und Af < 0Agq, setze A — A/2 und GOTO 2.
[Der Fortschritt in f ist im Vergleich zum Modell zu gering.]
Ist Ag <0, [= x(k) jst unzuldssig, sonst wire dy = 0 besser|
setze Fy := {(fx, o)} U Fr—1, sonst Fy := Fr_1

Setze x(k+1) .= x(K) 4 d,, k « k+1, wihle A > A, GOTO 2.

Unter geeigneten Voraussetzungen kann Konvergenz gegen einen
stationdren Punkt gezeigt werden.

203: 924€[916,924]



Steuerung

Inhaltsiuibersicht

Restringierte Optimierung: Verfahren

7.6 Anwendungsbeispiel: Optimalsteuerung
Mathematisches Modell
Zeitoptimale Steuerung
Diskretisierung

294: 925¢[925,925]



Strafverf. Augm.-Lagr.-Verf. Barriere quad. Opt SQP-Verf Steuerung

7.6 Anwendungsbeispiel: Optimalsteuerung

Wie muss die Laufkatze eines Industriekrans gesteuert werden, damit eine
Last aus dem Ruhezustand in Punkt P méglichst schnell zu Punkt Q
transportiert wird und dort wieder ruhig hangt?

295: 926€[926,928)]



Strafverf. Augm.-Lagr.-Verf. Barriere quad. Opt SQP-Verf. Steuerung

7.6 Anwendungsbeispiel: Optimalsteuerung

Wie muss die Laufkatze eines Industriekrans gesteuert werden, damit eine
Last aus dem Ruhezustand in Punkt P méglichst schnell zu Punkt Q
transportiert wird und dort wieder ruhig hangt?

Die erste Idee — bis zur Halfte voll beschleunigen, dann voll bremsen — ist
nicht richtig.

295: 927€[926,928]


http://www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/talks/crane_trolley_Settings_0_moving_camera.avi

Strafverf. Augm.-Lagr.-Verf. Barriere quad. Opt SQP-Verf. Steuerung

7.6 Anwendungsbeispiel: Optimalsteuerung

Wie muss die Laufkatze eines Industriekrans gesteuert werden, damit eine
Last aus dem Ruhezustand in Punkt P méglichst schnell zu Punkt Q
transportiert wird und dort wieder ruhig hangt?

Wie lasst sich das mathematisch modellieren?

(Material und lllustrationen von Prof. Dr. Roland Herzog)

295: 928€[926,928)]



Steuerung

7.6.1 (eindimensionale) Laufkatze: Mathematisches Modell
s(t): horizontale Position der Laufkatze
d(t): horizontale Position der Last

M: die Masse der Laufkatze
m: die Masse der Last
u(t): Steuerung, hier die auf die Laufkatze
einwirkende Kraft (E-Motor)
©(t): Winkel der Last zur Vertikalen
g: die Erdbeschleunigung
L: die Lange des Seiles

wlé)

296: 929€[929,933)]



Steuerung

7.6.1 (eindimensionale) Laufkatze: Mathematisches Modell
s(t): horizontale Position der Laufkatze
d(t): horizontale Position der Last ule)
M: die Masse der Laufkatze . : %J—_’
m: die Masse der Last
u(t): Steuerung, hier die auf die Laufkatze
einwirkende Kraft (E-Motor)
©(t): Winkel der Last zur Vertikalen
g: die Erdbeschleunigung
L: die Lange des Seiles

Der Zustand y(t) € R* wird durch Position s(t) und Geschwindigkeit

5(t) := 2 der Laufkatze sowie Relativposition z(t) := s(t) — d(t) und

Relativgeschwindigkeit z(t) der Last zur Laufkatze beschrieben,
y=(s,%22)". [t wird meist weggelassen]

296: 930€[929,933]



Steuerung

7.6.1 (eindimensionale) Laufkatze: Mathematisches Modell
s(t): horizontale Position der Laufkatze
d(t): horizontale Position der Last ule)
M: die Masse der Laufkatze ‘ e
m: die Masse der Last
u(t): Steuerung, hier die auf die Laufkatze
einwirkende Kraft (E-Motor)
©(t): Winkel der Last zur Vertikalen
g: die Erdbeschleunigung
L: die Lange des Seiles

Der Zustand y(t) € R* wird durch Position s(t) und Geschwindigkeit
5(t) := 2 der Laufkatze sowie Relativposition z(t) := s(t) — d(t) und
Relativgeschwindigkeit z(t) der Last zur Laufkatze beschrieben,
y=(s,%22)". [t wird meist weggelassen]
Bewegungsgleichungen beschreiben die Beschleunigung und damit die
Veradnderung des Zustands iiber die Zeit. Fiir kleine Winkel ¢ ist

§(t) = —%%z—k%
_ (m+M)g u(t)
Z( )7—Tzz+ E

296: 931€[929,933)]



Steuerung

7.6.1 (eindimensionale) Laufkatze: Mathematisches Modell

s(t): horizontale Position der Laufkatze
d(t): horizontale Position der Last
M: die Masse der Laufkatze

wlé)

m: die Masse der Last
u(t): Steuerung, hier die auf die Laufkatze
einwirkende Kraft (E-Motor)
©(t): Winkel der Last zur Vertikalen
g: die Erdbeschleunigung
L: die Lange des Seiles

Der Zustand y(t) € R* wird durch Position s(t) und Geschwindigkeit
5(t) := 25 der Laufkatze sowie Relativposition z(t) := s(t) — d(t) und

ot
Relativgeschwindigkeit z(t) der Last zur Laufkatze beschrieben,
y=(s,%22)". [t wird meist weggelassen]

Bewegungsgleichungen beschreiben die Beschleunigung und damit die

Veradnderung des Zustands iiber die Zeit. Fiir kleine Winkel ¢ ist

. mg u(t) 01 0 0
W= -yt w oo -

 (m+M)g | u(t) < Y=loo o 1Yt
L

e m+M
M 00 —{mthe o

296: 932€[929,933]
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Steuerung

7.6.1 (eindimensionale) Laufkatze: Mathematisches Modell
s(t): horizontale Position der Laufkatze
d(t): horizontale Position der Last ule)
M: die Masse der Laufkatze . : LEJ—_’
m: die Masse der Last
u(t): Steuerung, hier die auf die Laufkatze
einwirkende Kraft (E-Motor)
©(t): Winkel der Last zur Vertikalen
g: die Erdbeschleunigung
L: die Lange des Seiles

Der Zustand y(t) € R* wird durch Position s(t) und Geschwindigkeit
5(t) := 2 der Laufkatze sowie Relativposition z(t) := s(t) — d(t) und
Relativgeschwindigkeit z(t) der Last zur Laufkatze beschrieben,
y=(s,%22)". [t wird meist weggelassen]
Bewegungsgleichungen beschreiben die Beschleunigung und damit die
Veradnderung des Zustands iiber die Zeit. Fiir kleine Winkel ¢ ist

01 0 0 0

lineare gewdhnliche . . |00 —3F i
Differentialgleichung y=Ay+Bu o y= 00 0 1Y+ lo|H

00 _ (m+M)g 0 1

ML M

296: 933€[929,933)]



Steuerung

Optimalsteueraufgaben fiir gew. Diffgl.

Ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen

y(t) = f(t, y(t), u(t))
beschreibe die Entwicklung des Zustands y(t) in Abhingigkeit von Zeit t
und Steuerung u(t).

297: 934€[934,937]



Steuerung

Optimalsteueraufgaben fiir gew. Diffgl.
Ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen
y(t) = f(t, y(t), u(t))
beschreibe die Entwicklung des Zustands y(t) in Abhingigkeit von Zeit t
und Steuerung u(t).

Fiir t € [0, T] ist eine Steuerfunktion u(t) gesucht, die den Zustand y(t)
von einem Anfangszustand y(0) = yo in einen Endzustand y(T) = yt
tberfiihrt, dabei Zulissigkeitsbedingungen h(t, y(t), u(t)) < 0 erfillt und
zugleich eine Zielfunktion/Giitekriterium/Performance-MaB optimiert.

297: 935€[934,937]



Steuerung

Optimalsteueraufgaben fiir gew. Diffgl.
Ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen
y(t) = f(t, y(t), u(t))
beschreibe die Entwicklung des Zustands y(t) in Abhingigkeit von Zeit t
und Steuerung u(t).

Fiir t € [0, T] ist eine Steuerfunktion u(t) gesucht, die den Zustand y(t)
von einem Anfangszustand y(0) = yo in einen Endzustand y(T) = yt
tberfiihrt, dabei Zulissigkeitsbedingungen h(t, y(t), u(t)) < 0 erfillt und
zugleich eine Zielfunktion/Giitekriterium/Performance-MaB optimiert.

T
min  g(y(T)) + / fo(t,y(t),u(t)) dt Zielfunktion(al)
Y 0
st y(t) = f(t,y(t), u(t)) Differentialgleichung
y(0) =y Anfangsbedingungen
y(T)=yr Endbedingungen
h(t,y(t),u(t)) <0 Beschrankungen.

297: 936€[934,937]



Steuerung

Optimalsteueraufgaben fiir gew. Diffgl.
Ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen
y(t) = f(t, y(t), u(t))
beschreibe die Entwicklung des Zustands y(t) in Abhingigkeit von Zeit t
und Steuerung u(t).

Fiir t € [0, T] ist eine Steuerfunktion u(t) gesucht, die den Zustand y(t)
von einem Anfangszustand y(0) = yo in einen Endzustand y(T) = yt
tberfiihrt, dabei Zulissigkeitsbedingungen h(t, y(t), u(t)) < 0 erfillt und
zugleich eine Zielfunktion/Giitekriterium/Performance-MaB optimiert.

T
min  g(y(T)) + / fo(t,y(t),u(t)) dt Zielfunktion(al)
Y 0
st y(t) = f(t,y(t), u(t)) Differentialgleichung
y(0) =y Anfangsbedingungen
y(T)=yr Endbedingungen
h(t,y(t),u(t)) <0 Beschrankungen.

Die Endzeit T kann dabei fest gegeben oder auch frei (d.h. Teil der zu
optimierenden GréBen) sein, ebenso kénnten yy oder yr teilweise frei sein.

297: 937€[934,937]



Steuerung

7.6.2 Zeitoptimale Steuerung der Laufkatze

Die Laufkatze soll mit Last in kiirzest méglicher Zeit T vom Stillstand
am Punkt P zum Stillstand an einem Punkt Q gebracht werden.
— Zielfunktion:

208: 938€[938,942]



Steuerung

7.6.2 Zeitoptimale Steuerung der Laufkatze

Die Laufkatze soll mit Last in kiirzest méglicher Zeit T vom Stillstand
am Punkt P zum Stillstand an einem Punkt Q gebracht werden.

— Zielfunktion: min [ 1dt[= T]

— y(0) =

208: 939€([938,942]



Steuerung

7.6.2 Zeitoptimale Steuerung der Laufkatze

Die Laufkatze soll mit Last in kiirzest méglicher Zeit T vom Stillstand
am Punkt P zum Stillstand an einem Punkt Q gebracht werden.
— Zielfunktion: min [ 1dt[= T]
Position der Laufkatze
—y(0) = 0 Relativposition der Last zur Laufkatze
0 | Geschwindigkeit der Laufkatze
0 Relativgeschwindigkeit der Last zur Laufkatze

Ry

208: 940€[938,942)



Steuerung

7.6.2 Zeitoptimale Steuerung der Laufkatze

Die Laufkatze soll mit Last in kiirzest méglicher Zeit T vom Stillstand
am Punkt P zum Stillstand an einem Punkt Q gebracht werden.
— Zielfunktion: min [ 1dt[= T]
P\ Position der Laufkatze
—y(0) = 0 Relativposition der Last zur Laufkatze
0 | Geschwindigkeit der Laufkatze
0 Relativgeschwindigkeit der Last zur Laufkatze
— y(T) =(Q,0,0,0)7
Steuerbeschrankungen: —1 < u(t) <1 [keine unendliche Beschleunigung]
Es kénnte auch Zustandsbeschrankungen fiir y(t) (z.B. Hindernisse) geben.

208: 941€[938,942)



Steuerung

7.6.2 Zeitoptimale Steuerung der Laufkatze

Die Laufkatze soll mit Last in kiirzest méglicher Zeit T vom Stillstand
am Punkt P zum Stillstand an einem Punkt Q gebracht werden.
— Zielfunktion: min [ 1dt[= T]
P\ Position der Laufkatze
—y(0) = 0 Relativposition der Last zur Laufkatze
0 | Geschwindigkeit der Laufkatze
0 Relativgeschwindigkeit der Last zur Laufkatze
— y(T) =(Q,0,0,0)7
Steuerbeschrankungen: —1 < u(t) <1 [keine unendliche Beschleunigung]
Es kénnte auch Zustandsbeschrankungen fiir y(t) (z.B. Hindernisse) geben.

Hauptproblem noch:
T ist eine Variable und gibt zugleich den Definitionsbereich von u an!

208: 942€[938,942)



Steuerung

Transformation von freier Endzeit auf feste Endzeit

ming,7  g(y(T))+ Ji folt, y(t), u(t)) dt

s.t. y(t) = f(t,y(t), u(t))
)/(0) =)o
Y(T) =yr

h(t, y(t), u(t)) <0

299: 043€([043,047]

Zielfunktion(al)
Differentialgleichung
Anfangsbedingungen
Endbedingungen
Beschrénkungen.



Steuerung

Transformation von freier Endzeit auf feste Endzeit
min, 7 g(y(T)) + [y fo(t,y(t),u(t))dt  Zielfunktion(al)

s.t. y(t) = 1f(t,y(t), u(t)) Differentialgleichung
¥(0) = yo Anfangsbedingungen
y(T)=yr Endbedingungen
h(t, y(t),u(t)) <0 Beschrankungen.

Fiihre eine neue Zeitvariable 7 € [0,1] ein: t=7T, 7 € [0,1]
Definiere neue Zustidnde/Steuerung fiir 7: y(7) := y(vT), u(7) := u(rT)

299: 944€[943,947]



Steuerung

Transformation von freier Endzeit auf feste Endzeit
min, 7 g(y(T)) + [y fo(t,y(t),u(t))dt  Zielfunktion(al)

s.t. y(t) = 1f(t,y(t), u(t)) Differentialgleichung
¥(0) = yo Anfangsbedingungen
y(T)=yr Endbedingungen
h(t, y(t),u(t)) <0 Beschrankungen.

Fiihre eine neue Zeitvariable 7 € [0,1] ein: t=7T, 7 € [0,1]

Definiere neue Zustidnde/Steuerung fiir 7: y(7) := y(vT), u(7) := u(rT)

Die Differentialgleichung beziiglich 7 ergibt sich aus der Kettenregel,
F(r)=T G T) = TFT T, y(r). (7).

299: 945€(943,947]



Steuerung

Transformation von freier Endzeit auf feste Endzeit
min, 7 g(y(T)) + [y fo(t,y(t),u(t))dt  Zielfunktion(al)

s.t. y(t) = 1f(t,y(t), u(t)) Differentialgleichung
¥(0) = yo Anfangsbedingungen
y(T)=yr Endbedingungen
h(t, y(t),u(t)) <0 Beschrankungen.

Fiihre eine neue Zeitvariable 7 € [0,1] ein: t=7T, 7 € [0,1]
Definiere neue Zustidnde/Steuerung fiir 7: y(7) := y(vT), u(7) := u(rT)
Die Differentialgleichung beziiglich 7 ergibt sich aus der Kettenregel,
L) =T %(T) =TT, (1), u(7)).
Die neue Zielfunktion l3sst sich iiber die Substitutionsregel berechnen,
T ~ 1 _ N~
gly(M) + [y folt,y(t),u(t)dt — gy(1)+T [y b(rT,y(r),u(r))dr.

299: 946€[943,947)]



Steuerung

Transformation von freier Endzeit auf feste Endzeit
min, 7 g(y(T)) + [y fo(t,y(t),u(t))dt  Zielfunktion(al)

s.t. y(t) = 1f(t,y(t), u(t)) Differentialgleichung
¥(0) = yo Anfangsbedingungen
y(T)=yr Endbedingungen
h(t, y(t),u(t)) <0 Beschrankungen.

Fiihre eine neue Zeitvariable 7 € [0,1] ein: t=7T, 7 € [0,1]

Definiere neue Zustidnde/Steuerung fiir 7: y(7) := y(vT), u(7) := u(rT)

Die Differentialgleichung beziiglich 7 ergibt sich aus der Kettenregel,
F(r)=T G T) = TFT T, y(r). (7).

Die neue Zielfunktion l3sst sich iiber die Substitutionsregel berechnen,

g(T) + [y folty(e),u(t))dt  — (7)) + T Jy (T, 3(r), u(r)) dr.

ming 7 g(¥(1)) + T [y o(r T, 7(7),u(r)) dr

s.t. y(r) = Tf(r T,y(7),u(r)) [Def-Bereich von U un-
y(0) = v abhingig von T, T ist
y(1) =yt nun ,,normale” Variable!]
h(rT,y(r),u(r)) <0

299: 947€[943,947]



Steuerung

7.6.3 Das Laufkatzenproblem nach Transformation

Eine zeitoptimale Steuerung findet man durch Ldsen des transformierten
Optimierungsproblems (zur besseren Lesbarkeit ohne ~ aber mit neuer

Zeit T € [0,1])

min T
u:[0,1] >R, TER
s.t. y(1) = TAy(7) + T Bu(r) [nichtlineare Nebenbed.!]
y(0) = (P,0,0,0)7
y(1) =(@,0,0, O)T
—1<u(r)<1 firaller € ]l0,1].

300: 948€[948,956]



Steuerung

7.6.3 Das Laufkatzenproblem nach Transformation

Eine zeitoptimale Steuerung findet man durch Ldsen des transformierten
Optimierungsproblems (zur besseren Lesbarkeit ohne ~ aber mit neuer

Zeit T € [0,1])

min T
u:[0,1] >R, TER
s.t. y(1) = TAy(7) + T Bu(r) [nichtlineare Nebenbed.!]
y(0) = (P,0,0,0)7
y(1) = (Q707070)T
—1<u(r)<1 firaller € ]l0,1].
Variablen:

300: 949€[948,956]



Steuerung

7.6.3 Das Laufkatzenproblem nach Transformation

Eine zeitoptimale Steuerung findet man durch Ldsen des transformierten
Optimierungsproblems (zur besseren Lesbarkeit ohne ~ aber mit neuer

Zeit T € [0,1])

min T
u:[0,1] >R, TER
s.t. y(1) = TAy(7) + T Bu(r) [nichtlineare Nebenbed.!]
y(0) = (P,0,0,0)7
y(1) =(@,0,0, O)T
—1<u(r)<1 firaller € ]l0,1].

Variablen: T, u(7) fir 7 € [0,1] — oo-dimensional

300: 950€[948,956]



Steuerung

7.6.3 Das Laufkatzenproblem nach Transformation

Eine zeitoptimale Steuerung findet man durch Ldsen des transformierten
Optimierungsproblems (zur besseren Lesbarkeit ohne ~ aber mit neuer

Zeit T € [0,1])

min T
u:[0,1] >R, TER
s.t. y(1) = TAy(7) + T Bu(r) [nichtlineare Nebenbed.!]
y(0) = (P,0,0,0)7
y(1) =(@,0,0, O)T
—1<u(r)<1 firaller € ]l0,1].

Variablen: T, u(7) fir 7 € [0,1] — oo-dimensional

Wie optimiert man iiber Funktionen?

300: 951€[948,956]



Steuerung

7.6.3 Das Laufkatzenproblem nach Transformation

Eine zeitoptimale Steuerung findet man durch Ldsen des transformierten
Optimierungsproblems (zur besseren Lesbarkeit ohne ~ aber mit neuer

Zeit T € [0,1])
min T
u:[0,1] >R, TER
s.t. y(7) = TAy(r) + TBu(r)
y(0) = (P,0,0,0)7
Y(l) = (Q707 0, O)T
—1<u(r)<1 firaller € ]l0,1].

Variablen: T, u(7) fiir 7 € [0, 1]

Wie optimiert man iiber Funktionen?

Wenn die Funktion nicht zu oft springen darf
(z.B. stetig oder stiickweise stetig), reichen
die Funktionswerte an endlich vielen Stellen
aus, um sie gut zu approximieren.

300: 952€[948,956]

—  oo-dimensional

u

/




Steuerung

7.6.3 Das Laufkatzenproblem nach Transformation

Eine zeitoptimale Steuerung findet man durch Ldsen des transformierten
Optimierungsproblems (zur besseren Lesbarkeit ohne ~ aber mit neuer

[nichtlineare Nebenbed.!]

Zeit T € [0,1])
min T
u:[0,1] >R, TER
s.t. y(7) = TAy(r) + TBu(r)
y(0) = (P,0,0,0)7
Y(l) = (Q707 0, O)T
—1<u(r)<1 firaller € ]l0,1].

Variablen: T, u(7) fiir 7 € [0, 1]

Wie optimiert man iiber Funktionen?

Wenn die Funktion nicht zu oft springen darf
(z.B. stetig oder stiickweise stetig), reichen
die Funktionswerte an endlich vielen Stellen
aus, um sie gut zu approximieren.

— Diskretisierung

300: 953€[948,956]

—  oo-dimensional

u

S

I ‘ T
0ty 1, N




Steuerung

7.6.3 Das Laufkatzenproblem nach Transformation

Eine zeitoptimale Steuerung findet man durch Ldsen des transformierten
Optimierungsproblems (zur besseren Lesbarkeit ohne ~ aber mit neuer

[nichtlineare Nebenbed.!]

Zeit T € [0,1])
min T
u:[0,1] >R, TER
s.t. y(7) = TAy(r) + TBu(r)
y(0) = (P,0,0,0)7
y(1) =(Q,0,0, O)T
—1<u(r)<1 firaller € ]l0,1].

Variablen: T, u(7) fiir 7 € [0, 1]
Wie optimiert man iiber Funktionen?

Wenn die Funktion nicht zu oft springen darf
(z.B. stetig oder stiickweise stetig), reichen
die Funktionswerte an endlich vielen Stellen
aus, um sie gut zu approximieren.

— Diskretisierung und, z.B., lineare Interpo-
lation — Diskretisierungsfehler

300: 954€[948,956]

—  oo-dimensional

u

T t 1
0ty 1, N



Steuerung

7.6.3 Das Laufkatzenproblem nach Transformation

Eine zeitoptimale Steuerung findet man durch Ldsen des transformierten
Optimierungsproblems (zur besseren Lesbarkeit ohne ~ aber mit neuer

Zeit T € [0,1])

[nichtlineare Nebenbed.!]

min T
u:[0,1] >R, TER
s.t. y(7) = TAy(r) + TBu(r)
y(0) = (P,0,0,0)7
}/(1) = (Qvov 0, O)T
—1<u(r)<1 firaller € ]l0,1].

Variablen: T, u(7) fiir 7 € [0, 1]

Wie optimiert man iiber Funktionen?

Wenn die Funktion nicht zu oft springen darf
(z.B. stetig oder stiickweise stetig), reichen
die Funktionswerte an endlich vielen Stellen
aus, um sie gut zu approximieren.

— Diskretisierung und, z.B., lineare Interpo-
lation — Diskretisierungsfehler

300: 955€[948,956]

—  oo-dimensional

u

Ay



Steuerung

7.6.3 Das Laufkatzenproblem nach Transformation

Eine zeitoptimale Steuerung findet man durch Ldsen des transformierten
Optimierungsproblems (zur besseren Lesbarkeit ohne ~ aber mit neuer

Zeit T € [0,1])

[nichtlineare Nebenbed.!]

min T
u:[0,1] >R, TER
s.t. y(7) = TAy(r) + TBu(r)
y(0) = (P,0,0,0)7
}/(1) = (Qvov 0, O)T
—1<u(r)<1 firaller € ]l0,1].

Variablen: T, u(7) fiir 7 € [0, 1]

Wie optimiert man iiber Funktionen?

Wenn die Funktion nicht zu oft springen darf
(z.B. stetig oder stiickweise stetig), reichen
die Funktionswerte an endlich vielen Stellen
aus, um sie gut zu approximieren.

— Diskretisierung und, z.B., lineare Interpo-
lation — Diskretisierungsfehler

300: 956€[948,956]

—  oo-dimensional

u



Steuerung

Laufkatze: Diskretisierung des Optimierungsproblems
Ersetze die Funktionsvariable v : [0,1] — R iiber die Wahl einer
Zeitdiskretisierung 0 =173 <1 < --- <7y =1, N € N, durch einen
Variablenvektor u € RN mit Interpretation u; = u(7;) und (bei linearer

Interpolation) u(7) = u; +

min
s.t.

301: 957€[957,965]

T;?I;i(ui+1 — U,‘) fir 7 € (7',',7','+1).
T
y(7) = TAy(r) + TBu(t) 7€]0,1]
y(0) = (P,0,0,0)7
)/(1) = (Q,O,O,O)T
—1§u,-§1(i:1, ,N),T€R+



Steuerung

Laufkatze: Diskretisierung des Optimierungsproblems
Ersetze die Funktionsvariable v : [0,1] — R iiber die Wahl einer
Zeitdiskretisierung 0 =173 <1 < --- <7y =1, N € N, durch einen
Variablenvektor u € RN mit Interpretation u; = u(7;) und (bei linearer
Interpolation) u(7) = u;j + ——(ujy1 — u;) fir 7 € (77, Tit1)-

min T e

st. y(r)=TAy(r) + TBu( ) T€][0,1]
y(0) = (P,0,0 0)
y(1) =(Q,0,0,0)"

-1< §1(1_1 LN), TeR,.
Was geschieht mit der Differentialgleichung?

301: 958€[957,965]



Steuerung

Laufkatze: Diskretisierung des Optimierungsproblems
Ersetze die Funktionsvariable v : [0,1] — R iiber die Wahl einer
Zeitdiskretisierung 0 =173 <1 < --- <7y =1, N € N, durch einen
Variablenvektor u € RN mit Interpretation u; = u(7;) und (bei linearer
Interpolation) u(7) = u;j + ——(ujy1 — u;) fir 7 € (77, Tit1)-

Tit1—Ti

min T
st. y(r)=TAy(r) + TBu( ) T€][0,1]
y(0) = (P,0,0,0)"
y(1) =(Q.0,0,0)"
1<u<1(i=1,...,N),TeR,.

Was geschieht mit der Differentialgleichung? ¥
Berechne P
y(7) = y(0) + [ TAy(t) + TBu(t)dt
iber ein numerisches Integrationsverfahren,
das das Integral wieder durch Diskretisierung
tiber Summen approximiert (z.B. Euler- oder G
Runge-Kutta-Verfahren). 0 1

301: 959€[957,965]



Steuerung

Laufkatze: Diskretisierung des Optimierungsproblems
Ersetze die Funktionsvariable v : [0,1] — R iiber die Wahl einer
Zeitdiskretisierung 0 =173 <1 < --- <7y =1, N € N, durch einen
Variablenvektor u € RN mit Interpretation u; = u(7;) und (bei linearer
Interpolation) u(7) = u;j + ——(ujy1 — u;) fir 7 € (77, Tit1)-

Tit1—Ti

min T
st. y(r)=TAy(r) + TBu( ) T€][0,1]
y(0) = (P,0,0,0)"
y(1) =(Q.0,0,0)"
1<u<1(i=1,...,N),TeR,.

Was geschieht mit der Differentialgleichung? ¥
Berechne P
y(7) = y(0) + [ TAy(t) + TBu(t)dt
iber ein numerisches Integrationsverfahren,
das das Integral wieder durch Diskretisierung
tiber Summen approximiert (z.B. Euler- oder G
Runge-Kutta-Verfahren). 0 1

301: 960€[957,965]



Steuerung

Laufkatze: Diskretisierung des Optimierungsproblems
Ersetze die Funktionsvariable v : [0,1] — R iiber die Wahl einer
Zeitdiskretisierung 0 =173 <1 < --- <7y =1, N € N, durch einen
Variablenvektor u € RN mit Interpretation u; = u(7;) und (bei linearer
Interpolation) u(7) = u;j + ——(ujy1 — u;) fir 7 € (77, Tit1)-

Tit1—Ti

min T
st. y(r)=TAy(r) + TBu( ) T€][0,1]
y(0) = (P,0,0,0)"
y(1) =(Q.0,0,0)"
1<u<1(i=1,...,N),TeR,.

Was geschieht mit der Differentialgleichung? ¥
Berechne P
y(7) = y(0) + [ TAy(t) + TBu(t)dt
iber ein numerisches Integrationsverfahren,
das das Integral wieder durch Diskretisierung
tiber Summen approximiert (z.B. Euler- oder G
Runge-Kutta-Verfahren). 0 1

301: 961€[957,965]



Steuerung

Laufkatze: Diskretisierung des Optimierungsproblems
Ersetze die Funktionsvariable v : [0,1] — R iiber die Wahl einer
Zeitdiskretisierung 0 =173 <1 < --- <7y =1, N € N, durch einen
Variablenvektor u € RN mit Interpretation u; = u(7;) und (bei linearer
Interpolation) u(7) = u;j + ——(ujy1 — u;) fir 7 € (77, Tit1)-

min T e

st. y(r)=TAy(r) + TBu( ) T€][0,1]
y(0) = (P,0,0 0)
¥(1) =(Q,0,0,0)"

1<u<1(i=1,...,N),TeR,.

Was geschieht mit der Differentialgleichung? ¥
Berechne P
y(7) = y(0) + [ TAy(t) + TBu(t)dt
iber ein numerisches Integrationsverfahren,
das das Integral wieder durch Diskretisierung
tiber Summen approximiert (z.B. Euler- oder G
Runge-Kutta-Verfahren). 0 1

301: 962€[957,965]



Steuerung

Laufkatze: Diskretisierung des Optimierungsproblems
Ersetze die Funktionsvariable v : [0,1] — R iiber die Wahl einer
Zeitdiskretisierung 0 =173 <1 < --- <7y =1, N € N, durch einen
Variablenvektor u € RN mit Interpretation u; = u(7;) und (bei linearer
Interpolation) u(7) = u;j + ——(ujy1 — u;) fir 7 € (77, Tit1)-

min T e

st. y(r)=TAy(r) + TBu( ) T€][0,1]
y(0) = (P,0,0 0)
¥(1) =(Q,0,0,0)"

1<u<1(i=1,...,N),TeR,.

Was geschieht mit der Differentialgleichung? ¥
Berechne P
y(7) = y(0) + [ TAy(t) + TBu(t)dt
iber ein numerisches Integrationsverfahren,
das das Integral wieder durch Diskretisierung
tiber Summen approximiert (z.B. Euler- oder G
Runge-Kutta-Verfahren). 0 1

301: 963€[957,965]



Steuerung

Laufkatze: Diskretisierung des Optimierungsproblems
Ersetze die Funktionsvariable v : [0,1] — R iiber die Wahl einer
Zeitdiskretisierung 0 =173 <1 < --- <7y =1, N € N, durch einen
Variablenvektor u € RN mit Interpretation u; = u(7;) und (bei linearer
Interpolation) u(7) = u;j + ——(ujy1 — u;) fir 7 € (77, Tit1)-

min T e

st. y(r)=TAy(r) + TBu( ) T€][0,1]
y(0) = (P,0,0 0)
¥(1) =(Q,0,0,0)"

1<u<1(i=1,...,N),TeR,.

Was geschieht mit der Differentialgleichung? ¥
Berechne P
y(7) = y(0) + [ TAy(t) + TBu(t)dt
iber ein numerisches Integrationsverfahren,
das das Integral wieder durch Diskretisierung
tiber Summen approximiert (z.B. Euler- oder G
Runge-Kutta-Verfahren). 0 1

301: 964€[957,965]



Steuerung

Laufkatze: Diskretisierung des Optimierungsproblems
Ersetze die Funktionsvariable v : [0,1] — R iiber die Wahl einer
Zeitdiskretisierung 0 =173 <1 < --- <7y =1, N € N, durch einen
Variablenvektor u € RN mit Interpretation u; = u(7;) und (bei linearer
Interpolation) u(7) = u;j + ——(ujy1 — u;) fir 7 € (77, Tit1)-

min T e

st. y(r)=TAy(r) + TBu( ) T€][0,1]
y(0) = (P,0,0,0)"
y(1) =(Q.0,0,0)"

1<u<1(i=1,...,N),TeR,.

Was geschieht mit der Differentialgleichung? ¥
Berechne P
y(7) = y(0) + [ TAy(t) + TBu(t)dt
iber ein numerisches Integrationsverfahren,
das das Integral wieder durch Diskretisierung
tiber Summen approximiert (z.B. Euler- oder G

Runge-Kutta-Verfahren). 0 1
— Funktionsorakel y(7) = R(u,7), das y(0) = (P,0,0,0)7 erfiillt.
— Es bleibt nur eine Glgs-Nebenbedingung: R(u,1) — (Q,0,0,0)" =0

Funktionsauswertung mit Gradienten {iber automatisches Differenzieren!
301: 965€[957,965]




Steuerung

Laufkatze: Diskretisierte Optimierungsaufgabe

min T
st. R(u,1)-(Q,0,0,0)" =0
“1<uy; <1(i=1,...,N), T eR,.

Dieses kann z.B. mit einem SQP-Verfahren gelost werden, wobei die
Gradienten zum Runge-Kutta-Verfahren R(-) iiber automatisches
Differenzieren und die Hessematrix iiber BFGS approximiert wird.

302: 966€[966,969]


http://www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/talks/crane_trolley_Settings_2_moving_camera.avi
http://www.tu-chemnitz.de/mathematik/part_dgl/talks/crane_trolley_Settings_3_moving_camera.avi

Steuerung

Laufkatze: Diskretisierte Optimierungsaufgabe

min T
st. R(u,1)—(Q,0,0,0)" =0
“1<uy; <1(i=1,...,N), T eR,.
Dieses kann z.B. mit einem SQP-Verfahren gelost werden, wobei die

Gradienten zum Runge-Kutta-Verfahren R(-) iiber automatisches
Differenzieren und die Hessematrix iiber BFGS approximiert wird.

— Approximation der zeitoptimalen Steuerung

u(t) =ui + T::"ﬂ(u,url — u;) fur 7 € (77, Ti41)

302: 967€[966,969]
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Steuerung

Laufkatze: Diskretisierte Optimierungsaufgabe

min T
st. R(u,1)—(Q,0,0,0)" =0
“1<uy; <1(i=1,...,N), T eR,.
Dieses kann z.B. mit einem SQP-Verfahren gelost werden, wobei die

Gradienten zum Runge-Kutta-Verfahren R(-) iiber automatisches
Differenzieren und die Hessematrix iiber BFGS approximiert wird.

— Approximation der zeitoptimalen Steuerung

u(t) =ui + T::"ﬂ(u,url — u;) fur 7 € (77, Ti41)

Ganz analog sind zeitoptimale 2D-Steuerungen
berechenbar,
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Steuerung

Laufkatze: Diskretisierte Optimierungsaufgabe

min T
st. R(u,1)—(Q,0,0,0)" =0
“1<uy; <1(i=1,...,N), T eR,.
Dieses kann z.B. mit einem SQP-Verfahren gelost werden, wobei die

Gradienten zum Runge-Kutta-Verfahren R(-) iiber automatisches
Differenzieren und die Hessematrix iiber BFGS approximiert wird.

— Approximation der zeitoptimalen Steuerung

u(t) =ui + T::"ﬂ(u,url — u;) fur 7 € (77, Ti41)

Ganz analog sind zeitoptimale 2D-Steuerungen
berechenbar,

Die Qualitat der Lésung und der notwendige Aufwand zur Bestimmung
der Losung sind stark von der Wahl der Diskretisierung abhangig!

302: 969€[966,969]
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Nelder-Mead Kriging-Verfahren NEWUOA

Inhaltsiuibersicht

Ableitungsfreie Optimierung/Direkte Suchverfahren
303: 970€[970,970]



8 Ableitungsfreie Optimierung/Direkte Suchverfahren

umfasst Verfahren zu minycgn f(x), die nur ein Orakel 0. Ordnung (nur

Funktionswerte) bendtigen. Sie werden in der Praxis oft eingesetzt, weil

e Funktionen durch Simulationsprogramme ausgewertet werden, die wirk-
lich kein automatisches Differenzieren erlauben,

e Benutzer nicht wissen, was eine Ableitung ist, wozu sie gut ist, und wie
man sie bekommt,

e schon bei der Modellbildung auf Optimierungswiinsche und Ableitungs-
information geachtet werden miisste (fiir Optimierung geeignete Modelle
zu bauen verlangt oft viel Erfahrung!).

304: 971€[971,974]



8 Ableitungsfreie Optimierung/Direkte Suchverfahren

umfasst Verfahren zu minycgn f(x), die nur ein Orakel 0. Ordnung (nur

Funktionswerte) bendtigen. Sie werden in der Praxis oft eingesetzt, weil

e Funktionen durch Simulationsprogramme ausgewertet werden, die wirk-
lich kein automatisches Differenzieren erlauben,

e Benutzer nicht wissen, was eine Ableitung ist, wozu sie gut ist, und wie
man sie bekommt,

e schon bei der Modellbildung auf Optimierungswiinsche und Ableitungs-
information geachtet werden miisste (fiir Optimierung geeignete Modelle
zu bauen verlangt oft viel Erfahrung!).

Bei Funktionen, die nicht stiickweise glatt sind und erratisch springen,
hilft hochstens zufalliges Suchen, sie kommen aber in der Praxis nicht vor.
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8 Ableitungsfreie Optimierung/Direkte Suchverfahren

umfasst Verfahren zu minycgn f(x), die nur ein Orakel 0. Ordnung (nur

Funktionswerte) bendtigen. Sie werden in der Praxis oft eingesetzt, weil

e Funktionen durch Simulationsprogramme ausgewertet werden, die wirk-
lich kein automatisches Differenzieren erlauben,

e Benutzer nicht wissen, was eine Ableitung ist, wozu sie gut ist, und wie
man sie bekommt,

e schon bei der Modellbildung auf Optimierungswiinsche und Ableitungs-
information geachtet werden miisste (fiir Optimierung geeignete Modelle
zu bauen verlangt oft viel Erfahrung!).

Bei Funktionen, die nicht stiickweise glatt sind und erratisch springen,

hilft hochstens zufilliges Suchen, sie kommen aber in der Praxis nicht vor.
Meist sind Funktionen stiickweise glatt mit Knick- und/oder Sprungstellen.
Fiir stetige Funktionen mit Knickstellen sollte man Verfahren der nicht-
glatten Optimierung (nonsmooth optimization) verwenden, die sogenannte
Subdifferentialinformation aus Subgradienten nutzen.

Sprungstellen sind nur durch Gebietsunterteilung zu kontrollieren. Auf den
stetigen Teilen hilft wieder glatte oder nichtglatte Optimierung.

All das benétigt ein gewisses Problemverstindnis. Ohne dieses probiert

man zuerst Direkte Suchverfahren.
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8 Ableitungsfreie Optimierung/Direkte Suchverfahren

umfasst Verfahren zu minycgn f(x), die nur ein Orakel 0. Ordnung (nur

Funktionswerte) bendtigen. Sie werden in der Praxis oft eingesetzt, weil

e Funktionen durch Simulationsprogramme ausgewertet werden, die wirk-
lich kein automatisches Differenzieren erlauben,

e Benutzer nicht wissen, was eine Ableitung ist, wozu sie gut ist, und wie
man sie bekommt,

e schon bei der Modellbildung auf Optimierungswiinsche und Ableitungs-
information geachtet werden miisste (fiir Optimierung geeignete Modelle
zu bauen verlangt oft viel Erfahrung!).

Bei Funktionen, die nicht stiickweise glatt sind und erratisch springen,
hilft hochstens zufalliges Suchen, sie kommen aber in der Praxis nicht vor.
Alle Suchverfahren nehmen an, dass bekannte Funktionswerte Aufschluss
liber die lokale Funktionsentwicklung geben, haben explizit oder implizit
das Ziel, ein lokales Modell der Funktion zu erstellen (Gradienten/
Subdifferentiale tun genau das). Verbreitete/wichtige Verfahren sind

e Das , Simplex“-Verfahren (Nelder-Mead, neuer: Torczon)  [verbreitet]
e Das Kriging-Verfahren [fiir wenige Auswertungen]
o NEWUOA von Powell [wichtig]

304: 974€[971,974]



Nelder-Mead Kriging-Verfahren NEWUOA

Inhaltsiuibersicht

Ableitungsfreie Optimierung/Direkte Suchverfahren
8.1 Das Simplex-Verfahren von Nelder und Mead

305: 975€[975,975]



Nelder-Mead

8.1 Das Simplex-Verfahren von Nelder und Mead

... hat nichts mit dem Simplex-Verf. der Linearen Optimierung zu tun!

306: 976€[976,981]



Nelder-Mead Kriging-Verfahren NEWUOA

8.1 Das Simplex-Verfahren von Nelder und Mead

... hat nichts mit dem Simplex-Verf. der Linearen Optimierung zu tun!

Idee: Um f : R” — R zu minimieren,

wahle n + 1 affin unabhingige Punkte
xM . x(mt) e R" diese bilden die
Ecken eines n-dimensionalen Simplex.
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Nelder-Mead Kriging-Verfahren NEWUOA

8.1 Das Simplex-Verfahren von Nelder und Mead

... hat nichts mit dem Simplex-Verf. der Linearen Optimierung zu tun!

Idee: Um f : R” — R zu minimieren,

wahle n + 1 affin unabhingige Punkte
xM . x(mt) e R" diese bilden die
Ecken eines n-dimensionalen Simplex.

Sortiere die Punkte so, dass

f(xM) <o < F(x(nt),
Vorstellung: Die Ebene durch die besseren
Punkte x(1), ... x(" trennt den schlech-
ten Punkt x("*1) von den guten.

306: 978€([976,981]



Nelder-Mead Kriging-Verfahren NEWUOA

8.1 Das Simplex-Verfahren von Nelder und Mead

... hat nichts mit dem Simplex-Verf. der Linearen Optimierung zu tun!

Idee: Um f : R” — R zu minimieren,

wahle n + 1 affin unabhingige Punkte
xM . x(mt) e R" diese bilden die
Ecken eines n-dimensionalen Simplex.

Sortiere die Punkte so, dass

f(xM) <o < F(x(nt),
Vorstellung: Die Ebene durch die besseren
Punkte x(1), ... x(" trennt den schlech-
ten Punkt x("*1) von den guten.
— ,,Klappe" den Punkt auf die andere Sei-
te (am Baryzentrum spiegeln).

306: 979€([976,981]



Nelder-Mead

8.1 Das Simplex-Verfahren von Nelder und Mead

... hat nichts mit dem Simplex-Verf. der Linearen Optimierung zu tun!

2
Idee: Um f : R” — R zu minimieren, R® 1
wahle n + 1 affin unabhingige Punkte
xM . x(mt) e R" diese bilden die
Ecken eines n-dimensionalen Simplex. 5
Sortiere die Punkte so, dass .
4 3

f(xM) <o < F(x(nt),
Vorstellung: Die Ebene durch die besseren
Punkte x(1), ... x(" trennt den schlech-
ten Punkt x("*1) von den guten.

— ,,Klappe" den Punkt auf die andere Sei- 1
te (am Baryzentrum spiegeln).

306: 980€([976,981]



Nelder-Mead

8.1 Das Simplex-Verfahren von Nelder und Mead

... hat nichts mit dem Simplex-Verf. der Linearen Optimierung zu tun!

Idee: Um f : R” — R zu minimieren,

wahle n + 1 affin unabhingige Punkte
xM . x(mt) e R" diese bilden die
Ecken eines n-dimensionalen Simplex.

Sortiere die Punkte so, dass

F(xW) < -0 < F(x(m+D). p 3
Vorstellung: Die Ebene durch die besseren
Punkte x(1), ... x(" trennt den schlech-
ten Punkt x("*1) von den guten. /
— ,,Klappe" den Punkt auf die andere Sei- :4,)

te (am Baryzentrum spiegeln).

Ist der Punkt immer noch am schlechtesten, schrumpfe den Simplex in
dieser Richtung, ist er sehr gut, strecke die Richtung.

306: 981€[976,981]



Nelder-Mead
Algorithmisches Schema des Nelder-Mead-Verfahrens:

0. Wihle affin unabh. Punkte x(1), ..., x("*1) ¢ R" und sortiere sie,
f(xM) <. < F(x("H1), wihle a > 0, 8 > max{1,a}, v € (0,1)
[z.B.,a:l,ﬁ:Z’y:%]

307: 982€[982,989)]



Nelder-Mead
Algorithmisches Schema des Nelder-Mead-Verfahrens:

0. Wihle affin unabh. Punkte x(1), ..., x("*1) ¢ R" und sortiere sie,
f(xM) <. < F(x("H1), wihle a > 0, 8 > max{1,a}, v € (0,1)
[z.B.,a:l,ﬁ:Z’y:%]

1. Setze z «+— %27:1 x; (Baryzentrum der , guten” Punkte),

s — z + a(z — x("*1) (gespiegelter Punkt).
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Nelder-Mead
Algorithmisches Schema des Nelder-Mead-Verfahrens:

0. Wihle affin unabh. Punkte x(1), ..., x("*1) ¢ R" und sortiere sie,
f(xM) <. < F(x("H1), wihle a > 0, 8 > max{1,a}, v € (0,1)
[z.B., a:1,6:2,’y:%]

1. Setze z «+— %27:1 x; (Baryzentrum der , guten” Punkte),

s — z + a(z — x("*1) (gespiegelter Punkt).

2. Falls f(x(Y)) < f(s) < f(2): (Spiegelung, reflection)

Setze x("1) — s sortiere neu, GOTO 1.
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Nelder-Mead
Algorithmisches Schema des Nelder-Mead-Verfahrens:

0. Wihle affin unabh. Punkte x(1), ..., x("*1) ¢ R" und sortiere sie,
f(xM) <. < F(x("H1), wihle a > 0, 8 > max{1,a}, v € (0,1)
[z.B., 04:1,622,7:%]

1. Setze z «+— %27:1 x; (Baryzentrum der , guten” Punkte),

s — z + a(z — x("*1) (gespiegelter Punkt).

2. Falls f(x(Y)) < f(s) < f(2): (Spiegelung, reflection)
Setze x("1) — s sortiere neu, GOTO 1.
3. Falls f(s) < f(xM): (Streckung, expansion)

Teste s’ — z+ ((s — z). Gilt f(s’) < f(s), setze s — 5.
Setze x("t1) « s, sortiere neu, GOTO 1.

307: 985€[982,989)]



Nelder-Mead
Algorithmisches Schema des Nelder-Mead-Verfahrens:

0. Wihle affin unabh. Punkte x(1), ..., x("*1) ¢ R" und sortiere sie,
f(xM) <. < F(x("H1), wihle a > 0, 8 > max{1,a}, v € (0,1)
[z.B., 04:1,522,7:%]

1. Setze z «+— %27:1 x; (Baryzentrum der , guten” Punkte),

s — z + a(z — x("*1) (gespiegelter Punkt).

2. Falls f(x(Y)) < f(s) < f(2): (Spiegelung, reflection)
Setze x("1) — s sortiere neu, GOTO 1.
3. Falls f(s) < f(xM): (Streckung, expansion)

Teste s’ — z+ ((s — z). Gilt f(s’) < f(s), setze s — 5.
Setze x("t1) « s, sortiere neu, GOTO 1.

4. Falls f(x("M) < f(s): (Schrumpfung, contraction)
, 24+ y(x"D — 2)  falls £(s) > f(x("t),
Teste s' — { z+7(s—z) falls £(s) < f(x(mD).

Gilt f(s') < min{f(x("*1) f(s)}, setze x("*1) — ¢
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Nelder-Mead
Algorithmisches Schema des Nelder-Mead-Verfahrens:

0. Wihle affin unabh. Punkte x(1), ..., x("*1) ¢ R" und sortiere sie,
f(xM) <. < F(x("H1), wihle a > 0, 8 > max{1,a}, v € (0,1)
[z.B., 04:1,522,7:%]

1. Setze z «+— %27:1 x; (Baryzentrum der , guten” Punkte),

s — z + a(z — x("*1) (gespiegelter Punkt).

2. Falls f(x(Y)) < f(s) < f(2): (Spiegelung, reflection)
Setze x("1) — s sortiere neu, GOTO 1.
3. Falls f(s) < f(xM): (Streckung, expansion)

Teste s’ — z+ ((s — z). Gilt f(s’) < f(s), setze s — 5.
Setze x("t1) « s, sortiere neu, GOTO 1.

4. Falls f(x("M) < f(s): (Schrumpfung, contraction)
, z4+y(x() — 2)  falls f(s) > f(x(+Y),
Teste s' { z+7(s—2) falls (s) < f(x("+D).

Gilt f(s') < min{f(x("*1) f(s)}, setze x("*1) — ¢
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Nelder-Mead
Algorithmisches Schema des Nelder-Mead-Verfahrens:

0. Wihle affin unabh. Punkte x(1), ..., x("*1) ¢ R" und sortiere sie,
f(xM) <. < F(x("H1), wihle a > 0, 8 > max{1,a}, v € (0,1)
[z.B., 04:1,522,7:%]

1. Setze z «+— %27:1 x; (Baryzentrum der , guten” Punkte),

s — z + a(z — x("*1) (gespiegelter Punkt).

2. Falls f(x(Y)) < f(s) < f(2): (Spiegelung, reflection)
Setze x("1) — s sortiere neu, GOTO 1.
3. Falls f(s) < f(xM): (Streckung, expansion)

Teste s’ — z+ ((s — z). Gilt f(s’) < f(s), setze s — 5.
Setze x("t1) « s, sortiere neu, GOTO 1.

4. Falls f(x("M) < f(s): (Schrumpfung, contraction)
, z4+y(x() — 2)  falls f(s) > f(x(+Y),
Teste s' — { z+7(s—z) falls £(s) < f(x(mD).

Gilt f(s') < min{f(x(”+1)), f(s)}, setze x(+1)
sonst schrumpfe den Simplex hin zu x(1):

X0 L 4 x D) (=2, nt1). >
Sortiere neu, GOTO 1. s
y
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Nelder-Mead
Algorithmisches Schema des Nelder-Mead-Verfahrens:

0. Wihle affin unabh. Punkte x(1), ..., x("*1) ¢ R" und sortiere sie,
f(xM) <. < F(x("H1), wihle a > 0, 8 > max{1,a}, v € (0,1)
[z.B., 04:1,522,7:%]

1. Setze z «+— %27:1 x; (Baryzentrum der , guten” Punkte),

s — z + a(z — x("*1) (gespiegelter Punkt).

2. Falls f(x(Y)) < f(s) < f(2): (Spiegelung, reflection)
Setze x("1) — s sortiere neu, GOTO 1.
3. Falls f(s) < f(xM): (Streckung, expansion)

Teste s’ — z+ ((s — z). Gilt f(s’) < f(s), setze s — 5.
Setze x("t1) « s, sortiere neu, GOTO 1.

4. Falls f(x("M) < f(s): (Schrumpfung, contraction)
, z4+y(x() — 2)  falls f(s) > f(x(+Y),
Teste s' — { z+7(s—z) falls £(s) < f(x(mD).

Gilt f(s') < min{f(x(”+1)), f(s)}, setze x(+1)
sonst schrumpfe den Simplex hin zu x(1):

X0 L 4 x D) (=2, nt1). >
Sortiere neu, GOTO 1. .

AN
Abbruchkriterien? 4°
.

307: 989€[982,989)]




Nelder-Mead

Vorschldage zu Abbruchkrizerlen
1. Nelder und Mead: Setze f := 5 SR F(x()

Falls n+1 Z"+1[f( )) — f]> < e STOP (f auf Simplex fast konstant?)
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Nelder-Mead

Vorschldage zu Abbruchkriterien
1. Nelder und Mead: Setze f := 17 SR F(x()
Falls n+1 Z"+1[f( )) — f]> < e STOP (f auf Simplex fast konstant?)
2. Powell: Starte alle k Iteration erneut mit regelmaBigem Simplex um x()
und Seitenlinge ||x() — x("*1)]|| (sonst zu lang und diinn).
Stoppe, falls keine Verbesserung in 2n lterationen.
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Nelder-Mead

Vorschldage zu Abbruchkriterien
1. Nelder und Mead: Setze f := 17 SR F(x()
Falls n+1 Z"+1[f( )) — f]> < e STOP (f auf Simplex fast konstant?)
2. Powell: Starte alle k Iteration erneut mit regelmaBigem Simplex um x()
und Seitenlinge ||x() — x("*1)]|| (sonst zu lang und diinn).
Stoppe, falls keine Verbesserung in 2n lterationen.

Bemerkungen:
e sehr einfach zu implementieren
® benostigt sehr viele Auswertungen, schon n+ 1 um zu starten — n klein
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Nelder-Mead

Vorschldage zu Abbruchkrizerien
1. Nelder und Mead: Setze f := 5 SR F(x()

Falls n+1 Z"+1[f( )) — f]> < e STOP (f auf Simplex fast konstant?)
2. Powell: Starte alle k Iteration erneut mit regelmaBigem Simplex um x()

und Seitenlinge ||x() — x("*1)]|| (sonst zu lang und diinn).
Stoppe, falls keine Verbesserung in 2n lterationen.

Bemerkungen:

e sehr einfach zu implementieren

® benostigt sehr viele Auswertungen, schon n+ 1 um zu starten — n klein
e Konvergenz ist nicht garantiert, es gibt streng konvexe Gegenbeispiele!
e sehr skalierungsabhangig!
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Nelder-Mead

Vorschldage zu Abbruchkriterien
1. Nelder und Mead: Setze f := 17 SR F(x()
Falls n+1 Z"+1[f( )) — f]> < e STOP (f auf Simplex fast konstant?)
2. Powell: Starte alle k Iteration erneut mit regelmaBigem Simplex um x()
und Seitenlinge ||x() — x("*1)]|| (sonst zu lang und diinn).
Stoppe, falls keine Verbesserung in 2n lterationen.

Bemerkungen:

e sehr einfach zu implementieren

® benostigt sehr viele Auswertungen, schon n+ 1 um zu starten — n klein
e Konvergenz ist nicht garantiert, es gibt streng konvexe Gegenbeispiele!
e sehr skalierungsabhangig!

o Erweiterung auf Nebenbedingungen: Setze f >> fiir unzul3ssige Punkte.
e Torczon: Konvergente Variante fiir konvexes f.

308: 994€[990,994]
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8.2 Das Kriging-Verfahren
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Kriging-Verfahren

8.2 Das Kriging-Verfahren

Krige war Montaningenieur in Siidafrika. Um mit moglichst wenigen
Bohrungen Bodenschitze zu finden, orientierte er sich an statistischen
Modellen — wird gerne verwendet, wenn jede Funktionsauswertung
einem realen Experiment oder einer aufwendigen Simulation entspricht.

310: 996€[996,998]



Kriging-Verfahren

8.2 Das Kriging-Verfahren

Krige war Montaningenieur in Siidafrika. Um mit moglichst wenigen
Bohrungen Bodenschitze zu finden, orientierte er sich an statistischen
Modellen — wird gerne verwendet, wenn jede Funktionsauswertung
einem realen Experiment oder einer aufwendigen Simulation entspricht.

Idee: Beachte folgende Leitlinien bei Entwurf von Modell und Verfahren:
e Das Modell sollte die Funktion in bekannten Punkten interpolieren.

e Oszillationen sollten im Modell vermieden werden.

e In der Ndhe bekannter Punkte sind Modellpunkte vertrauenswiirdiger.
e Optimierungsaufwand ist vernachlassigbar gegeniiber Auswertungen.

310: 997€[996,998]



Kriging-Verfahren

8.2 Das Kriging-Verfahren

Krige war Montaningenieur in Siidafrika. Um mit moglichst wenigen
Bohrungen Bodenschitze zu finden, orientierte er sich an statistischen
Modellen — wird gerne verwendet, wenn jede Funktionsauswertung
einem realen Experiment oder einer aufwendigen Simulation entspricht.

Idee: Beachte folgende Leitlinien bei Entwurf von Modell und Verfahren:
e Das Modell sollte die Funktion in bekannten Punkten interpolieren.

e Oszillationen sollten im Modell vermieden werden.

e In der Ndhe bekannter Punkte sind Modellpunkte vertrauenswiirdiger.
e Optimierungsaufwand ist vernachlassigbar gegeniiber Auswertungen.

5

Mo e e e+ (22.1.2010, http://en.wikipedia.org/wiki/Kriging)

310: 998€[996,998]



Kriging-Verfahren

Das Modell der Funktion:
Gegeben seien k Punkte x(, ... x(K) € R” mit Werten f,, ..., f € R.
Fiir von allen x() weit entfernte Punkte wird angenommen:
Der Durchschnittswert p = %Zf;l f; ist guter Schatzer.
Fiir Punkte nahe an x() sollte der Einfluss von f; groB sein.

311: 999€[999,1004]



Kriging-Verfahren

Das Modell der Funktion:
Gegeben seien k Punkte x(, ... x(K) € R” mit Werten f,, ..., f € R.
Fiir von allen x() weit entfernte Punkte wird angenommen:

Der Durchschnittswert p = %Zf;l f; ist guter Schatzer.
Fiir Punkte nahe an x() sollte der Einfluss von f; groB sein.
— Fiir distanzabhingige Gewichtsfunktionen b; : R” — R, b;(x) := e~ [Ix=
bestimme Koeffizienten «; € R so, dass das Modell

FOq) == i+ Ti aibi(x)

die Funktionswerte in den x() annimmt, f(x()) = f, (i=1,..., k).

O
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Kriging-Verfahren

Das Modell der Funktion:
Gegeben seien k Punkte x(, ... x(K) € R” mit Werten f,, ..., f € R.
Fiir von allen x() weit entfernte Punkte wird angenommen:

Der Durchschnittswert p = %Zf;l f; ist guter Schatzer.
Fiir Punkte nahe an x() sollte der Einfluss von f; groB sein.
— Fiir distanzabhingige Gewichtsfunktionen b; : R" — R, b;(x) 1= e~ Ix=x"I
bestimme Koeffizienten aj € R so, dass das Modell

F(x) ==+ X7y aibi(x)

die Funktionswerte in den x(?) annlmmt f(x() =f( 1
bi(xW) .. b(xM)
— Lose : :
bl(X(k)) bk(X(k)) fk—

311: 1001€[999,1004]



Kriging-Verfahren

Das Modell der Funktion:
Gegeben seien k Punkte x(, ... x(K) € R” mit Werten f,, ..., f € R.
Fiir von allen x() weit entfernte Punkte wird angenommen:

Der Durchschnittswert p = %Zf;l f; ist guter Schatzer.
Fiir Punkte nahe an x() sollte der Einfluss von f; groB sein.
— Fiir distanzabhingige Gewichtsfunktionen b; : R” — R, b;(x) := e~ [Ix=
bestimme Koeffizienten «; € R so, dass das Modell

FOq) == i+ Ti aibi(x)

(i)H2

die Funktionswerte in den x() annimmt, f(x()) = f, (i=1,..., k).
bl(X(l)) bk(X(l)) aq fl — K
— Lose : : : = :
bl(X(k)) bk(X(k)) (0773 fk — K

Aber: Die Koordinaten der x() gehéren oft zu unterschiedlichen
physikalischen GréBen, die Euklidische Norm ||x — x{)|| macht wenig Sinn.
— Skalierung: Bestimme eine Norm ||d||% := dT Ad mit A = 0 wie folgt:

311: 1002€[999,1004]



Kriging-Verfahren

Das Modell der Funktion:
Gegeben seien k Punkte x(, ... x(K) € R” mit Werten f,, ..., f € R.
Fiir von allen x() weit entfernte Punkte wird angenommen:
Der Durchschnittswert p = %Zf;l f; ist guter Schatzer.
Fiir Punkte nahe an x() sollte der Einfluss von f; groB sein.
— Fiir distanzabhingige Gewichtsfunktionen b; : R" — R, b;(x) 1= e~ Ix=x"I
bestimme Koeffizienten «; € R so, dass das Modell

F(x) = p+ Zf;l a;bi(x)

die Funktionswerte in den x() annimmt, f(x()) = f, (i=1,..., k).
bl(X(l)) bk(X(l)) aq fl — K
— Lose : : : = :
bl(X(k)) bk(X(k)) (0773 fk — K

Aber: Die Koordinaten der x() gehéren oft zu unterschiedlichen
physikalischen GréBen, die Euklidische Norm ||x — x{)|| macht wenig Sinn.
— Skalierung: Bestimme eine Norm ||d||% := dT Ad mit A = 0 wie folgt:
Il - |la ist gut, wenn ﬂjrjedesj € {1 , k} das Modell der anderen Punkte
2 k Aj
fa(x) == p+ Z, 1 O‘ ,A(X) i b(x)

~

in xU) méglichst kleinen Fehler €/, := #(x0)) — £ hat.

311: 1003€[999,1004]



Kriging-Verfahren

Das Modell der Funktion:
Gegeben seien k Punkte x(, ... x(K) € R” mit Werten f,, ..., f € R.
Fiir von allen x() weit entfernte Punkte wird angenommen:
Der Durchschnittswert p = %Zf;l f; ist guter Schatzer.
Fiir Punkte nahe an x() sollte der Einfluss von f; groB sein.
— Fiir distanzabhingige Gewichtsfunktionen b; : R" — R, b;(x) 1= e~ Ix=x"I
bestimme Koeffizienten «; € R so, dass das Modell

F(x) = p+ Zf;l a;bi(x)

die Funktionswerte in den x() annimmt, f(x()) = f, (i=1,..., k).
bl(X(l)) bk(X(l)) aq fl — K
— Lose : : : = :
bl(X(k)) bk(X(k)) (0773 fk — K

Aber: Die Koordinaten der x() gehéren oft zu unterschiedlichen

physikalischen GréBen, die Euklidische Norm ||x — x{)|| macht wenig Sinn.

— Skalierung: Bestimme eine Norm ||d||% := dT Ad mit A = 0 wie folgt:

Il - |la ist gut, wenn ﬂjrjedesj € {1 ., k} das Modell der anderen Punkte
i) = S aIBAG) + 3 B ()

in xU) méglichst kleinen Fehler €/, := #(x0)) — £ hat.

— Lése  minaso maxi<j<k e’ (ein nichtglattes Problem) — A,, b}, £

311: 1004€[999,1004]



Kriging-Verfahren

Man hofft nun, dass die Fehler ei\* auch gute Fehlerschatzer fiir die
Abweichung des Modells ?* von der Funktion f liefern:

Fiir j zeigt das Modell . iiber die Distanz d’ := _mi ) — x(0)
iir j zeigt das Modell f,. iiber die Distanz d; lgirglkr]’_#ij x| a,

einen Fehler von €, .

312: 1005€[1005,1007]



Kriging-Verfahren

Man hofft nun, dass die Fehler ei\* auch gute Fehlerschatzer fiir die

Abweichung des Modells ?* von der Funktion f liefern:

PP 2o . . * . . U) _ @)
Fiir j zeigt das Modell f. iiber die Distanz d; : . min l|x x| a,
A, Weicht damit f‘* von

einen Fehler von € . Pro Distanzeinheit von || - |
f hoffentlich nur um

_ ‘
S 1= maxi<j<k T.:'
J
ab, vielleicht noch multipliziert mit einer Konstanten v > 1, also
hoffentlich f(x) > f.(x) — vs Og_igk [x = x4, =: g(x) fiir x € Q,
1

wobei die Grundmenge Q C R” als kompakt angenommen wird.
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Kriging-Verfahren

Man hofft nun, dass die Fehler ei\* auch gute Fehlerschatzer fiir die
Abweichung des Modells #. von der Funktion f liefern:

Fiir j zeigt das Modell . iiber die Distanz d’ := _mi ) — x(0)
iir j zeigt das Modell f,. iiber die Distanz d; lgirglkr]’_#ij x| a,

A, Weicht damit f‘* von

einen Fehler von ef;\ . Pro Distanzeinheit von || - |
f hoffentlich nur um

_ ‘
S 1= maxi<j<k T.:'
J
ab, vielleicht noch multipliziert mit einer Konstanten v > 1, also
hoffentlich f(x) > f.(x) — vs Og_igk [x = x4, =: g(x) fiir x € Q,
1

wobei die Grundmenge Q C R” als kompakt angenommen wird.

Das Optimierungsproblem des Kriging-Verfahrens:
Finde ein globales Minimum zu migr; g(x).
x€E

Eine Optimallésung dieses Problems wird als nachster Auswertungspunkt
gewahlt. Dann wird fiir die nun k 4+ 1 Punkte das Modell erneut
berechnet, etc.

312: 1007€[1005,1007]



Nelder-Mead Kriging-Verfahren NEWUOA

Inhaltsiuibersicht

Ableitungsfreie Optimierung/Direkte Suchverfahren

8.3 NEWUOA von Powell
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NEWUOA

8.3 NEWUOA (NEW Unconstrained Opt. Alg.)

Interpoliert die , letzten" 2n+ 1 Funktionswerte von f : R” — R durch ein
quadratisches Modell, das sich moglichst wenig vom Vorgédnger-Modell
unterscheidet (wie bei BFGS), und bestimmt den nichsten Punkt als
Naherungslosung eines Trustregion-Problems zu diesem Modell.

314: 1009€[1009,1014]



NEWUOA

8.3 NEWUOA (NEW Unconstrained Opt. Alg.)

Interpoliert die , letzten" 2n+ 1 Funktionswerte von f : R” — R durch ein
quadratisches Modell, das sich moglichst wenig vom Vorgédnger-Modell
unterscheidet (wie bei BFGS), und bestimmt den nichsten Punkt als
Naherungslosung eines Trustregion-Problems zu diesem Modell.

Gegeben: Startpunkt x(©) und Intervall [A, A] fiir den Trustregion-Radius,
wobei A auch die Abbruchgenauigkeit fiir die Lésungskoordinaten sei.

314: 1010€[1009,1014]



NEWUOA

8.3 NEWUOA (NEW Unconstrained Opt. Alg.)

Interpoliert die , letzten" 2n+ 1 Funktionswerte von f : R” — R durch ein
quadratisches Modell, das sich moglichst wenig vom Vorgédnger-Modell
unterscheidet (wie bei BFGS), und bestimmt den nichsten Punkt als
Naherungslosung eines Trustregion-Problems zu diesem Modell.

Gegeben: Startpunkt x(©) und Intervall [A, A] fiir den Trustregion-Radius,
wobei A auch die Abbruchgenauigkeit fiir die Lésungskoordinaten sei.

In Iteration k bestimmt NEWUOA ein quadratisches Modell

mk)(x) = %XTQ(HX + (g" N Tx + ¢,
das in Punkten x() ¢ R”, (i=0,...,2n) die Werte f; annimmt und, fiir
k>0, | V2mk=1) — v2m)|| minimiert.

314: 1011€[1009,1014]



NEWUOA

8.3 NEWUOA (NEW Unconstrained Opt. Alg.)

Interpoliert die , letzten" 2n+ 1 Funktionswerte von f : R” — R durch ein
quadratisches Modell, das sich moglichst wenig vom Vorgédnger-Modell
unterscheidet (wie bei BFGS), und bestimmt den nichsten Punkt als
Naherungslosung eines Trustregion-Problems zu diesem Modell.

Gegeben: Startpunkt x(©) und Intervall [A, A] fiir den Trustregion-Radius,
wobei A auch die Abbruchgenauigkeit fiir die Lésungskoordinaten sei.

In Iteration k bestimmt NEWUOA ein quadratisches Modell
m(k)(x) = %XTQ(k)X + (q(k))TX —+ C(k)’
das in Punkten x() € R”, (i =0,...,2n) die Werte f; annimmt und, fiir
k>0, || V2mk=1) — v2m(k) H m|n|m|ert Dazu l6st es
k)
AL S s M

(QP%) st x0Tl <>+( (NTe) 40—, i—0,... 2n,
Q(" S" g e R, K € R.

314: 1012€[1009,1014]



NEWUOA

8.3 NEWUOA (NEW Unconstrained Opt. Alg.)

Interpoliert die , letzten" 2n+ 1 Funktionswerte von f : R” — R durch ein
quadratisches Modell, das sich moglichst wenig vom Vorgédnger-Modell
unterscheidet (wie bei BFGS), und bestimmt den nichsten Punkt als
Naherungslosung eines Trustregion-Problems zu diesem Modell.

Gegeben: Startpunkt x(©) und Intervall [A, A] fiir den Trustregion-Radius,
wobei A auch die Abbruchgenauigkeit fiir die Lésungskoordinaten sei.

In Iteration k bestimmt NEWUOA ein quadratisches Modell
m(k)(x) = %XTQ(k)X + (q(k))TX —+ C(k)’
das in Punkten x() ¢ R”, (i =0,...,2n) die Werte f; annimmt und, fiir
k>0, ||V2mk—b —v2m H minimiert Dazu l6st es
. k)
P min Zl<l_]<n( I . Q( ) .
(QPE) st L) TQUIx +( (NTx) 4 c) — £, j—0,. . 2n
Q(" e 5" gk e R, k) e R.
Pro Iteration dndert sich nur ein x(), daher l3sst sich (QPX) mit vielen
Tricks in Konstante mal (2n + 1)? FlieBkomma-Operationen l8sen.

314: 1013€[1009,1014]



NEWUOA

8.3 NEWUOA (NEW Unconstrained Opt. Alg.)

Interpoliert die , letzten" 2n+ 1 Funktionswerte von f : R” — R durch ein
quadratisches Modell, das sich moglichst wenig vom Vorgédnger-Modell
unterscheidet (wie bei BFGS), und bestimmt den nichsten Punkt als
Naherungslosung eines Trustregion-Problems zu diesem Modell.

Gegeben: Startpunkt x(©) und Intervall [A, A] fiir den Trustregion-Radius,
wobei A auch die Abbruchgenauigkeit fiir die Lésungskoordinaten sei.

In Iteration k bestimmt NEWUOA ein quadratisches Modell
m(k)(x) = %XTQ(k)X + (q(k))TX _|_ C(k)’
das in Punkten x() ¢ R”, (i =0,...,2n) die Werte f; annimmt und, fiir
k>0, ||V2mk—b —v2m H minimiert Dazu l6st es
. k)
P min Zl<l_]<n( I . Q( ) .
(QPE) st L(x)T QU +( (NTe) 40—, i—0,... 2n,
Q(" e 5" gk e R, k) e R.
Pro Iteration dndert sich nur ein x(), daher l3sst sich (QPX) mit vielen
Tricks in Konstante mal (2n + 1)? FlieBkomma-Operationen l8sen.
Die Initialisierung von m© verwendet die Punkte x(©, x(2i=1) .= x(0) _ Ag;,
x(@) .= x(0) 4 Ag (i=1,...,n) — c® = £, g, Diagonalmatrix Q).

314: 1014€[1009,1014]



NEWUOA

Grober Ablauf von NEWUOA: _ B B
0. Initialisierung: Wihle x©, [A,A], § «+ A, A — A
Bestimme x(), f; (i=1,...,2n) und m©, setze k = 0.

315: 1015€[1015,1023]



NEWUOA

Grober Ablauf von NEWUOA:

0. Initialisierung: Wahle x(0), [A, A], §— A, A—A
Bestimme x(), f; (i =1,...,2n) und m(®, setze k = 0.

1. Finde 7 € {0,...,2n} mit f; < f; (Vi) und |6se das Trustregionproblem
minjgj<a Mm% (x® + d) (mit inexaktem konjugierten Gradientenverf.)

315: 1016€[1015,1023]



NEWUOA

Grober Ablauf von NEWUOA:
0. Initialisierung: Wahle x(0), [A, A], §— A, A—A
Bestimme x(), f; (i =1,...,2n) und m(®, setze k = 0.
1. Finde 7 € {0,...,2n} mit f; < f; (Vi) und |6se das Trustregionproblem
minjgj<a Mm% (x® + d) (mit inexaktem konjugierten Gradientenverf.)
2. Falls ||d|| < %p: [Modellumgebung verkleinern?]
Ist zum 3. Mal |f(x®) 4 d) — m(¥)(x(®) + d)| klein, dann
(a) falls 6 = A, STOP,
(b) sonst setze § <+ max{A,§/10}, A — §, GOTO 1.

315: 1017€[1015,1023]



NEWUOA

Grober Ablauf von NEWUOA:
0. Initialisierung: Wahle x(0), [A, A], §— A, A—A
Bestimme x(), f; (i =1,...,2n) und m(®, setze k = 0.
1. Finde 7 € {0,...,2n} mit f; < f; (Vi) und |6se das Trustregionproblem
minjgj<a Mm% (x® + d) (mit inexaktem konjugierten Gradientenverf.)
2. Falls ||d|| < %p: [Modellumgebung verkleinern?]
Ist zum 3. Mal |f(x®) 4 d) — m(¥)(x(®) + d)| klein, dann
(a) falls 6 = A, STOP,
(b) sonst setze § <+ max{A,§/10}, A — §, GOTO 1.
Setze A — max{d, A/10},
finde Ersatzpunkt fiir j mit ||xU) — x(?|| maximal und GOTO 4.

315: 1018€[1015,1023]



NEWUOA

Grober Ablauf von NEWUOA:
0. Initialisierung: Wahle x(0), [A, A], §— A, A—A
Bestimme x(), f; (i =1,...,2n) und m(®, setze k = 0.
1. Finde 7 € {0,...,2n} mit f; < f; (Vi) und |6se das Trustregionproblem
minjgj<a Mm% (x® + d) (mit inexaktem konjugierten Gradientenverf.)
2. Falls ||d|| < %p: [Modellumgebung verkleinern?]
Ist zum 3. Mal |f(x®) 4 d) — m(¥)(x(®) + d)| klein, dann
(a) falls 6 = A, STOP,
(b) sonst setze § <+ max{A,§/10}, A — §, GOTO 1.
Setze A — max{d, A/10},
finde Ersatzpunkt fiir j mit ||xU) — x(?|| maximal und GOTO 4.

3. Fiir ||d|| > 36 berechne p - %

an und setze xU) — x(®) 4 d fiir geeignet gewihltes ;.

passe A (> §) entsprechend

315: 1019€[1015,1023]



NEWUOA

Grober Ablauf von NEWUOA:
0. Initialisierung: Wahle x(0), [A, A], §— A, A—A
Bestimme x(), f; (i =1,...,2n) und m(®, setze k = 0.
1. Finde 7 € {0,...,2n} mit f; < f; (Vi) und |6se das Trustregionproblem
minjgj<a Mm% (x® + d) (mit inexaktem konjugierten Gradientenverf.)
2. Falls ||d|| < %p: [Modellumgebung verkleinern?]
Ist zum 3. Mal |f(x®) 4 d) — m(¥)(x(®) + d)| klein, dann
(a) falls 6 = A, STOP,
(b) sonst setze § <+ max{A,§/10}, A — §, GOTO 1.
Setze A — max{d, A/10},
finde Ersatzpunkt fiir j mit ||xU) — x(?|| maximal und GOTO 4.

3. Fiir ||d|| > 36 berechne p - %

an und setze xU) — x(®) 4 d fiir geeignet gewihltes ;.
4. Bestimme m(**1) aus (QPX+1) mit neuem xU), k «— k +1, GOTO 1.

passe A (> §) entsprechend

315: 1020€[1015,1023]



NEWUOA

Grober Ablauf von NEWUOA:
0. Initialisierung: Wahle x(0), [A, A], §— A, A—A
Bestimme x(), f; (i =1,...,2n) und m(®, setze k = 0.
1. Finde 7 € {0,...,2n} mit f; < f; (Vi) und |6se das Trustregionproblem
minjgj<a Mm% (x® + d) (mit inexaktem konjugierten Gradientenverf.)
2. Falls ||d|| < %p: [Modellumgebung verkleinern?]
Ist zum 3. Mal |f(x®) 4 d) — m(¥)(x(®) + d)| klein, dann
(a) falls 6 = A, STOP,
(b) sonst setze § <+ max{A,§/10}, A — §, GOTO 1.
Setze A — max{d, A/10},
finde Ersatzpunkt fiir j mit ||xU) — x(?|| maximal und GOTO 4.

3. Fiir ||d|| > 36 berechne p - %

an und setze xU) — x(®) 4 d fiir geeignet gewihltes ;.
4. Bestimme m(**1) aus (QPX+1) mit neuem xU), k «— k +1, GOTO 1.

passe A (> §) entsprechend

Bemerkungen:
e Der adaptive Parameter § wird nur verkleinert, wenn Schrittweiten > §
keine Verbesserung mehr zu bringen scheinen.

315: 1021€[1015,1023]



NEWUOA

Grober Ablauf von NEWUOA:
0. Initialisierung: Wahle x(0), [A, A], §— A, A—A
Bestimme x(), f; (i =1,...,2n) und m(®, setze k = 0.
1. Finde 7 € {0,...,2n} mit f; < f; (Vi) und |6se das Trustregionproblem
minjgj<a Mm% (x® + d) (mit inexaktem konjugierten Gradientenverf.)
2. Falls ||d|| < %p: [Modellumgebung verkleinern?]
Ist zum 3. Mal |f(x®) 4 d) — m(¥)(x(®) + d)| klein, dann
(a) falls 6 = A, STOP,
(b) sonst setze § <+ max{A,§/10}, A — §, GOTO 1.
Setze A — max{d, A/10},
finde Ersatzpunkt fiir j mit ||xU) — x(?|| maximal und GOTO 4.

3. Fiir ||d|| > 36 berechne p - %

an und setze xU) — x(®) 4 d fiir geeignet gewihltes ;.
4. Bestimme m(**1) aus (QPX+1) mit neuem xU), k «— k +1, GOTO 1.

passe A (> §) entsprechend

Bemerkungen:

e Der adaptive Parameter § wird nur verkleinert, wenn Schrittweiten > §
keine Verbesserung mehr zu bringen scheinen.

e Jede Wahl neuer Punkte x() soll etwa Abstand & haben.

315: 1022€[1015,1023]



NEWUOA

Grober Ablauf von NEWUOA:
0. Initialisierung: Wahle x(0), [A, A], §— A, A—A
Bestimme x(), f; (i =1,...,2n) und m(®, setze k = 0.
1. Finde 7 € {0,...,2n} mit f; < f; (Vi) und |6se das Trustregionproblem
minjgj<a Mm% (x® + d) (mit inexaktem konjugierten Gradientenverf.)
2. Falls ||d|| < %p: [Modellumgebung verkleinern?]
Ist zum 3. Mal |f(x®) 4 d) — m(¥)(x(®) + d)| klein, dann
(a) falls 6 = A, STOP,
(b) sonst setze § <+ max{A,§/10}, A — §, GOTO 1.
Setze A — max{d, A/10},
finde Ersatzpunkt fiir j mit ||xU) — x(?|| maximal und GOTO 4.

3. Fiir ||d|| > 36 berechne p - %

an und setze xU) — x(®) 4 d fiir geeignet gewihltes ;.
4. Bestimme m(**1) aus (QPX+1) mit neuem xU), k «— k +1, GOTO 1.

passe A (> §) entsprechend

Bemerkungen:

e Der adaptive Parameter § wird nur verkleinert, wenn Schrittweiten > §
keine Verbesserung mehr zu bringen scheinen.

e Jede Wahl neuer Punkte x() soll etwa Abstand & haben.

o Viele weitere Details fiir Effizienz, Numerik, etc. . ..

e Bester ableitungsfreier Code in Benchmark von Moré und Wild, 2009.
315: 1023€[1015,1023]
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