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1. Sei (X,.A) ein messbarer Raum und u : X — C messbar. Zeigen Sie, dass es eine
Folge (¢;)jen C E(X,.A) gibt so dass fiir alle x € X: |¢;(z)| < |u(z)| fiir alle j € N
und ¢;(x) — u(x) fir j — oo.

2. Sei (X, .A) ein messbarer Raum und f : X — [0, 00]. Wir nennen f messbar, wenn
fH(—o0,a)) € A fiir alle @ € R und schreiben M fiir die Menge dieser Funktionen.
Zeigen Sie:

(a) Fiir alle Intervalle I C Rist f~!(I) € A und f~'({o0}) € A.

(b) Ist f € M, so gibt es eine Folge (¢;)jen C (X, A) mit ¢; / f fiir j — oo.

(c) Ist f € M und (X, A, n) o-endlich, so gibt es eine Folge (¢;)jen C EH(X, A, 1)
mit ¢; " f fir j — oo.

(d) Zeigen Sie, dass auf die o-Endlichkeit in der verherigen Teilaufgabe nicht ersat-

zlos verzichtet werden kann.

3. Sei (X, A, p) ein Mafiraum und u : X — C messbar beziiglich A. Zeigen Sie, dass
folgende Bedingungen aquivalent sind:

(i) ue LYX, A, p),
(i) |ul € LY(X, A, p),
(iii) es existiert h € L1(X, A, p) mit |u| < h.

Hinweis: Mit Zerlegung in Real- und Imaginérteil und anschlieend in Positiv- und
Negativteil kann man fiir die Implikation (4i7) = (i) annehmen, dass u > 0. Dann
helfen Beppo-Levi und Aufgabe (2) auf diesem Blatt.

4. Sei (X, A, u) ein g-endlicher Maraum und f € M. Definiere

/ fdu = sup{ / bdulé € EN(X, A, )b < f}.

Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen aquivalent sind,
(i) es gibt g € LY(X, A, p) mit f = g pfii.,
(i) [, fdp < oo,

und in diesem Fall die beiden Integrale tibereinstimmen.



