2. Zeigen Sie, dass jede Gerade in R? eine Lebesgue-Nullmenge ist. Ist das Bild jeder
Kurve eine Lebesgue-Nullmenge?

Losung: Die Gerade sei mit g bezeichnet Ist die Gerade achsenparallel, so kann
man sie als disjunkte Vereinigung abzéhlbar viele Translate von {0} x [0,1) (bzw.
umgekehrt) darstellen, die alle Maf8 0 haben.

Anderenfalls gibt es aj,as € R und by, by € R\ {0} derart, dass
g = {(a; +tby,ay +thy)|t € R}.
Wir wéhlen ein ¢ > 0. Sei fiir i € N
My (c) :=[ay + cH;_1b1, a1 + cH;by) X [ag + cH;_1by, ag + cH;bs)
und

Mgi_l(c) = [0,1 — CHibl, ap — CHi_lbl) X [ag — CHibg, ag — CHi_lbg)

gesetzt, wobei H; = > % ist. Man beachte Hy = 0. Es ergibt sich
k=1

o= N | Unmh].
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weswegen ¢ eine Lebesgue-Menge ist. Fiir u(g) ergibt sich

1 2
u(g) < ir>1£ 2¢°b1 by g 3 gg <20 b1bs 5 ) 0.
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Zur Frage nach Kurven mit positivem Maf}: Die Hilbertkurve beispielsweise ist eine
flachenfiillende Kurve. Sie ist das Bild der Abbildung f : [0, 1] — [0, 1]? mit r — f(r)
wobei sich f(r) aus der Darstellung von r im Positionssystem zur Basis 4 wie folgt
ergibt:

Zui € {0,1,2,3} und @ := [0, 1] betrachten wir die Abbildungen f; : Q — @ mit

e fo = (z,y) — 3((y,z) + (—1,—1)) (Spiegelung an Diagonale durch die linke
untere Ecke und Stauchung an dieser Ecke auf die Halfte),

e fi == (z,y) — 3((z,y) + (=1,1)) (Stauchung an linker oberer Ecke auf die
Hilfte),

o fo := (z,9) — 3((z,y) + (1,1)) (Stauchung an rechter oberer Ecke auf die
Hiélfte) sowie

o f3:=(x,y) — 3((x,y) + (1,—1)) (Spiegelung an Diagonale durch rechte untere
Ecke und Stauchung an dieser Ecke auf die Hélfte).

Sei {0,1,2,3}* := |J {0,1,2,3}". Tupel wie (0,0,2,3) schreiben wir hier kurz wie
neN
0023, d.h. wir lassen die Klammern und Kommas weg. Fir s € {0,1,2,3}* sei

Q. — Q Falls s die Lénge 0 hat, (i.e. Qs = Q)
) £(Q) Falls s = it fiir ein i € {0,1,2,3}

3 3
Da |J Q; = @ enthalten sind, folgt auch |J Qs = Q,. AuBlerdem ist die Seitenlange
i=0 i=0

von @, gerade z7; wobei ((s) die Zahl der Stellen von s darstellt.

Ebenfalls erhélt man durch Induktion nach n: Falls st € {0, 1,2, 3}" lexikographisch
aufeinander folgen, so haben () und @), jeweils eine gemeinsame Kante: Ist n = 0, so
ist nichts zu beweisen. Ist s = is’ und ¢t = it’ fiir 7 € 1,2, 3,4, so haben @y und Qy
eine gemeinsame Kante und f; auf diese Situation angewendet liefert die Behauptung.
bleibt s = i3"~! und ¢ = j0"! zu untersuchen, wobei j = i + 1 gilt. Man sieht
induktiv, dass Qg» = [—1, -1+ 2%}2 und Q3 = [1 — 2%, 1} X [—1, -1+ %} gilt. Es
ergibt sich

Qozn-1 N Quon-1 = fo(Qzn-1) N f1(Qon-1) = {—L -1+ 2%] x {0}
Qizn—1 N Qpn—1 = f1(Qzn1) N f2(Qon—1) = {0} X {O, 2%]
Qazn—1 N Qson—1 = fo(Qsn-1) N f3(Qon-1) = {1 - 2%, 1] x {0}

womit der Induktionsschritt und die Induktion abgeschlossen sind.



Sei r € [0,1] eine reelle Zahl und s,(r) stelle die ersten n Nachkommastellen dar
(wobei wir r im Positionssystem zur Basis 4 darstellen, und nur bei 1 = [0.3], eine
Dreierperiode verwenden). Dann gibt es genau einen Punkt f(r) in @ mit f(r) €
U Qs.,.(r), da die geschnittenen Quadrate eine absteigende Folge bilden, die sich auf
neN

einen Punkt zusammenzieht.

Diese Funktion ist stetig, denn zwei Zahlen 7,75 € [0,1) mit [r; — ro| < 75 stimmen
entweder in den ersten n Nachkommastellen iiberein, oder s,(r;) und s,(r2) sind
zumindest lexikographisch aufeinanderfolgend in {1,2,3,4}". Damit liegen f(r;)
und f(ry) in einem gemeinsamen Rechteck mit Seitenlingen o und 2%, haben also
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hochstens den Abstand %

Hat r im Positionssystem zur Basis 4 eine endliche Darstellung, so konnte man r
auch mit einer Dreierperiode darstellen. Wegen der Stetigkeit von f lieferte aber
auch diese Darstellung von r den selben Funktionswert. Es kommt also nicht darauf
an, welche Darstellung man nimmt!

Zur Umkehrfunktion: Zu jedem Punkt P von @) 148t sich (mindestens) eine unendliche
absteigende Folge Q) derart finden, dass P € Q) gilt. Sei s = (s;);en definiert

durch s; := s(n);. Dann ist f (Z si4_i) = P, weswegen die durch f([0, 1]) gegebene
i=1

Kurve das ganze Quadrat [—1,1]? {iberdeckt, und damit Ma8 4 hat.

Zur Frage der Selbstiiberschneidung der Hilbertkurve: Selbstiiberschneidungen der
Peano-Kurve treten an allen Punkten P auf, wo es mehrere unterschiedliche Moglichkeiten
gibt, die absteigende Folge der (Q4(,) zu definieren, wobei aber die resultierenden Ur-
bilder nicht gleich sind. Man kann entsprechend zeigen, dass die Kurve auf allen
Punkten von

o {(z,y) € (~1,17In € Z: {20, 2%y} N Z £ 0},
o {-1,1} x{ye(-1,1)[3neZ:2"(y — 1) € 32},
e sowie {x € (—1,1)|In € Z: 2"z € 3Z} x {—1}
Selbstiiberschneidungen hat, sonst aber nirgendwo. Es treten dabei Doppelpunkte(wie

(0,1)), Tripelpunkte (wie (0,0)), maximal aber Quadrupelpunkte (wie bei (0, —1)
auf. In der Tat ist

° f_l(oa%) = 1_76’196 ’
o F70.0)= {142} und
° f‘l(O, —%) = {4i8’ 4_78’ %7 i_g}



