2. Wir betrachten das Zahlma$ p auf (N, P(N)). Zeigen Sie:
(a) E(X, A) ={z: N~ R|z(N) ist endlich },
(b) EM(X, A, u) = Co(N) = {x: N+ R|IN € NVn > N : z(n) = 0},
(c) LYX, A, p) = *(N) = {z: N R| > |z(n)| konvergiert } und
fo(n)d,u(n) = Z_:lx(n)

Losung zu c:

LYX, A p) =
{z : N — R|3 Cauchyfolge C (X, A, u) punktweise konvergent gegen x}

Richtung “C”: x gehort zur linken Seite und (x;);en ist die punktweise gegen z
konvergierende Cauchyfolge: Sei ¢ > 0 und j so gewahlt, dass fir alle ¢ > j gilt
N

\|lz; — x|| = > |xi(n) — xj(n)| <e. Wir zeigen, dass ) |z(n)| beschrinkt ist.
neN

n=1

N N N
Sl = 3 im ai(n)] = lim 3 fai(n)
n=1 n=1 n=1
< sngm n)| + |zi(n) — z;(n) <Sgp<<ZI% >+|I$z~—%’|l>
27 p=1 =

IN

up ((Z Ixj(n)l> + 6)) =c+ Z 25 (n)

Damit ist eine von N unabhéngige Schranke etabliert, woraus die Konvergenz von
> |z(n)| - und damit “C” folgt.

neN

Richtung “2”: Eine geeignete Cauchyfolge zu z ist (z;);eny mit z;(n) = x(n) firn < i
und 0 sonst.

Diese liefert auch sofort [ x(n)du(n) = 3 x(n).
N n=1



4. Wir schreiben a A b := min{a, b} fir a,b € R und entsprechend fiir Funktionen
frg: X—R

fAg=X—R fAglr):=fz)Ag(r).
Analog sei a V b := max{a, b} und
fVvg=X=R fvg(z):=flx)Vg()
Zeigen Sie:
(a) aAb=1(a+b—|a—b]), sowie:
(b) Ist (X, A, p) ein MaBraum, so ist L& x LL +— L, (f, g) — fAg eine Kontraktion.

Losung zu b): Fiir fi, fo, g1, 92 € L} ist

i ANg = faANgolli < Ifi = falli + |91 — g2lla

zu zeigen. Das fithrt mittels Definition der £'-Norm und Linearitéit des Integrals zu
der Aufgabe, zu zeigen

/(Ifl(x)—f2($)|+|91($)—92($)|—I min{f1(z), g1(x)} —min{ f2(2), g2(x) }[)dpu(x) = 0

X

Dabei wurden alle Integrale auf eine Seite gebracht und zusammengefafit. Es geniigt
wegen Positivitat des Integrals, zu zeigen, dass der Integrand iiberall positiv ist. Seien
dazu fiir ein beliebig gewéahltes x die Werte a; = f;(x) und b; = g;(z) betrachtet. Wir
haben zu zeigen, dass |a; — as| + by — be| — |min{ay, b1} — min{as, bo}| > 0. Aus
Symmetriegriinden diirfen wir annehmen, dass a; > b; (Vertauschbarkeit von f; und
g1) und as > by (Vertauschbarkeit von f, und g¢s) gilt. Es folgt

|a1 — CLQ‘ + |b1 — b2| — |min{a1,bl} — IIlil’l{CLg,bQH = |CL1 — CL2| + |b1 — b2| — |b1 —(bb]
= |a1—a2| >0 (2)



