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1. Sei X eine Menge, A = {A ⊆ X|A ist abzählbar oder Ac ist abzählbar}.

(a) Zeigen Sie, dass

µ(A) =

{
0, falls A abzählbar
1, sonst

ein Maß ist.

(b) Warum ist die entsprechende Mengenfunktion für überabzählbare X kein Maß
auf (X,P(X)) ?

2. Wir betrachten das Zählmaß µ auf (N,P(N)). Zeigen Sie:

(a) E(X,A) = {x : N 7→ R|x(N) ist endlich },
(b) E1(X,A, µ) = Cc(N) = {x : N 7→ R|∃N ∈ N∀n ≥ N : x(n) = 0},
(c) L1(X,A, µ) = `1(N) = {x : N 7→ R|

∑
n

|x(n)| konvergiert } und∫
N
x(n)dµ(n) =

∞∑
n=1

x(n).

3. Sei φ : R 7→ R monoton und rechtsstetig und µφ : J 7→ [0,∞] mit µφ([a, b)) =
φ(b−)− φ(a−).

(a) Zeigen Sie, dass µφ additiv ist auf J = {[a, b)|a, b ∈ R}, d.h.

[a, b) =
N⋃
·

k=1

[ak, bk)⇒ µφ([a, b)) =
N∑
k=1

µφ([ak, bk)).

(b) Angenommen, µφ lässt sich σ-additiv auf B fortsetzen. Wie groß ist dann µ({b})
für b ∈ R?

4. Wir schreiben a ∧ b := min{a, b} für a, b ∈ R und entsprechend für Funktionen
f, g : X 7→ R

f ∧ g := X 7→ R, f ∧ g(x) := f(x) ∧ g(x).

Analog sei a ∨ b := max{a, b} und

f ∨ g := X 7→ R, f ∨ g(x) := f(x) ∨ g(x).

Zeigen Sie:

(a) a ∧ b = 1
2
(a+ b− |a− b|), sowie:

(b) Ist (X,A, µ) ein Maßraum, so ist L1
R×L1

R 7→ L1
R, (f, g) 7→ f∧g eine Kontraktion.

1


