1 Vorwort

In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit drei ausgewéhlten Bereichen der Theorie der
endlichen Graphen.

Der erste Bereich handelt von speziellen Kreisen (Hamiltonkreise) und Griinden fiir
ihr Fehlen (Toughness, A-Trenner, Grinbergs Bedingung). Es wird insbesondere die (bis-
her offene) Vermutung diskutiert, dass hinreichend hohe Toughness einen Hamiltonkreis
erzwingt.

Der zweite Bereich beschéftigt sich mit verschiedenen Methoden und Ergebnissen in
Bezug auf das Aufspiiren von Graphen mit extremalen Eigenschaften innerhalb einer Gra-
phenklasse.

Der dritte Bereich zeigt auf, wie man mit Hilfe der probabilistischen Methode nicht-
triviale Schranken fiir Graphenparameter wie etwa die Dominanzzahl ~ herleiten kann.
Dariiberhinaus wird diskutiert, wie man aus diesem Ansatz heraus polynomiale determi-
nistische Algorithmen erzeugt, die die gefundenen Schranken einhalten - also etwa eine
entsprechend kleine dominierende Menge liefern.

2 Toughness und Kreise

2.1 Einfiihrung

Innerhalb dieses Abschnittes befassen wir uns nur mit endlichen Graphen ohne Schlingen
und Mehrfachkanten. Die Kanten eines solchen Graphen sind allein durch Nennung ihrer
Endknoten eindeutig bestimmt. Sind x und y Knoten, so bezeichne xy ebenso wie yx die
Kante inzident zu  und y. Knoten werden entsprechend durch Kleinbuchstaben bezeich-
net, Kanten entsprechend durch zwei aufeinanderfolgende Kleinbuchstaben, oder ebenfalls
durch einen Kleinbuchstaben. Mengen und Graphen werden durch Grofibuchstaben be-
zeichnet. Insbesondere ist G stets die Bezeichnung fiir einen Graphen.

Nun noch einige Grundbegriffe:

Geht ein Graph G’ aus G durch Loschen von Knoten (und natiirlich den zu geloschten
Knoten inzidenten Kanten) hervor, so heifit G’ induzierter Untergraph von G. G’ ergibt
sich eindeutig aus der Kenntnis von G und V' = V(G’), und heifit daher auch von V' in G
induzierter Untergraph.

Geht G’ aus G nur durch Loschen von Kanten hervor, so heifit G’ aufspannender Un-
tergraph von G.

Ein Graph G heifit nicht zusammenhdngend, wenn er eine Zerlegung in zwei disjunkte
nichtleere Untergraphen G; und Gy besitzt (dh. G = G; UGy und G; N Gy = (0,0)).
Anderenfalls heifit G zusammenhéngend. Bleibt G nach Loschung von weniger als k belie-
bigen Elementen (Knoten und Kanten seien als Elemente bezeichnet) zusammenhéngend,
so heifit G genauer k-zusammenhdngend oder kfach zusammenhéngend.

Jeder Graph G hat eine eindeutige Zerlegung in zusammenhéngende (daher nichtleere)
disjunkte Untergraphen. Diese Untergraphen sind die Komponenten von G, sie bilden die



Elemente der Menge C(G).

Mit Ky (V Knotenmenge) bezeichnen wir den Graphen (V (‘2/)), mit Ky (k natiirlich)
die Isomorphieklasse aller Graphen Ky mit |V| = k.

Mit Kyw (V,W disjunkte Knotenmengen) bezeichnen wir den wvollstindigen paaren
Graphen (VUW, {vw|v € V Aw € W}) mit Partitionsmengen V', W. Entsprechend ist der
K}, die Isomorphieklasse aller Ky, mit |V| =k und |W| = 1.

G heifit k-reguldr, wenn jeder Knoten mit & Kanten inzidiert (Schlingen zihlen doppelt,
sind aber in diesem Kapitel ohnehin verboten).

Ein k-regulédrer aufspannender Untergraph heifit k-Faktor.

Ein (zweifach) zusammenhéngender zweireguldrer Graph C' heifit Kreis.

Ein Baum ist ein zusammenhéngender kreisfreier Graph.

Ein Weg ist ein Graph, der durch Hinzufiigen einer Kante inzident zu x und y zu einem
Kreis (evtl. mit Schlinge oder Doppelkante) wird. Dabei sind x und y seine Endknoten
und man redet auch von einem zy-Weg bzw. einem Weg von z nach y. Insbesondere sind
vollstdndige Graphen auf einem oder zwei Knoten.

Hat G einen aufspannenden Kreis C| so heifit G hamiltonsch und C' Hamiltonkreis von
G. Entsprechend ist ein Graph hamiltonsch, wenn er einen zusammenhéngenden 2-Faktor
enthélt.

Hat G einen aufspannenden Weg P, so heifit P Hamiltonweg von G.

2.2 Toughness oder: Warum hat G keinen Hamiltonkreis?

Farbt man die Knoten eines Kreises mit den Farben rot und weif}, so induzieren die Knoten
der einen wie der anderen Farbe jeweils eine Vereinigung gleichvieler disjunkter Wege.
Hat man k£ Punkte rot gefarbt, so ergeben sich also nach deren Loschung hochstens k
Komponenten.

Beobachtung 2.2.1 Fin Kreis zerfdllt nach Loschung von k Knoten in hochstens k Kom-
ponenten. Gleiches gilt fiir alle hamiltonschen Graphen.

Wenn also nach Loschung eines Trenners zu viele Komponenten iibrig bleiben, so kann der
betrachtete Graph nicht Hamiltonsch sein.

Ist also T ein Trenner des Graphen G (d.h. T'C V(G) und G — T hat mindestens zwei
Komponenten), so interessiert uns das Verhéltnis |T'| : |C(G — T)|. Ist dieses kleiner als
1, so ist der Graph nicht hamiltonsch. Da wir frei sind in der Wahl von 7', interessiert
uns eigentlich nur der kleinstmogliche Wert dieses Verhéltnisses. Dieser wird als 7(G)
bezeichnet und mit toughness von G benannt.

In Formeln:

~ i |7
7(G) = mm{m‘T CV(G)NIC(G-=T)| > 2}

Dabei minimieren wir fiir vollstdndige Graphen iiber die leere Menge, was formal als
oo festgelegt wird.



Ein Graph G heifit t-tough, falls fiir alle Trenner 7" von G das Verhéltnis |T'| : |C(G—T)]
mindestens ¢ ist. Dies ist offenbar dquivalent zu ¢t < 7(G). Also kénnen wir die Toughness
von G alternativ auch als maximalen Wert ¢ einfiihren, fiir den G t-tough ist (dieser ist fiir
vollstéandige Graphen offenbar +00.)

Unsere Beobachtung 2.2.1 geht mit diesen Definitionen iiber in:

Theorem 1 (Chvatal, 1973) Ist G hamiltonsch, so folgt 1 < 7(G).

Die Umkehrung ist nicht wahr, wie man etwa am Beispiel des Petersen-Graphen erkennt.
Allerdings wird vermutet (Chvatal 1973), dass hinreichend hohe Toughness einen Ha-
miltonkreis erzwingt:

Vermutung 1 Fs gibt ein ty derart, dass aus to < 7(G) folgt, dass G hamiltonsch ist.

Lange Zeit (bis zum Jahr 2000) galt ¢, = 2 als aussichtsreicher Kandidat. Allerdings
wurde dann von D.Bauer. H.J.Broersma und H.J.Veldman eine Graphenklasse konstruiert,
die den folgenden Satz nach sich zieht:

Theorem 2 (Bauer, Broersma, Veldman 2000) FEs gibt zu jedem € > 0 einen Gra-
phen G, mit 7(G.) > § — ¢ ohne Hamiltonkreis.

Wir folgen nun der Konstruktion dieser Graphenklasse: Sei H ein Graph mit zwei
Knoten z,y. Weiterhin seien [ und m natiirliche Zahlen. Der Graph G(H, z,y, [, m) wird
wie folgt gebildet:

Mit H;,i = 1...m bezeichnen wir m disjunkte Kopien von H. Die jeweiligen x bzw. y
entsprechenden Knoten seien mit x; bzw. y; bezeichnet.

Der Graph T sei ein zu allen H; disjunkter vollstandiger Graph mit [ Knoten.

Wir setzen F' = Kz, 20 amyiyoymt O U Hi und G(H, 2, y,l,m) = FUT U Ky v )
i=1

(diese Verkniipfung von F' und 7" wird auch als join von F und T bezeichnet).
Wir wollen nun aus Eigenschaften der Parameter Eigenschaften von G(H,x,y,[l, m)
gewinnen:

Theorem 3 (Bauer, Broersma, Heuvel, Veldman 1994) Hat H keinen Hamiltonweg
von x nach y und gilt m > 21 + 3, so hat G(H,x,y,l,m) gar keinen Hamiltonweg (und ist
infolgedessen nicht hamiltonsch,).

Beweis von Theorem 3. Indirekt. Sei P ein Hamiltonweg von G(H, z,y,l, m). Dann hat
P hochstens 2] Kanten, welche F' mit T" verbinden. Da P auflerdem nur zwei Endknoten
hat, gibt es mindestens m — 2l — 2 H;, also wegen m > 2l + 3 mindestens ein H; (sagen wir
H,, von dem aus weder eine Kante nach 7', noch dass es einen Endknoten von P enthélt.

Alle Komponenten von P N H; sind disjunkte Wege, deren Endknoten nach dem vor-
genannten x; und y; sein miissen. Also hat P N H; nur eine Komponente, die dann ein
Hamiltonweg von x; nach vy, ist.



Damit hat aber im Widerspruch zur Voraussetzung H einen Hamiltonweg von = nach
Y. 0

Sei L = ({u,v,a,b,c,a b, '}, {ua,ud, ab, ac,cb, 't a’c, ', bv,b'v}), wobei verschie-
dene Knotenbezeichnungen auch fiir unterschiedliche Knoten stehen. Ein Hamiltonweg P
von u nach v miisste O.b.D.A. die Kante ua enthalten, und die Kante ua’ auslassen. Des-
weiteren enthielte er ¢ also die ac und ¢b Daher miifite er auch die Kante aa’ auslassen.
Damit enthielte er hochstens eine mit o’ inzidente Kante, was fiir einen Weg von x nach y
nicht moglich ist.

Es ergibt sich folgende Beobachtung:

Beobachtung 2.2.2 L hat keinen Hamiltonweg von u nach v.
Als néchstes untersuchen wir die Toughness von G(L,u, v, [, m):

Theorem 4 Firl > 2 und m > 1 ergibt sich 7(G(L,u,v,l,m)) = é;—‘fﬁ.

Beweis von Theorem 4. Wir behalten die Bezeichnungen aus der Konstruktion von
G(H,z,y,l,m) bei und setzen * = u, y = v und H = L. Wir betrachten einen Tren-
ner S und den Restgraphen G’ = G(H,z,y,l,m) — S. Da G’ in mehrere Komponenten
zerfillt, miissen offenbar alle [ Knoten von T geloscht worden, also in .S enthalten sein. Da
G(H,z,y,l,m) den vollstéindigen Graphen Ky, 4o 20 4140,y €nthélt, gibt es hochstens
eine Komponente in G’, welche nicht zu ihm disjunkt ist. Jede andere Komponente von G’
ist aber Untergraph eines Graphen H; — z; — y; = H|.

Damit H; eine Komponente von G’ enthélt, miissen mindestens zwei Knoten von H; zu
S gehoren. Damit H! zwei Komponenten von G’ enthilt, miissen mindestens vier Knoten
von H; zu S gehoren. Kein H] kann mehr als zwei Komponenten von G’ enthalten. Um
diese drei Aussagen einzusehen, geniigt vollstéindige Fallunterscheidung bzgl. S N H;.

Also hat G’ hochstens 2m+ 1 Komponenten und jedes H; enthélt hochstens halb soviele
Komponenten von G’, wie Knoten von H; zu S gehoren.

Wir erhalten |C(&)| < 1+ B2 also 2+1—2 < |S], weiter 2 + =2 < L und mit

T2 oS TR@ = @)
I >2und |C(G")| < 2m + 1 schlieBlich £ = 2 4 ;=20 < 2

Das liefert 7(G(H, z,y,l,m)) > éjn%

Betrachtung des Separators bestehend aus allen Knoten, diein F'zu Ky, 2, 20 01.00,..0m
benachbart sind, liefert dann die Gleichheit. O]
Beweis von Theorem 2. Betrachtung des Graphen G(L,u,v,[,2l + 3) fiir hinreichend
grofles [ liefert nach Satz 3 und Satz 4 die Behauptung. U

2.3 Toughness und Faktoren

Wie wir gesehen haben, reicht eine Toughness von 2 nicht, um einen Hamiltonkreis zu
erzwingen. Was motivierte also die damit widerlegte Vermutung?

Welche Eigenschaften hat jeder Graph mit Toughness mindestens k, insbesondere im
Falle k = 27

Fangen wir klein an:



Lemma 2.3.1 Ist 7(G) > 1 und |V (G)| gerade, so hat G einen 1-Faktor.

Einen 2-Faktor wird man allerdings nicht garantieren kénnen, wie folgender Graph mit
Toughness 1, aber ohne 2-Faktor beweist:

Bild 1: GEXI

Um Lemma 2.3.1 beweisen zu koénnen, zitieren wir einen Satz aus den Grundlagen der
Graphentheorie, den 1-Faktorsatz von Tutte:

Theorem 5 (Tutte, 1947) Ein Graph G hat einen 1-Faktor genau dann, wenn fir jede
Menge S C V(G) der Graph G — S hdéchstens |S| Komponenten mit ungerader Knotenan-
zahl hat.

Die Anzahl der Komponenten mit ungerader Knotenanzahl eines Graphen G bezeichnen
wir im folgenden mit ¢, (G).

Beweis von Lemma 2.3.1. Sei G ein Graph mit 7(G) > 1. Dann folgt aus den Defini-
tionen von 7(G) und ¢, (G) fiir jedes S C V(G), fiir welches |S| > 1 gilt:

cu(G) < (G = 5)| < 15|

Man beachte, dass dies im Falle |C(G — S)| < 1 ohne die Betrachtung von 7(G) zu folgern
ist und zwar aus |S| > 1.

Damit ist die in Theorem 5 genannte (notwendige und) hinreichende Bedingung (Tutte-
Bedingung) fiir die Existenz eines 2-Faktors fiir alle S ausser der leeren Menge erfiillt.

Da eine positive Toughness einen zusammenhéngenden Graphen impliziert (Warum?)
ist im Falle S = () die Anzahl der ungeraden Komponenten von G — S in der Tat gleich 0,
da G — S = G gerade viele Knoten hat, die in einer einzigen Komponente liegen.

Also ist die Tutte-Bedingung vollstéindig erfiillt, und die Behauptung des Lemmas folgt.
O

Wir wollen das Lemma auf andere Werte von 7 erweitern:

Theorem 6 (Enomoto, Jackson, Katerinis, Saito, 1985) Sei G ein Graph mit 7(G) >
k und |V(G)| =n > k+ 1 und sei kn gerade. Dann hat G einen k-Faktor.

Insbesondere geniigt eine Toughness kleiner £ nicht, um einen k-Faktor zu erzwingen:



Theorem 7 (Enomoto, Jackson, Katerinis, Saito, 1985) Sei k > 1. Fiir jedese > 0
gibt es einen Graphen mit T7(G) > k — ¢ und k|V(G)| gerade, welcher keinen k-Faktor hat.

Beweisidee zu Theorem 6:

Die grundlegende Idee der Beweisfiihrung liegt auch hier in der Verwendung eines pas-
senden k-Faktorsatzes. Der eigentliche Beweis ist etwas lang und technisch. Die Eigen-
schaften eines Graphen G, welche notwendig (und hinreichend) sind, um einen k-Faktor zu
besitzen, kann man mit Hilfe eines Ersatzgraphen G’ = G'(G, k) illustrieren.

Zur Konstruktion des Ersatzgraphen:

Zunéachst sei bemerkt, dass 7(G) > k impliziert, dass die Minimalvalenz von G minde-
stens k+1 ist, sofern G mehr als k£ Knoten hat. Fiir jeden Knoten v € V(G) sei X, eine Men-
ge aus x, = valg(v) — k verschiedenen Knoten vy, vs, ... v,,, sowie Y, folgende Menge aus
y, = valg(v) verschiedenen Knoten: Y, = {v.]e € E(G) und e inzidiert mit v}. Dabei seien
die X, und Y, paarweise disjunkt. Es sei nun V(G') = |J (X,UY,)und E(G') = E1UE,

veV(Q)
mit £y = {v;v.|v € V(G) und v; € X, und v, € Y, }, sowie Ey = {vp Wy |vw € E(G)}.

Kontrahiert man in G’ die von X, UY,, induzierten Untergraphen jeweils zum zugehori-
gen Knoten v, so geht G’ in G iiber, wobei aus Kanten der Form v,,w,, (aus E) die
zugehorigen Kanten vw werden und die Kanten aus E; verschwinden.

Ein 1-Faktor von G’ ist hat zu jedem v genau z, durch X, U Y, induzierte Kanten
(welche X, abdecken) und damit y, — z, = valg(v) — (valg(v) — k) = k Kanten welche
X, UY, verlassen. Erstere liegen in FE, letztere liegen in F,, weswegen der 1-Faktor von
G’ bei der beschriebenen Kontraktion aller X, UY, in einen k-Faktor von G iibergeht.

Letztlich reduziert sich der Beweis darauf, Aussagen zur Toughness von G’ zu gewinnen
(7(G) > 1 geniigt). Hierbei kann man sich bei geeigneter Anwendung des Extremalprin-

zips jedoch auf Separatoren der Form [J X, zuriickziehen, weswegen ein auf diese Art
veH
hergeleiteter Beweis in seiner Ausfithrung letztlich ohne die Verwendung des Hilfsgraphen

G’ auskommen kann (er wirkt dann wenig intuitiv).

2.4 Topologische Toughness

Der Ansatz von Chvatal beriicksichtigt nur Effekte die bei Ldoschung von Knoten auftreten.
Mitte der 90er Jahre verfolgte G.Y.Katona einen detaillierteren Ansatz, der auch Effekte
beim Loschen von Kanten mitberiicksichtigte. Ein solcher Ansatz fithrt auf eine Separa-
tornotation dhnlich der im Satz von Mader verwendeten.

Diese Beobachtung fiihrt auf die entsprechende duale Betrachtungsweise ( Verbinden von
Knoten): Sei H* C V(G) eine Menge von mindestens zwei Knoten des Graphen G. Hat G
einen H* iiberdeckenden Kreis, so besteht dieser aus |H*| kreuzungsfreien H*-Wegen.

Da er auch jede Menge H C H* {iberdeckt, konnen wir folgende Beobachtung formu-
lieren:

Beobachtung 2.4.1 Der Graph G hat keinen H* iiberdeckenden Kreis, wenn es ein H C
H* mit |H| > 2 derart gibt, dass G keine |H| kreuzungsfreien H-Wege besitzt.



Sei mit pg(H) die maximale Méchtigkeit eines Systems kreuzungsfreier H-Wege bezeichnet.
Die Beobachtung gibt Anlass zu folgender Definition:

H
TL(HY) = min{pféﬂ )’ HC H und |H| > 2}

Da 7/, (H*) auch fiir ausgewéhlte Teilmengen der Knotenmenge von G definiert ist, und da
Unterteilung von Kanten am Wert der Funktion nichts &ndert, bezeichnen wir 7/, (H™*) als
lokale topologische Toughness der Knotenmenge H* im Graphen G.

Folgende Beobachtung unterstreicht die topologische Natur dieses Parameters:

Beobachtung 2.4.2 Ist G’ ein topologischer Minor von G und H* C V(G'), so gilt
e (H) < 76(H).

Um direkten Bezug zu 7(G) nehmen zu konnen, bietet es sich an, 7'(G) = 75(V(G)) zu
definieren. Der Zusammenhang zwischen Toughness und Hamiltonkreisen bleibt auch fiir

7'(G) erhalten:

Beobachtung 2.4.3 Ist 7(G) < 1, so hat G keinen Hamiltonkreis.
Allerdings kann 7/(G) nur in eine Richtung von 7(G) abweichen:

Lemma 2.4.4 Fir alle Graphen G gilt: 7(G) < 7(G).

Beweis von Lemma 2.4.4. Nach Definition von 7(G) gibt es einen Trenner 7' C V(G)
derart, dass % = 7(G). Sei Hy C V(G) nun eine Knotenmenge, die in jeder Kompo-
nente von G — T genau einen Knoten besitzt. Also gilt |Hr| = |C(G —T)| > 2.

Da jeder Hp-Weg wenigstens einen Knoten aus 7' im Inneren enthilt, gibt es in G
hochstens |T'| kreuzungsfreie Hp-Wege. Also gilt po(Hr) < |T|. Zusammengefasst ergibt

sich:
(G) = 16(V(G))
— min { poH) ' HC V(G) und |H| > 2}

| H|
< pa(Hr)
~ |Hrl
T
= w9

O

Lemma 2.4.4 zeigt, dass sich die topologische Toughness eines Graphen mindestens

genausogut zum Nachweis der Nichtexistenz eines Hamiltonkreises eignet, wie die Origi-
nalvariante der Toughness.



Fiir den Graphen G = Gpyq (vgl. Bild 1) gilt 7(G) = 1 > 2 = 7/(G). Damit ist
klar, dass wir vermoge 7' bei einer echt grofileren Klasse von Graphen die Existenz eines
aufspannenden Kreises ausschlieBen kénnen, als vermoge 7.

Um zu zeigen, dass 7(G) < k gilt, geniigt die Angabe eines Trenners 7' mit k|C(G—T)| >
|T|.

Wie zeigt man aber 7/(G) < k?

Es geniigt die Angabe einer Knotenmenge H C V(G) mit pg(H) < k|H|. Aber wie
zeigt man pg(H) < k|H|?

Hier hilft der Satz von Mader:

Theorem 8 Sei G ein Graph, und H C V(G) eine unabhingige Knotenmenge von G.
Dann gilt:

pe(H) = min{permq (X, Y)|(X,Y) ist totaler H-Separator von G}

Hierbei bezeichnet der Begriff totaler H-Separator von G ein Paar (X,Y) mit X C V(G —
H)und Y C E(G — H — X) derart, dass in G — X — Y keine Komponente mehr als einen
Knoten von H enthélt. Desweiteren gelte:

Oa—xC
permg(X,Y) = |X|+ Y {%J

cec(y)

Dabei bezeichne 0g_ xC die Menge aller Knoten von C', die in G— X mit Kanten ausserhalb
von C' inzidieren.

Die Forderung H miisse unabhéngig sein ist kein Problem, da wir die eventuell auftre-
tenden von H induzierten Kanten extra zdhlen und fiir das Zahlen der weiteren H-Wege
dann aus G entfernen kénnen.

Um 7/(G) < k zu zeigen, geniigt es also, eine Knotenmenge H, sowie einen tota-
len H-Separator (X,Y) von G — E(G[H]) derart anzugenben, dass k|H| > |F(G[H])| +
permg(X,Y) ist.

Wir bekommen also auch ein schnell iiberpriifbares Zertifikat dafiir, dass G keine ho-
he topologische Toughness hat - wenngleich das Aufspiiren eines geeigneten H und eines
passenden (X,Y") schwer ist.

In Bezug auf die Faktorsitze fiir 7(G) gibt es ebenfalls ein Aquivalent fiir 77,(H).

Dazu definieren wir einen H -lokalen k-Faktor von G als Menge kreuzungsfreier H-Wege
derart, dass jeder Knoten aus H in genau k dieser Wege vorkommt Man beachte, dass ein
V(G)-lokaler k-Faktor von G genau ein gewohnlicher k-Faktor von G ist.

Es gilt folgender Satz:

Theorem 9 Ist G ein Graph, H* C V(G) und k eine positive ganze Zahl, so sind folgende
zwei Aussagen dquivalent:

[} Tg(H*) Z k

o G besitzt zu jedem H C H* mit |H| > 2 einen H -lokalen 2k-Faktor.



Wé&hlt man H* = V(G), ergibt sich folgendes Korollar:
Korollar 10 Sei G ein Graph. Gilt 7'(G) > k, so hat G einen 2k-Faktor.

Insbesondere besitzen Graphen G mit 7/(G) > 1 zwar nicht unbedingt einen Hamilton-
kreis, aber wenigstens ein aufspannendes System disjunkter Kreise - einen 2-Faktor.

Beweisidee von Satz 9:

Die Riickwértsrichtung ist trivial, da H-lokale 2k-Faktoren stets aus k|H| kreuzungs-
freien H Wegen bestehen.

Schwierig ist die Vorwértsrichtung.

Hier geniigt es zu zeigen, dass aus der Nichtexistenz eines H-lokalen 2k-Faktors die
Nichtexistenz von k|H'| kreuzungsfreien H'-Wegen fur geeignetes H' C H mit |H'| > 2
folgt.

Dies geschieht unter Zuhilfenahme eines wie folgt konstruierten Ersatzgraphen G’

Fiir jeden Knoten v € H werden fiir jede zu v inzidente Kante e ein neuer Endknoten v,
sowie eine Menge A, von 2k weiteren neue Knoten eingefiihrt. Die Knoten v, bilden dabei
eine Menge B,. Alle Knoten aus A, werden mit v sowie allen Knoten aus B, verbunden.
Kanten, die mit Knoten aus einem A, inzidieren, bezeichnen wir als A-Kanten, solche, die
mit Knoten aus einem B, inzidieren, bezeichenn wir als B-Kanten.

Beobachtung 2.4.5 G’ hat genau dann ein System aus k|H| kreuzungsfreien H-Wegen,
wenn G einen H-lokalen 2k-Faktor hat.

Zum einen lédsst sich aus einem H-lokalen 2k-Faktor von G leicht ein System kreu-
zungsfreier H-Wege von G’ machen, andererseits geht ein solches durch Kontraktion aller
A-Kanten auch immer in einen H-lokalen 2k-Faktor von G iiber.

Hat G also keinen H-lokalen 2k-Faktor, so hat G’ keine k|H| kreuzungsfreien H-Wege,
und nach Satz 8 also einen Trenner (X', Y”) mit permq (X,Y) < k|H]|.

Die Symmetrie von G’ in der Umgebung der Knoten von H kann dazu genutzt werden,
vermoge geeigneter Extremalprinzipien einen Trenner (X', Y”’) mit permg, (X,Y) < k|H|
zu konstruieren, der folgende Bedingung erfiillt:

Fiir jeden Knoten v € H gilt eine der drei folgenden Aussagen:

e A, C X (vist X-Knoten).
e Alle mit B, inzidenten Kanten gehoren zu Y (v ist Y-Knoten)

e X ist disjunkt zu A, und B, und Y enthélt keine zu A, inzidente Kante. (v ist
H-Knoten).

Wir wahlen H' als die Menge aller H-Knoten. X’ bestehe aus X N V(G) zuziiglich
aller X-Knoten und Y’ bestehe aus E(G — H')NY zuziiglich aller zu Y-Knoten inzidenten
Kanten.

Sei h die Anzahl der H-Knoten, = die Anzahl der X-Knoten und y die Anzahl der
Y-Knoten.



Es ergibt sich 0 < permg (X', Y’) < perm (X, Y)—(2k—1)xz—ky < k(|H|—y—2x)+z <
k(|H| — x —y) = k|H'| und somit |H’'| > 1, sowie im Falle |H’| > 1 der Abschluss
des Beweises. Im Falle |[H'| = 1 wissen wir k|H| = k(|H'| + 2 +vy) = k(1 + 2 +y) >
permg (X,Y) > 2kx + ky, also x < 1. Somit sind die anderen Knoten von H alle Y-
Knoten. Sei v der einzige Knoten von h, sowie w ein beliebiger Y-Knoten und C' das
Element von C(Y”), welches w als Knoten enthélt. Dann trennt X’ Udg_ x/C die Knoten v
und w in G, und wegen perm (X', Y’) < k erhalten wir | X'| + Ll%aix/c\J < k, weswegen

| X" U dg_xC < 2k gilt, und es also keinen {v,w}-lokalen 2k-Faktor in G gibt. O

2.5 Ein Aquivalent zu Chvatals Vermutung

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass Chvatals Vermutung

Vermutung 2 FEs gibt ein reelles ty derart dass alle Graphen G mit 7(G) > to einen
aufspannenden Kreis besitzen.

dquivalent ist zu der entsprechenden Vermutung fiir topologische Toughness:

Vermutung 3 Es gibt ein reelles ty derart dass alle Graphen G mit 7(G) > ty einen
aufspannenden Kreis besitzen.

Wegen Lemma 2.4.4 folgt Vermutung 3 aus Vermutung 2. Das umgekehrt auch Vermutung
2 aus Vermutung 3 folgt, bestétigt der folgende Satz:

Theorem 11 Hat der Graph G wenigstens % (t + %)2 Knoten und ist (4t + 2t)-tough, so
1st tm Falle t > 1 der Graph auch topologisch t-tough.

Die Einschréankung in der Knotenzahl ist hier technischer Natur, ein Graph mit 7(G) >
4t? + 2t ist entweder vollstéindig (also auch himiltonsch) oder er hat sogar mindestens

42 + 2t + 2 > % (t + %)2 Knoten. Daher geniigt die Aussage dieses Satzes offenbar, um
Vermutung 3 in Vermutung 2 zu iiberfiihren.

Der Rest dieses Abschnittes beschéftigt sich nun mit dem detaillierten Beweis dieses
Satzes.
Beweis von Theorem 11. Wir gehen indirekt vor, d.h. G erfiille die Voraussetzungen des
Satzes, ohne topologisch ¢-tough zu sein. Dann existiert nach Definition der topologischen
Toughness unter Einbeziehung des Satzes von Mader ein H C V/(G) sowie ein totaler

H-Trenner (X,Y) des Graphen G — E(G[H]) derart, dass
permg(X,Y) + [E(G[H])| < t|H]

und |H| > 2 gilt. Man beachte hierbei, dass

perme_ g (X, Y) = permg(X,Y) = | X| + Z L
cecy)

106-xC)|
2



gilt, da kein Knoten einer Kantenkomponente C' € C(Y') mit einer Kante aus G[H| inzidiert.
Wir versuchen nun, G derart durch einen Trenner 7' (entsptricht (7', () in der Schreib-
weise als totaler Trenner) zu zerlegen, dass die verbleibenden Knoten von H auf moglichst
viele Komponenten von G — T verstreut sind.
Die maximale Anzahl von Komponenten von G — T, die Knoten von H erhalten, ist
offenbar die Méchtigkeit « einer maximalen in G unabhéngigen Teilmenge H' von H. Wir

fithren die technische Variable x = % ein und zeigen zunéchst © < 2¢ + 1.

Dazu betrachten wir den Komplementérgraphen G[H|] zu G[H]. Dieser enthélt offenbar

keinen K, als Untergraphen, und nach Turans Theorem also héchstens @ﬁ Kanten.
Damit folgt
[H[(H]-1) ala—1)
BGH)) > S ey
_ ar(ar —1) - ar(ar — o
B 2
 x(r—1)
und somit wegen der indirekten Annahme:
x(z—1)
art =t|H| 2 permg(X,Y) + |[E(G[H])| = |[E(G[H])] 2 a———

Umstellen nach z liefert die gesuchte Ungleichung.

Als néchstes kiimmern wir uns darum, wie wir aus (X, Y') einen Trenner 7" mit gleichen
Trenneigenschaften bzgl. H machen koénnen:

T" bestehe aus den Knoten von X sowie allen Knoten von dg_xC fiir alle C' € C(Y),

bis auf jeweils einen. Da |0g_xC| —1 < 2 LM

5 J gilt, haben wir

Oa—xC

< 2 Y | (1)
cec(y)

< 2permg(X,Y) (2)

Allerdings sind die Knoten von H’ eventuell noch nicht in G —T" getrennt, sondern nur
in G —T' — E(G[H]). Wir konstruieren nun 7" aus 7" folgendermassen:

Wir starten mit 7" = T. Solange es noch einen H'-Weg in G[H] — T gibt, fligen wir
einen inneren Knoten dieses Weges zu T' hinzu.

In jedem Schritt wichst 7" um einen Knoten, wobei G[H| — T mindestens zwei Knoten
verliert.



Betrachten wir zunéchst den Fall |H'| = o > 2. Hier erhalten wir fiir die Toughness
von G folgende Abschéitzung:

7|
T(G) < |H|
2permg(X,Y) + 3| E(G[H])]
_ p pemg(X,Y) + [E(GLH])
- | H|

< 2x < 4 + 2t

was den Beweis in diesem Falle abschlief3t.

Im verbleibenden Falle |H'| = o« = 1 konnen wir uns dafiir nicht einmal sicher sein,
dass T iiberhaupt ein Trenner von G ist. Allerdings wissen wir, dass hier "= T" gilt.

Um aus 7" iiberhaupt einen Trenner von G machen zu konnen (durch weiteres Anfiigen
von Knoten), iiberzeugen wir uns zunéchst, dass G — T nicht etwa genau der vollstindige
Graph G[H] ist: Wire dies so, dann hétte C(Y") keinerlei Kantenkomponenten, also wére
Y leer. Es folgte

t|1H| > permq(X,Y)+ |E(G[H])|
|H|(|H]-1)
2

= V(&) - |H]

— X[+

MLITED

Umstellen nach |V (G)| und Ausklammern von |H| wiirde im Widerspruch zur gegebenen
Voraussetzung

1 1 3\°
V(G)| < 5(21t+3— |H|)|H| < 3 t+§

liefern.

Damit besitzt G — T — H noch einen Knoten v. Sei T, die Menge aller Knoten von H,
welche in G — F(G[H]) — T in der gleichen Komponente liegen. Es folgt |T,| < 1, da (7', 0)
ja ein totaler H-Trenner von G — E(G[H]) ist. Weiterhin sei w ein Knoten aus H \ T,,, was
wegen |H| > 2> 1> |T| ja nicht leer ist.

Wir zeigen nun, dass T'U T, die Knoten v und w in G trennt:

Jeder vw Weg von G — T' enthélt einen vH-Weg (Weg dessen Endknoten v bzw. ein
Knoten aus H sind, der aber auch nur einen Knoten aus H enthélt). Kein vH-Weg von G—T
kann Kanten aus G[H] enthalten. Also ist jeder v H-Weg von G—T auch in G—T — E(G[H])
enthalten. Insbesondere ist damit jeder v H-Weg in der Komponente von G — T — E(G[H])
enthalten, welche v enthélt. Damit ist jeder vH-Weg von G — T ein vT,-Weg. Also enthélt
jeder T vermeidende vw-Weg einen Knoten aus T,. Damit liegen aber v und w in G—(TUT,)
in unterschiedlichen Komponenten.



Fiir die Toughness von G folgt der erwiinschte Widerspruch zur Voraussetzung:

TuT, 1, 1
< —(|T 1) < -
< T+ 1) <

< S QUIH| ~ |BGIHD]) +1) = (A2t + 1~ |H]) +1)

YOS
2 " "2

< 42+ 2t

7(G)

IN

(2perm(X,Y) + 1)

IA

O

2.6 Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Hamilton-
kreises in planaren Graphen

Bild 2: Grinberggraph

Der im Bild dargestellte Graph (Grinberggraph) ist ein nichthamiltonscher dreiregulérer
Polyedergraph (dreifach zusammenhéngend, planar). Da seine Toughness (und auch seine
topologische Toughness) mindestens 1 sind, kann man allerdings die Nichtexistenz eines
Hamiltonkreises iiber die bisher betrachteten Graphenparameter nicht feststellen.

Folgender Satz liefert allerdings eine Bedingung, die hier zum Nachweis der Nichtexi-
stenz eines Hamiltonkreises fiihrt.



Theorem 12 (Grinberg, 1968) Ist G ein schlingenfreier ebener Graph mit Hamilton-
kreis C, und sind f; und f! die Anzahlen der Lander mit Linge i innerhalb bzw. auflerhalb

von C', so gilt:
V()| V(G

(i—2)fi = (i —2) /i

=2 1

Q

[|
N

Beweis von Theorem 12. G besteht nur aus C' und Sehnen von C' die innerhalb oder
auflerhalb von C' verlaufen. Gilt G = C so ist die Aussage trivial. Somit kénnen wir
im weiteren davon ausgehen, dass GG eine Sehne e an C besitzt, und weiterhin induktiv
(Induktion nach der Anzahl solcher Sehnen), dass G — e ein Graph ist, fiir den Satz 12 gilt.

Nun liefert jedes Land von G—e der Lénge ¢ einen Beitrag von ¢:—2 zu einer der Summen.
Sei [ die Lénge jenes Landes von G — e, welches e enthélt. In G zerfallt dieses Land in zwei
Léander der Langen [y und 5. Da e in beiden Landern als zusétzliche Grenzkante auftritt,
folgt I;+1y = 142, also (I —2)+(ls—2) = [—2. Die beiden Léander von G, die von e berandet
werden, liefern also den gleichen Beitrag zu der gleichen Summe, wie das entsprechende
Land von G — e, welches sich aus ihnen zusammensetzt, da es e im Inneren enthélt. Somit
folgt die Giiltigkeit der Aussage auch fiir G und der Induktionsbeweis ist abgeschlossen.
OJ

Wollen wir diesen Satz auf den Grinberg-Graphen anwenden, so sei zundchst beobach-
tet, dass dieser nur ein Neuneck (Auflenland), ansonsten aber nur Fiinfecke und Achtecke
als Liander aufweist. Damit sind alle Beitridge aller Lénder bis auf jenen des Auflenlan-
des durch drei teilbar, weswegen die Ungleichheit der Summen in Satz 12 folgt. Da der
Grinberggraph aber schlingenfrei und eben ist, folgt daraus die Nichtexistenz eines Hamil-
tonkreises.

2.7 Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines Hamilton-
kreises

Nachdem einige Griinde aufgezeigt wurden, warum ein Graph keinen Hamiltonkreis besitzt,
sollen nun Griinde diskutiert werden, die einen Hamiltonkreis erzwingen.

Da nicht bekannt ist, ob hinreichend hohe Toughness ein solcher Grund ist, wird in
diesem Unterabschnitt die Toughness eines Graphen keine Rolle spielen.

Zunéachst behandeln wir einen Satz, der es uns ermoglicht, die Existenz eines Hamil-
tonkreises in einem Graphen G auf die Existenz eines solchen in einem dichteren Graphen
(mehr Kanten bei gleicher Knotenmenge) zuriickzufiithren. Dieser Satz wird die Definition
des hamiltonschen Abschlusses von Graphen motivieren, mit deren Hilfe wir eine tieflie-
gende Gradbedingung fiir die Existenz von Hamiltonkreisen erhalten.

Zum Abschlufl behandeln wir noch eine hinreichende Bedingung, die iiber Zusammen-
hang und Unabhéngigkeitszahl des Graphen arbeitet.

Theorem 13 (Ore, 1960) Ist G ein schlichter Graph und sind v und v zwei nicht ver-
bundene (nicht adjazente) Knoten von G mit valg(u) + valg(v) > |[V(G)|, so ist G genau
dann hamiltonsch, wenn auch G + uv hamiltonsch ist.



Beweis von Korollar 13. Es geniigt zu zeigen, dass G hamiltonsch ist, wenn G + uv
hamiltonsch ist. Dies tun wir konstruktiv. Sei dazu G' + uv hamiltonsch und n = |V(G)]
gesetzt.

G besitzt also einen Hamiltonweg P von u nach v, dessen Knoten wir in dieser Reihen-
folge mit u = vy, v, ..., v, = v bezeichnen wollen. Finden wir einen Index ¢ € {1,2,...,n}
derart, dass uv;;; und v;v Kanten von G sind, so ist P — v;v;11 4+ uv;11 4 v;v offenbar ein
Hamiltonkreis.

Sei hierzu S ={i e {l,...,n— 1} uv;s € E(G)} und T'={i € {1,2,...,n— 1} v;u €
E(G)} gesetzt.

Es gilt n = |V(G)| < valg(u) +valg(v) = [S|+|T| = |[SUT|+|SNT|. S enthélt aber zu
jedem Nachbarn von u einen Index und 7" enthélt zu jedem Nachbarn von v einen Index.
Da aber SUT C {1,...,n — 1} folgt |[SUT| < n und mithin |[SNT| > 1. SNT ist aber
genau die Menge der zu findenden Indizes . O

Iteriertes Anwenden des Satzes von Ore liefert die Aquivalenz der Existenzen eines
Hamiltonkreises in einem Graphen cl(G) und dem Ausgangsgraphen G wobei G’ wie folgt
definiert ist:

Der Graph cl(G) (hamiltonscher Abschluss von G, hamiltonsche Hiille von G) ergibt
sich aus dem Graphen G mittels folgendem Verfahren:

Zu Beginn setzen wir G’ = G. Solange wir noch unverbundene Knoten v und v in G’
finden, die valg(u) + valg(v) > |V(G')|, &ndern wir G’ ab indem wir u und v verbinden.
Danach setzen wir cl(G) = G'.

Natiirlich ist cl(.) eine Hiilloperation, also cl(cl(.)) = cl(.).

Wir erhalten sofort als Korollar zum Satz von Ore:

Korollar 14 (Bondy, Chvatal, 1976) G ist genau dann hamiltonsch, wenn cl(G) ha-
miltonsch ist.

Allerdings ist bisher noch nicht sicher, dass cl(G) durch das gegebene Verfahren ein-
deutig bestimmt ist; es konnte noch von der Reihenfolge der hinzugefiigten Kanten uv
abhéngen. Das dem nicht so ist, besagt das folgende Lemma:

Lemma 2.7.1 cl(G) ist wohldefiniert

Beweis von Lemma 2.7.1. Seien H und H’ Graphen, die aus G durch Hinzufiigen
der Kanten ey, es,...,e. bzw. f1, fo,... fs jeweils in dieser Reihenfolge entsprechend der
Definition von cl(G) entstanden sind. Das i-te Zwischenergebnis wird dabei mit H; bzw.
H] bezeichnet. Wir zeigen H = H'.

Sei dazu E = {ey,eq,...,e,} und F = {f1, fo,... fs} gesetzt. Wir zeigen f; € E und
H] C H durch Induktion nach 4. Beginnen wir mit i« = 1. Es gilt G C H, weswegen
valg(u) < valg(u) und valg(v) < valg(v) und mithin valy(u) 4+ valgy(v) > valg(u) +
valg(v) > |V(G)]| gilt. Die letzte Relation ergibt sich daraus, dass f; zu G hinzugefiigt
wurde, um Hj zu erhalten. Damit muss aber f; € F(H) und somit f, € E sowie H] C H
gelten.

Der ite Induktionsschritt lduft analog, wobei die verwendeten Indizes um 7 erhéht wer-
den und G in H{ iibergeht.



Es folgt also in der Tat H' = H. C H.

Durch vertauschen der Rollen von H und H’ sowie von s und r ergibt sich ein analoger
Induktionsbeweis fiir H C H'.

Zusammengefasst ergibt sich die Behauptung. 0

Welche Graphen sind aber nach Korollar 14 hamiltonsch, weil z.B. K,, hamiltonsch ist?
Diese Frage beantwortet der folgende Satz:

Theorem 15 (Chvatal,1972) Der Graph G mit n > 3 Knoten sei schlicht und habe die
Valenzen dy < dy < ... < d,. Es gelte fiir alle i < 5 wenigstens eine der Ungleichungen
d; > 1 und d,_; > n—1i. Dann ist G hamiltonsch.

Beweis von Theorem 15. Da die d; unter Hinzufiigen von Kanten hochstens wachsen,
da cl(G) aus G nach Definition durch suzessives Hinzufiigen von Kanten entsteht und da
cl(.) Hiilloperation ist, geniigt es, diesen Satz fiir Graphen G zu mit cl(G) = G zu zeigen.

Wir zeigen genauer, dass unter den gegebenen Voraussetzungen fiir G folgt, dass G
vollsténdig ist. Dies geschieht indirekt: Falls G nicht vollsténdig ist, gibt es zwei Knoten, die
in G nicht verbunden sind. Unter allen Moglichkeiten wéhlen wir die zwei nicht verbundenen
Knoten u und v so, dass valg(u) + valg(v) maximal ist. Dabei seien die Bezeichnungen u
und v so gewihlt, dass valg(u) < valg(v) gilt.

Sei i = valg(u) gesetzt. Wir zeigen nun i < % sowie d; < i und d,—; < n — i im
Widerspruch zur Voraussetzung, was den Beweis abschlief3t.

Aus cl(G) = G folgt valg(u) + valg(v) < n — 1. Wegen valg(u) < valg(v) ergibt sich
1<z

S2ei nun A die Menge aller Knoten aus V(G —v), die zu v nicht adjazent sind. Es ergibt
sich |A| = n —valg(v) — 1 > valg(u) = i. Wegen der Wahl von u und v gilt fiir alle v’ € A
auch valg(u') < valg(u) = i weswegen d; < i folgt.

Sei desweiteren B die Menge aller Knoten aus V(G — u), die zu u nicht adjazent sind.
Es ergibt sich |B| = n —valg(u) —1 =n —i— 1. Wegen der Wahl von u und v gilt fiir alle
v" € A auch valg(v') < valg(v) < n —i.. Desweiteren ist valg(u) =1 < n —i wegen i < 3,
weswegen d,_; < n — 1 folgt. U

Bisher liefern hinreichend hohe Valenzen den Hamiltonkreis. Die folgende Bedingung
kommt ganz ohne Valenzen aus:

Theorem 16 (Chvatal, Erdds, 1972) Ist der Knotenzusammenhang eines Graphen G
mindestens so grofs, wie seine Unabhdngigkeitszahl, so ist G hamiltonsch oder G = K.

Beweis von Theorem 16. Fiir vollstiandige Graphen ist die Aussage offensichtlich, wes-
wegen wir im weiteren davon ausgehen konnen, dass G mindestens 2 unabhéngige Knoten
hat und seine Zusammenhangszahl £ mithin mindestens 2 ist.

Unser Beweis verlduft nun indirekt, d.h. wir nehmen an, G hat einen lingsten Kreis C
derart, dass G — C noch eine Komponente H besitzt.

Nach einem Satz von Dirac aus der Grundlagenvorlesung wissen wir, dass in einem
k-fach zusammenhéngenden Graphen im Falle k£ > 2 beliebige & Knoten auf einem Kreis



liegen. Es ergibt sich |V(C)| > k. Nach Mengers Theorem gibt es in G also k V(C)V(H)-
Wege, die nach Konstruktion von H alle die Lange 1 haben. Folglich besitzt C' Knoten
Uy, Usg, - . . U, welche in G zu C benachbart sind. Wir legen in C' einen Umlaufsinn fest und
bezeichnen den in diesem Umlaufsinn auf u; folgenden Knoten mit a;.

Gibt es zwei Indizes ¢ und j derart dass a; mit a; benachbart ist, so erhalten wir im
Widerspruch zur Wahl von C' einen ldngeren Kreis C” indem wir die Kanten a;u; und a;u;
aus C streichen und die Kante a;a; sowie einen Weg von u; durch H nach u; einfiigen.

Also sind die Knoten aq, as, . ..a, unabhéingig. Wire ein a; zu H benachbart, so géibe
es ein j mit a; = u; und damit wire wiederum a; zu a; benachbart. Also ist keines der
a; zu Knoten aus H benachbart. Wir finden daher k£ + 1 unabhéngige (paarweise nicht
benachbarte) Knoten in G und zwar die a; zuziiglich eines beliebigen Knotens aus H und
erhalten als Widerspruch zur Voraussetzung, dass die Unabhéngigkeitszahl von G grofier
als sein Zusammenhang ist. O

3 Extremale Graphentheorie

3.1 Einleitung

Hat ein Graph G keinen Untergraph isomorph zu einem Graphen H, so bezeichnen wir G
als H-frei.

Wir beschiéiftigen uns in diesem Kapitel exemplarisch mit folgender Fragestellung: Ge-
geben ist ein schlichter Graph H. Wieviele Kanten kann H-freier Graph G auf n Knoten
hochstens haben? Die gesuchte Anzahl bezeichnen wir mit ex(n, H). Uns interressiert ins-
besondere auch das Aussehen der H-freien Graphen G auf n Knoten mit ex(n, H) Kanten.

Im Rahmen dieser Fragestellung macht es keinen Sinn, zwischen verschiedenen iso-
morphen Graphen zu unterscheiden. Daher betrachten wir in diesem Kapitel isomorphe
Graphen als gleich.

3.2 Der Satz von Turan

Betrachten wir zunéchst den Spezialfall H = K,. Um K, -Freiheit zu sichern bietet es sich
an, r — l-partite Graphen auf n Knoten zu betrachten. Um die Kantenzahl zu maximie-
ren, seien beliebige zwei Knoten unterschiedlicher Partitionsmengen in den betrachteten
Graphen verbunden Unter diesen Voraussetzungen scheinen wiederum jene maximale Kan-
tenzahl zu haben, bei denen sich die Partitionsmengen in ihrer Méchtigkeit um hochstens
1 unterscheiden.

Nach seinem Entdecker bezeichnen wir einen vollstdndigen r — 1-partite Graphen auf
n Knoten, dessen Partitionsmengen sich in ihrer Méchtigkeit um hochstens 1 unterschei-
den, mit 7,_1(n), seine Kantenanzahl ¢,_;(n) und nennen ihn Turdngraph auf n Knoten.
Es sei erwahnt, dass diesem Kontext leere Partitionsmengen zuléssig sind, weswegen der
vollstédndige Graph auf n Knoten (K,,) fiir n < r stets ein 7,_;(n) ist (und wie wir gleich
sehen werden, der einzige).



Haben die grofiten Partitionsmengen eines 7T,_1(n) die Grole k + 1 und hat er genau
¢ Partitionsmengen dieser Grofle, so folgt n = (r — 1)k + ¢ und 1 < ¢ < r — 1. Damit
sind k£ und ¢ aber fiir jedes n eindeutig festgelegt, weswegen T,_1(n) (bis auf Isomorphie)
eindeutig bestimmt ist, weswegen auch ¢,_1(n) eindeutig bestimmt ist.

Es ergibt sich somit die Vermutung, dass folgender Satz gilt:

Theorem 17 (Turdn, 1941) T, _1(n) ist der einzige K,-freie Graph auf n Knoten mit
ex(n, K,) = t,_1(n) Kanten.

Wir geben zwei Beweise. Die Idee des ersten Beweises ist Induktion nach n und Betrachtung
eines extremalen K,-freien Graphen GG, wobei wir im Induktionsschritt die Voraussetzung
fiir einen Graphen G — v anwenden, dessen Kantenzahl wir durch ¢,_;(n — 1) nach oben
abschétzen konnen. Dabei ist v mit moglichst kleiner Valenz gew&hlt, um auch die Zahl
der zu v inzidenten Kanten (valg(v)) tiber T,_1(n — 1) abschétzen zu konnen. Wir erhalten
dann iiber die Existenz von 7,.(n), dass in allen Ungleichungen Gleichheit herrschen muss,
was G —v =T, 1(n—1) und G = T,(n) nach sich ziehen wird.

Beweis von Theorem 17. Vorbemerkung:

Da sich maximale und minimale Valenz in Turdngraphen héchstens um 1 unterschei-
den, ist die durchschnittliche Valenz eines Turangraphen um weniger als 1 gréfer als seine
Minimalvalenz. Alle Graphen mit gleicher oder kleinerer Durchschnittsvalenz (insbeson-
dere solche mit gleichvielen Knoten und hochstens gleichvielen Kanten) haben also eine
Minimalvalenz, welche héchstens gleich der des entsprechenden Turangraphen ist.

Die Minimalvalenz eines Graphen G bezeichnen wir wieder mit 6(G).

Induktionsanfang: Falls n < r ist T,_1(n) = K,, und die Behauptung ist trivial.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass 7, — 1(n — 1) der einzige K,-freie Graph auf
n Knoten mit ex(n, K,) Kanten ist, weswegen insbesondere ex(n, K,) = t,_1(n) gilt. Sei
G ein K,-freier Graph mit ex(n, K,) Kanten. Wir miissen und werden zeigen, dass dann
G =T, _1n gilt.

Desweiteren sei v ein Knoten minimaler Valenz von G. Es folgt |E(G)| = |E(G —v)| +
valg(v) und da G — v wie G ein K,-freier Graph ist, ergibt sich |E(G —v)| < t,_1(n — 1),
wobei Gleichheit nur im Falle G — v = T,_;(n — 1) eintritt. Insbesondere folgt mit der
Vorbemerkung: [6(G —v)| < 6(T,—1(n — 1))

Des weiteren gilt valg(v) = 6(G) < 6(G —v)+1, da die Valenzen der Knoten von G —v
bei Ubergang zu G héchstens um 1 wachsen.

Zusammengefasst erhalten wir

tr_l(n)

1 IA
EER
S
=

tr—1(n —1) + valg(v)
tr—i(n—1)4+ (G —v) +1
troi(n—1)+ (T4 (n—1))+1

IAN A IA

r—1



Sei wie in der Einleitung dieses Kapitels n = k(r — 1) + ¢ mit £ € {1,2,...,r — 1}.

Falls ¢ > 1 erhalten wir 7,_1(n — 1) durch Loschen eines Knotens minimaler Valenz
aus T,_1(n), wobei die Minimalvalenz um 1 sinkt. In diesem Fall ergibt sich also ¢,_1(n) =
tr—1(n—=1)40(T,—1(n)) =t,_1(n—1)+6(T,—1(n—1)) + 1, weswegen in der vorhergehenden
Ungleichungskette iiberall Gleichheit gelten mufl. Also gilt t,_1(n) = ex(n, K,.), |E(G —
v)| = t,—1(n — 1) (und damit G — v = T,_1(n — 1)) sowie valg(v) = 0(T,—1(n — 1)) +
1 =A(T,_1(n—1)). Da v in G wegen K,-Freiheit nicht mit allen Partitionsmengen von
G —v ="T,_1(n—1) verbunden sein kann, muss es folglich zumindest mit allen maximalen
Partitionsmengen und allen bis auf eine minimale Partitionsmenge verbunden sein, was
G = T,_1(n) nach sich zieht.

Es bleibt der Fall ¢ = 1. Hier erhalten wir zumindest ¢,_1(n) =t,_1(n—1)+6(T,_1(n—
1)), weswegen genau eine der betrachteten Ungleichungen aus der Zusammenfassung echt
sein mufl (die verglichenen Terme waren ganzzahlig). Ware |E(G — v)| < t,_1(n — 1),
so folgt 6(G —v) < 6(T,—1(n — 1)), da T,_1(n — 1) reguldr ist. Dies wiirde aber zwei
echte Ungleichungen zur Folge haben. Also gilt |E(G — v)| = t,—1(n — 1) und mithin
G —v =T,_1(n —1). Daher mu wegen Kantenmaximalitiat und K,-Freiheit von G der
Knoten v in G mit allen bis auf eine Partitionsmenge von G — v verbunden sein, was
schlieBlich G = T,_1(n) zur Folge hat. O

Der zweite Beweis ist beispielhaft fiir die extremale Graphentheorie. Die Idee ist,

grob gesagt, zu zeigen, dass man die Kantenanzahl eines K, -freien Graphen vergroflern
kann, ohne einen K, zu erzeugen, solange dieser nicht die Struktur hat, {iber welche die
Turangraphen definiert wurden.
Beweis von Theorem 17. Sei G ein K,-freier Graph mit n Knoten und ex(n, K,) Kanten.
Zu einem v € G bezeichne X, die Menge der Knoten z in GG, die nicht adjazent zu v sind.
Mit F, wird X, U v bezeichnet. Wir betrachten nun die Menge M aller solchen v, die
unter allen Knoten aus F), grofite Valenz in G haben. Ein Knoten mit Maximalvalenz ist
beispielsweise ein solcher. Sei nun v € M.

Seien nun z und y beliebige Knoten von X, und G’ bzw. G” ergeben sich aus G durch
Loschen aller Kanten inzident zu x gefolgt vom Verbinden von x mit allen Nachbarn von
v, bzw. durch Loschen aller Kanten inzident zu x und y gefolgt vom Verbinden von x und
y mit allen Nachbarn von v.

In G’ sind x und v unabhéngig, in G” sogar z, y und v. Ein eventueller K, von G’ kann
also hochstens einen der Knoten x und v enthalten, ein eventueller K, von G” entsprechend
hochstens einen der Knoten x,y und v.

Wegen

G —-—v2@ —-z2=G—-zCGQG

und
G"-v—o=2Gd" -v—y=2Gd" -ov-y=G—-r2—-yCGqG

sind G’ und G” sogar ganzlich K, -frei.
Nun ergibt sich

|E(G)| = |E(G)| = [E(G)] = valg(z) + valg(v)



, also valg(z) > valg(v) und mithin wegen der Wahl von v:
Beobachtung 3.2.1 Alle Knoten von X, haben gleiche Valenz wie v.
Weiter ergibt sich damit

[E(G)| = |E(G")| = |E(G)] = (valg(z) + vala(y)) + 2valg(v) = |E(G)|

wobei einerseits in der zweiten Ungleichung nur Gleichheit gilt, wenn x und y unabhéingig
sind, andererseits aber in allen Ungleichungen Gleichheit gelten muf}, da ganz links und
ganz rechts in der Kette das Gleiche steht. Also sind die Knoten von X, unabhéngig und
wegen der Konstruktion von X, und F), ergibt sich

Beobachtung 3.2.2 F), ist unabhdngig.
Wegen Beobachtung 3.2.1, Beobachtung 3.2.2 und der Konstruktion von F), ergibt sich:

Beobachtung 3.2.3 Alle Knoten aus F, haben die gleiche Nachbarschaft wie v, ndmlich
V(G)\ F,.

Insbesondere folgt:

Beobachtung 3.2.4 Aus u € F, folgt F,, = F,.

was zu

Beobachtung 3.2.5 P = {F,|v € M} bildet eine Partition von M.
fithrt. Nun machen wir aulerdem folgende Beobachtung:

Beobachtung 3.2.6 M =V (G).

Begriindung (indirekt): Fiir ein w € V(G)\ M kann F), keinen Knoten v € M enthalten, da
sonst nach Beobachtungen 3.2.4 und 3.2.5 F,, = F,, C M und damit w € M folgen wiirde.
Damit ist aber ein w € V(G) \ M maximaler Valenz auch in F,, der Knoten maximaler
Valenz, was nach Definition von M wiederum w € M zur Folge hat. Also kann es ein
solches w nicht geben.

Wegen der Beobachtungen 3.2.3, 3.2.5 und 3.2.6, sowie der K, -Freiheit von G ergibt
sich

Beobachtung 3.2.7 G ist ein vollstindiger r — 1-partiter Graph, wobei eventuell leere
Partitionsmengen auftreten.

Sei v nun ein Knoten einer moglichst grofien Partitionsmenge A von G, und B sei eine
moglichst kleine Partitionsmenge von (. Dann liefert Loschen aller Kanten von v nach
B gefolgt vom Verbinden von v mit allen Kanten aus A \ v wieder einen vollstéindigen
r — 1-partiten Graphen, wobei die Kantenzahl um |A| — 1 — | B| gestiegen ist. Es folgt also

Beobachtung 3.2.8 Die Partitionsmengen von G unterscheiden sich in ihrer Mdchtigkeit
héchstens um 1.

Beobachtungen 3.2.7 und 3.2.8 liefern aber G = T,_1(n). O



3.3 Asymptotosches Verhalten von ex(n, H)

Um das asymptotische Verhalten von ex(n, H) bestimmen zu konnen, ist folgender Satz
hilfreich:

Theorem 18 (Erdés, Stone, 1946) Zu jedem ganzen v > 2, jedem positiven ganzen s
und jedem e > 0 gibt es eine Zahl ng derart, dass jeder Graph mit mehr als ng Knoten und
mindestens t,_1(n) + en? Kanten den T,(rs) als Teilgraphen enthilt.

Den Beweis dieses Satzes bringen wir im néchsten Abschnitt. Wir wollen ihn hier verwen-
den, um folgendes Korollar zu zeigen:

Korollar 19 Fiir jeden Graphen H mit mindestens einer Kante gilt:

lim ex(n, H) _ X(H)—2

e (3) X))~
Beweis von Korollar 19. Zunéchst kiimmert uns das asymptotische Verhalten von
tr—1(n):
n 2
. tea(n) (=1 -2) (%5 +0())
lim — = lim 5
(= 1)(r=2) (%) +0n)
= lim
n—o0 n? + O(n)
 (r=1(r—-2)
N (r—1)2
or—1
or—=2

Damit ist das Korollar fiir H = K, gezeigt.

Im weiteren sei r = x(H) gesetzt. Damit gilt H ¢ T,_1(n) fiir beliebige natiirliche n,
woraus t,_1(n) < ex(n, H) folgt. Andererseits gilt H C T,.(rs) sofern s die Méchtigkeit der
grofiten Farbklasse einer zuldssigen r-Farbung von H ist. Also gilt ex(n, H) < ex(n, T,.(rs)).
Nach Satz 18 gilt also fiir jedes € > 0 fiir hinreichend grofle n:

ex(n, Tp(rs)) < t,_1(n) + en?



. Zusammengefaflt ergibt sich:

< :,X(n,é;,(rs))2
<l

— tr‘é()n) +25nﬁ1

< tr_égn) + 3¢ (fiir n > 2).

Mit % konvergiert also auch eX((;Ln),H gegen :%f, also in der Tat

H -2
lim ex(n,H) r

SO

3.4 Das Regularitiatslemma

In diesem Abschnitt ist G ein vorgegebener schlichter Graph auf n Knoten. V' bezeichnet die
Knotenmenge dieses Graphen und E seine Kantenmenge. Fiir disjunkte X,Y C V(G) sei
|| X, Y| die Anzahl der Kanten von G, welche Knoten aus X mit Knoten aus Y verbinden.
G kann maximal | X||Y] solcher Kanten haben, was die Kantendichte d(X,Y) des Paares
(X,Y) motiviert:

1X,v]]
XY ) =——- "
HXY) = 157

Ein Paar (A, B) disjunkter Teilmengen von V' heifit e-regulir, sofern fiir jede Teilmenge
X von A mit mindestens |A| Elementen und jede Teilmenge Y von B mit mindestens
¢|B| Elementen die Kantendichte des Paares (X,Y) von der Kantendichte von (A, B) um
hochstens € abweicht. Wir bemerken, dass Paare einelementiger Mengen stets fiir beliebiges
€ > 0 auch e-regulér sind.

P ={Vy, V1,...,Vi} mit ausgezeichneter Menge V; heift e-reguldr, falls P eine Partition
von V ist, fiir die gilt: Eigenschaften

1. [Vo| < €|V (eventuell ist V; sogar leer).
2. Vil =...=|Vi| und

3. Alle bis auf ek? der Paare (V;,V;) mit 1 <i < j < k sind e-regulir.



Lemma 3.4.1 (Regularititslemma, Szemeredy, 1976)
Ve > 0Vm > 13M > mVG,|V(G)| > m3{Vo, Vi, ..., Vi} e-requlir mit m < k < M.

Es sei erwdhnt, dass die Existenz irgendeiner e-reguldren Partition immer gesichert ist.
Nimmt man Vj als leere Menge an, und wahlt die anderen V; einelementig, was zu k = n
fithrt, so ist diese Partition e-regulir fiir beliebiges € > 0. Ebenso verhiilt es sich mit V = 0),
Vi =V und k = 1. Da M im Regularitéitslemma nicht von der Knotenzahl von G' abhéngt
und m beliebig grofl gewdhlt werden kann, verspricht uns das Regularititslemma aber eine
e-reguldre Partition, welche beliebig viele beliebig grofie Partitionsmengen enthélt, sofern
nur n entsprechend grof3 ist. Dadurch muss die Kantendichte vieler Paare von Partitions-
mengen (Vp mal ausgenommen) aber dicht unterhalb oder sogar oberhalb der Kantendichte
des Gesamtgraphen liegen. Diese Erkenntnisse werden uns helfen, das Regularitdtslemma
spater anzuwenden.

Kommen wir zunéchst aber zum Beweis des Regularitédtslemmas:
Beweis von Lemma 3.4.1. Beweisidee:
Wir fithren eine geeignete Funktion ¢(P) (die wir Qualitit von P nennen) fiir Partitionen
P von V ein, die folgende Eigenschaften hat:

1. Fiir beliebige Partitionen gilt ¢(P) < 1.
2. Ist eine Partition P’ Verfeinerung von P so gilt ¢(P’) > q(P).

3. Eine Partition {Vj, ...V, } mit zu vielen hinreichend groBen nicht e-reguléren Paaren
(Vi,V;) lasst sich so verfeinern, dass die Qualitidt der Partition dabei um f(g) > 0
steigt, wobei die Zahl der Partitionsmengen nur Abhéngig von ihrer Anzahl in der
Ausgangspartition wéachst.

Die dritte Eigenschaft liefert dann also wiederholt Verfeinerungen einer hinreichend grofien
Ausgangspartition, bis geniigend viele Paare aus grofien Partitionsmengen e-regulér sind.
Bei der Verfeinerung sollten wir darauf achten, dass die “hinreichend grofien” Partitions-
mengen alle gleichgro werden, und der Rest nicht zu grofl wird, da wir ihn in der Ausnah-
memenge (“Miilleimer”) 1, ansammeln wollen. Dazu kénnen wir die zweite Eigenschaft
ausnutzen. Da wegen der ersten Eigenschaft nur beschriankt (d.h. unabhéngig von n) viele
Verfeinerungen notig werden, wird auch die Zahl der Partitionsmengen beschrénkt bleiben.
Gehen wir nun ins Detail:
Die Qualitit einer Partition: Wir definieren fiir disjunkte Teilmengen A, B von V:

14, Bl _ |AllB]

WA B = e (B

(d(A, B)),

fiir Partitionen A von A und B von B:

g(AB):= Y qA.B)

(A!,B')eAxB



und fiir Partitionen P = {C4,...,Cy} von V:

a(P) =) 4(Ci,Cy) .

i<j

Eigenschaften von ¢:

q{C1,...,Ck}) = §q(0i, ;) (Definition ¢(P))
— ZJ nH?%(\J\gI (Definition ¢(A, B))
<L Z ||CC‘|‘|CC|‘ (Maximale Zahl C;C;-Kanten)

(2)

n2

<1
liefert in der Tat:

(Maximale Kantenzahl)

Beobachtung 3.4.2 Fir jede Partition P gilt ¢(P) <1

SeiC:{Cl,...,Ck} undD:Dl,...,Dg.

q(C,D) = Eq(CZ, D;) (Definition von ¢(C, D))
= _2 Z I'gl % (Definition von ¢(C;, D;))
2
<zc D )
> n_QW (Cauchy Schwartz)*
= llc.DIf (Zahler Zusammenfassen und Nenner Ausklammern)
n? (Z |ci\> (z_ |Dj|>
i J
= q(C, D) (Nenner Zusammenfassen und Definition ¢(C, D))

liefert:

Beobachtung 3.4.3 Flir disjunkte Teilmengen C' und D von V' sowie Partitionen C und
D von C bzw. D gilt:
q(C,D) > q(C, D).

!Die Ungleichung von Cauchy Schwartz

() (o) = ()

geht mit a; = \/i; und b; = \/GZL_ iiber in




Sei P={C1,...,Cx} und fiir : = 1...k sei C; die Teilpartition von C; in P’.

q(P) = > q(Ci, Cy) (Definition von ¢(P))
< KZJ q(Ci,C;) (Beobachtung 3.4.3)
K(] P’ — Z q(C;) (Definition g(P’) abziiglich fehlender Summanden)

< q(P) (fehlende Summanden nicht negativ)

liefert in der Tat:

Beobachtung 3.4.4 Sind P und P’ Partitionen von V und ist P’ eine Verfeinerung von
P, so gilt q(P') = q(P).

Sind C' und D wieder disjunkte Teilmengen von V und ist (C, D) nicht e-regulér, so gibt
es definitionsgemafl C; C C und Dy C D mit |Cy| > ¢|C| und |D;| > ¢|D| derart, dass

= |d(01, Dl) — d(C, D)| > € gllt Sei CQ C \ Cl und D2 D \ Dl, sowie C = {Cl, CQ}
und D = {Dy, Dy} gesetzt.

2q(C, D) = n?q(Cy, D)) + > n?q(Cy, D;) (Definition von ¢(C, D))
i+5>2
C1,D1])2 C,D C1,D .
> |||01| |5‘1‘| + (‘\‘CI |1!| ‘}Cil ul)'ll‘) (QCauchy—Schwartz—Trlck)
= |Cy|| D1 |(d(C, D) + 1)? + LRHEE B G DI) (Definition 7)
d(C,D)(|C c c 2 .
= |C1]|D1|(d(C, D) iz)Qt (D) ‘I‘g\‘\DI\ %ﬁ‘lgﬁl 1[|Dafn) (Sortieren)
— <|Cl||D1| + %) +|C||D|d(C, D)? (Ausmultiplizieren)
= e’ + n*a(C, D) (Definition ¢(C, D))
> |C||Dle* + n*q(C, D) (n* > €% >0), [C1] > ¢|C| und |Dy| > €| DY)

Das liefert:

Beobachtung 3.4.5 Ist ¢ > 0 und sind C, D C V' disjunkt aber nicht e-regulir, so gibt
es Partitionen C = {Cy,C2} von C und D = {Dy, Do} von D derart, dass q(C,D) >
q(C, D) + 1Pl gt

Betrachten wir nun eine Partition P = {C4,Cy,...Ck, Ciy1,...Crir} mit gleichgrofien
C; fir i < k und |Cy| < en wobei Cy die Vereinigung der Partitonsmengen mit Index
grofer k ist, und nehmen an, dass mehr als ek? der Paare (C;, C;) mit ¢ < j < k nicht
e-regulédr sind. Mit ¢ bezeichnen wir die Gréfle der Partitionsmengen Cj, ¢ < k und mit C
die Partition {Cj1),...Ckyr} von Co. Es folgt k¢ > n(1 — ¢). Sei weiterhin e < §. Wir
definieren zunéchst Partitionen C;; von C; und C;; von C; (0 < i < j < k) wie folgt:

e Wenn (C;, C;) ein e-reguldres Paar ist, sei C;; = {C;} und Cj; = {C}}.



e Anderenfalls seien C;; und Cj; jeweils zweielementige Partitionen von C; und C; gemés8
Beobachtung 3.4.5, also derart, dass gilt:
4

q(Cij, Cji) > q(C;, C;) + 4‘0“0‘ =q(C;, C;) + = > < (k2 - > o2 (&)
Fiir jedes 7 < k sei C; die eindeutig bestlmmte Partltlon von C', bei welcher je zwei Elemente
von C' genau dann in einer Partitionsmenge liegen, wenn sie auch in jeder Partition C;; mit
0 < j <k,j+#1iin der gleichen Partitionsmenge liegen. Es folgt |C;| < 2*.
Wir erhalten Partition i
Q=Jc
i=0

als Verfeinerung von P mit k + 7 < |Q| < k2% + r, welche hohere Qualitit hat:

k=1 k
q(Q) = > _z q(Ci, C;) + 1;(;(60,&) +224(C) (Definitionen ¢(P), q(A, B))
i "k l
> > 4(Cij, Cii) + 3- a(Co, {Ci}) + q(Co) (Beobachtung 3.4.3)
i=1 j=i+1 i=1
L k=l k k
> ek?sz + Z: Z q(C;, Cy) + Z:l q(Co, {Ci} + q(Co) (ek? mal (X) anwenden)
= q(P) + &b (Zusammenfassen)

Die Qualitét der Partition ist in der Tat unabhéngig von n gewachsen. Allerdings sind
die Partitionsmengen auflerhalb Cjy nicht mehr gleichgrofl. Wir zerlegen daher die Partiti-
onsmengen weiter in moglichst gleichgroie Stiicken: Sei dazu {C}, (%, ..., C}} ein System
moglichst vieler disjunkter Mengen der Gréle ¢! = | 7| derart, dass jedes der C; in einer
Partitionsmenge von () enthalten ist. Die restlichen Elemente Knoten aus V' sammeln wir
in einer Menge C{), zu der (|, die Partition in lauter einelementige Teilmengen bildet. Dann
ist die Partition P* = Cj U {C1,C%,...,C}} in der Tat eine Verfeinerung von ) und wir
erhalten mit Beobachtung 3.4.4:

5

a(P?) 2 4(Q) 2 a(P) + 5.

Fiir die Groe von Cf) ergibt sich folgende Abschétzung:
c ck
Col < 1Co] + dIQI < |Col + k2" = 1Col + 55 < [Col + 57

Da jede Partitionsmenge von P der GroBe ¢ hochstens 4% Partitionsmengen von P* der
GroBe ¢ aufnehmen kann, aber jedes C;,1 < i < k auch mindestens eine solche enthélt,
folgt auBerdem k < ¢ < k4F.

Zusammengefasst ergibt sich folgende Beobachtung:

Beobachtung 3.4.6 Gilt 0 < ¢ < i und ist P = C,Cy, ..., Cy UCy eine Partition von
V', wobei Cy eine Partition einer Menge Cy mit |Co| < en ist und |Cy| = |Cy| = ... = |Cy|
gilt, und ist P = {Cy,...Cy} keine e-requlire Partition, so gibt es eine Partition P* =
{C1{,...C}UC) von V mit k < € < k4* derart, dass C nur |Cy|+ % Knoten umfasst, alle
darin nicht enthaltenen Partitionsmengen gleichgrofS sind, und q(P*) > q(p) + %55 gilt.



Starten wir mit einer Partition Py mit ky gleichgrofien sowie eventuell weiteren Partitions-
mengen, so kénnen wir Beobachtung 3.4.6 solange iteriert auf P = P; mit k = k; anwenden
um P, 1 = P* mit k; ;1 = [ zu bestimmen, bis

e entweder die aus P = P, gemifl Beobachtung 3.4.6 abgeleitete Partition P’ e-regular
ist,

e oder das entsprechende Cj zu viele Knoten (mehr als en?) enthilt.

Wegen Beobachtung 3.4.2 tritt der erste Fall nach spétestens 2e 5 ITterationen ein (sofern
nicht vorher der zweite Fall eintritt).
Ist P zu Beginn so gewéhlt, dass |Cy| < ko gilt, also ¢ = | ], so tritt der zweite Fall

k
frithestens nach ’
w = ko (5 — @)
ko n
Schritten auf (man beachte, dass die Zahl der Partitionsmengen wéchst und ko daher stets

eine untere Abschéitzung fiir k; bleibt).
Wir miissen also kg nur so wéahlen, dass

k 2
2k0 (8——0)>—5
n 19

gilt und ky > m ist, was mit ky = max{m, 3,3 + 6ld§} im Falle n > 2”“5—0 gelingt. Da im
Falle n < M die Aussage des Regularitdtslemmas trivial ist, sollten wir daher M >= 2'1—0
wéhlen.

Bildet f die Zahl k auf die Zahl k4% ab, so haben wir nach i Iterationen eine Partition
P, mit k; < fi(ko).

Daher ist M = max{f’(ko), 2%} mit i = | 2| in der Tat eine obere Schranke fiir die
Zahl der Partitionsmengen einer geeigneten e-reguldren Partition von V', welche nur von ¢
und m abhéngt. O

3.5 Anwenden des Regularititslemmas

Zunachst beobachten wir, dass in einem e-reguléren Paar (A, B) fiir “groBe” Teilmen-
gen von A die Zahl der Knoten mit “wenigen” Nachbarn in “groflen” Teilmengen von B
“klein”ist:

Sei also (A, B) ein e-regulires Paar mit Dichte d und Y C B eine “grofie” Teilmenge
von B, genauer gelte |Y| > ¢|B|.

In X sammeln wir nun alle Knoten aus A mit “wenigen” Nachbarn in Y, genauer all
jene Knoten mit weniger als |Y'|(d — ) Nachbarn.

Damit ist d(X,Y) = ‘H;(H);ﬂ‘ < ‘X%%f,‘_e) = d — &, weicht also um mehr als ¢ von
d(A, B) ab. Nach Definition der e-Regularitit fiir Paare ist also | X| < ¢|A|, also “klein”.
Zusammengefasst ergibt sich:




Beobachtung 3.5.1 Ist (A, B) ein e-requldres Paar disjunkter Teilmengen von V (G) und
gilt Y C B mit |Y| > ¢|B|, so haben alle bis auf hochstens | A| Knoten von A mindestens
|Y|(d — €) Nachbarn in'Y .

Als néchstes fithren wir zu einer e-reguléren Partition P = {Vy, Vi,...Vi} von V(G)
mit Ausnahmemenge V und |Vi| = ... = |Vj| =: £ und einer vorgegebenen Kantendichte
d mit 0 < d < 1 den Regularititsgraphen R mit Parametern €,¢,d ein, der sich wie folgt
ergibt:

V(R) = P\ {Vo}

und
E(R) = {{A, B} C P|(A, B) ist e-reguldr mit Dichte d(A, B) > d}

Wir ziehen also Knotenmengen der Gréfle [ auf Knoten zusammen, wobei Kanten aber
nur erhalten bleiben, wenn das entsprechende Knotenmengenpaar e-regulér mit hinreichend
grofler Kantendichte ist.

Blasen wir die Knoten r von R wieder auf, diesmal aber nur zu Knotenmengen M, der
Grofe s = ||, wobei nun Knoten a und b verbunden werden, wenn a € M, und b € M,
liegen, wobei  und y in R verbunden waren, also, wenn die entsprechenden Knoten in R
verbunden waren.

R(s) ist (fiir kleine €) ein vereinfachtes Modell des Graphen G. Wir wollen nun unter-
suchen, wie gut das Modell ist, also wann jeder Untergraph H aus R(s) auch isomorph
zu einem Untergraphen H' aus G ist. Dabei interessiert uns eine brauchbare hinreichende
Bedingung.

Sei H also Untergraph von R. Die Knoten von H bezeichnen wir mit h;,i = 1... |V (H)|.
Wir betrachten eine Schrittweise Konstruktion, die im i-ten Schritt den Knoten & festlegt.
Mit Y;’ bezeichnen wir dabei die in Schritt ¢ noch fiir h; in Frage kommenden Knoten.
Diese sollen in derjenigen Partitionsmenge von P liegen, aus der h; hervorgegangen ist,
und miissen zu allen schon festgelegten hj benachbart sein fiir die h; zu hy benachbart
war, um in Frage zu kommen.

Daher sei zu Beginn le jeweils die Partitionsmenge von P, aus der h; hervorging. In
Schritt ¢ ergeben sich durch Festlegen von h; nur Einschrinkungen fiir die Mengen Y} fiir
die h; mit h; benachbart ist. Fiir diese Mengen miissen wir Yf“ =Y/ N Ng(h;) setzen, sie
also fiir den néchsten Schritt auf die Nachbarschaft von A} einschréanken.

Da in jedem Schritt i die Menge Y;’ noch Elemente enthalten soll, achten wir darauf, A/
moglichst clever zu withlen. Dazu méchten wir Beobachtung 3.5.1 verwenden, weswegen Y}
sogar noch wenigstens mehr Elemente enthalten sollte. Fiir jeden (noch nicht festgelegten)
Nachbarn h; von h; miissen wir hichstens £|Y;'| Elemente von Y} vermeiden, weil sie nur
“wenige” Nachbarn in Y} haben. Insgesamt miissen wir also hochstens A(H )e|Y]| wegen
zu weniger Nachbarn vermeiden. Ebenso kénnte es sein, dass schon Knoten aus |Y}| als k),
in fritheren Schritten festgelegt wurden. Diese diirfen wir auch nicht zu h; machen. Wir
erhalten die Forderung (1 — A(H)e)|Y;'| > s, welche absichert, dass unser Vorgehen nicht
an Schritt ¢ scheitert. Wir verschérfen diese mit e > s noch zu

(1 — A(H)e)[Y]| > Le.



Scheitert es gar nicht, so haben wir in der Tat einen Graphen H' isomorph zu H konstruiert,
der Untergraph von G ist.

Wie grof} sind die Y;Z also mindestens? Nur in jedem Schritt, in dem zu einem Nachbarn
hi, von h; das hj, festgelegt wurde, sinkt die Zahl der Elemente. Das tritt aber héchstens
A(H) mal auf. Zudem beschrinkt uns die Auswahl von hj, geméaf Beobachtung 3.5.1 die
Grofle von in“ durch (d — ¢)|Y}'| nach unten, sodass wegen |Y;'| = ¢

) A
¥i] > €(d—e)

eine giiltige Abschiatzung darstellt.
Unser Verfahren hat also sicher Erfolg, wenn

((d—e)*(1 — A(H)e) > Le

gilt. Das fiihrt zu
(d—e)*(1—A(H)e) > e,

was fiir hinreichend kleine ¢ offenbar erfiillt ist, da fiir ¢ — 0 die linke Seite gegen d* geht.
Zusammengefasst ergibt sich also folgendes Lemma:

Lemma 3.5.2 Fir d € (0,1] und alle A > 0 gibt es ein g9 > 0 mit der folgenden Eigen-
schaft:

Ist G irgendein Graph sowie H ein Graph mit A(H) < A und R irgendein Regula-
ritatsgraph von G- mit Parametern € < g¢, { und d, dann gibt es zu jedem H C R(|leo])
einen zu H isomorphen Graphen H' mit H C G.

Um dieses Lemma anwenden zu kénnen benétigen wir aber wenigstens Untergraphen von
R. Der einzige bis hierhin liickenlos bewiesene Satz, der uns feste Untergraphen garantiert,
ist der Satz17 von Turan. Dazu muss der betrachtete Graph aber hinreichend viele Kanten
haben.

Also interessieren wir uns fiir die Kantenanzahl mp = |E(R)| eines Regularitétsgraphen
R mit Parametern €, £ und d. Sei dazu m¢ die Kantenanzahl von G, n die Knotenanzahl
von G und k die Knotenanzahl von R. Wir erhalten aufgeschliisselt auf die Kanten inner-
halb der Ausnahmemenge, die Kanten, welche die Ausnahmemenge verlassen, die Kanten
zwischen nicht e-reguldren Paaren normaler Partitionsmengen, die Kanten zwischen e-
regulidren Paaren mit Kantendichte < d, die Kanten innerhalb normaler Partitionsmengen,
sowie die Kanten zwischen den verbleibenden e-reguldren Paaren (mit Kantendichte > d)
folgende Abschitzung fiir mg:

1 1 1
me < 5etn® - enkl + ek? 0 4 DK + DR 4 mpl®,

Mit k¢ < n erhalten wir
n2

1 1 2
meg < 552712 +en? +en? + éan + Z_k + MR-



Nach Division durch n? ergibt sich

2
mg _ € d 1 mp
— <=2t
n? = 2 2 2k k2

Sei epg > 0 eine positive Konstante. Es soll spéater die Rolle des Epsilon entsprechend
dem Satz von Erdds und Stone, den es noch herzuleiten gilt, spielen.

Wir kénnen nun €, d und m so klein, aber fest wéhlen, dass % + 2 + g + ﬁ kleiner
ist als =£2. Das Regularititslemma liefert uns dann eine e-regulére Partition, deren Re-

% fiir Graphen mit
Knotenmenge V' und Kantenmenge £ gemeint) liefert, die um héchstend <2< von jener von
G nach unten abweicht. Fiir hinreichend grofles n kénnen wir sogar erzwingen, dass der
Parameter [ dieses Regularitdtsgraphen einen beliebig groflen festen Wert {ibersteigt.

Nun konvergiert die kritische Kantendichte t“ﬂ#, ab der ein K, erzwungen wird, gegen
einen festen Wert t(r) = =2

Wir betrachten nun G;a%)hen G, deren Kantendichte die kritische Kantendichte um cgg
iibersteigt.

Wiéhlen wir m hinreichend grof, dass die kritische Kantendichte fiir Graphen mit m
Knoten wiederum um hochstens £ von der kritischen Kantendichte von Graphen mit
mehr als m Knoten abweicht, so hat R damit sicher einen K, als Regularititsgraphen.
Damit hat G einen 7,(rs) als Untergraph, sofern nur der Parameter ¢ von R hinreichend
gro} wird. Man beachte, dass die Maximalvalenz des T,.(rs) von n unabhingig ist. Um
grofles ¢ zu erzwingen miissen wir nur entsprechend dem Regularitdtslemma n > %ﬁ, also
hinreichend grof3 wéhlen. Damit ergibt sich als Konsequenz in der Tat der Satz von Erdds
und Stone (Satz 18).

gularitdtsgraph R zur Dichte d eine “Kantendichte” (hier ist damit

4 Die Probabilistische Methode

Wollen wir die Existenz eines Objektes mit gewiinschter Eigenschaft nachweisen, so kénnen
wir ein Zufallsexperiment starten, um es evenuell zufillig zu erzeugen. Liefert unser Zufalls-
experiment mit positiver Wahrcheinlichkeit ein Objekt mit der gewiinschten Eigenschaft,
so existiert dieses offenbar.

Wir miissen also einen Wahrscheinlichkeitsraum definieren, in welchem das Auftreten
der gewiinschten Eigenschaft ein Ereignis A ist. P(A) bezeichne die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A. Unser Existenznachweis geht dann iiber in die Aufgabe P(A) > 0 zu zeigen.

4.1 Beispiel:Ramsey-Zahlen

Mit R(p, q) bezeichnen wir die kleinste Zahl n derart, dass jeder Graph mit n Knoten eine
Clique der Grofle p oder eine unabhingige Knotenmenge der Grofle ¢ (oder beides) hat.
GeméB Ramseys Theorem(1930) existiert R(p, q) (und ist nicht etwa unendlich). Beispiels-
weise ist R(3,3) = 6.



Wir wollen nun eine untere Schranke r fiir R(p, p) herleiten. Dazu wiirfeln wir fiir jede
mogliche Kante unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit % aus, ob sie in unserem Zufallsgraphen
enthalten ist, oder nicht. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer konkreten p-Clique
ist dann 2_@, ebenso jene fiir das Auftreten einer unabhéngigen Menge der Groflie p. Da es
aber nur (;) mogliche p-Cliquen und ebensoviele mogliche unabhéngige Mengen der Grofie

p gibt, ist die Wahrscheinlichkeit, dass der ausgewiirfelte Graph iiberhaupt eine p-Clique
oder eine unabhéngige Menge der Grofle p hat, hochstens ( )21_@. Es folgt:

r
p

Theorem 20 (Erdds, 1947) Aus ( )21_@) <1 folgt R(p,p) > r.

p
4.2 Die Linearitit des Erwartungswertes

Wir betrachten im Folgenden nur endliche diskrete Wahrscheinlichkeitsraume, also Wahr-
scheinlichkeitsriume mit nur endlich vielen Ereignissen.
Eine Zufallsvariable ist eine Funktion, die jedem Element des Wahrscheinlichkeitsrau-
mes eine reelle Zahl zuordnet.
Der Erwartungswert E(X) einer ganzzahligen Zufallsvariablen ist (im diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum) das gewichtete Mittel Y kP(X = k).
k

Das Schubfachprinzip des Erwartungswertes ist die Tatsache, dafi ein Element des Wahr-
scheinlichkeitsraumes existiert, fiir welches der Wert von X mindestens so klein (oder min-
destens so groB) ist, wir E(X).

Die Linearitéit des Erwartungswertes ist durch folgendes Lemma gegeben:

Lemma 4.2.1 Wenn X sowie Xy, Xo, ..., X, Zufallsvariablen des gleichen Wahrschein-
lichkeitsraumes sind und X = Y X; gilt, so folgt E(X) = Y, E(X;) sowie E(aX) =

=1

aE(X) fir beliebiges reelles a.

Beweis von Lemma 4.2.1. Im diskreten Wahrscheinlichkeitsraum liefert jedes Element
den gleichen Beitrag zur linken wie zur rechten Seite. U

Um den Erwartungswert einer Zufallsvariablen zu bestimmen, nutzt man h&aufig In-
dikatorvariablen. Eine Indikatorvariable ist eine Zufallsvariable, die bei Eintreten eines
bestimmten Ereignisses (des durch sie indizierten Ereignisses) den Wert 1 annimmt und
ansonsten nur den Wert 0.

Der Erwartungswert einer Indikatorvariablen ist offenbar gerade die Wahrscheinlichkeit
des indizierten Ereignisses.

In diesem Sinne war die Grofe 2~ () der Erwartungswert der Indikatorvariablen fiir das
Auftreten einer konkreten p-Clique oder einer konkreten unabhéngigen Menge der Grofle
p und (;)217(127) mithin der Erwartungswert fiir die Anzahl von p-Cliquen oder unabhéngi-
gen Mengen der Grofle p. Satz 20 1aBit sich daher auch mit dem Schubfachprinzip des
Erwartungswertes folgern.



4.3 Beispiel: Turniergraph

In einemr Turnier mit n Teilnehmern 77,75, ..., T, tritt jeder gegen jeden einmal zum
Zweikampf an. Ein Unentschiedem ist als Ausgang des Zweikampfes ausgeschlossen.

Aus den Ergebnissen der Zweikdmpfe moéchte man gerne eine Rangfolge der Turnier-
teilnehmer ablesen. Eine Rangfolge sei zuldssig, wenn jeder Teilnehmer gegen den in der
Rangfolge direkt nachfolgenden Teilnehmer gewonnen hat. Diese Einschriankung liefert in
der Regel aber keine eindeutig bestimmte Rangfolge. Wie viele verschiedene Rangfolgen
sind fiir den selben Turnierausgang hochstens zuléssig? Diese Anzahl nennen wir ZR(n).
Wir wollen nun ZR(n) nach unten abschétzen.

0. Modellierung Ein Turniergraph ist ein vollstdndiger Graph, in dem jeder Kante eine
Richtung zugewiesen ist (vom Verlierer zum Sieger, die Teilnehmer des Turnieres sind die
Knoten). Eine zuldssige Rangfolge der Teilnehmer geht dabei in einen gerichteten Hamilton-
Weg iiber. Hamilton-Wege liefern (beim durchlaufen von vorne nach hinten) Permutationen
der Knoten; unterschiedliche Hamiltonwege liefern unterschiedliche Permutationen.

1. Randomisierung FEinen zufélligen Turniergraph erhélt man, wenn man unabhéngig
voneinander jeder Kante {7;,7;} mit Wahrscheinlichkeit % die Richtung von T; nach Tj
gibt, und anderenfalls (also ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit %) die andere Richtung.

2. Bestimmung des Erwartungswertes der interessierenden Grofle: Damit eine
gegebene der n! Permutationen der Knoten von G aus einem gerichteten Hamiltonweg
hervorgeht, miissen die n — 1 Kanten zwischen in dieser Permutation aufeinanderfolgenden
Knoten jeweils die richtige Richtung haben. Das tritt also mit Wahrscheinlichkeit 21~ ein.
Die diese Permutation zdhlende Indikatorvariable hat also den Erwartungswert 2'-". Mit
der Linearitéit des Erwartungswertes folgt:

E(# gerichteter Hamiltonwege) = n!2' ™"

3. Auswertung: Aus dem Schubfachprinzip des Erwartungswertes folgt also:

Theorem 21 (Szele, 1943) Es gibt einen Turniergraphen auf n Knoten mit [n!2'="] Ha-
miltonwegen.

Wir haben also eventuell [n!2'~"] oder mehr zulissige Rangfolgen.

4.4 Nachtragliche Korrektur

Manchmal ist es schwer, eine gewiinschte Eigenschaft direkt zufillig zu erzeugen. Hier
findet die Methode der nachtriglichen Korrektur (engl.: “alteration principle”, “two step
method”, in speziellen Fillen auch “deletion method”) ihre Anwendung. Hier erzeugt man
zunéchst ein zufélliges Objekt, aus dem man durch eine deterministische Nachkorrektur
erst das Objekt mit der gewiinschten Eigenschaft ableitet.

Wir betrachten ein Beispiel. Eine dominierende Menge ist eine Menge S von Knoten
eines Graphen derart, dass jeder Knoten des Graphen, der nicht in S enthalten ist, einen
Nachbarn in S hat.



Ein Knoten v dominiert einen Knoten w in GG, wenn er entweder selbst w, oder zu w
benachbart ist.

Eine Menge von Knoten dominiert eines Graphen einen Knoten dieses Graphen, wenn
dieser in ihr enthalten ist, oder einen Nachbarn in ihr hat.

Uns interessieren nun obere Schranken fiir die Grofle moglichst kleiner dominierender
Mengen. Unser Losungsansatz besitzt nun folgende Schritte:
Randomisieren Sei GG der betrachtete Graph. Wir wihlen uns mit eine zuféllige Teilmenge
Sp seiner Knoten, indem wir jeden Knoten unabhéngig mit fester Wahrscheinlichkeit p in
sie “hineinwiirfeln”.
Nachtrigliche Korrektur Vielleicht haben wir so eine dominierende Menge erzeugt, viel-
leicht aber auch nicht. Sei T" also die Menge derjenigen Knoten, die nicht von Sy dominiert
wird. Dann ist aber sicher S = Sy U T eine dominierende Menge.
Ermitteln des Erwartungswertes: Seien s, und ¢, die Indikatorvariablen dafiir, dass
v € Sy bzw. v € T gilt.

Es ergibt sich offenbar E(s,) = p. Da v genau dann in 7" ist, wenn v sowie alle seine
Nachbarn nicht in Sy sind, was jeweils unabhéngig mit Wkt. 1 — p auftritt, ergibt sich
E(t,) = (1 — p)*Ne®I Nun kénnen wir E(|S|) bestimmen und abschitzen.

E(|S]) = E(|So| +1T) (So und 7T disjunkt)
= E(|So]) + E(|T) (Linearitdt des Erwartungswertes)
=FE( > so)+E( > t,) (Indikatorvariablen zdhlen)

veV(G) veV(G)
= > E(sy)+ Y. E(t,) (Linearitéit des Erwartungswertes)
veV(G) veV(G)
=np+ Y. (1—p)HNew@ (Erwartungswerte einsetzen)
veV(G)
<n(p+ (1 —p)ktt k stehe fiir die Minimalvalenz 6(G)

Justieren von p: Unsere Abschéitzung hidngt nun noch von p ab. Wir suchen nun eine
Wahrscheinlichkeit p fiir das der Erwartungswert - oder zumindest unsere Schranke fiir ihn
- moglichst klein wird.

Da f(p) := n(p + (1 — p)* konvex in [0,1] ist und an beiden Intervallgrenzen den
gleichen Wert n annimmt, miissen wir zum Minimieren nur die Ableitung nach p gleich

Null setzen, was auf p =1 — ﬁ und damit auf
k 1 1+ 1In(k+1)
E(|S]) < 1——— <p———m—m-"
( ‘)—"( l<;+1{“/k;—+1)_n k1

fithrt. Die letzte Ungleichung ist zwar schwer zu beweisen, aber eigentlich nur kosmetischer
Natur.

Auswertung Mit dem Schubfachprinzip des Erwartungswertes ergibt sich die Existenz
einer dominierenden Menge aus hochstens E(|.S|) Knoten und mit unserer Abschéitzung
also:

Theorem 22 (Alon, 1990) Wenn G ein Graph auf n Knoten mit Minimalgrad k ist, so

besitzt G eine dominierende Menge mit hochstensn (1 +In(k + 1))45 Elementen.



In einem k-reguldren Graphen dominiert jeder Knoten genau k + 1 Knoten, weswegen
seine dominierenden Mengen alle wenigstens 5 Knoten enthalten miissen. Unsere obere
Schranke liegt erstaunlich dicht an dieser unteren Schranke!

4.5 Von der Existenz zum Algorithmus

Bisher haben wir nur die Existenz “kleiner” dominierender Mengen gezeigt. Wie findet
man aber solche Mengen? Um zu einem Algorithmus zu kommen, der uns eine entspre-
chend kleine dominierende Menge liefert, wihlen wir nun die Wahrscheinlichkeiten p,,, mit
denen ein konkreter Knoten v in Sy aufgenommen wird, unabhéngig voneinander variabel.
Aufgrund der Linearitét des Erwartungswertes erhalten wir als Erwartungswert von E(|S])
eine multilineare Funktion in den n gewihlten variablen Wahrscheinlichkeiten.

Nun entscheiden wir sukzessive fiir jeden Knoten, ob er zu Sy gehort, oder nicht, indem
wir die ihm zugeordnete Wahrscheinlichkeit auf 0 absenken, oder aus 1 erhéhen, je nachdem,
was |F(S)| nicht verkleinert. Wegen der Multilinearitéit wird das Minimum von |E(S)]| ja
fiir einen dieser Werte angenommen.

Am Ende dieser n Schritte haben wir Sy so festgelegt, dass die nachtrégliche Korrektur
eine dominierende Menge liefert, die genau die Gréfe des entstandenen Erwartungswertes
hat.

Konkretisieren wir diese Uberlegungen:

E(|SOD = Z 2

veV(Q)
E(IT)) = > (1-p) [ -»u)
veV(Q) weNg(v)

Bish = S (p+0-p) I (=pw)

veV (@) wENg(v)

Zum Ermitteln von E(|S|) bendtigen wir hochstens nA(G) Multiplikationen, n Sub-
traktionen (ermitteln der 1 — p,) und 2n — 1 Additionen, sodass wir eine Funktionswerter-
mittlung mit einem Aufwand von O(An) annehmen kénnen. In jedem Schritt muss aber

nur ein Funktionswert ermittelt werden (und einer zu Beginn), was einen Gesamtaufwand
von O(An?) liefert.

Starten wir mit p, = 1— ’\“/%H’ erhalten wir nach n Schritten also sicher eine Menge Sy,
deren nachtrégliche Korrektur eine dominierende Menge S mit hochstens (1 — kiﬂ ]\“/IiTrl) <
Lin(+D) Flementen.

k+1



4.6 Die Markov-Ungleichnung

Lemma 4.6.1 (Markov-Ungleichnung) Wenn X nur nichtnegative Werte annimmdt,

dann folgt
E(X
px >4 < Z9

Ist insbesondere X ganzzahlig, so folgt mit E(X) — 0 auch P(X =0) — 1.

Beweis von Lemma 4.6.1. Wir verwenden und beweisen das Lemma fiir den diskreten
Fall: Hier gilt:

E(X)=) kP(X=k)>) kP(X=k)>t> P(X=Fk) =tP(X >1).

Betrachten wir ein Beispiel als Anwendung: Wir wollen zeigen, dass die chromatische
Zahl keine lokale Figenschaft ist, d.h. dass Graphen, die in jeder beliebigen beschrankten
Umgebung eines beliebigen Knotens zweifarbbar aussehen (die betrachteten Umgebungen
sind kreisfrei), dennoch beliebig grofle chromatische Zahl haben kénnen.

In unserem Sinne sieht ein Graph lokal zweifdrbbar aus, wenn seine Taillenweite (Lénge
eines kiirzesten Kreises) hinreichend gross ist: Bei Taillenweite 2r+1 sehen die Umgebungen
jedes Knotens bis Abstand r wie Baume aus.

Da die chromatische Zahl x(G) auch als Minimalzahl unabhdingiger Mengen (Knoten-
mengen, zwischen deren Elementen keine Kanten des Graphen verlaufen), welche V(G)
tiberddecken, aufgefaft werden kann (die Farbklassen sind solche unabhingigen Men-
gen), konnen wir hohe chromatische Zahl aus verhéltnisméssig kleiner Unabhdingigkeits-
zahl o(G) (maximale Méachtigkeit einer unabhéngigen Menge folgern. Wir haben dann die
Abschiitzung y(G) > K&

a(G)
Um die angestrebte Aussage

Theorem 23 (Erd6s, 1959) Zu jedem k > 3 und g > 3 gibt es einen Graphen mit
Taillenweite g und chromatischer Zahl k.

zu beweisen, geniigt es daher, folgendes Lemma zu zeigen:

Lemma 4.6.2 Zu natiirlichen Zahlen k und g gibt es stets einen Graphen mit ‘Z((g))l >k
und Taillenweite mindestens g.

Das liefert uns einen Graphen mit eventuell zu grofler chromatischer Zahl und eventuell
zu grofer Taillenweite. Diese Schonheitsfehler lassen sich allerdings reparieren, indem man
eine Komponente bestehend aus einem Kreis der Lange ¢ hinzunimmt, nachdem man aus
G so lange Kanten geldscht hat, bis die chromatische Zahl gleich £ ist. Das klappt, da beim
Loschen einer Kante die chromatische Zahl um hochstens 1 wéchst, aber keine kurzen
Kreise entstehen, und der hinzugenommene Kreis hochstens chromatische Zahl 3 hat.



Beweis von Lemma 4.6.2.

Randomisieren: Zu gegebener Knotenanzahl n erzeugen wir einen Graphen Gy G mit
V(G)={1,...,n} in dem die Kanten {i, 7} unabhéngig voneinander mit Wahrscheinlich-
keit p auftreten.

Nachtrégliche Korrektur: Da die Unabhingigkeitszahl schwerer kontrollierbar scheint,
konzentrieren wir uns hier auf die Korrektur der Taillenweite und hoffen, die Unabhéngig-
keitszahl mittels hinreichend hoher Kantenwahrscheinlichkeit in die Knie zwingen zu kénnen.
Wir wéhlen aus jedem kurzen Kreis von G (Kreis kiirzer g) einen Knoten und 16schen die-
sen, um G zu erzeugen.

Strategie bei der Wahl offener Konstanten: Wir sollten p hinreichend grof§ wéhlen,
um grofe unabhéngige Mengen zu vermeiden, aber hinreichend klein, um die erwartete Zahl
kurzer Kreise so klein zu halten, dass |V (G)| immer noch so stark wie moglich in n wéchst.
Mit X bezeichnen wir die Zahl der kurzen Kreise. Um hinreichend oft einen hinreichend
grofien Graphen G mit groier Taillenweite zu erzeugen, miissen wir also P(X > %) klein
halten (groBtmaogliche GroBenordnung fiir die Zahl der verbleibenden kurzen Kreise). Uber
die Markow-Ungleichung gelingt uns dies im Falle F(X) — 0 fiir n — oo zumindest fiir
grof3e n.

Abschitzung P(X > %) nach oben Jeder mogliche Kreis der Lange ¢ tritt mit Wahr-
scheinlichkeit p’ auf, da er ja ¢ Kanten hat. Es gibt genau (’Z);—L < n' mogliche Kreise
der Lange ¢ (Auswahl der ¢ Knoten und erzeugen einer Permutation liefert gerichteten
Weg, schlieBen zum Kreis und vergessen der Richtungen liefert daraus jeden Kreis 2 mal),
weswegen wir

B(X) < (pn)
21
=3
und damit aus der Markov-Ungleichung
n 2 g_l ' !
P(x>2)<=p(x C<
—2) 7 n (X) < — ni z;

erhalten. Abschitzung von P(«a(G) > r) nach oben: Eine Menge mit r Elementen ist

mit Wahrscheinlichkeit (1 — p)(g) unabhéngig. Ist a(G) > r so hat G sicher mindestens
eine der (’:) moglichen unabhéngigen Mengen der Grofle r. Es folgt unter Verwendung von
(Z) <n"undl—p<e™:

P(a(G)>7) < <Z> 1-p)© < ( - T51>T ()P

Justierung der Parameter p, n und r: Wir wollen P(a(G) < rund X < %) positiv
haben, wobei r eine geringere Groflenordnung als n haben soll. Nun gilt

P(oz(G)<'r’undX<g>§1—P(a(G)27’)—P<ng>.



Uns geniigt es dazu, wenn die beiden Wahrscheinlichkeiten P(a(G) > r) und P (X > g)

mit n gegen unendlich gegen Null gehen. Nach unseren Abschitzungen soll also (&)™ —P5

o -
ebenso wie jeder der g — 3 Summanden p'n*~! von >_ p'n'~! gegen Null gehen. Damit der
i=3
r—1

erste Term gegen 0 geht, muss lediglich In(n) — p5=, also In(n) — p% (p ist beschrénkt)

2
gegen unendlich gehen, was beispielsweise mit r = F’IHT@_‘ gelingt.

Wihlen wir p = n° so erhalten wir fiir ¢ aus den Forderungen p'n~! — 0 die
Abschitzungen c¢i + (1 — 1) < 0, also ¢ < % = % — 1, jeweils fiir ¢ = 3,...,9 — 1. Da
die rechte Seite der letzten Ungleichung streng monoton in 7 und ¢ < g ist, liefert ¢ = é -1,
und damit p = ns " das gewiinschte Verhalten von P (X > g) Es ergibt sich damit
r= {%(_"1)—‘ = [37117? ln(n)-‘, was offenbar tatsédchlich eine geringere Gréflenordnung hat
als n.

Auswertung Fiir hinreichend grofles n ist die Wahrscheinlichkeit, das wir zuféllig einen

Graphen G' mit mehr als § Knoten, Unabhéngigkeitszahl kleiner {Snl_% ln(n)-‘ und Tail-

lenweite mindestens ¢ konstruieren, wenn wir p = ns~" wihlen (in der Tat liegt p so

zwischen Null und Eins), positiv. Also gibt es solche Graphen. Da aber [ — W of-
3n" 9 In(n)
1
fenbar die gleiche Groflenordnung hat, wie %, und daher gegen unendlich geht, ist der
Beweis erbracht. 0

4.7 Eine schwere DeMO-Aufgabe

Am Montag, dem 23.6.2003 wurde in der Bundesrunde der Deutschlandweiten Mathema-
tikolympiade fiir Schiiler der Klassen 11 bis 13 eine Aufgabe gestellt, die von keinem der
Teilnehmer gelost werden konnte. Damit zahlt sie zu den schwersten Matheolympiadeauf-
gaben der Vergangenheit iiberhaupt. Hier die Aufgabe:

Aufgabe 431343 Gegeben ist ein Quadratgitter aus N x N Késtchen; N sei
eine ungerade Zahl groBler oder gleich 3. Die Raupe Nummersatt sitzt in dem
Kéastchen genau in der Mitte des Gitters. Jedes der iibrigen Késtchen enthélt
eine positive ganze Zahl. Uber die Verteilung der Zahlen ist nur bekannt, dass
sich in keinen zwei Feldern die gleiche Zahl befindet.

Nummersatt mochte durch dieses Zahlenmeer einen Weg nach drauflen finden.
Sie kann dabei von einem Késtchen stets nur zu einem entlang einer Seite an-
grenzenden Késtchen weiterwandern und muss jede Zahl fressen, durch deren
Kéastchen ihr Weg fiihrt. Jede Zahl n wiegt %k:g, und Nummersatt kann insge-
samt nicht mehr als 2kg Zahlen fressen.

Man untersuche

a) fiir N = 2003,



b) fiir alle ungeraden Zahlen N > 3,

ob die Zahlen im Gitter so ungiinstig verteilt sein kénnen, dass Nummersatt
keinen Weg nach drauflen finden kann, auf dem hochstens 2kg Zahlen liegen.

Fiir andere Aufgaben und Informationen zur DeMO siehe http://www.mathematik-
olympiaden.de

Wir wollen nun diese Aufgabe mit Hilfe der probabilistischen Methode 16sen: Die Ant-
wort lautet in jedem Falle: “Nein, es gibt immer einen Weg nach draufen, auf dem Num-
mersatt weniger als 2kg Zahlen friffit. Das ergibt sich aus folgendem Lemma:

Lemma 4.7.1 Fir jedes N gibt es ein Feld N Schritte von Nummersatts Startposition
entfernt derart, dass es einen kiirzesten Weg (also iber N Felder) gibt, auf denen insgesamt
weniger als 2kg Zahlen liegen.

Da alle Felder mit Abstand N zu Nummersatts Startposition auflerhalb des betrachteten
Quadratgitters liegen, ergibt sich sofort die Behauptung. Beweisen wir also das Lemma:
Beweis von Lemma 4.7.1.

Randomisieren Wir wollen kiirzeste Wege der Lange N von Nummersatts Startposition
O aus so auswiirfeln, dass die Wahrscheinlichkeit py ein konkretes Feld im Abstand d zu O
leerzufressen in der Tat nur von d abhéngt. Da auf jedem kiirzesten Weg genau ein solches
Feld liegt, summieren sich diese Wahrscheinlichkeiten zu 4dp; = 1, womit sich p; =
ergibt.

Fiir Wege der Lénge 1 geht das, indem wir einfach mit Wahrscheinlichkeit i nach links,
unten, rechts bzw. oben starten. Angenommen uns gelingt dies fiir Wege der Lénge ¢,
wie (mit welchen Wahrscheinlichkeiten wohin) miissen wir dann von einem Feld (¢ — i, 4)
weitergehen? Wir betrachten nur den Fall ¢ > 0 und ¢ > 7. Der von diesem Fall abgedeckte
Bereich sowie seine Bilder nach Drehung um 90°, 180° bzw, 270° um O deckt jedes mogliche
Feld ab, sodass wir das Vorgehen mittels der genannten Drehungen auf die restlichen Felder
iibertragen konnen. In diesem Fall entscheiden wir uns nur zwischen dem Weitergehen nach
rechts und dem nach oben. Entsprechend wird das Feld (¢, 1) auch nur vom Feld (¢ —1,1)

1
4d

betreten. Damit wir hier mit Wahrscheinlichkeit 4(4—11) landen, miissen wir von (¢ —1,4) mit
Wahrscheinlichkeit Hil nach rechts gehen. Also gehen wir mit Wahrscheinlichkeit Hil nach

von diesem Feld aus nach oben. Nun konnen wir diese Uberlegung fiir das Feld (£ — 1,2)

vom Feld (¢ —2,2) aus durchfiithren. Von hier miissen wir damit mit Wahrscheinlichkeit %
2

71 hach oben. Analog leitet
41—

nach rechts gehen und entsprechend mit Wahrscheinlichkeit
nach rechts und mit

man her, dass man vom Feld (¢ — ¢,7) mit Wahrscheinlichkeit

‘ 1
Wabhrscheinlichkeit 5 nach oben gehen muss.
Fiir ¢ = /¢ ergibt sich dann, dass man mit Wahrscheinlichkein Hil nach oben geht,
wesegen auch die Besuchswahrscheinlichkeit fiir das Feld (0, ¢ + 1) wieder - ist.

4(+1)
Abschitzen des Erwartungswertes £ der Masse gefressener Zahlen Hier interes-

siert uns natiirlich nicht mehr die Art und Weise, wie ein konkreter Weg zu Stande kommt,
sondern nur die ” Leerfresswahrscheinlichkeit“ der Felder.



Es ergibt sich nach Linearitit des Erwartungswertes (wobei n(F') die auf Feld F' ste-
hende Zahl ist und d(F, O) die Zahl der Schritte auf einem kiirzesten Weg von F' nach O
bezeichnet:

1
E=) d(F0)< 4d(FO) )

Nach dem Satz iiber gleich und ungleich geordnete Folgen wird dieser Erwartungswert
am grofiten, wenn die ersten Faktoren der Summanden genauso geordnet sind, wie die
zweiten Faktoren, weswegen wir ihn durch den Fall nach oben Abschitzen konnen, wo
die kleinsten Zahlen am dichtesten an O stehen. Da es genau d* + (d — 1) — 1 Zahlen
mit Abstand kleiner d zu O gibt, haben in diesem Fall alle Zahlen mit Abstand d zu O
mindestens die Gréfie d? + (d — 1)? > d?. Es ergibt sich also die Abschiitzung

EgZN%d (46%) ZN—<—<2
d=1

Auswertung. Da die Raupe bei zufélligem Vorgehen entsprechend des in der Randomi-
sierung angegebenen Verfahrens in Erwartung weniger als 2kg Zahlen frisst, gibt es nach
Schubfachprinzip des Erwartungswertes tatséchlich einen kiirzesten Weg der Lange n, auf
dem weniger als 2kg Zahlen liegen. OJ



