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1 Vorbemerkungen

Der Teil 1 der Programmbeschreibung zu SPC_PM3AdH-XX behandelte die
fiir alle Varianten giiltigen grundlegenden Datenstrukturen und die Organisa-
tion zur effektiven Nutzung der adaptiven FEM. Hierzu wurde die Basisim-
plementierung A3D_Original erldutert, die der Losung einfacher Reaktions-
Diffusionsgleichungen oder linearer Elastizititsgleichungen mit isotropem Mate-
rial vorbehalten ist.

Im vorliegenden Teil 2 werden die daraus abgeleiteten Programm-Module zur
Losung komplizierterer Gleichungen erldutert. Hierbei handelt es sich vorrangig
um die Losung von mechanischen Deformationsproblemen mit allgemeinerem Ma-
terialverhalten oder Temperaturabhéngigkeit. Alle diese Programm-Module sind
aus kleinen Anderungen der Grundvariante A3D_Original hervorgegangen.

Die erste Verallgemeinerung betrifft das Materialverhalten der elastischen Defor-
mationen. Der Ubergang zu transversal-isotropem Material erfordert im wesent-
lichen die Benutzung eines Vektorfeldes der , Faserorientierung® (A3D-Tralso).

Zum zweiten wird die Kopplung mit einem weiteren skalaren Feld vorgesehen.
Dies ist der hydrostatische Druck bei A3D-inkLE (linear elastisches Material
mit fast-Inkompressibilitit als gemischte FEM) bzw. die Temperatur bei den Va-
rianten der Thermoelastizitit (A3D-ThEI fiir isotropes Material, A3D-TEAni
fiir die Kopplung von Thermoelastizitit mit transversal isotropem Material).

Zum dritten werden Nichlinearitdten im Materialverhalten (und geometrische
Nichtlinearitét der grofen Verzerrungen) betrachtet in A3D-LD (LD fiir ,large
deformations“) und A3D-inkLD (mit zusétzlicher Inkompressibilitét).

2 Probleme mit transversal-isotropem Material

SPC-PM3-AdH-Tralso (in: A3D-Tralso)

Dieser Programmmodul ist die Erweiterung der linear elastischen Deformations-
berechnung eines 3-dimensionalen Ko6rpers unter dufleren Kréaften aus dem Ba-
sismodul A3D_Original auf ein nicht mehr isotropes Materialgesetz.

Besonderes Kennzeichen ist die notwendige Bereitstellung eines Vektorfeldes a(z),
das die Vorzugsrichtung (,,Faserorientierung®) am Punkt = des Gebietes definiert.
Die zugrundeliegende Differentialgleichung ist die gleiche wie im isotropen Fall:

finde u € H'(Q)? (mit ev. vorgegebenen Werten auf Randstiicken T'p C 092),
so dass
a(u,v) =l(v) Vv e Hy(Q)?*



(v hat vorgegebene Werte 0 auf I'p),

mit dem linearen Verzerrungstensor
e(v) = (Vo) + (Vv)T)/2.
Der Spannungstensor ist linear vom Verzerrungstensor €(u) abhiingig als
o(u) =C:e(u)

und der Materialtensor 4. Stufe € hat iiber a(z) eine Ortsabhéngigkeit wie in
[19] ausfiihrlich dargelegt ist:

C=2uT+ A1)+ a(aal +laa) + 2(s, — 1) € + S acaa

Dabei ist € : E = aa-E+E-aa VE und im weiteren bezeichnet stets | die identische
Abbildung als Tensor 2. Stufe, | - v = u Yu und J die identische Abbildung als
Tensor 4. Stufe, J: E=E VE.

Hierbei sind die 5 Materialkonstanten
s fay A, @, B

zu benutzen, die fiir jeden Materialbereich konstant sind. Sie werden aus 5 Inge-
nieurskonstanten erhalten (UP: getmaterial ), die im Eingabefile xxx.std gesetzt
werden. (vgl. [19] Formel (17)). Die Implementierung (siehe z. B. File element.f)
benutzt die Voigtsche Notation einer (6x6)-Matrix anstelle des Tensors € (vgl.
Teil 1 Abschnitt 6.3).

Folgerichtig sind diejenigen Module gegeniiber A3D_Original geéndert, die die
Berechnung des Spannungstensors benétigen (also wesentlich: element.f, GetSig-
ma.f, GesEstErr.f u.i.).

Die Orstabhiingigkeit der Vektorfunktion a(x) erzeugt eine technische Schwie-
rigkeit: Nicht alle Problemdaten konnen (elementorientiert) im Eingabefile ge-
speichert sein, sondern ein besonderer Funktionsruf der Abb. z — a(z) ist als
Zusatz-Unterprogramm bereitzustellen.

Hierzu wurde FibreInfo (in fibreinfo.f) neu konzipiert, was (extrem beispielab-
hiingig!) vom Nutzer zu spezifizieren ist. Eine einfachere Version entsteht, wenn
a(z) in Teilgebieten (Materialbereichen) konstant gewéhlt wird. Dann sind wieder
alle Materialdaten im Eingabefile festgelegt.
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Newton-System ist dann im Diskreten das lineare Gleichungssystem

A(u) du = r(u)
mit dem Residuum r(w) (analog zu tl(v) — a(u;v) Vo) auf der rechten Seite.
Abermals geschieht die Losung mit BPX-vorkonditioniertem CG und die Ma-
trixmultiplikation mit A(w) als Summe der Elementanteile.

Die aktuelle Ndherung der Knotenwerte von w wird stets auf der Datenstruktur
X(MNode+1...3,3) V j gehalten und also nach der Newton-Korrektur uw := u +
du riickgespeichert (im Hauptprogramm nach dem Aufruf von DoNewtonCor).

Der Programmmodul
SPC-PM3-AdH-inkLD (in: A3D-inkLD)

ist gewissermafilen die Vereinigung von SPC-PM3-AdH-inkLE mit
SPC-PM3-AdH-LD. Bei den nichtlinearen Materialgesetzen wird sich die
(fast-)Inkompressibilitit des Materials ebenso wie im linear elastischen durch
einen sehr grofien Materialparameter (z.B. D in der obigen Materialfunktion)
zeigen. Deshalb ist es iiblich die Materialfunktion in die Summe von 2 Anteilen

¥(C) = ¥p(Cp) + K(Yy (1))?
aufzuspalten, wobei
Cp=Co U, =detC

der ,,deviatorische” Anteil des rechten Cauchy-Green-Tensors ist. Bei zunehmen-
der Inkompressibilitit gilt nun x — oo, also ¥y (1) — 0 (was gleichbedeutend mit
det C — 1 ist). Deshalb ist die zu Abschnitt 4 analoge Substitution hier

p=rtpy().
Fiir die beiden Teile der Materialfunktion wird hier vorldufig
¥p(C) = cro(are™ ) =3), Py (1) = In(r)

benutzt (¢ = det C wie oben), aber weitere Verallgemeinerungen sind wieder
leicht durch Anderung des UP MaterialFunction zu erhalten. Die genauen Zu-
sammenhénge, die resultierende Pseudo-Sattelpunktsgleichung und die Newton-
Linearisierung zu einer Folge von echten Sattelpunktsgleichungen sind in der Dis-
sertation von Martina Weise [18] ausfiihrlich beschrieben.

Zur Finite Element Diskretisierung wird wieder das Taylor-Hood-Element bevor-
zugt benutzt. Hier gelten analoge Angaben wie in Abschnitt 4.
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3 Gleichungen vom Sattelpunktstyp

SPC-PM3-AdH-inkLE  (in: A3D-inkLE)

Bei linear elastischen Deformationsproblemen tritt im isotropen Fall das Materi-
algesetz
o =2ue+ A(tre)l

auf, wobei die beiden Lamé-Konstanten p und A aus E (E-Modul) und v (Quer-
kontraktionszahl) berechnet werden als

E
2 = . oA=(2
h= T (2n)

1-2v

Fast inkompressible Materialien haben v nahe an 0.5, weshalb A — oo zu Fehlern
in der FE-Approximation fithrt (“volume locking”). Abhilfe schafft die Einfithrung
des hydrostatischen Druckes p = A tre = A divu und der Ubergang zur Sattel-
punktsformulierung:

a(u,v) +b(p,v) =l(v) Vv e HL(Q)?
b(g,u) = e(p,q) =0 Vg € Ly(Q),

wobeli jetzt

sind. Die FE-Diskretisierung muss in diesem Fall die LBB-Bedingungen erfiillen,
so dass die Benutzung von 2 verschiedenen FE-Ansitzen fiir 4 und p notwen-
dig ist. Ublich ist die Benutzung der Taylor-Hood-Elemente (27-Knoten-triqua-
dratische Ansitze fiir w und 8-Knoten-trilineare Ansétze fiir p). Es ist aber auch
triquadratisch+elementkonstant denkbar. Deshalb wurde das kleine Unterpro-
gramm FElemDefine eingefiihrt, das die 3 INTEGER-Werte NeX, NeU, NeP lie-
fert. Hierbei ist NeX fiir die gewéhlte Geometrie-Abbildung

»Masterelement* [—1, 1]3 +—  Weltelement* verantwortlich:

NeX

o(2) = Z N;(&)z®



mit 2 € [~1,1]? und 2 den NeX Knoten des ,, Weltelements®. Fiir NeX ist 8 oder
27 sinnvoll (dann sind N;(Z) die trilinearen baw. triquadratischen Formfunktio-
nen). NeU definiert die u-Ansatzfunktionen im Element, vorrangig ist NeU=27-3
fiir die triquadratischen Ansatzfunktionen. NeP definiert die skalaren Ansatzfunk-
tionen fiir das Feld p und darf NeP=8 (Taylor-Hood-Elemente) oder NeP=1 (ele-
mentkonstanter Ansatz) sein.

Die Sattelpunktsstruktur zieht die Berechnung von 3 Elementmatrizen A, B, Co
nach sich, die theoretisch zu den jeweiligen Gesamtsteifigkeitsmatrizen assemb-
liert wiirden und das Gleichungssystem

(5 ) (2)-(0)

fiir die Vektoren u € R™, pE R der entsprechenden Knotenwerte liefern. Aber-
mals wird A, B, C' nicht assembliert, sondern die Matrix x Vektor-Multiplikationen
im Léser summieren iiber alle Element-Anteile.

Die beiden symmetrischen Matrizen A.;, Cy; sind als oberes Dreieck in die Daten-
struktur Solid (JE1MatA, .) bzw. Solid(JE1MatC, .) eingepackt, die Rechteck-
matrix B(NeUxNeP) als volle Matrix auf Sol1id(JE1MatB, .) (vgl. UP assem.f).

Zum schnellen Losen des obigen Gleichungssystems kommt der Bramble-Pasciak-
CG zur Anwendung. Grundlegende Informationen hierzu, sowie einige Verbesse-
rungen zur Effizienzsteigerung finden sich in [6], [18].

SPC-PM3-AdH-Piezo (in: A3D-Piezo)

Bei der Betrachtung von piezo-elektrischen Materialien entsteht ein gleichartiges
Gleichungssystem vom Sattelpunktstyp. Hier ist p das skalare elektrische Poten-
tial und

/6 (u)dQ

2

o

e(u): ¢-VpdQ

Vq-k-VpdQ

J
-

mit dem Elastizitédtstensor € (bisher nur isotrop: € = 2uJ + A(l1) benutzt) und
einem Tensor 3. Stufe € der Kopplung des Gradienten von p zur mechanischen De-
formation. Genaueres zu den definierenden Eingangsgrofien ist in [6] ausgefiihrt.
Durch obige Definition ist die Matrix C' stets gut positiv definit, weshalb die

Damit muss folgende Iterationsvorschrift ausgefiihrt werden:

Lose
(1) d'(u;du,v) =tl(v) — alu;v) Vv
und
u = u+ ou.
Wenn 5
() % < €Newton, dann t:=t+ At
u

solange bis ¢ = 1 erreicht ist, sonst weiter bei (1).

Die Steuerung der Newton-Schritte iibernimmt die Routine DoNewtonCor (Datei
aNetzQ/donewtoncor.f) sowie die Nutzer-Abfrage im Hauptprogramm.

Ubliche Vorgehensweise ist folgende:

Mehrfaches Losen der Newton-Gleichung mit gentigend kleinem festen At. Da-
zu wenige Schritte (ev. totale) Netzverfeinerung. Dann wird durch Einschalten
der Inkrementierung (Steuerbyte '1’) der Test (x) aktiviert und ¢ nach je 2...4
Newton-Schritten auf festgehaltenem Netz vergrofiert. Dies kann automatisch
durch das Steuerbyte 'A’ erfolgen bis zum Erreichen von ¢ = 1, wo durch Eingabe
des Steuerbytes 1’ die Inkrementierung wieder ausgeschaltet wird und nun wieder
unter Nutzersteuerung die Newton-Konvergenz (mehrmals Byte '0’) abgewartet
werden sollte. Dann kann weitere Netzverfeinerung (mit konstantem ¢ = 1) vor-
genommen werden.

Die Finite Elemente Diskretisierung dieses Prozesses erfordert zunéchst die Be-
rechnung von ¢ (u; du,v), die aufgrund der zweifachen Abhingigkeit der a(.;.)-
Form von w sich als

a (u; du,v) = /E(u;v) 1€ E(u; du) dQy + /G’mdvT (T - Gradéu) dSy

Qo

ergibt. Der “tangentiale” Materialtensor € entsteht durch die 2. Ableitung von
¥(.) nach C als

3
¢=4 ( &y [CF1CY) + Ry W c)

fyd Oay0a; Oas Odas

(hier ist € : E = C-E+E-C VE). Deshalb werden im UP MaterialFunction
die 2. Ableitungen von ¢ bereitgestellt. Der Aufbau der (6 x 6)-Materialmatrix
(Voigtsche Notation) aus diesen Ableitungen erfolgt im UP Material Tensor.

Indem fiir 4w und v alle FE-Formfunktionen des Elements eingesetzt werden,
entsteht hieraus die Elementsteifigkeitsmatrix A (w) wie in [13] beschrieben. Das



die Richtungsableitung des Verzerrungstensors E(u) (der groBen Deformation) in
Richtung v :

2E(u;v) = Grad v + Grad v” + Grad u - Grad v” + Grad v - Grad u” .

Das Materialgesetz manifestiert sich in der nichtlinearen Abhéngigkeit des 2.
Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors T vom rechten Cauchy-Green-Tensor C

C=(I+ Gradw) - (I+ Gradu”) = | + 2E(u).

Diese Abhéngigkeit wird durch die Wahl eines Energiefunktionals

W(C) :/w(al,az,ag) ng

Qo

festgelegt. Die Materialfunktion ¢ (Energiedichte) hidngt von den Invarianten
des rechten Cauchy-Green-Tensors ab, die wiederum einfache Funktionen der 3
Pseudoinvarianten a; = %tr C* sind. Deshalb ergibt sich

als leicht angebbar, indem eine Routine (MaterialFunction) aus den 3 Werten
ay, alle ersten und zweiten Ableitungen von ¢ generiert. Diese Routine muss bei
Anderungen des Materialgesetzes ausgetauscht werden, hat aber den Vorteil, dass
nur die skalaren Abbildungen

oy 0%
(ar,a2,a3) — (aiak’@a;ﬁaj

zu implementieren sind. Wegen der Struktur von T sind keine weiteren Ande-
rungen im Programm bei Anderung des Materialgesetzes nétig. Beispielsweise
ist die Funktion v beim gern benutzten Neo-Hooke-Material fiir gummi-&hnliche
Materialien einfach

¥(ay, as,a3) = cio (a1 —In(e) — 3) + Dy In(1)?,  + =det C = (a3 /6 — ayay + as).

Die Losung des nichtlinearen Systems

a(u;v) = 1(v) Yov

erfolgt mit Hilfe eines inkrementellen Newton-Verfahrens. Mit ¢ := At (nach
Eingabe At = 1/M) wird eine Folge von Newton-Iterationen generiert.
Hierzu sei o (u; du, v) die erste Ableitung von a(w;v) nach u

(Newton-Linearisierung: a(u + du; v) = a(u;v) + a'(u; du, v) + O(||6u||?)).

LBB-Bedingung entfillt und gleichgradige Polynome fiir w4 und p erlaubt sind.
Deshalb kann FElemDefine im Programmmodul SPC-PM3—-AdH-Piezo auch
einfach NeP=NeX=NeIN u. NeU=3-NeX setzen.

4 Probleme der Thermo-Elastizitat

Dieser Programmmodul dient zur Simulation von linearen thermoelastischen Pro-
blemen mit stationirem Temperaturfeld. In

SPC-PM3-AdH-ThEl (in: ASD-ThEI)

wird die einfache Isotropie im Temperaturverhalten als auch in der mechanischen
Deformation benutzt. Der Programmmodul

SPC-PM3-AdH-TEAni (in: A3SD-TEAni)

dient der anisotropen Erweiterung. Das skalare Feld J(z) steht fiir die Tempera-
turverteilung im Festkorper Q. Dann ist die Verformung durch Temperaturaus-
dehnung zusétzlich zu duleren Kréften aus der Elastizitatsgleichung berechenbar,
in die jetzt ein temperaturabhéngiger Term der Dehnungs-Spannungs-Abbildung
eingeht:

o(u,9) =C: (e(u) — (9 —Yo)A).

Im Allgemeinfall steht € (Tensor 4. Stufe) fiir das Materialgesetz und der Tensor
2. Stufe A fiir die ev. anisotrope Temperaturausdehnung. Im isotropen Fall wird
wieder

€ =2uT+ (1) und A=al

benutzt mit dem Temperaturausdehnungskoeffizient o (MaBeinheit: 1/K). Also
ergibt sich folgender 2-stufiger Prozef3:

1. Berechnung einer Temperaturverteilung 9(z) aus:
c(9,v) =l (v) Vo € Hp(Q)
(¥ hat ev. Dirichlet-Randbedingungen auf Teilen des Randes I'p; und
aQ = FD‘l U FNJ)

c(V,v) = /HVﬁ-VUdS)
Q

ll(v):/q(x)v(x)dQ-i- /g(x)v(x)d&'

Q Ina



2. Mit dem Feld ¥ wird das Deformationsproblem gelost:

a(u,v) = bV, v) + lr(v) Vo € (Hp(Q))?

(u hat ev. Dirichlet-Randbedingungen auf Teilen des Randes I'p > und
o) = FD,Q @] FN.Q)

a(u,v) = [ €(v):C:e(u)d
/
b(v,v) = /’ﬂ €(v) : €: AdQ

lQ(U)—Q/f'UdQ+ /g-vdS—/ﬁoe(v):Q:AdQ

T'no2 el
Im isotropen Fall vereinfacht sich b(d, v) zu

/1904 (2p + 3X) divo dQ.
Q

Die FEM-Diskretisierung beider Gleichungen benutzt fiir 4 und ¢ die gleichen
Formfunktionen pro Element (also NeIN=8, 20 oder 27) und im UP ElemDefine
wird wieder NeX = NeP = NeIN und NeU = 3 * NeIN gesetzt (isoparametrische
Elemente). Somit werden die 3 Elementmatrizen A, By und Cy; (zu den 3 Bi-
linearformen a(u,v),b(¥,v) und ¢(¥,v) gehérend) analog zum Programmmodul
SPC-PM3-AdH-inkLE aufgebaut. Allerdings wird der PCG-Loser fiir beide
Teilgleichungen einzeln aufgerufen:

1. Co=gq ergibt 9,
2. Au= By +b ergibt w.

Hier sind A, B, C' wieder die (theoretischen) Assemblierungen der Elementmatri-
zen Agy, Bep, Cer. Der Knotenvektor b ist z.Z. nur aus den dufleren Kréften gebildet
(I2(v), wenn v alle u-Ansatzfunktionen durchliuft) und ¥ = 0. Bei einer nicht
konstanten Initialtemperatur muss b noch aus den entsprechenden Elementinte-
gralen

—/’190 €(v): € AdQ
el

(V Formfunktionen v des Elements) assembliert werden.

Bemerkung zum Eingabefile:

Neben der Festlegung von NDof = 4 (Freiheitsgrade 1...3 sind die Verschiebungen
und 4 die Temperatur) sind mehr Materialparameter nétig als in der Grundva-
riante. Deshalb sind im Eingabefile unter dem Schliisselwort #MATERIAL in
folgender Reihenfolge die folgenden Parameter (einfacher Fall: A3D-ThEl) an-
zugeben:

E-Modul, Querkontraktionszahl v, Warmeleitkoeffizient x, Temperaturausdeh-
nungskoeffizient «, Volumenlast (f1, fo, f3), Warmequelle g.

Fiir den anisotropen Fall (A3D-TEAni) kommen weitere Parameter zur Faser-
Information hinzu.

5 Nichtlineare Probleme der groBen Deformationen

Der Programmmodul
SPC-PM3-AdH-LD (in: ASD-LD)

ist die Erweiterung von A3D_Original auf nichtlineare Deformationsprobleme.
Diese sind gekennzeichnet durch die Beachtung der sog. “grofien” oder “finiten”
Verzerrungen sowie durch ein nichtlinear-elastisches Materialgesetz. Die theore-
tischen Grundlagen sind ausfiihrlich in [13] dargelegt. Das Kriftegleichgewicht

dive+ f=0

wird im deformierten Gebiet §; verstanden (z € Qy, x = X +u, X € ) und
ins Ausgangsgebiet 2y “zuriickgezogen”. Dies ergibt die zu lésende nichtlineare
Variationsgleichung zur Definition der Verschiebung u(X) als:

a(u;v) = 1(v) Yo € (HL(Q))?

mit

a(u;v) = /T(C(u)) : E(u; v) dS.

Qo

Wieder hat uw eventuell vorgegebene Dirichlet-Randdaten auf Randteilen I'p
(02 =Tp UTy), dort ist v = 0.

Zur Markierung von nichtlinearen Abhéngigkeiten wird das Semikolon verwendet,
indem alle Gréflen vor dem Semikolon , nichtlinear* und alle nach dem Semikolon
linear eingehen.

Der Tensor 2. Stufe E(u; v) ist die Symmetrisierung von (I+Grad u)-Grad v7 bzw.



