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1 Einfiihrung

Im Rahmen des Spitzentechnologieclusters . Energieeffiziente Produkt- und Pro-
zessinnovationen in der Produktionstechnik® (eniPROD) spielt das Thema Leicht-
bau eine wichtige Rolle. Eine haufig verwendete Materialklasse sind Faser-Kunst-
stoff-Verbunde, welche transversal isotropem Materialverhalten unterliegen. Um
Faser-Kunststoff-Verbunde numerisch simulieren zu kénnen, sollen in diesem Arti-
kel einige wesentliche Grundlagen zur Behandlung von transversal isotropem Ma-
terialverhalten zusammengetragen werden. Transversal isotropes Material wird
lokal durch eine Ebene mit isotropem Materialverhalten und eine dazu senkrechte
Richtung a mit abweichenden Materialeigenschaften charakterisiert. Das Mate-
rialverhalten ist invariant unter Rotation um die Achse a. Es handelt sich um
einen Spezialfall der Orthotropie, bei der richtungsabhangige Materialeigenschaf-
ten, aber im Gegensatz zur allgemeinen Anisotropie keine Kopplungen zwischen
Dehnungen und Schubverzerrungen auftreten. Im Anwendungsfall eines unidi-
rektional verstarkten Faser-Kunststoff-Verbundwerkstoffes beschreibt a die Rich-
tung der zur Verstarkung eingebrachten Fasern, in dieser Richtung verhalt sich
das Material steifer als in der senkrecht dazu stehenden Ebene. Wir betrachten
ein transversal isotropes Materialgesetz mit linear elastischem Verhalten. Dieses
ist prinzipiell fiir die Simulation sowohl kleiner als auch grofler Deformationen
geeignet. Die Grenzen des Modells liegen jedoch bei Verzerrungen, die in der
Realitat zu plastischen Verformungen fithren wiirden. Die angegebenen Materi-
algleichungen bilden eine wesentliche Grundlage zur Losung statischer Probleme
mit der Methode der finiten Elemente (FEM). Obwohl im Folgenden nicht néher
darauf eingegangen wird, ist eine Ortsabhéngigkeit der ausgezeichneten Richtung
a zulassig.

Nach der Einfithrung einiger grundlegender Begriffe werden in den Abschnitten 2
und 3 das verwendete Energiefunktional vorgestellt und Umrechnungsformeln fiir
die Materialkonstanten angegeben. Anschliefend wird die fiir die FEM notwendi-
ge Elastizitdtsmatrix hergeleitet. Im folgenden Abschnitt werden die Eigenwerte
und Eigentensoren des Materialtensors untersucht. Die Abschnitte 6 und 7 ent-
halten Herleitungen der Gleichungen fiir den ebenen Verzerrungszustand und den
ebenen Spannungszustand. Im Anhang befinden sich einige Nebenrechnungen und
Beweise.

1.1 Notation

Im Folgenden werden einstufige Tensoren mit fett gedruckten Kleinbuchstaben,
zweistufige Tensoren mit fett gedruckten Groibuchstaben und vierstufige Tenso-
ren in Frakturschrift dargestellt. Zwei nebeneinander geschriebene Tensoren be-
zeichnen deren Tensorprodukt, in anderen Veréffentlichungen wird dafiir oft ,,&*



Tabelle 1: Verwendete Zeichen
a € 7, — Tensor erster Stufe
A €7, — Tensor zweiter Stufe
A €7, — Tensor vierter Stufe
a e€R  — Skalar
a € R® — Vektor
A € R3*3 — Matrix

verwendet. Das Uberschieben bzw. doppelte Uberschieben von Tensoren wird
durch ,,-“ bzw. ,:“ dargestellt. Skalare werden durch kleine griechische Buchsta-
ben, Vektoren durch kleine lateinische Buchstaben und Matrizen durch grofle
lateinische Buchstaben gekennzeichnet, vergleiche auch Tabelle 1. Um die Kon-
sistenz mit anderen Veroffentlichungen nicht zu verlieren gibt es auch Ausnahmen
von dieser Regel. Beispiele dafiir sind die skalaren Werte E, G, D, E,, G, und Dy,
die einstufigen Tensoren G’ und G, sowie die Vektoren E und T.

1.2 Grundlegende Begriffe

Die unverformte Ausgangskonfiguration ) sei ein dreidimensionales Gebiet, wel-
ches geméf3

Q= {z(n) :n=n"n"n1 € P C R}

parametrisiert sei. Man definiert die kovariante Tensorbasis G;, die kontravariante
Tensorbasis G* sowie den Gradientenoperator Grad in €2y durch

_ 9
Gl . Gj — 6i]’,
Grad = G' 2.
n
Bei dieser Schreibweise kommt die Einsteinsche 3Summenkonvention zur Anwen-
dung, das heifit G a?;i steht als Abkiirzung fir . G 8?72..
i=1

Unter Deformation versteht man eine Abbildung der Art
y(t,x) =z +u(t,z) Vtel0,ted, € Q.

Dabei wird ein materieller Punkt in der Zeit ¢ aus seiner Ausgangslage  um u
nach y verschoben, w wird als Verschiebung bezeichnet. Wir interessieren uns
nicht fiir dynamische, sondern nur fiir statische Betrachtungen und vernachléssi-
gen daher im Folgenden die Zeitabhéngigkeit,

y(z) = = + u(z). (1)



Man definiert den Verzerrungstensor E durch
1
E(u) = 3 (Gradu + Gradu” + Gradu-GraduT) :

fiir die Berechnung von Problemen mit kleinen Deformationen vernachlassigt man
den quadratischen Anteil und benutzt

E(u) = ; (Gradu + GraduT) . (2)

In beiden Fallen ist der Verzerrungstensor symmetrisch. Die Aufgabenstellung der
numerischen Verformungssimulation besteht darin, unter Beachtung von Rand-
bedingungen ein Zielfunktional ¢(FE(w)) tiber w zu minimieren, welches die Sys-
temenergie modelliert.

2 Energiefunktional

Wir betrachten das Energiefunktional ¢(E), welches von der spezifischen Form-
anderungsenergie ¢ (FE) gemaf

P(B) = [(B)aq (3)
Qo
abhéngt. Durch Ableitung nach FE erhalten wir den zweistufigen Spannungstensor
o
T=_— 4
5E (4)
und den vierstufigen Materialtensor
oT
C=— 5
8E ) ( )

der auch als Elastizitatstensor bezeichnet wird. Fiir lineare Materialgesetze, d.h.
T linear abhangig von E, v quadratisch in E, gilt weiterhin

1
T=¢:F, ¢:§T3E
und

| 1
¢(E)=§/T:Ed90:§/E;¢:EdQO. (6)
QQ Q0

Fiir linear elastisches, isotropes Materialverhalten lautet die zugehoérige spezifi-
sche Formanderungsenergie

A
Yiso = §(trE)2 + ptrE? (7)



und damit folgt

Tiso = \NtrE)I +2uE (8)
mit den Lamé-Konstanten A\ und p, die durch
\ = vE ’
(1+v)(1—2v)
" (9)
F=oa o)

aus den gebrauchlicheren Materialkonstanten Elastizitatsmodul £ und Querkon-
traktionszahl v berechnet werden konnen.

Wir betrachten nun transversal isotropes Materialverhalten mit der ausgezeich-
neten Richtung a. Wir setzen im Folgenden

|la]| =1, A := aa.

Nach [Boe87] und [Spe84] hingt das transversal isotrope Materialmodell von den
fiinf Invarianten
trE,trE* trE*. a-E-a,a-E*-a

ab.

Ublicherweise wird im Maschinenbau die spezifische Forminderungsenergie
Uy = SAtrE)? + ptrE* + a(a-E-a)trE
+2(ta — p)(a-E*-a) + 3 5(a-E-a)®
(= $A0rE) + ptrE® + atr(A- BB
+2(pta — p)tr(A-B%) + 16[tr(A-E)]? )
verwendet, wie sie zum Beispiel in [Fio08], Kapitel 3.5.2 angegeben wird. Man

erhélt den Spannungstensor
Ty = ANtrE)I +2pE + of(a-E-a)l + (trE)A]

(10)

11
+2(jta — 1)(A-E + E-A) + f(a-E-a) A (11)

und den Elastizitatstensor
Cii = MI 4243 + a(AI + TA) + 2(ju, — )€ + SAA. (12)

Dabei ist I der zweistufige Einheitstensor, J der vierstufige Einheitstensor und
¢ ein vierstufiger Tensor mit

¢C:E=A-E+E-A. (13)

Die Formeln (10), (11) und (12) werden als Invariantendarstellung der spezifischen
Forménderungsenergie bezeichnet. Im Folgenden schreiben wir nur noch T und
¢ statt Tti und Q:ti-

Neben dieser klassischen Variante gibt es noch weitere Moglichkeiten, eine spe-
zifische Forménderungsenergie zu definieren. Weiterfithrende Uberlegungen dazu
findet man zum Beispiel in [SN03].



3 Umrechnung der Materialkonstanten

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die fiinf Materialkonstanten A, u, piq, o, 3 aus der
so genannten Invariantendarstellung durch die tiblichen Ingenieurskonstanten und

umgekehrt auszudriicken. Man benoétigt die Werte

E, — Elastizitdtsmodul in a-Richtung,
E — Elastizitatsmodul in Isotropieebene,

Ve — Querkontraktionszahl
(Zugrichtung a, Kontraktion in Isotropieebene),

Upa — Querkontraktionszahl
(Zug in Isotropieebene, Kontraktion in Richtung a),

v — Querkontraktionszahl
(Zug und Kontraktion in Isotropieebene),

G, — Schubmodul bei Schub in Richtung a,

G — Schubmodul in Isotropieebene.

(14)

Als Isotropieebene wird dabei die zu a senkrechte Ebene bezeichnet. Durch die

mechanisch begriindeten Beziehungen

E, E
— = — (Symmetrie der Nachgiebigkeitsmatrix),
Vab Vba
E
G = 010 (Schubmodul bei Isotropie)

(15)

reduziert sich die Zahl der unabhéngigen Parameter auf fiinf. Es gelten die Um-

rechnungsformeln

Ey = =M — 4\pta — BN+ 20 — B — 200 — 4ptapi + ) /(X + o),

E = —4p(\— 4\ — BN+ 2% — B — 200 — Aptap + a2) /Dy,
Vap = <)‘ + CY)/(2)\ + 2“)7
Vpo = 20(A + ) /Dy,

v = —(a® + 2\ — BA— 4\s,) /D,
Ga = Ha,
G =p,

Dy = 4\jg + BN — 4% + oy + 264 + 8ptaps — o



und
A =FEW+vg)/D=E{+ Eﬁaugb)/D,
a =EWap(l+v—w,) —v)/D=EWs(l+v— E%Vab) —-v)/D,
B8 = (Ea(1 = 1) = E(v+ vasa) = 2E(vap(1 + v = 1) = ) ) /D — 4Gy + 2G
= (E,(1—-1v?*) — E(v+ E%V(fb) —2FE(vgp(1 + v — E%l/ab) - V))/D

E
_4Ga + m’
Ma = Gaa
E
po=G= 2(140)’
D =1—v* =20y — 2Wappav = (1 + V) (1 — v — 2u41p4)

—1—p2_9E,2 9F, 2
=1—-v"=25v5 = 25 vV

(17)
aus [Fio08], Kapitel 3.5.2.

Das isotrope Materialgesetz ist im transversal isotropen als Spezialfall enthalten.
Setzt man

E =E,
V = Vap = Vba,
G = G,
so folgt
E(v + 1?) B Ev Ev

14+v)(1—-v—202) 1—-v—22 (1+v)(1-2)
wie im isotropen Fall bei (9) und
a=p0=p,—p=0,

das heifit alle von a abhéngigen Terme verschwinden aus dem Materialgesetz.

4 Elastizitatsmatrix

Wir nutzen nun die Symmetrieeigenschaften des Materialtensors € sowie die Sym-
metrie von T" und E und gehen zur Matrixschreibweise tiber, auch Voigtsche
Notation genannt. Die Koordinaten von a, T und E in der kanonischen Ein-
heitsbasis seien a;,t;; und e;5, 4, j=1,2,3. Man definiert die Vektoren

E := [e11, €29, €33, 2€19, 2€93, 2€13] T, (Verzerrungsvektor)

i = [tlla t22, t33, t127 tgg, tlg]T (Spannungsvektor) <18)

(Achtung: die Reihenfolge der jeweils letzten drei Terme ist in der Literatur nicht
einheitlich) und bildet die symmetrische Matrix C' € R®*® so, dass

E:¢.E=T"E=FE'CE (19)



gilt. Diese Matrix wird als Elastizitatsmatrix, ihre Inverse als Nachgiebigkeits-
matrix bezeichnet. Sie wird unter anderem bendtigt, um die Elementsteifigkeits-
matrizen fiir die FEM zu bestimmen. Wir betrachten im Folgenden die einzelnen
Summanden des Materialtensors € bzw. von E : € : E und bilden die zugehérigen

Anteile der Matrix C.

1) AT bzw. \(trE)?

Mit

Q
I
O O O > > >
O OO > > >
O OO > > >
O OO OO
O OO OO OO
OO OO OO

folgt offenbar
E"C\E = E"(\[trE, rE, trE, 0,0,0") = A(trE)*.

2) 243 bzw. 2utrE?

Die Matrix
Cy = diag(2p, 241, 244, 1, 1, 1)
erfullt

ETCyE =2u(el; + €3, + €35 + 2e1, + 2e5, + 2¢1;) = 2utrE>.

3) «(AI + I A) bzw. 2a(a-E-a)trE
Der Vektor
é=1[1,1,1,0,0,0]"
realisiert im Skalarprodukt mit £ die Bildung von trE, der Vektor
a= [%2, a22, a32, a1Gz, a20a3, G1a3]T
realisiert im Skalarprodukt mit £ die Bildung von a-E-a. Also gilt
ETa¢'E=FE"¢a"E = (a-E-a)trE
und mit der Bedingung, dass C' symmetrisch ist, folgt

Cs=a(aé’ +eal).

(20)

(21)

(24)



8) 2(pta — )€ bzw. 4(j1, — p)tr(A-E?)

Da A und E symmetrisch sind, gilt
E:C:E=E:(AE+EA) =tr(E-AE+E*A) =2tr(A E).

Wir bilden den Vektor v zu A-E + E-A,

2a1a,€51
2aza,€k2

_ 2azageys

U7 | asarers + aragens
a3aek2 + A20,€L3
| asaier1 + a1axeks |

unter Anwendung der Einsteinschen Summenkonvention. Damit gilt
E"v =2tr(A-E?).

Die Matrix C4 hat also die Gestalt

[ 2a12 0 0 a109 0 aias
23 0 ajay  asas 0
202 0 asas  aias
Cy = 2(pa — p) S af+ai  ajay agaz | - (25)
2 e 2
Y 2 5 3 ajaz
M a12+a32
L 2
5) BAA bzw. 3(a-E-a)*
Mit dem Vektor @ von (23) folgt

E"a4"E = (a-E-a)(a-E-a),

also erhalt man
=paa’. (26)
Die gesamte Matrix C' ergibt sich aus der Summe dieser Anteile
C=C+Co+Cs5+Cy+Cs. (27)
Damit lasst sich die Forméanderungsenergie mit allen Abhangigkeiten als
o= / v (B(u(w))) a0 = / B(u(2))"Cla()) E(u(w)) A (28)
schreiben.



4.1 Spezialfall: Fasern in 1-Richtung

Fir den Spezialfall a = e; gelten die Beziehungen

E, = En,

E = FEy = Ejs,

Vap = V12 = 13,

Vpa = V21 = V31, (29)
V = Va3 = V3g,

Go = G2 = Gu3,

G = Goy3

zusétzlich zur unabhéngig von der transversalen Isotropie stets geltenden Sym-
metriebedingung

= E', i,j=1,2,3. (30)

Dabei gibt der erste Index der Querkontraktionszahlen die Zugrichtung und der
zweite Index die Kontraktionsrichtung an. Dies entspricht der in englischer Li-
teratur iiblichen Reihenfolge, in deutschen Veroffentlichungen ist die Bedeutung
oft umgekehrt.

Mit den Konstanten der Invariantendarstellung erhalt man die Elastizitatsmatrix

[ A+2a+0+4p,—20 A4+a A+a 0 0 0 ]
A« A 2p A 0 0 0
B A« A A4+2u 0 0 O
¢= 0 0 0 e 0 0 (31)
0 0 0 0 pu O
i 0 0 0 0 0 pg |

Um diese Matrix mit den Ingenieurskonstanten angeben zu konnen, werden die



Umformungen aus (17) benutzt. Damit folgt

D =1—1v%— 20y — 2VapVoaV
=1+v)(1—v—2v4),
A= E(+ Vapa)/D,
fta = Ga,
p=G=s5ts (=E(1-v—2vum)/(2D)),

2(1+v)
A+ a= <E(V + VapVba) + E(Vap(1 + v — vpa) — ’/))/D
= E(Vab+VabV)/D7

A+ 20 = (E(y + Vaplpa) + E(1 — v — 2Vabea)>/D
= E(l — Vabea>/D7
A 20+ B+ 4p, —2pu = E(W + vappa) /D 4+ 2E(Vap(1 + v — v4e) — v) /D

+E,(1 =) /D — E(v + vappa) /D
—2FE(a(1 4+ v — vpe) —v)/D
—4G, + 2G + 4G, — 2G

= E,(1—-v*)/D

(32)
und es entstehen die Elastizitatsmatrix

E,(1-=v*)/D EWa+vaV)/D EWa+vey)/D 0 0 0

E(I/ab + I/abI/)/D E(l — Vabea)/D E(V+ Vabea)/D 0 0 0

O EWa +va)/D EW+ Vavia)/D E(1 —vgppe)/D 0 0 0
0 0 0 G, 0 0

0 0 0 0 G 0

0 0 0 0 0 G

S}

sowie die Nachgiebigkeitsmatrix

[ 1/E, —va/Ee —vw/E. 0 0 0
~va/E. 1)E —v/E 0 0 0
ci_ | ~va/E. —v/E  1/E 0 0 0
- 0 0 0 1/G, 0 0
0 0 0 0 1/G 0

0 0 0 0 0 1/G,

Diese stimmen mit den im Maschinenbau gebréauchlichen Matrizen tiberein (siche
z.B. [Bow09], Kap. 3.2.14 mit @ = e3), oft werden in der Nachgiebigkeitsmatrix
die Terme unterhalb der Diagonale unter Verwendung der Symmetriebedingung
anders angegeben (—uvy,/E statt —vq/Ey).

10



5 Eigenwerte

Wir bestimmen nun die Eigenwerte des Materialtensors € beziiglich doppelten
Uberschiebens mit symmetrischen Tensoren zweiter Stufe. Im Raum der einstu-
figen Tensoren 7; definieren wir das Skalarprodukt

(a,a)7;, = a-a

lalz = /{a. a)n = Vara.

Im Raum der zweistufigen Tensoren 75 definieren wir das Skalarprodukt

und die Norm

(A A)g, = AT: A

und die Norm
Al = /(A A)p — VAT A,

Fiir symmetrische Tensoren gilt

|Alz; =VA:A.

Die Mengen der symmetrischen Tensoren 7 und der antisymmetrischen Tensoren
7T, bilden jeweils einen €-invarianten Unterraum der Dimensionen sechs bzw. drei
(Beweis der Invarianz von 73" siehe Anhang 8.2). Da wir € nur auf symmetrische
Tensoren anwenden, untersuchen wir nur die Eigenwerte dieses Unterraums.

Wir wéhlen zwei Tensoren by, by so, dass die Menge

{aa bla b2}
eine Orthonormalbasis in 7; bildet. Dann ist die Menge

{aa, ?(blbl -+ bgbg), g(blbl — bgbg),

33
?(bla—Fab1>,§(b2a+ab2),§(b1b2+bgbl)} ( )
eine Orthonormalbasis in 75° (Beweis siche Anhang 8.2).
Unter Anwendung von (12) und Ausnutzung der Orthogonalitat folgt
¢: (ab; + b;a) = 2u,(ab;, + b;a), i=1,2, (34)
sowie
¢: (b1b2 + bzbl) == 2,[1,(b1b2 + b2b1> (35)
und
¢: (b1b1 — bgbg) = 2/,L(b1b1 — bgbg), (36)

11



fiir eine ausfiihrliche Berechnung dieser Terme siche Anhang 8.1. Also sind 2,
und 24 jeweils doppelte Eigenwerte von € mit den angegebenen Eigentensoren.
Um die normierten Eigentensoren zu erhalten, miissen die obigen Tensoren mit

v/2/2 skaliert werden.

Die verbleibenden beiden Eigenwerte konnen aus dem noch nicht betrachteten
invarianten Unterraum span{aa, % Y2(b, by + byby)} ermittelt werden. Mit

V2

A=aa, B:= 7(blb1+be2), A+V2B=1 (37)
erhalten wir
C:A=(\+20+B+4u, —2u)A+V2(\+)B (38)
und
¢:B=V2A+a)A+20\+pu)B. (39)

Die beiden gesuchten Eigenwerte sind die Eigenwerte der Matrix M, die durch

R I

definiert wird. Als Losungen der Gleichung
det(M — ¢I) =0
erhélt man
3 1 1 2
¢1/2 = 2)\+C¥+2ﬂ+2ﬂai2\/<—>\+204+ﬁ+4(,ua—lu>> +8<)\+O&)2, (41)
die ausfiihrliche Berechnung befindet sich im Anhang 8.1 ab Seite 24.

Der Materialtensor € besitzt also die Eigenwerte

1, G2, O3 = Qs = 24, O5 = P = 2[4 (42)

beziiglich des doppelten Uberschiebens mit symmetrischen Tensoren zweiter Stu-
fe. Dazu gehoren die entsprechenden normierten Figentensoren

vV, = \/_ 1+—‘/_A+£ 1—i

faffw

V, = j— 1+ =B

T
\/ﬁ
V3 - 7(1)1[)1 — b2b2),

V2
Vy = 7(b1b2 + byby),

2
Vs = \g_(alh + bia),

2
V6 = \g_(abz + bza).

12



mit den Abkiirzungen

0= =X+ 2a+ B+ 4(pa — 1),

T =0"+8(\+ ) (44)

Auf dem Unterraum der antisymmetrischen Tensoren zweiter Stufe besitzt € drei
weitere Eigenwerte,

b7 =20, @5 = P9 = 2y, (45)
mit den zugehorigen Eigentensoren

V2
V7 - 7(1)11)2 — bzbl),

Vg = \éﬁ(abl — bla), (46)

2
Vg = \é_(a.bg — bga),

welche fiir die Mechanik nicht relevant sind und hier nur der Vollstandigkeit
halber angegeben werden. Der Tensor € kann durch die Spektralzerlegung

9
C=> ¢:ViV;
i=1

dargestellt werden, den aus mechanischer Sicht relevanten Anteil bildet

6
¢=> ¢ ViV (47)
i=1
Die Inverse von €, iiber 7,° hat die Form
o1
¢l=2 ViV
=1 0

6 Ebener Verzerrungszustand

Falls in einem Korper alle Verzerrungskomponenten in einer Richtung gleich null
sind, spricht man von einem ebenen Verzerrungszustand (EVZ). Wir legen diese
Richtung als ez fest, d.h. e;3 = es3 = e33 = 0. Ein solcher Zustand tritt ndhe-
rungsweise auf, wenn ein Korper, der eine sehr grofle Ausdehnung in 3-Richtung
relativ zu seiner Ausdehnung in der 1-2-Ebene besitzt, in Richtung der 1-2-Ebene
unabhéngig von der 3-Koordinate belastet wird. Die Verzerrungskomponenten in
3-Richtung sind dabei im Vergleich zu den Verzerrungen in der 1-2-Ebene ver-
nachlassigbar klein und werden gleich null angenommen. Das urspriingliche 3D-
Problem kann durch ein reduziertes 2D-Problem approximiert werden. Wir leiten
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im Folgenden die reduzierte Elastizitatsmatrix fiir den EVZ mit Faserverstarkung
in der 1-2-Ebene her.

Wir setzen
bg = eg, b1 =b:= es3 X a, (48)

damit ist die Menge
{a’7 b7 63}

ein Rechtssystem und eine orthonormale Einheitsbasis. Fiir die Koordinaten von
a und b in der Einheitsbasis folgt

by = —az, by=ay, b3=a3=0.

Es wird vorausgesetzt, dass alle Verzerrungen in 3-Richtung gleich null sind, das
heifit man arbeitet mit dem 2D-Verzerrungstensor

— 2
EcV .= Span{aa, bb, \g—(abjL ba,)}.

Daraus folgt nicht, dass B B
T,=C:E

aus dem gleichen Raum stammt. Allerdings ist nur die Projektion von Ty auf V
fiir das Energiefunktional relevant, da in T, : E mit E € V alle Anteile von T
auBerhalb von V annulliert werden. Diese Projektion bezeichnen wir mit T'. Im
Folgenden wird unter anderem gezeigt, dass

_ 2
Ty € Vy := span {aa, bb, \é_(ab + ba), 6363}

gilt, T besitzt also keine Anteile im verbleibenden Raum
2 2
span {\g_(aeg + esa), \é_(beg, + egb)} :

Da das Energiefunktional nur noch von je drei statt wie im 3D-Fall von je sechs
Spannungen und Verzerrungen abhangt, kann eine reduzierte 3 x 3-Elastizitéts-
matrix verwendet werden. Diese wird aus dem reduzierten Materialtensor € mit
der Eigenschaft

T=¢:E
gewonnen.

Nur solche Anteile von € bzw. €, die eine der Formen

zyaa,zybb, xyab, xyba (x,y beliebig) (49)
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besitzen, werden beim doppelten Uberschieben mit E € V nicht annulliert. Nur

Anteile aus
A :=span{aaaa, bbbb, aabb, bbaa,

abab, abba,baba, baab } (50)

bilden auf V ab und treten auf — weitere auf V abbildende Anteile wie z.B.
aaab treten in der weiteren Betrachtung bei (51) nicht auf. Das heifit € ist die
Projektion von € bzw. €, auf A. Alle weiteren auftretenden Anteile in (51), die
von einer der Formen (49) sind, bilden offenbar auf span{eses} ab. Aus diesen
Anteilen des Materialtensors entstehen beim doppelten Uberschieben mit E die
fir die Verformungsenergie irrelevanten Spannungskomponenten

To— T € Vo\V = span{eses}.

Um den Tensor € zu gewinnen, betrachtet man die Projektionen ¢; der einzelnen
Komponenten

¢ = ViV;
auf A. Man erhalt

Cs = 20q ?(aeg + eza) ?(aeg + e3a)
= pq(ae; + esa)(aes + eza)
= pq.(aesaes + aesesa + esaae; + esaeza),
¢ = 21,22 (ab + ba)*2(ab + ba)
= po(abab + abba + baab + baba),
¢y = 2u"2(bes + esb) 2 (bes + esb)
= ,u(b€3b63 + b€363b + 63bb€3 + 63b63b),
€3 = 2#?(()() — 6383)§(bb — 8363)
= ,u(bbbb — bb83€3 — 63€3bb + 83836383),
Cijp = %9251/2(1 + %)aaaa
:I:%qﬁl/m/ — %(@aa(bb + ese3) + g(bb + egeg)aa)
+%¢1/2(1 F %)%(bbbb + bbeses + e;esbb + eseseses).

(51)

Daraus folgen die Projektionen auf A als

¢ =0,

Q_:5 = (’:57

¢, =0,

C; = 1bbbb,

@1/2 = %gbl/z(l + %)aaaa + %gbl/m/l — %(aabb + bbaa)
16151 F 27 )bbbb

T
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und - - B B
C=¢ + ¢+ €3+ C5.

Zur weiteren Vereinfachung benutzen wir die Beziehungen

¢1_¢2:\/Fa
D1+ P2 = 3A+ 20+ B+ 4pu,
=0+ 4\ + p),

welche aus (41) und (44) folgen. Man bestimmt die Anteile von &, + €, als

(%(ﬁl(l + ) 4 L(1 - ))aaaa

::%«¢1+¢m) (61— $2)*" ) acaa
l@+4@+uy+®mma
= (A +2a+ B+ 4, —2n)aaaa,

(fﬁﬁ \/762 \f¢ \/7> aabb + bbaa)
= (¢ — ¢2)\/j(aabb + bbaa)
= m(aabb + bbaa) (52)
= \/§(52 +8(A+a?)) — ééQ(aabb + bbaa)
= (A+a)(aabb + bbaa),
(3611 = 27) + 4aa(1 + 27) ) bbbb
= 1((&1+ d2) = (61 — 62) ™/ ) bbb
L0+ 4(A+p) — 5)bbbb
— (A ) bbbb

und erhalt
C=0C +C+ &+
= (A+2a+ B+ 4p, —2pu)aaaa+ (A + «)(aabdb + bbaa)
+(A + 1) bbbb + pbbbb + ,(abab + abba + baab + baba)

= (A+2a+ B+ 4p, —2u)aaaa+ (A + a)(aabb + bbaa)
+(A+2u)bbbb + . (abab + abba + baab + baba).

Aus diesem reduzierten Materialtensor lésst sich nun die reduzierte Elastizitéts-
matrix fiir den ebenen Verzerrungszustand bestimmen. Wir verwenden wieder
die Bezeichnungen aus Abschnitt 4, streichen dabei jedoch die nicht bendtigten
Komponenten. Analog zum reduzierten Vektor a fithren wir b und ¢ wie folgt ein,

2 2
€11 tll CLI CL2 —Qa10a9
mo_ i ~ 2 r_ 2 A
E=|exn|, I'=|to|,a=|ay |, b= aif |, ¢= araz |.  (53)
1 2 2
2612 tlg 109 —a10a9 5(&1 - GQ)
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Diese Vektoren erfiillen die Eigenschaften

4’E = aa: E,
bTE = bb: E, i
¢'E=ab:E=ba: E

unter Ausnutzung der Symmetrie und der Null-Komponenten von E. Man erhélt
die reduzierte 3 x 3-Elastizitatsmatrix C als

C'=(M+2a+ B+ 4, —2p)aa” + (A +a)(ab” +ba”)
+ A+ 2u)bbT + dpgeéT
= B (1= 0")ad" & Bl + )@ +ba")
+% (1—1/abl/ba)bbT+4G el

(54)

(zur Umrechnung in Ingenieurskonstanten vergleiche (32)) mit

I
Qi

E,

— E'CE.

&
I

es]l
(&S]

E:¢:

Die fiir das Energiefunktional irrelevante Spannungskoordinate t33 ergibt sich
durch analoge Uberlegungen als

t33:(A+a)&+Al3 E

(
FE E ~ANT
= (5(Vab +var)a+ 5(v + Vabl/ba)b) E.

eyl

7 Ebener Spannungszustand

Analog zum EVZ spricht man von einem ebenen Spannungszustand (ESZ), wenn
in einer Richtung alle Spannungskomponenten gleich null sind. Wir setzen diese
Richtung wieder als es, so dass t13 = to3 = t33 = 0 gilt. Ein ESZ tritt ndherungs-
weise auf, wenn ein Koérper, der eine sehr kleine Ausdehnung in 3-Richtung relativ
zu seiner Ausdehnung in der 1-2-Ebene besitzt, in Richtung der 1-2-Ebene unab-
hangig von der 3-Koordinate belastet wird. Da seine Oberfliche spannungsfrei ist,
nimmt man auf Grund der geringen Dicke an, dass die Spannungskomponenten
in 3-Richtung auch im Inneren vernachlassigbar klein sind. Wie beim EVZ kann
das urspriingliche 3D-Problem durch ein reduziertes 2D-Problem approximiert
werden. Wir leiten im Folgenden die reduzierte Elastizitdtsmatrix fiir den ESZ
mit Faserverstarkung in der 1-2-Ebene her.

Wie im vorangegangenen Abschnitt benutzen wir

bgzeg, blzb::egxa,
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mit den Koordinaten
bl = —Aag, bQ = ay, b3 = asz = 0.

Es wird vorausgesetzt, dass alle Spannungen in 3-Richtung gleich null sind, das
heifit man arbeitet mit dem 2D-Spannungstensor

~ 2

T € V = span {aa, bb, \é—(ab + ba)} : (55)
Daraus folgt nicht, dass ) )

E,=¢t:.T

aus dem gleichen Raum stammt. Allerdings ist nur die Projektion von Ey auf V
fiir das Energiefunktional relevant, da in T EO mit T € V alle Anteile von EO
auBerhalb von V annulliert werden. Diese Projektion bezeichnen wir mit E. Wie
beim EVZ wird im Folgenden gezeigt, dass

. 2
E, € Vj = span {aa, bb, \g_(ab + ba), 6363}
gilt, Ey besitzt also keine Anteile im verbleibenden Raum

span {\fmeg + esa), \f(beg + egb)} .

Analog zum EVZ kann man eine reduzierte 3 x 3-Elastizitatsmatrix konstruieren.
Sie wird aus dem Tensor € mit

T=C:E

gewonnen. Dieser Tensor ist nicht identisch mit dem reduzierten Materialtensor
€ des EVZ, sondern wird wie folgt gebildet. Man bestimmt die Projektion von
¢! bzw. €71 auf A aus (50) und bezeichnet sie mit €~!. Dieser Tensor erfiillt

E=c¢c':. T
Durch anschlieBendes Invertieren erhilt man den gesuchten Tensor €.

Zunéchst bildet man die Bestandteile der Inverse,

6 1 6
=y S vivi=Y e
i=1 ¥4 i=1

mit 1
Qj = —V, V.
Gi
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Man erhalt

¢f = a<(1€3a63 + aezesa + esaae; + esaesza),
¢; = ;.-(abab + abba + baab + baba),
¢l = ﬁ(begbeg + besesb + esbbes + esbesb),
¢ = ﬁ(bbbb — bbeses — es;esbb + esesezes),
¢l = ﬁ(l + Y")aaaa
2¢11/2 1- g(%aa(bb + ese3) + g(bb + e;;e:;)aa)
g )(bbbb + bbeses + e;esbb + eseseses).

,;;
S

1 VT
+4¢1/2 (1 +

sowie die Projektionen auf A,

¢f =0,
¢ = ¢,
¢ =0,
¢ = {,bbbb,
éY/Q = ﬁ(l + Yaaaa + 4(;[/ V1—2(aabb+ bbaa)
+5,,(1F T bbbb,

¢l=¢f+&f + ¢+ +ef
Wir bestimmen die Komponenten von €] + €5 und erhalten (vergleiche (52))

é o\/T
(2¢1 (1+ \F) + 2;52(1 — T\F)>aaaa

_ 1(nt+o P2—¢1 6VT
o ( <i11¢22 ;szl 7 jaaaa
= (0+4(A+pn) —d)aaaa

2¢> ¢2
= ¢1¢2 (A+p)aaaa,

_ $2—¢1 é — %ﬁ(aabb + bbaa)

= —¢11¢2 V3T — $0*(aabb + bbaa)

= — ¢ \/ 62+ 8(A + a?)) — :6%(aabb + bbaa)
_W(/\ + a)(aabb + bbaa),

(5 (1= 2) + (14 27)) bbbb
= m (61 + ¢2) — (¢2 — 1 )M>bbbb
= 4515, (0 +4(A + ) +0)bbbb

(Nt 20+ B+ dyta — 201)bbbb,

- 2¢1 @2



mit

¢1¢2=((5+2()\ W) + \/_)(54_2()\_'_”)_% 7_)

1024+ 2N+ )0 + 4N+ p)? — 17

:1(52+2()\ w)d + (>‘+,U _411((52‘1‘8)\4-04))
= 200+ ) (5 + 200+ ) — 20\ + )2

Der Tensor ¢! hat also die Form

é—l

¢1¢2 (A+p)aaaa — WO‘ + a)(aabb + bbaa)

+(2¢ 5 (A4 20+ B+ 4p1q — 2u1) + ) bbbb
i —“(abab + abba + baab + baba).

Um diesen Tensor zu invertieren, betrachtet man seine Wirkung in der Basis von
V aus (55) und erhélt eine Matrix, die wir mit C'~' bezeichnen. Aus deren Inverse
C kann man die gesuchte Inverse € des Tensors €1 folgern,

2(A+p) _XMa

5 aa 6162 162 aa
@—1 . bb — | _Ata A+2a+ﬁ+4ua 24 + 0 bb
V3 P12 20102 /3 ’
YZ(ab+ ba) 0 0 2;1m Y2(ab + ba)
- 2(Mp) _ Ma
_ -1 0 D192 P1d2 0
Cfl — sub 0 — | _ At )\+2a+ﬂ+4ua—2u + 0
1 P1d2 20102 )
00 5- 0 0 leta
[ 0
C~1 _ Csub O
100 2pq
Mit der Determinanten
20+ p) A +2a+ B +4pe — 2 1 A+ «)?
det(Cyp) = ( —) =55
P102 2010 A Oi0s
_ A+ 20+ B+ dp, — 2p) — (A +a)? L A
1 0763 206165
_ 59251(152 A+ _ 1 n A+
OEPF  2ppide 20100 2pp1¢2
A+ 2p
200102
erhalt man Cy,; als
A 2a+B+4pq—2 M
P L)
det(CSUb) P12 P12
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Mit den Umformungen

1 ()\+20<+ﬂ+4,ua—2,u_'_ ): 2y¢1¢2(>\+2a+ﬁ+4pa—2p+ )
det(C_}) 2¢12 A+2p 2¢1¢2
M 204 5+4pa=2p | d1d2
A2p 22 +4p
pAF2a+B+4pa—20) + (A1) (A+2a+B+4pa—2p) — (A +a)?
A2

= N+ 20+ B+ dp, — 2u — O

A2 0
1 Ma _ 2u¢1¢2 Ma
det(C_}) 192 A+2p 1o
_ 2p(Ato)
A2 7
1 2004p) _ 2pd1¢2 2(0+p)
det(C_ L) ¢162 A2p b1
_ Ap(Atp)
A-2p

folgt schliellich der reduzierte Materialtensor

¢ = ()\ + 20+ B+ 4pg — 21 — (iig‘)?) aaaa + 2’@;“ (aabb+ bbaa)

+4/f\i\;f bbbb + ,(abab + abba + baab + baba).

Unter Benutzung der Abkiirzungen aus (53) und mit den folgenden Umrechnun-
gen auf Ingenieurskonstanten (vergleiche

53
(17) und (32))
At 20+ B4 Ay — 2 — Ok Eal?) | B0t D

A2u D E(1—vgprba)
. & _ 2 _ Vabea 1+V
D (1 v 1=vapla )
_ By D
- D é,;’/abyba
o l_l’abl’ba7

2uOta) _ B Bvg(+r) D

M2 T 1+v D E(1—vgppa)
— EVab
o l_l’abl’ba7

dp(Mp) _ 2E E(1+4v) D

A2u  1+v 2D E(1—vgpihe)
_ E
T 1—vabvpa

ergibt sich die reduzierte 3 x 3-Elastizititsmatrix C als

/\

C = (A+2a+5+4ua—2ﬂ—%)MT+2“@;; (@b” +ba")
F AT 4 gy, 6T

A2 R . o6
= el + (bt +bal) (56)
Vabea VabVba
+ boT + 4G, e éT
1—=vaptpa
mit - -~
I =CL,
E:¢.E=E: Q::E:E’TC'E.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass beim ESZ, im Gegensatz zum 3D-Fall und
zum EVZ, die Materialkonstante v nicht benétigt wird. Sie kommt nur noch bei
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der Berechnung der fiir das Energiefunktional irrelevanten Verzerrungskoordinate
es3 zur Anwendung. Diese erhélt man als

f— Al T it
e33 = (_ Aa g + (A+2a;gj;2ua 2u i)b) T

A (B.1-v®) D 141\2\ L7
- D E.E(li0)? + ( 2D  E.E(l+v) ﬁ)b) r
T
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8 Anhang

8.1 Nebenrechnungen

Alle Formeln dieses Abschnitts, in denen der Index i auftritt, gelten fiir ¢ = 1, 2.
Tritt zusatzlich der Index j auf, so gelten sie fiir die beiden Félle 1=1, j=2 und
i=2, j=1. Uber doppelt auftretende Indizes wird nicht summiert. Es werden die
Abkiirzungen

V2

A= aa, B = 7(b1b1 + bgbg)

mit der Eigenschaft
A+V2B=1

benutzt, vergleiche (37).

Aus der Konstruktion von {a, by, bs} als Orthonormalbasis in 7; folgen die Ei-
genschaften

a-a=1,
trA = tr(aa) = a-a =1,
A-A=aa-aa=aa=2A,
I'A=tr(I-A)=trA =1,
A:A=tr(A-A)=trA=1
@:A:AA+A-A:2A,
bi-b, =1,
a-bi:bybg:O,
I:ab; =tr(ab;) =a-b, =0,
I:b;a =tr(bja) =b;-a=0,
A:ab; = tr(aa-ab;) =tr(ab;) =0,
A:b;a = tr(aa-b;a) =0,
I:bb; =1,
Ibzb]:()
A:bb;=A:bb; =0,
C:ab; = A-ab;, + ab;-A = aa-ab; + ab;-aa = ab, + 0= ab,,
éﬁ:bia:Aba—l—baA—aa bia+ b;a-aa =0+ b;a = b;a,
¢:bib; = C:b;b; = 0.

Mit dem Materialtensor von (12),

C=MI+2uT+ (AT +TA)+2(u, — )€+ SAA,
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erhélt man die in den Formeln (34) bis (39) und (46) verwendeten Ausdriicke

C:(ab; + b;a) = 2u(ab; + b;a) + 2(p, — 1) (ab; + b;a)
= 2u.(ab; + b;a),
C:(biby + byby) = 20u(by by + boby),
C:(biby — boby) = A(I — I) + 2u(biby — byby)
— 20(biby — boby),
C:A =M +2uA+aA+al +4(pu, —p)A+ GA
=(a+0+4p, —2u)A+ A+ a)l
= (A +2a+ B +4p, —2u)A +V2(\ +a)B,
C:B = ZM +2uB+ 5aA
= V2M(A +V2B) + 2uB + V20 A
= V2(A +a)A + 20\ + p) B,
C:(bibs — byby) = 2u(b1bs — boby),
C:(ab; — b;a) = 2u(ab; — b;a) + 2(pe — p)(ab; — b;a)
= 2uq(ab; — b;a).

Zur Berechnung von ¢/, aus (41) betrachten wir

A= A2+ B A = 2p ﬁ(k—i—a)]

V2(A + ) 2(A + )
det(M — ¢I) = (A +2a + B+ 4dpg — 2u — @) (2A + 2u — @) — 2(\ + a)?
= ¢> — BN+ 20+ B+ 4puy)d
F(A+ 2004 B+ dptg — 200) (2N + 21) — 2(A 4+ @)? = 0,
Sr2 = SN+ 20+ B+ 4pta) £ \/T(BA+ 20 + B+ 4p,)2 .
= (AN 20+ B+ 4Apg —2p) (2N + 2u) + 2(N + «)?
= 3A+a+2ﬁ+2ua+—\/A2+4a2+ﬁ2+16ua+16u
= Ada = 200 — 8 + 8 + 4o + 160, — 16au
+8Bua—86,u 32pap + 8(A + «)?

2
= §A+a+§ﬁ+2uai§\/(—A+2a+6+4(ua—u)) +8(A+a)?.

Die zugehorigen, noch nicht normierten Eigenvektoren kann man wahlweise als

_ [ ( V2(\ + @) ]

T O 20+ B+ e — 20— ¢)
aus der ersten Zeile von M — ¢;I oder als

Sy
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aus der zweiten Zeile von M — ¢, I ablesen. Durch Normierung erhalt man die bei-
den bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmten normierten Eigenvektoren, wir
betrachten deshalb im Weiteren nur o; und o2 und berechnen vy = 01 /|||, v2 =
09/||2]|. Da die Tensoren A und B in 7.’ normiert sind, erhalt man die gesuchten
normierten Eigentensoren von € aus den normierten Eigenvektoren von M durch

il

Zur Berechnung der v; fithren wir zunéchst die Abkiirzungen
0= =A+2a+ B+ 4(pa — p),
7= 0" +8(\ + )’
von (44) ein und betrachten
] V2(\ + )
(At 20+ B+ 4p, — 2 — ¢)
_ V2(A +a)
G — (A + 20+ B+ 4pa — 2p)
V2(A + @)
Aot 504 20,E5,/0°+8(A+a)” — (A + 20+ B+ dpy — 2p)
_ V2(A + ) ]
A —a =30 = 2pa—p) £ 57
V2(\ + ) ]
45 bl
200+ @)’ + 10% + 1T F 30T
=2\ +0a)? + 10+ 1(0 + 8(\ + )?) F $0v/7
A+ a)? + 50 F 30T
1

VNl = 1/y/57F 38v7
T 0T
[T I 107
" (A (i E v
VI F By E e T E v
iTQ — i527'
{Da T > 0% ist, folgt 7 £ $04/7 > 0 und
damit L7+ 15y7 = (/1 = 1ov/7) ]
B \/%7'2 — %527'\/%7' + %(R/F

o 1.2 _ 152
aT 4(57
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Mit der Beziehung
1% — 10%T = 17(T — 0%) = (8(/\ + a) ) =2+ a)*r

_ A+ )
il = SO [
[ —
200+ a)T 27 20VT

Fiir die erste Komponente von v; folgt

V2 + ) /|15 = V2(\ + a)Q(H%,/;T + 16T

VT =
_ V2L VT
2 T

erhilt man

fir die zweite Komponente folgt

(—26 = LyD/lleil = (£Lv7 - ;@&m

= (57— 55%>W2(M—\/§a)7

+(5 T$15\/_),/7':|:15\/_(>\\j__2a)7
V2 1 1 11 i1

- iQ(M'\/_Oé)T\/2T F 55\/?\/57 F 55\/?\/57 + 50T

2 1 1 12 _ 12

Ziw\/27$25ﬁ\/47 — 30°T

V2

= iw\/;T + %5\/F\/2(/\ + a)?T

J3 L0V

_ii

Man erhalt die normierten Eigenvektoren

_ V21
AR W=y v

und die normierten Figentensoren

5 5
sz\g liMAi\é_\/lzme
T T
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8.2 Beweise

Lemma 1. Die Menge der antisymmetrischen zweistufigen Tensoren 13" ist in-
variant unter €.

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen antisymmetrischen Tensor X € 7%, das
heiBt X = —X'. Es gilt

C:X =2uX+2(pg —p)(A- X+ X-A)
und wegen

(20X + 20— 1)(A-X + X-A)) = 20X + 20— p)(~X"-A~ A-X")
=2uX +2(pg —p)(X-A+ A-X)

ist der entstehende Tensor offenbar ebenfalls antisymmetrisch. O]

Lemma 2. Fs sei{a, by, by} eine Orthonormalbasis in T;. Dann bildet die Menge

My = {aa, 22 (bib; + byby), %2(b1by — byby),
g(bla—‘— abl), g(bQCl‘i‘ G/bg), g(blbg + bgbl)}

eine Orthonormalbasis in T,

Beweis. Offenbar sind alle Elemente der Menge symmetrisch. Wir bezeichnen zur
Vereinfachung der Notation a mit bs. Mit der Voraussetzung, dass {by, by, b3}
orthonormal ist, folgt
bzbZ bjbj =0 VZ,] S {1,2,3},2 7& j,
bib;: Y2(bby, + byby) =0 Vi gk € {1,2,3},j # &,
V2 (bib; + byb): 2 (beby + byby) =0 Vi, j k1€ {1,2,3},i # j k #1,
Y2(byby + byby): X2 (biby — boby) = L(14+04+0—1) =0.

Daraus folgt, dass M; orthogonal ist. Weiterhin gilt

12 (bib; + b;by)|| = \/%(0+trbibi +trbib; +0) = /L1 +1) =1,

damit ist die betreffende Menge orthonormal. Alle sechs Elemente sind symme-
trisch und die Dimension von 7 ist sechs, deshalb muss M; eine Orthonormal-
basis von 7, sein. O
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