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1. Einleitung

1.1. Inhalt

Ziel dieser Arbeit ist es mittels der Methode der finiten Elemente (FEM) die De-
formation eines Bauteils zu simulieren. Das Bauteil selbst soll dabei aus nahezu
inkompressiblem Material bestehen, dass heifst, das Volumen des Bauteils darf
sich wahrend der Deformation nur in sehr geringem Mafse verdndern. Aukerdem
wollen wir nur elastisches Material betrachten, wobei wir sowohl lineare also nicht-
lineare Elastizitdt zulassen wollen. Die Stéarke der Belastung soll jedoch beliebig
sein, dass heift wir werden kleine und grofte Belastungen bzw. Deformationen
einbeziehen.

Im folgenden, zweiten Kapitel werden wir auf die geometrische Beschreibung
des Bauteils und auf die physikalischen Grofsen, die seinen Zustand beeinflussen,
eingehen. Daraus werden wir eine Bewegungsgleichung ableiten, mit der wir die
Verschiebung u der Punkte des Bauteils bestimmen und somit die Deformation
simulieren kénnen.

Anschliefsend werden wir uns zuerst auf linear elastisches Material unter kleinen
Deformationen einschranken. Fiir diesen Fall werden wir eine lineare Variations-
formulierung aufstellen, durch welche die gesuchte Funktion u berechnet werden
kann. Wir werden dabei auf ein Sattelpunktproblem stoffen. In den néchsten
beiden Kapiteln werden wir besprechen wie die adaptive FEM auf das Problem
angewendet werden kann. Dabei gehen wir auf die Diskretisierung sowie auf ein
stabiles finites Element ein und wir leiten ein Fehlerfunktional her mit dem unse-
re Losung bewertet werden kann und welches somit jene Elemente im FEM-Netz
markieren kann, die wir verfeinern sollten.

In den folgenden Kapiteln heben wir unsere Einschréinkung auf und wir wenden
uns dem nichtlinear elastischem Material zu, welches auch grofsen Deformationen
unterliegen soll. Hier werden wir eine nichtlineare Variationsformulierung her-
leiten, die einem Sattelpunktproblem &hnelt. Dieses kénnen wir mit Hilfe eines
Newton-Verfahrens behandeln. Innerhalb dieser Iteration werden wir auf ein li-
neares Sattelpunktproblem treffen, welches wir mit einer dhnlichen FEM l6sen
kénnen wie zuvor. Dazu werden wir im letzten Kapitel nocheinmal auf die Wahl
eines finiten Elements eingehen.

1.2. Notation

Im folgenden Kapitel 2.1 werden wir beginnen die wichtigsten Grofen zur Be-
schreibung der mechanischen Deformation zu erldutern. Diese werden zumeist



als n-stufige Tensoren definiert sein. Den Raum dieser n-stufigen Tensoren be-
zeichnen wir mit T,,. Diese Grofsen konnen bei Wahl einer speziellen Basis auch
als Matrizen oder Vektoren dargestellt werden. Zur Unterscheidung (siehe Tabelle
1.1) werden wir deshalb Tensoren mit fett gedruckten Buchstaben und Matrizen
bzw. Vektoren mit einfachen Buchstaben kennzeichnen. Es ist aber zu beach-
ten das 0-stufige Tensoren immer als Skalare dargestellt werden, also immer mit
einfachen Buchstaben.

U einstufiger Tensor
T o zweistufiger Tensor
oM vierstufiger Tensor
u, u Vektor
U vektorwertige Funktion
A Matrix

Tabelle 1.1: Bezeichnungsvarianten

Eine Ausnahme von Tabelle 1.1 bilden die Tensoren G; sowie G°, die nur ein-
stufig sind und trotzdem Grofsbuchstaben erhalten. Sonst sind fett gedruckte,
grofte Buchstaben jedoch den zweistufigen Tensoren vorbehalten und grofe, fett
gedruckte Fraktur-Buchstaben fiir vierstufige Tensoren.

Im Verlauf der weiteren Betrachtungen werden wir zunehmend auf Ableitungen
von Tensoren stofsen. Davon sind besonders skalare und zweistufige Tensoren
betroffen. Fiir einen skalaren Tensor ((A), der von A € T, abhéngt, ist der
abgeleitete Tensor ¢’ = % nun zweistufig und wir wollen ihn als jenen linearen
Operator verstehen, der angewendet auf eine Richtung 6 A € Ty die Gleichung

0¢(A
C(A+5A):§(A)—l—% S0A+O(||6A|) (1.1)
erfiillt. Fiir zweistufige Tensoren T'(A) mit A € Ty ist der abgeleitete Tensor
T =2 ggA) vierstufig und er ist durch die Gleichung
0T(A
T(A+0A)=T(A)+ a,(4 ). 54 +O(||6A]]%) (1.2)

definiert.



2. Grundlagen

Die folgenden Abschnitte widmen sich den grundlegenden Begriffen, welche zur
Beschreibung von elastischen Deformationen notwendig sind (siehe [1] (Kap. 6),
[2] (Kap. 6) und [3]). Dabei werden wir zuerst geometrische und kinematische
Grofen einfiihren und im Anschluss werden wir mit Hilfe dieser Begriffe die
grundlegende Bewegungsgleichung der Deformation darstellen.

2.1. Geometrie

Wir beginnen mit der Annahme, dass das betrachtete Bauteil ein Korper K ist,
der zuerst in einer Ausgangskonfiguration

Q=Q={X(n): nePcCR?} (2.1)

vorliegt, welche mit P parametrisiert werden kann. Auf diesen Korper sollen nun
Kréfte wirken, die ihn deformieren und dazu fiithren, dass er zum Schluss des
Deformationsprozesses durch

Q, ={z(n): neP CR} (2.2)

beschrieben werden kann. Dabei ist zu beachten, dass fiir alle 7 die parametri-
sierende Menge P gleich sein soll, dass heifit der materielle Punkt in K an der
Position X (n) soll durch die Deformation in x(n) tibergehen.

Durch diese feste Parametrisierung konnen wir fiir €2 eine covariante Tensorbasis
G; und eine contravariante Tensorbasis G* mit

d
G = a_nz‘X’ (2.3)
G- G =0 (2.4)

und fiir Q, die co- und contravariante Tensorbasis g; und g° mit

(2.5)
9,-9' = 55 (2.6)

definieren. Mit diesen Tensorbasen und unter Verwendung der Einsteinschen
Summenkonvention hat der Einheitstensor I € T, die folgende Darstellung

3
Y GiG'=GG =I=g4q" (2.7)
i=1



Desweiteren konnen wir diese einstufigen Tensoren nutzen um Operatoren in den
Mengen zu beschreiben. So gilt zum Beispiel fiir die Gradienten die folgende
Aussage

Grad = G' 387]73 in €, (2.8)
rad = g 0 in (2.9)

g - g (9771 T .

oder fiir die Divergenz
: ; 0 :
Div = Grad- = (G'=—)- in ©, (2.10)
on

div = grad- = (giaani)' in €. (2.11)

2.2. Kinematik

Die Deformation des Bauteils bzw. Korpers K, die € in €2, iiberfiihrt, soll durch
die hinreichend glatte Funktion ¢ beschrieben werden. Es gilt

p: Q—Q, X—uzx (2.12)

Unter Verwendung des einstufigen Verschiebungstensors u(X) kénnen wir ¢(X)
als Summe darstellen.

p(X) =z
— id(X) + u(X) (2.13)
=X + u(X).

In Tensordarstellung haben wir somit

u = u'(n) Gi(n) (2.14)
und
_i(X—FU)_G‘—FiU_G'—FU‘ (2.15)
9; = anz - % 87]1 - % e .

Die Darstellung (2.14) wird jedoch kaum benutzt. Wichtig ist die durch (2.15)

gegebene Darstellung
0
u;(X(n) = aniu(X(”))' (2.16)

Durch die Deformation (2.13) und mit Hilfe der Tensorbasen kénnen wir nun
drei zweistufige Tensoren erklidren, die zur kinematischen Beschreibung unseres



Problems wichtig sind. Zum einen erhélt man den Deformationsgradienten F,
welcher durch

FdX =dz (2.17)
definiert ist. Daraus folgt
0 ) 0 )
F—Xdn'=—uzdn’ 2.18
rrrR i P (2.18)
(290 (29) F.-Gi =g, (2.19)
@ F.-I-g, G
‘e F=(Gi+u,)G
=TI + (Grad u)” (2.20)
= (Grad p)”.

Zusatzlich definieren wir die Determinante von F' mit
J =det (F) (2.21)

und es muss die Bedingung
J >0 (2.22)

erfiillt sein, damit die Deformation durch (X)) zuléssig ist. Zwei weitere wichtige
Grofen sind der (rechte) Cauchy-Green-Verzerrungstensor

C=F"F, (2.23)

mit welchem lokale Langendnderungen beschrieben werden kénnen und der Ver-
zerrungstensor

E-= %(C’ ~ 1) (2.24)

= % {(Grad u) + (Grad u)” + (Grad u) - (Grad u)” } .

In dem Spezialfall, dass die Tensorbasis den kartesischen Einheitsvektoren ent-
spricht, kdnnen wir die Matrixdarstellung der Verzerrung E mit Hilfe der Formel
(2.20) ermitteln und wir erhalten als skalare Komponenten

3
1 1
Ezj = 5 ( i.j + Uj’,') + 5 <Z Uk, uk,j) . (225)
k=1



2.3. Gleichgewichtsbedingung

Wir gehen davon aus, dass die Deformation des Korpers K durch die Einwirkung
von Kréften verursacht wird und wir nehmen zusétzlich an, dass sich der Korper
nach der Derformation im Kréaftegleichgewicht befindet. Die Kréfte konnen dabei
als Flachenkréfte

t: QxS =R, P ={ieR: il =1} (2.26)
oder als deformationsunabhéngig Volumenkrafte
f:Q, =R f(x)=f(X) auf Q, (2.27)

vorliegen.

Fir den deformierten Korper K koénnen wir die Gleichgewichte (2.28a) und
(2.28b) aufstellen. Dabei beschreibt p, die Materialdichte von K in der Kon-
figuration Q, und 7 € S? ist die AuRennormale im Randpunkt x € 090, .

/pT f(x) de + /t(x,ﬁ) ds=0 vV CQ,, (2.28a)
v oV
/xxf(x) dx—i—/xxt(aj,ﬁ) ds=0 VVCQ. (2.28Db)
v oV

Der Satz von Cauchy (siehe 2], S.275) liefert nun die Existenz eines zweistufigen
Spannungstensors o € C''(K) mit den folgenden Eigenschaften

dive +p. f=0 in Q,, (2.29)
fi(x) - o(x) = t(x,n) in Q, x S?, (2.30)
o=o" in Q,. (2.31)

Durch die Eigenschaft (2.30) kann man dem Problem eine Neumann-Randbedin-
gung hinzufiigen. Man kann sich mit g, eine momentane Flachenkraft vorgeben
und auf einem Teil des Gebietsrandes

ni(x) - o(x) = g, (x) Vaeel,yCoQ, (2.32)

fordern. Zusatzlich kann man aber auch eine Dirichlet-Randbedingung einbringen.
Man gibt sich auf dem Teil des Gebietsrandes I'; p eine Verschiebung u, vor und
fordert

u(z) = up(x) Vael,pCof,. (2.33)



Schliefslich kénnen wir einen Korper im Gleichgewicht durch die Gleichungen

dive+p, f=0 in Q, (2.34a)
U = Uy auf F7—7D, (234b)
n-o=g, auf I'; y (2.34c¢)

beschreiben. Nattirlich kann dabei I'; p/n eine leere Menge sein.



3. Aufgabenstellung fiir linear elastisches
Material unter kleinen Deformationen

In den folgenden Abschnitten wenden wir uns dem linear elastischen, nahezu
inkompressiblen Materialverhalten mit kleinen Deformationen zu. In diesem ver-
einfachten Fall kénnen wir zur Berechnung der Spannung o ein lineares Ma-
terialgesetz verwenden, bei dem o linear von der Verzerrung € abhéngt und e
wiederum nur linear von der gesuchten Verschiebung u abhéngt. Dies werden wir
ausnutzen um eine Variationsformulierung aufzustellen, mit der wir « bestimmen
kénnen.

3.1. Inkompressibilitat

Im Fall von linear elastischem Materialverhalten bedeutet die Forderung nach
Inkompressibilitdat zum einen, dass fiir die Verschiebung u die Gleichung (3.1)
erfiillt sein muss, dass heifst

divu = 0. (3.1)

Im Falle von nahezu inkompressiblem Material muss (3.1) nur annéhernd erfiillt
sein.

Zum anderen schrankt diese Forderung die Wahl des Materialparameters v ein,
der iiblicherweise als Querkontraktionszahl oder Poisson-Zahl bezeichnet wird.
Diese Grofe gibt den Grad der Inkompressibilitidt des Materials an, dass heifst,
sie beschreibt wie stark sich das Materialvolumen durch ein Belastung verandern
wiirde. Ublicherweise liegt der Wert von v zwischen 0.2 und 0.4, obwohl ganz all-
gemein v € [—1 , %} gelten kann. Der Einfluss von v auf die deformierte Gestalt
eines zweidimensionalen Gebiets Gy, soll durch die Graphik (3.1) verdeutlicht
werden. Im dreidimensionalen Raum gilt ein Analogon.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Zug: g =« é;
} ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, |
‘ { ] 3<— G_1<v<0
Ginit éo<u< 1 éu:%

Abbildung 3.1: Deformation éy von Gy, unter Zugbelastung
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Da wir nahezu inkompressibles (bzw. vollstdndig inkompressibles) Material be-
trachten wollen, miissen wir folgende Wahl treffen

v = fiir inkompressibles Material, (3.2a)

N =N =

v< fiir nahezu inkompressibles Material. (3.2b)

3.2. Spannungstensor

Es ist bekannt, dass im Fall linearer Elastizitdt das Materialgesetz

o=2ue(u)+ Mr(e(u)) I (3.3)
=2pe(u) + Adiv(u) I

eine gute Anndherung an die Realitdt ist, wobei e(u) den linearen Anteil der
Verzerrung E beschreibt

e(u) = %(Grad(u) + Grad(w)"), (3.4)

Die Konstanten A und p sind die iiblichen Lamé-Konstanten, die ihrerseits von
den Materialparametern E, dem FElastizitdtsmodul, und v abhéngen. Der Span-
nungstensor o ist somit nur linear von der Verschiebung u abhéangig.

Fiir Bauteile aus nahezu inkompressiblem Material kann die Gleichung (3.3) je-
doch in dieser Form nicht angewendet werden, weil der Koeffizient A mit

Ev
(1+v)(1-2v)

A= AE v) = (3.5)

auf Grund seiner Abhéngigkeit von der Querkontraktionszahl v divergiert. Wie
n (3.2) beschrieben, muss der Wert von v nahe % gewahlt werden und deshalb
ergibt sich

E 1

E 1
lim A= - lim = — lim —
v—0.5 3 v—=051—2v 3 y—=0y

= 0. (3.6)

Wir benédtigen daher eine zu (3.3) dquivalente Gleichung zur Berechnung von
o, welche die Materialkonstante A nicht mehr enthalt und somit das Divergenz-
problem umgeht. Eine einfache Moglichkeit ist die Verwendung einer geeigneten
Substitution, sodass der problematische Term herausfallt. Dazu fithren wir durch
die Definition

p = Adiv(u) (3.7)
= Atr(e(u))

11



eine neue, skalare Variable p ein, welche wir im Weiteren als hydrostatischen
Druck im Bauteil bezeichnen werden.

Nachdem wir die Substitution (3.7) auf die Gleichung (3.3) der Spannung ange-
wendet haben, erhalten wir eine neue Formulierung

o(u,p)=2pe(u)+pl (3.8)
fiir o. Auferdem erhalten wir direkt aus (3.7) die Nebenbedingung

div(u) — %p = 0. (3.9)

3.3. Gemischte Variationsformulierung

Mit (3.8) sowie (3.9) und den Gleichungen aus (2.34) erhalten wir schlieflich fol-
gende, gemischte Aufgabenstellung zur Berechnung der Verschiebung w in linear
elastischen, nahezu inkompressiblen Materialien.

Finde die Verschiebung und den Druck (u,p) € H'(Q,)? x L*(Q,),

welche
divue(u)+pI)+p, f=0 in Q,, (3.10a)
1
div(u) — P = 0 in Q, (3.10Db)

mit den Randbedingungen

U = Uy auf I'; p, (3.10c)
My 0 =g, auf I'; v. (3.10d)

erfullen.

Wie in (2.34) sind die Félle I'; p = () oder I'; y = 0 nicht ausgeschlossen, da es
eventuell gar keine Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen gibt.

Es besteht nun das Problem, dass die Gleichungen aus (3.10) noch von einigen de-
formierten Grofen abhéngen, wie zum Beispiel dem deformierten Gebiet €2,, dem
deformierten Rand I'; ., 7, oder g,. Diese Grofsen sind uns aber unbekannt, da
uns nur Angaben fiir die undeformierte Ausgangskonfiguration vorliegen. Jedoch
konnen wir durch die Einschrankung auf  kleine“ Deformationen die Anderun-
gen dieser fehlenden Grofen wiahrend des Deformationsprozesses als hinreichend
gering ansehen. Deshalb kénnen wir diese Grofen durch ihre Ausgangsgrofien
annahern. Zum Beispiel gilt

Q. ~0 flir hinreichend kleine Deformationen.

12



Um nun eine Variationsformulierung unseres Problems zu erhalten, welche die
Anwendung der FEM ermoglicht, gehen wir wie {iblich vor. Zuerst multiplizieren
wir unsere Gleichungen mit Testfunktionen v € Vo C V und ¢ € Qy C Q, wobei
sich die Rdume der Testfunktionen durch die Aufgabenstellung folgendermafen
ergeben

V= H'(Q)?, (3.11a)
Q= L*(Q), (3.11b)
Vo ={w e H'(Q)®: wloo\ry =0} = Hy(Q)°, (3.11c)
Qo = {w € L*(Q) : w|po =0} = L§(<2). (3.11d)

Danach integrieren wir iiber das gesamte Gebiet 2 und wenden den Gaufsschen
Integralsatz an. Schlieflich erhalten wir zum einen

0= —/diva(u,p)~de—/f-de
Q

Q

= [ o(u,p): (Gradv)" dQ— [ f-vdQ— [ @-o(u,p) v dl
/ [1ve]
= /Zus(u) : (Grad v)” dQ+/pI . (Grad v)T dQ
Q Q
— | frodQ2— [ g-vdly
[1ve]
= /2ue(u):s(v) dQ—{—/p-div('v) dQ
Q Q
_ f~de—/g~vdFN (3.12)

Q Cn

also

/f'de+/g-vdFN=/2us(u):e(v) dQ—l—/p-div(v) dQ  (3.13)

'y

und zum anderen

Oz/div(u)~qu—/%p~qu. (3.14)
Q

Q

13



Fiir die bi- bzw. linearen Terme in (3.13) und (3.14) fithren wir neue Bezeichnun-
gen ein.

/Q,ue(u) e(v) d, (3.15a)

Q

/q -div(w) dQ, (3.15b)
c(p, q) z/i p-qdQ, (3.15¢)

/

floy=[ f-v dQ+/g-v dl'y. (3.15d)

Damit kénnen wir das gemischte Randwertproblem der nahezu inkompressiblen,
linearen Elastizitdt mit kleinen Deformationen formulieren. Es besteht aus der
Losung des folgenden Sattelpunktproblems (3.16).

Finde die Verschiebung u € V = H'(2)? und den hydrostatischen
Druck p € Q = L*(Q), welche die Gleichungen

a(u,v) + b(p,v) = f(v) VwveV,, (3.16a)
b(g,u) — clp,g) = 0  VgeQ (3.16b)

erfiillen, mit der Dirichlet-Randbedingung

w(X)=uo(X) VXeTp. (3.16¢)

Diese Problem erfiillt die LBB-Bedingung und hat damit eine eindeutige Losung.

14



4. Gemischte Methode der finiten Elemente

Das Sattelpunktproblem (3.16) wollen wir nun mit Hilfe eines finiten Elements
und der Funktionenrdume V; C V und Q,, C Q diskretisieren, wodurch ein neues
Sattelpunktproblem erzeugt wird.

Dazu nehmen wir an, dass eine regulire Zerlegung 7, unseres Gebiets Q) € R?
mit np vielen Hexaeder-Elementen T und ny vielen Knotenpunkten vorliegt.
Wir entscheiden uns fiir das stabile Taylor-Hood-Element als finites Element und
haben daher folgende, diskretisierungsabhéngige Raume

Vi={v e COQ*NH Q) :v|jr € Q(T)* VT € Tp,}, (4.1a)
Qn={q €eCOONLYQ) :qlr € %(T) VT €T} (4.1b)
und fir die Testfunktionen
Vh,O = {’U eV, : ’U’aQ\FN = 0}, (410)
Qno = {q € Qu : qloa = 0}. (4.1d)

Das diskretisierte Sattelpunktproblem lautet somit:

Finde (up,pn) € Vi, x Qy welche,

a(up, v) + b(pn,v) = f(v) Vv eV, (4.2a)
b(q, up) — c(pn,q) = 0 Vg€ Qno (4.2b)

mit der Dirichlet-Randbedingung
wp(X) = uo(X) VXelp (4.2¢)

erfiillen.
Auch dieses diskretisierte Problem erfiillt die LBB-Bedingung.

Die Wahl (4.1) ist ein gemischter Ansatz, denn die Funktionen aus Vj bzw. aus
Vi werden elementweise triquadratisch und die Funktionen aus Qp bzw. Q¢
werden elementweise trilinear angesetzt. Unter Verwendung von passenden tri-
quadratischen und trilinearen, knotenorientierten Ansatzfunktionen ®® bzw. ¥
sowie €; als j-ten Einheitsvektor im R? lassen sich die Testfunktionen mittels einer
Zerlegung darstellen.

Ul(X) M N,q 'U:Ez) ' NN,q 3 ] '
v(X) = [wX) | = [ eO(X) =" Wel(x)e (4.3a)
' i=1 j=1

g(X) =) ¢ (X) (4.3b)
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Eine Testfunktion v € Vy, V}, o ist somit durch ny, Funktionswerte, und eine
Testfunktion g € Qyp,, Qp durch ny,; Funktionswerte gegeben. Auf jedem einzel-
nen Element 7" hingegen ist v jedoch schon durch 27 Knoten-Funktionswerte und
q bereits durch 8 Knoten-Funktionswerte bestimmt. Mit Hilfe der Koeffizienten
n (4.3) wird jeder Funktion v € Vj, bzw. ¢ € Qp, ein Vektor v € R"™ .« bzw.
p € R™™! zugeordnet.

Bekannterweise sind die Gleichungen (4.2a) und (4.2b) genau dann fiir alle Test-
funktionen v bzw. ¢ erfiillt, wenn sie bereits fiir alle Ansatzfunktionen ®® bzw.
W) aus (4.3) erfiillt sind. Durch diese Bedingung erhalten wir ny , + ny; Glei-
chungen. Weiterhin kénnen wir den Ansatz (4.3) auch fiir w;, und pj, einsetzen.
Dies tiberfiihrt das System (4.2) in ein lineares Gleichungssystem, welches wir in
Matrix-Vektor-Form darstellen kénnen. Wir schreiben

ERAI R (49

Dabei sind u und p die Vektoren der Koeffizienten u() bzw. p®, die aus der
Darstellung von uy, bzw. pj, iiber den Ansatz (4.3) resultleren

Das System (4.4) kann durch ein Bramble-Pasciak-Konjugierte-Gradienten-Ver-
fahren (BPCG-Verfahren) mit Vorkonditionierung gelost werden (siehe [11]). Da-
zu muss jedoch fiir jedes Element T € 7, die Elementsteifigkeitsmatrix und die

rechte Seite y
v Br Ry
|:BT T _CT} bzw. l 0 ] (4.5)

A € REPED B e REV® Cp e R®® Ry € RY (4.6)

mit

aufgebaut werden. Rein formal gilt

Ry = [f(@9&)l] 7 (4.7)
Ar = [a(®We, 808)|r] % (4.7b)
Br = [b(w®, @0&)[7] 70" (4.7¢)
Cr = [c(@®, 9O)7]7 (4.7d)

fiir alle ®@ |7 £ 0A VW | £0, alsoi=1,...,27und j = 1,...,8.
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5. Herleitung der Fehlerschatzung

Zur Steuerung der adaptiven Netzverfeinerung wird eine Grofe bendtigt auf deren
Basis entschieden werden kann auf welchen Elementen 7' die Losung wu;, im Ver-
gleich zu den restlichen Elementen einen grofen Fehler hat und welche Elemente
somit verfeinert werden miissen. Wir betrachten dazu das folgende Fehlerfunk-

tional
a(ey, ey) + cley, ep)

J(ep, ) = \/ao(eu’ e T ol ep). (5.1)

Die Fehler e, und e, in (5.1) sind durch

€y = U — Up, (5.2a)

ep=0D—Dp (5.2b)

als Differenz zwischen der exakten Losung und der Naherungslosung definiert.
Die neuen Bilinearformen ag (e, €,,) und co(ep, €,) sind dquivalent zu Quadraten
der H'- bzw. L?-Norm und werden spiter in (5.17) bzw. (5.18) definiert.

Wir betrachten nun den Zihler von J(e,, e,) aus (5.1) und erhalten
Z = a(ey, eu) + c(ep, €p)
= a(eu; €u) + b(ep, eu) — b(ep, €u) + c(ep, €p). (5.3)

Desweiteren fithren wir zwei Projektoren ;5 : V — V), sowie [},; : Q — Q) ein.
Unter Verwendung dieser Projektoren definieren wir die zwei Funktionen

vV =€y — Ipoeny, (5.4a)
e, — Inqep, (5.4b)

welche wir nun in (5.3) einsetzen kénnen. Mit der Darstellung der Bilinearformen
in (3.15) und durch die Galerkin-Orthogonalitit erhalten wir fiir Z den Ausdruck

A

Il
2

(€u, v) + b(ep, v) = (b(g, eu) = c(q; )
o(ey,ep)  €(v) dQ2 — /q (div(eu) - %ep) de. (5.5)

Q

u

Durch die Gebietszerlegung 7, von 2 folgt

z=%" /a(eu,ep):e(v) dT—/q (div(eu)—iep> ar|. o)

TET, T T
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Mit der Anwendung des Gaufischen Integralsatzes haben wir

7= T /ﬁ-a(eu,ep))-'vdF —/v-div(a(eu,ep)) a7

T FcoT b T
1
_Z/q (div(eu) — Xep) dT
T 7

T/v - (div(e(un, pn)) + f) dT+F;T F/'v-rF AF
/

+ zT: q <div(Uh) - %ph) dr (5.7)

= Z (<’U7TT>L2(T) + <q>7’p>L2(T) + Z <U>7’F>L2(F)> : (5.8)

Die Terme rp, rp und 7, in (5.8) werden durch (5.7) folgendermafsen definiert.

rp = div(o(un, pr)) + f, (5.9)
. 1

rp = div(u,) — N P (5.10)
0 fir F C Tp,

Tp = g—ﬁ-a(uh) fiir F C I'y, (511)
3 (7o (un))lry + (- a(up))lr,)  fir F =0Ty NIT.

Wir kénnen nun (5.8) mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung nach oben ab-
schitzen.

Z < Z (||'U||L2(T) ||TT||L2(T) + ||Q||L2(T) ||7"p||L2(T) + Z ||v||L2(F) HTF”LQ(F))
T F

(5.12)

Die Projektoren I, und [j,; kénnen so gewahlt werden, dass fiir 7' mit einer

gewissen Umgebung T sowie fiir F mit einer gewissen Umgebung F die folgenden
Interpolationsabschéatzungen

||v||L2(T) = ||eu - ]h,Z eu||L2(T) <c hr |€u|H1(’f) (513&)
1

||v||L2(F) = ||eu - ]h72 6u||L2(F) < e hT2 |6U|H1(ﬁ) (513b)

gl Loy = lep = Tnaepllpyiry < es ha® llenll (5.13¢)
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gelten (siehe [5] oder [4], S. 216). Wahlt man fiir beide den Clément-Interpola-
tionsoperator, so gilt & = 0. Mit den Abschétzungen (5.13) folgt aus (5.12)

hr o
Z < Cmaxz (\/_Z_H ||TTHL2 (1) V 2M|6U’H1(T) + I HGPHLz(f) HTpHLQ(T)
T

hTi )
' ZF: Nom 17l Loy V208l eul i) ) - (5.14)

Unter erneuter Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

M

2 o
ZScmax{;<%\erlle(T>+hT2 Iy + 52 52 el )}

A (2ulealiniy + lenll i + S2nlentisy ) (5.15)

[NIES

g{z( Il A Wl + 3 25 ||rp||L2F))}

1
A2ulealio + ol } - (5.16)
Fiir den zweiten Faktor in (5.16) gilt
2N|6u|%11(9) < /2,u Grad(e,)” : Grad(e,) d€

=: ap(ew, €u) (5.17)

und

2
leall2, o = /ep.ep do
Q

=: co(ep, €p) = A c(ep, €p). (5.18)

Durch Einsetzen erhalten wir nun

1

2
2 o 2 2
22 {5 (B2 el + 12 Iy + S el )}

{ao(ew, ea) + colep, ep)}%. (5.19)

Setzen wir nun diese Abschétzung des Zahlers in (5.1) ein, so folgt

h? h
YCSEINDD (5 lrelzyy + e ol ) +Z - o Ir el Lo ) :

T

(5.20)
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6. Aufgabenstellung fiir nichtlinear elastisches
Material unter grollen Deformationen

Wir wollen uns nun von dem Spezialfall des linear elastischen Materialverhaltens
mit kleinen Deformationen abwenden und zum allgemeinen Fall iibergehen. Der
Korper K, der ein gewisses Bauteil beschreibt, soll nun aus nichtlinear elastischem
aber immernoch aus nahezu inkompressiblem Material bestehen und es sollen nun
grofse Deformationen (bzw. Belastungen) erlaubt sein. Die grundlegenden Grofsen,
wie F oder C bleiben uns natiirlich erhalten, jedoch werden wir unsere bisherige
Theorie auf Grund der neuen Anforderungen erweitern.

6.1. Inkompressibilitat

Im Fall von nichtlinear elastischem Materialverhalten bedeutet die Forderung
nach Inkompressibilitdt zum einen, dass fiir die Determinante J von F' aus (2.21)
die Bedingung (6.1) gelten muss.

det F=J=1 (6.1)

Da J das Verhéltnis des Volumens vor und nach der Deformation beschreibt
(siehe [6]), wird dadurch gefordert, dass sich das Volumen wéhrend der Deforma-
tion nicht dndert. Im Falle von nahezu inkompressiblem Material muss (6.1) nur
anndhernd erfiillt sein.

Zum anderen schrankt diese Forderung die Wahl des Materialparameter K ein, der
iiblicherweise als Kompressionsmodul bezeichnet wird. Diese Zahl beschreibt die
Kompressibilitat des Materials, dass heifst, dieser Materialparameter beschreibt
wieviel Druck man aufbringen muss um eine relative Volumen&nderung zu er-
zeugen bzw. um das Material zu komprimieren. Da wir nahezu inkompressibles
bzw. vollstdandig inkompressibles Material betrachten wollen, miissen wir folgende
Wahl treffen

K — o0. (6.2)

6.2. Kinematik

Als Ausgangspunkt ist uns wieder das Kréftegleichgewicht laut (2.28) im Korper
K nach der Deformation ¢ gegeben. Die wirkenden Kréfte konnen dabei als
Volumenkrifte f entsprechend (2.27) oder Fliachenkrifte ¢ entsprechend (2.26)
vorliegen. Aufserdem haben wir fiir K eventuell Randbedingungen wie in (2.33)
oder (2.32) gegeben. Daraus kénnen wir die Existenz eines Spannungstensors
o € T folgern, der die Spannungen in der Momentankonfiguration €2, beschreibt
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und fiir den (2.29) - (2.31) gilt. Dass heift im Gleichgewicht unter gegebenen
Randbedingungen gilt
dive+p, f=0 in Q. (6.3)

Im Fall der nichtlinearen Elastizitdt gibt es aber kein einfaches Materialgesetz
mehr mit dem o berechnet werden kann. Jedoch werden zur Hilfe zwei neue

Spannungstensoren eingefiithrt: Man definiert den 1. und 2. Piola-Kirschhoffschen
1 2
Spannungstensor T" und T mit

F.-T (6.4)

2
. T-F* (6.5)

|

12
und T, T € Ty. Diese Grofsen sind somit transformierte Spannungsgrofsen und
2

beziehen sich zum Teil auf die Ausgangskonfiguration 2. Wie T berechnet werden
kann, werden wir im Folgenden besprechen.

Eine weitere neue Grofe wird durch den zweistufigen Tensor E(u; v) beschrieben.
Dabei handelt es sich um die Ableitung der Verzerrung E und es gilt

2 E(u;v) = Grad(v) - F*(u) + F(u) - (Grad(v))”

= Grad(v) + (Grad(v))”
+ Grad(u) - (Grad(v))” + Grad(v) - (Grad(u))”. (6.6)

6.3. Spannungstensor aus der freien Energiedichte

Zur Berechnung des 2. Piola-Kirschhoffschen Spannungstensors 12’ wird nun eine
neue Materialgréfe herangezogen, némlich die freie Helmholtz-Energiedichte pro
Masseeinheit ¢(C') bzw. die spezifische Verzerrungs-Energiedichte pro Volumen-
einheit ¢(C). Zwischen diesen beiden Dichten gilt der Zusammenhang

$(C) = pyd(C). (6.7)

Weiterhin lésst sich zeigen, dass die Energiedichte ¢ nicht direkt von dem Cauchy-
Green-Verzerrungstensors C' abhéngt, sondern nur von seinen drei Invarianten

1(C) =tr(C), (6.8a)
1(C) = %(u((:)? ~tr(C)), (6.8b)
13(C) = det(C) = J* (6.8¢)
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Dass heifdt
P(C) = ¢(u(C),12(C),13(C)). (6.9)

2
Aus der Thermodynamik ist bekannt, dass fiir T' die Clasius-Planck-Ungleichung
(6.10) gilt. Ein Punkt iiber einer Variablen markiert hier die iibliche Zeitableitung
dieser Variablen.

T C—pya(C) > 0. (6.10)

Da die elastische Deformation ein vollstandig reversibler Prozess ist, vereinfacht
sich (6.10) zu einer Gleichung und man kann mit Hilfe von (6.7) das folgende
Gesetz der Hyperelastizitdt ableiten.

9¢(C)

2
T =2
ocC

(6.11)

Der 2. Piola-Kirschhoff-Spannungstensor lasst sich also durch Ableitung der Ener-
giedichte bestimmen. Dabei wollen wir die Ableitung wie in (1.1) verstehen, das
heifst wir betrachten

9¢(C)

H(C+0C)=0¢(C)+ 5C

:6C +O(|[sC|?). (6.12)

6.3.1. Zerlegungsansatz nach Flory

Zur besseren Handhabung von (6.11) fithrt man nun eine multiplikative Zerlegung
von F' in zwei Anteil Fy und Fp durch. Dies ist tiblich bei der Betrachtung von
volumenerhaltenden, groffen Deformationen und geht auf Flory zuriick (siehe [6],
[8] oder [9]). Die Zerlegung wird deshalb ,Flory-Split* genannt und hat folgende
Gestalt

F=Fy,Fp (6.13)
mit der Festlegung

Fy=Jsl, (6.14a)

Fp=J3F. (6.14b)
Daraus folgt sofort

det (Fp) =1, (6.15a)

det (F'y) = J. (6.15b)

Mit diesen beiden Faktoren kann nun die Deformation in zwei Anteile zerlegt wer-
den: Der volumetrische Anteil F'y, beschreibt die reine Volumenadnderung nach der
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Deformation ¢, wohingegen der deviatorische Anteil Fp die reine Gestaltande-
rung von K durch ¢ beschreibt. Dies wird von den Gleichungen (6.15a) und
(6.15b) widergespiegelt. Da die Determinante von Fp gleich eins ist, geht mit
F p keine Volumenanderung einher.

Die Forderung nach Inkompressibilitét (6.1) ldsst sich nun zu folgender Bedingung
abwandeln

det (Fy) = 1. (6.16)

Der Ansatz aus (6.13) wirkt sich auch auf den Cauchy-Green-Verzerrungsten-
sor aus, da dieser nun auch in zwei multiplikative Anteile zerlegt werden kann

C=CpCy. (6.17)
Als deviatorischen Anteil erhélt man
Cp=F, Fp,=J5C, (6.18)
als volumetrischen Anteil bekommt man

Cy=F/Fy,=Jil (6.19)

6.3.2. Darstellung der Spannung und der Energiedichte

Weiterhin ldsst sich der Ansatz aus (6.13) auf die spezifische Verzerrungs-Energie-
dichte ¢ iibertragen. Fiir inkompressibles Material nimmt man an, dass es die
folgend Darstellung gibt

¢(C) = ¢p(Cp) + ¢y (Cv) (6.20)
= ¢p(11(Cp),12(Cp)) + by (11(Cv ), 12(Cv ), 13(Cv)).

Ublicherweise stellt man ¢ aber wiefolgt dar

5(C) = 60(Cp) + K (6 (V) (6.21)
= 60(1(Cp),12(C)) + 3K (1(Cv),1a(Cv), 15(C ).

Wir nehmen also an, dass es einen deviatorischer Anteil ¢p gibt, der die Ge-
staltdnderung unseres Korpers beschreibt und ein volumetrischer Anteil ¢y, der
die Volumendnderung beschreibt. Jedoch ist die spezifische Verzerrungs-Energie-
dichte ¢ nicht eindeutig definiert, sondern es gibt verschieden, plausible Moglich-
keiten, wie sie gewéhlt werden kann (vergleiche [7], S. 41).
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Zur weiteren Vereinfachung nehmen wir an, dass der erste Anteil nur von ¢;(Cp)
abhingt und dass der zweite Anteil nur von t3(Cy) = J? abhiéingt. Auferdem
sollte ¢y konvex sein und die Nebenbedingung

dy(J=1)=0 (6.22)

erfiillen, um zu beschreiben, dass sich das Volumen nicht éandert, wenn der Wert
der Determinante von F' gleich Eins ist.

Wir wahlen also

8(C) = 60(1(Cp)) + FK AW (15(Cv) (6.23)
— o (1) + 5KAH(C) (6:21)
— o (i ) + 5 KAH(C) (6.25)

Eine passende Wahl fiir nahezu inkompressibles Material ist eine Vereinfachung
der Materialfunktion fiir Mooney-Rivlin-Material. Wir wéhlen also wie in [8] vor-
geschlagen

6(C) = c(1a(Cp) — 3) + %K n(5(Cy))?

B tr(C) 1 5
als Materialfunktion fiir die spezifische Verzerrungs-Energiedichte. In dieser Dar-
stellung wird der deviatorische Anteil durch ¢ (tr(C) ¢3(C)~"/* — 3) und der vo-
lumetrische Anteil durch In(e3(C')) beschrieben.

Wir kénnen nun die gefunden Darstellung (6.23) von ¢ in die Darstellung (6.11)
des 2. Piola-Kirschhoff-Spannungstensors einsetzen und erhalten

2. 0¢(C)
r=2 ocC
~,0¢p d gy
=250 +koy 25 (6.27)
T T

Fiir nahezu inkompressibles Material konnen wir aber (6.27) in dieser Form nicht
verwenden, da K entsprechend (6.2) divergiert und somit auch der zweite Sum-

2

mand in T divergiert. Wir kénnen jedoch den gleichen Ausweg nutzen, der uns
bereits im Falle der linearen Elastizitdt geholfen hat. Wir konnen den problema-
tischen Term durch eine Substitution aus der Gleichung entfernen. Dazu fiithren
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wir analog zu (3.7) eine neue, skalare Variable p ein, die wir wieder als hydrosta-
tischen Druck im Bauteil bezeichnen wollen und die durch

p=K oy(t3) = % ov(t3) auf €. (6.28)

mit der Bezeichnung
13 =13(C) = J? (6.29)
definiert ist.
Der Materialparameter x in (6.28) ist das Reziproke des Kompressionsmoduls
und wird als Kompressibilitdat des Materials bezeichnet. Offensichtlich gilt
k=0 fiir inkompressibles Material, (6.30a)
k20 fiir nahezu inkompressibles Material. (6.30b)
Setzen wir nun (6.28) in (6.27) ein, erhalten wir

T(u,p) = Tp(u)+p Sy (u). (6.31)

Man beachte, dass die beiden zweistufigen Tensoren T'p und Sy eigentlich von
C abhingen, aber dadurch auch von der Verschiebung u abhéngen.

Neben einer neuen Formulierung fiir den 2. Piola-Kirschhoff-Spannungstensor
erhalten wir jedoch auch eine Nebenbedingung fiir unser Verschiebungsproblem,
denn zusétzlich zu (6.3) muss nun auch (6.32) gelten.

ov(t3) —kp =0. (6.32)

6.3.3. Ableitung

Nun miissen wir klaren, wie wir die Ableitungen von ¢p und ¢y nach C in (6.27)
bestimmen konnen. Dies ist auf dem direktem Weg eher schwierig, kann aber
durch einen kleinen Umweg mit einer neuen Idee wesentlich vereinfacht werden.

Wir fiihren dazu die neuen Gréfsen q; fiir i = 1,2, 3 ein. Diese werden durch (6.33)
definiert.

a;(C) = %tr(Ci) : (6.33)

Wie in [10] beschrieben wird, kann man nun die Invarianten von C' in Abhéngig-
keit von a; darstellen.

u(C) = ai, (6.34a)
1

LQ(C) == LQ(CLl, CLQ) = 5 (CL12 - 2@2) y (634}3)
1

L3<C) = Lg(al, asg, ag) = 6 (Cl13 — 6@1@2 + 6@3). (634C)
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Mit (6.34) kann man die Funktionen ¢p und ¢y umformulieren, sodass sie nur
noch von a; abhédngen. Laut (6.24) erhalten wir fiir ¢

6(C) = dplar - 15 + 5 Kov?(1a)

= 9251)(@1, Lg(al, as, CL3)) + % K ¢V2(L3((Z1, as, ag)) (635)

1
= ¢plar, az, a3) + 3 Kov? (a1, ag, az).
Nach Einsetzten von (6.34) in (6.35) bezeichnen wir beide Funktionen wieder mit
¢p(ai, az, a3) und Py (ar, az, az).

Die Ableitung von ¢p(C') bzw. ¢y (C') nach C kénnen nun als Tensoren 2. Stufe
aus (6.35) unter Anwendung der Kettenregel bestimmt werden. Es gilt

5¢D 8¢D a'17a27a3) da;
Tp=2"2"2=2 § j( 3 ac) (6.36a)
und
o 8¢V & 3¢V al,a2,a3) d a;
Sy =2-"—". § ( e ) (6.36b)

8@2

Die hinteren Ableitungen 5% € Ty konnen wir, wie in [10] beschrieben ist, mit
Hilfe einer Taylorentwmklung bestimmen. Wir erhalten stets

535G c (6.37)

Die anderen Ableitungen

d ¢play, az,az) und d gv(ay, a, az)
da; da;
héngen dagegen immer von der verwendeten Materialfunktion fiir die spezifische
Verzerrungs-Energiedichte ¢ ab. Auf Grund unserer Wahl der Materialfunktion

fiir i =1,2,3 (6.38)

a1

6(C) = ¢ ( _ 3) n %K n(s(ay, az,a5)?  (6.39)

LS(ala az, a3>1/3

nach (6.26) erhalten wir fiir (6.38) einfache Ausdriicke (siehe A.1). Insgesamt
ergibt sich

0¢p d¢p 0ép 9
Tp=2 5l 2RO v R (6.40a)

00y 0 v IOV o
Sv=25 125 o 2 e (6.40D)
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6.4. Gemischte Variationsformulierung

Mit Hilfe der Gleichungen (6.5), (6.31) und (6.40), welche die Berechnung des
Spannungstensors ermdglichen, und durch die Nebenbedingung (6.28) erhalten
wir nun aus den Gleichungen (2.29) - (2.34) die Formulierung unseres Problems
mittels Differentialgleichungen.

Finde die Verschiebung und den Druck (u,p) € H*(Q,)? x L*(Q,),

welche

dive(u,p)+p, f=0 in Q,, (6.41a)
ov(t3) —kp=0 in Q, (6.41b)

erfiillen, mit

2
Jo(u,p)=F-T(up) F"

=F {Tp(u)+pSv(u)} - F" in Q, (6.41c)
U = U auf I'; p, (6.41d)
1
n, - T =g, auf I'; v (6.41e)

Je nach Aufgabenstellung konnen I'; p und I'; x leere Mengen sein.

Um die Methode der finiten Elemente auf (6.41) anwenden zu konnen, benotigen
wird die gemischte Variationsformulierung des Problems. Dazu multiplizieren wir
mit Testfunktionen v € Vy bzw. ¢ € Qp und integrieren iiber das gesamte,
gegebene Gebiet. Als passende Rdume wéhlen wir wie in Kapitel 3.3

V= H'(Q)?, (6.42a)
Q= L*(®), (6.42b)
Vo={v € V: v|gpa\ry = 0}, (6.42¢)
Qo ={q € Q: qloo =0}. (6.42d)

Dabei ist zu beachten, dass durch die Parametrisierung von €2, fiir alle 7 > 0 mit
P die folgenden Raumgleichheiten gelten.

HY(Q,)* = H' (), (6.43a)
L2(Q,) = L*(Q). (6.43b)
Wir erhalten
/diva-vdm+/p7f-vdx:0 Yv €V (6.44a)
Q. o
/(d)v(bg) —kp)-qdz =0  VgeQ (6.44b)

Q,
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Mit dem Integralsatz von Gauk folgt aus (6.44a) die Gleichung

/0:(gradv)TdQF/pff-vdQT+/ﬁT-a-vdFT Vv €V, (6.45)

Qr Qr sl

Im Gegensatz zur Betrachtung kleiner Deformationen, kénnen wir nun die defor-
mierten Grofen, wie zum Beispiel €2, oder I'; ., nicht durch die Ausgangsgrofien
approximieren. Mit Hilfe von J kénnen wir die Werte jedoch recht einfach trans-
formieren, denn es gilt

dQ: = [g4, 9. g5 dn'dn’dy’
=[F -G\, F- G, F- Gy dy'dp’dy®
= det F[G,, Gy, G3) dn'ddn’
= J dQ (6.46)

mit dem Spatprodukt [-, -, -], oder

pr=J p. (6.47)

2
Mit E(u;v) aus (6.6), der Transformation (6.46) und der Symmetrie von T folgt
fiir das erste Teilintegrale in (6.45)

/a’ : (grad v)" dQ, = /J o : (grad v)” dQ

Q,

0
2

/(F T -FT): (gradv)” dQ

Q

2
(T-F"): (gradv)” - F dQ

T B(u:v) d. (6.48)

28



Das dritte Teilintegral in (6.45) lasst sich zu folgendem Ausdruck umformen.

/ﬁT-a-vdFT: /ﬁT~a~vdFT,N

T FT,N

= /g-'v dly. (6.49)

Zuletzt erhalten wir mit (6.47), f(x) = f(X) und der Annahme p = 1 aus dem
zweiten Teilintegral die Gleichung

/pr-deT:/f-de. (6.50)
Q

Q,

Die zweite Gleichung (6.44b) lasst sich leichter behandeln. Mit 0 < J ~ 1 aus
(2.22) ergibt sich die Darstellung

0= / (6 (1a) — kp) - q A,

Q-

- / J (év(is) — £p) - q A0

= Q/¢V(L3) q dQ — /l-i pq dSd. (6.51)

Q

Zusammen erhalten wir also aus (6.44a) und (6.44b) die folgende neue Formulie-
rung

2
/f-de+/g-vdFN:/T(u,p):E’(u;v)dQ Vv € Vy,
Q Ty
(6.52a)
0= [ ¢v(s(u))gd2— [ KpgdQ Vg€ Q.
/ /
(6.52b)
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2
Wir erinnern uns, dass T mittels (6.31) zerlegt werden kann und wir fithren nun
fiir die obigen Integrale neue Bezeichnungen ein.

ap(u;v) = / Tp(u): E(u;v) d, (6.53a)
(u,p;v pSv(u): E(u;v) d, (6.53b)

ov(tz(u)) q dQ, (6.53¢)

Kk pqdQ, (6.53d)

f-vdQ+ /g -v dly. (6.53¢)

NN

-
o o
)
]

Unter Verwendung dieser Bezeichnungen kénnen wir die gemischte Randwertauf-
gabe der nahezu inkompressiblen, nichtlinearen Elastizitét unter grofen Deforma-
tionen mit Hilfe eines nichtlinearen Gleichungssystems formulieren. Man erhalt
das nichtlineare, Sattelpunkt-ahnliche Problem (6.54).

Finde die Verschiebung v € V = H'(Q)? und den hydrostatischen
Druck p € Q = L?(Q), sodass das Gleichungssystem

ap(uw;v) + ay(u,p;v) = fo(v) YV v eV, (6.54a)
bo(uiq) —  clprg) = 0 VgeQ (6.54b)

und die Dirichlet-Randbedingung
w(X) = ug(X) VXelp (6.54c¢)

erfillt sind.

Das Problem (6.54) ist jedoch nicht vollstdndig nichtlinear, dass heifst nur u geht
nichtlinear in die Gleichungen ein, die anderen Variablen v, ¢ sowie p sind nur
linear im System enthalten.
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7. Losungsstrategie

Im folgenden Abschnitt werden wir beschreiben wie wir die Lésung unseres Pro-
blems (6.54) mit einem Newton-Verfahren bestimmen kénnen. Dabei werden wir
in jedem Newton-Schritt auf eine lineare Gleichung stofen, die wir mit Hilfe der
gemischten FEM diskretisieren werden, sodass ein lineares Gleichungssystem ent-
steht. Dieses wiederum kénnen wir mit dem Bramble-Pasciak-CG 16sen. Dadurch
ergibt sich ein geschachteltes Iterations-Verfahren.

7.1. Newton-Verfahren

Mit (6.54) haben wir also die nichtlineare Gleichung

ap(u;v) + ay(u,p;v) — fo(v)

bo(w; q) — c(p; q) = A(u,p;v,q) =0, (7.1)

die fiir alle v und ¢ gelten soll und die wir nach w und p 16sen miissen. Dazu
bietet sich ein Newton-Verfahren an, dass heift wir wéhlen eine Startlosung fiir
(u,p) und l6sen mehrmals die Gleichung

A'(u,p;v,q,0u,0p) = —A(u,p;v,q) YveVy,qgeQ (7.2)

wobei wir jedesmal eine neue, aktualisierte Startlosung (u, p) mit
u u ou
= + 7.3
M H [519] =

Da diese Verfahren nur lokale Konvergenz hat und wir garantieren wollen, dass
wir mit unserer Startlosung (i. A. gilt (Winit, pinit) = (0,0)) zur gesuchten Losung
(u,p) konvergieren, verwenden wir inkrementelle Lastschritte. Dass heift, wir
lassen den Term f(v) nur mit einem Skalierungsfaktor ¢ € [0¢,1] und 0 < §t < 1
in die Gleichung eingehen. Anstatt (7.1) betrachten wir daher die Gleichung

verwenden.

ap(u;v) + ay(u,p;v) —t fo(v)

bo(w; q) — c(p; q) = A(w.pt;v,q) = 0. (7.4)

Der Faktor ¢ muss zu Beginn des Newton-Verfahrens nun hinreichend klein ge-
wahlt werden und er wird im Iterationsverlauf schrittweise um 6t erhoht bis ¢t = 1
gilt und somit die tatséchliche Randbedingung in der Gleichung enthalten ist.

Wir fithren somit folgende Newton-Iteration aus.
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Newton-Iteration

(I) Wihle eine geeignete Startlosungen (w, p) = (Winit, Pinit)-
Wihle einen hinreichend kleinen Faktor ¢ = dt.

(I2) Lose die Newton-Gleichung (7.5) nach du und ép auf.
(I3) Setze u = u + du, p = p+ op.

(I4) Ist % > e101, dann wiederhole (I2)-(I4).

(I5)

(16)

Ist t < 1, dann setze t = t 4 6t, wiederhole (I2)-(I5).
Ist ¢t = 1, dann stoppe die Iteration mit der Losung (u, p).

Die Gleichung (7.5) ergibt sich analog zu (7.2) als

Al(uap; v, 4, 5“76]3) = —A(’U,,p,t, ’U,(J) Ve VO? qec QO' (75)

7.2. Newton-Gleichung

Im Schritt (I2) missen wir die Newton-Gleichung (7.5) 16sen. Dazu benétigen wir
die Darstellung der linearen Abbildung A’(u, p; v, q,du, dp). Diese ergibt sich aus
der Taylor-Entwicklung von A(u, p,t;v,q), als erste Ableitung von A angewandt
auf (du, dp).

A(u+0u,p+op,t;v,q) = A(u,p, t;v,q)
+ A'(u,p; v, q,0u,dp)
+O([6ul”) + O(||op]1*) + O(||6w]| - |6p])).  (7.6)

Um A’ zu bestimmen, entwickeln wir also A nach (du,dp) und vernachlissigen
alle nichtlinearen Terme O(||0p||*), O(||6u|*) sowie O(||du]| - ||6p|), da sie hin-
reichend klein sind. Den iibriggebliebenen, linearen Anteil sortieren wir danach
nach A'(u,p;v,q,0u,dp) und A(u,p,t;v,q).

Fiir die gesuchte Taylor-Entwicklung erhalten wir nach dem Einsetzen von (7.1)

in (7.6) die Gleichung

A(u +du,p+0op,t;v,q)

_ |ap(u+du;v) +ay(u + du,p+p;v) —t fo(v) (77)
bo(w + du; q) — ¢(p + 0p; q) ' '

Daraus ergibt sich, dass wir die Taylor-Entwicklungen der Bilinearformen bend-
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tigen, dass heiftt, wir miissen

ap(u+du;v) = [ Tp(u+du): E(u+ du;v) d©2, (7.8a)

ay(u + du,p + dp; v) (p+p)Sv(u+du) : E(u+du;v) dQ,  (7.8b)

bo(u + 0u; q) ov(3(u + du)) g dQ, (7.8¢)

SE @L SR

c(p + 0p; q) K (p+ 0p)q dQ2 (7.8d)

bestimmen. Dazu sollten wir zuerst die Terme der Integranden behandeln. Dass
heifst, wir wollen zunéchst die linearen Anteile von E(w), E(u;v) sowie von
Tp(u), Sy(u) und von ¢y (u) bestimmen. Mit der Taylor-Entwicklung bis zum
linearen Glied erhalten wir folgende Zusammenhénge

B(u + 6u) — E(u) = E(u: 6u) + % Grad(du) - (Grad(su))”  (7.9)
und

E(u+du;v) = E(u;v) + % {Grad v - (Grad du)” + Grad du - (Grad v)"}

J

::Gzzgu;v)
= E(u;v) + G(0u;v). (7.10)
Mit (7.9) folgt
0Tp(E
Tp(u+ou) = TD(u)—l—% : E(u;0u) + O(||6ul?). (7.11)
Analog zu (7.11) folgt nun fiir den Tensor Sy
0Syv(E
Sv(u+ou) = Sv(u)+ﬁ : E(u;0u) + O(||6ul?). (7.12)

OF

Zuletzt wollen wir ¢y linear entwickeln. Es ergibt sich

v s+ 0)) — o () — O(oul?) = P2AED. .
00 g
=2 3C E(u;du)

= Sy(u): E(u;du). (7.13)
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Wir kénnen nun unser Ausgangsproblem (7.8a)-(7.8d) behandeln und erhalten

bo(u + du;q)

~ [aovtatw) +a25%  Blusou) 4+ O(loul?)

Q

-waw@+/ésmm:Emﬁwdn+ome> (7.14)

und

(p;q) + c(dp; q) (7.15)

sowie

ap(u + 0u; v)

_ / To(u + 6u) : E(u+ 6u: v) d9

Q

= / <TD(u) + 8%151?) : E(u;du)) :(E(u;v) + G(du;v)) d2

+O([[5u]?)
:/TD(u) . E(u:v) dQ+/TD(u) . G(6u: v) dQ

Q

Q
+/E(u;v) : 881;717 : E(u;ou) dQ
Q

+/G(<5u; v): 88% : E(u;du) dQ
Q

+O(]l6u’)

=ap(u;v)

+/E’(u;'v) : 881;; : E(u;du) dQ

Q

+ /tr((Grad v)" - Tp(u) - (Graddu)) dQ (7.16)
+O0(]l6u?)
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und zuletzt

ay(u + du, p + op; v)
= /(p+ op) (Sv(u) + OL(E) : E(u;éu)) (E(u;v) + G(du;v)) dQ

OFE
Q
+O(l6u?)
= /pSV(u) : E(u,v) dQ + /(5pSV(u) D E(u,v) dQ

+/E(u;v) :pa%VéE) : E(u;du) dQ

Q

+ /tr((Grad v)" - pSv(u) - (Graddu)) dQ
Q
+O([dul®) + O(/[8pl| [|6ul]) + O(/[3pl| |6ul*)

_aV u,p;v )+va(u 5pa )

/Euv

+ /tr((Grad v)" - pSy(u) - (Graddu)) dQ
Q
+O([|6ul*) + O(||dpl| | 6w]])- (7.17)

: E(u;du) dQ

Wir setzen nun die Ergebnisse von (7.16) - (7.15) in (7.7) bzw. (7.6) ein und
erlangen die folgenden zwei Gleichungen
ap(u + du; v) + ay(u + du, p + dp; v) — t fo(v)

= ap(u; v) +av(u,p;v) —t fo(v)
—|-CLV (5p )

/E u; 'v ( a%VéE) + M(;Dl;E)) . E(w; 0u) d

+ /tr((Grad v)" - (pSv(u)+ Tp(u)) - (Graddu)) dQ
+ O([l6ul]*) + O(l[op]|*) + O(/|dul| - ||6p]]) (7.18a)
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und
bo(u + du; q) — c(p + dp; q)
= bo(u;q) — c(p; q)

+ /q Sv(u): E(u;du) dQ — c(dp; q)
Q
+O([6u]?) + O(lI6plI*) + O(llowl| - [16pl])- (7.18Db)

Um die Ubersichtlichkeit in (7.18) zu verbessern fiihren wir nun neue Bezeich-
nungen ein. So haben wir zum einen den Materialtensor

05y(E) 0 Tp(E)

M = OE OF (7.19)
und zum anderen die Bi- und Linearformen
a(u,p;du,v) = /E(u, v):IM: E(u;du) dQ (7.20a)

+ /tr((Grad v)" - (Tp(u) +pSv(u)) - (Grad du)) d,

b(u;dp,ou) = /5p(SV(u) : E(u;u)) dQ, (7.20b)
Q

c(dp; q) = / K (0p - q) dQ, (7.20¢)

flt,u,p;v) =t fo(v) —ap(u;v) — ay(u,p;v), (7.20d)

9(u,p;q) = c(p; q) — bo(u; q). (7.20e)

Fiir den vierstufigen Tensor 9 gilt weiterhin

0Tp(C) d8yv(C)
ac o

Die beiden Summanden in (7.21) lassen sich nun durch erneutes Ableiten von
(6.36) bzw. (6.40) bestimmen. Das heifst, wir haben als Ausgangspunkt die Dar-
stellung der Spannungstensoren

M =2 (7.21)

3

T, = QZ (MD glé%%) CH> , (7.22a)
3
0 ¢y (a1, az, asz) i—1
=2 Z ( 3 ci ). (7.22h)
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Durch formales Ableiten erhalten wir

0Tp(C) d¢plar,as, az) ;4

oC 8C(QZ< ga. C ))
3 o ang angacifl

_ i—1

—2;<C (8ai>+8ai ac)
> o (9ép) da; 0bpd C!
Z(C a(a) ) 22(% )

2 i—1
a ¢D C’“le) +2Z<%¢Zf" 6800 ) (7.23)

i=1

und analog dazu
88y (C) (PO it i 8(15‘/802 !
“EVAE) 9 cilci 2 . 24
9C ; daa,C ¢ )T Z da, (7.24)

Die Ausdriicke C771C* ! und 26~ sind als vierstufige Tensoren zu verstehen
oC g
und es gilt

ﬂ:o firi=1

oo |96

oC %:j fiiri =2 (7.25)
¢ fiir i = 3

Hier ist O der vierstufige Nulltensor, J der vierstufige Einheitstensor und € ist
jener Tensor, der

C: Y=Y -C+C-Y VY €T, (7.26)

2
realisiert. Die Ableitungen M%(a# nd Z¢v(aiazas)
a; a; Oa;a;

genauer beschrieben. Wir erhalten schliefslich

sind im Anhang A.2

8TD _ O°OD i1 it 6¢D~ 3¢D
_QUE I(ZMZGJC C aGQJ 8a3€ (7.27a)

0 ¢V j—1 vi—1 6¢V~ ad)V
_2§ (aaz%c C a@J aa3€ (7.27b)

2,7=1

Wir kommen nun auf (7.18) zuriick und lassen jetzt die hinreichend kleinen, nicht-
linearen Terme fallen. Damit erhalten wir aus (7.18a) und (7.18b) die folgenden
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zwei Gleichungen

ap(u + du;w) + ay(u + du,p + op;v) — t fo(v)
= —f(t,u,p; v) + a(u, p; du, v) + b(u; op, v) (7.28a)

und

bo(u + du;q) — c(p + dp; q)
= —g(u,p;q) + b(u; q,0u) — c(0p; q). (7.28b)

Mit (7.28) kénnen wir A(u,p,t;v,q) und A'(u, p;v,q,du,dp) aus (7.5) neu for-
mulieren als

~Awptiog = [T (729

und

(7.30)

A/('u,,p; v,q,0u,0p) = {a(uapQ du,v) + b(u;op, ’0)} ‘

b(u;q,0u) — c(ép; q)

Schliefslich erhalten wir in jedem Newton-Schritt die Newton-Gleichung (7.5) in
folgender Form.

Finde fiir ein gegebenes Tripel
(t,u,p) € (0,1] x {uw e H(Q)®: u|r, = uo} x L*(Q)
die Losung (0w, dp) € HY(Q)? x L?(Q2) des Gleichungssystems

a(u,p;du,v) + b(u;op,v) = f(t,u,p;v) VoveVy, (7.3la)
blusq,0u) —  c(0p;q) =  g(u,piq)  Vqge Qo (7.31b)

sodass auf I'p die Bedingung du = 0 erfiillt ist.

7.3. Gemischte Methode der finiten Elemente

Durch (7.31) ist uns ein lineares Sattelpunktproblem gegeben, welches analog zu
dem Problem (3.16) ist und welches mit der gleichen, gemischten Methode geldst
werden kann, wie sie in Abschnitt 4 beschrieben wird.

Wie bei der Behandlung der linearen Elastizitit, gehen wir nun davon aus, dass
eine regular Zerlegung 7;, des Gebiets €2 mit ny vielen Hexaeder-Elementen T
und ny vielen Knotenpunkten vorliegt. Wir wahlen das stabile Taylor-Hood-
Element, durch welches die Verschiebung elementweise triquadratisch und der
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Druck elementweise trilinear angesetzt werden. Als Funktionenrdume erhalten
wir somit

Vi={v € CQ*NH Q) :v|r € Qu(T)® VT €T}, (7.32a)
Qu={q €eCONL*NQ) : qlr € Q(T) VT €T}, (7.32b)
Vio={v € Vi : v[pa\ry = 0}, (7.32¢)
Qno = {q € Qn : qlon = 0}. (7.32d)

Wir wahlen passende, knotenorientierte triquadratische und trilineare Ansatz-
funktionen ®® bzw. ¥\ und kénnen so die Funktionen aus Vj, V;, o, Qy, sowie
Qo durch die Zerlegungen (4.3a) bzw. (41.3b) darstellen.

Durch diesen Finite-Elemente-Raum erhalten wir das folgende diskrete Sattel-
punktproblem.

Finde (0w, dp) € V;, x Qp, sodass fiir das gegebene Tripel

(t,u,p) € (0,1] x {uw €V, :ulp, =up} x Qy
das Gleichungssystem
a(u,p;du,v) + b(u;op,v) = f(t,u,p;v) VveV,, (7.33)
b(u;q,0u) —  c(dpiq) = g(u,piq)  VgeQuo (7.33b)
mit der Dirichlet-Randbedingung du|r, = 0 erfiillt ist.
Durch die Darstellung (4.3) mit

Vi,2du < odu€ R™Wa,

@h > 6p PEEN 61_) c RnN’l (734)

kann das Problem (7.33) zu einem linearen Gleichungssystem in Matrix-Vektor-
Form umgeformt werden. Man erhélt analog zu (4.4)

o L) = E] =

Diese System (7.35) kann wie in Abschnitt 4 mit einem BPCG-Verfahren und Vor-
konditionierung geldst werden. Dazu bendtigen wir die Elementsteifigkeitsmatrix
und die elementweise rechte Seite auf T € 7},

Ar  Br Byr
{BTT _CT:| und |:Rg,T:| (7.36)

mit

Ar e ROUBD B c ROUS) 0 e ROS) R c R R, p € RS (7.37)
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Wir erhalten komponentenweise

Az @kt Gy = a(u, p; Ve, W) p, (7.38a)
Br ki) = b(u; U9, 08|, (7.38h)
Cr iy = (W09, (7.38¢)
Ryryeny =t fo(@WE) |7 — ap(u; @0&)|r — ay (u, p; @¥é&)|p,  (7.38d)
Ry iy = ¢(p; W) |7 — bo(u; €)1 (7.38¢)

Dabei seien €; wie iiblich die drei Einheitsvektoren im R? und ® seien jene 27
triquadratischen sowie U® jene 8 trilinearen Ansatzfunktionen, die auf 7" nicht
vollstandig verschwinden.
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A. Anhang

A.l.
Es gilt
3¢D(a17a27a3) _ 8¢D(Q17L3) + 8¢D(01,L3) 8L3(a1,a2,a3)
8ai o 8ai 8L3 8ai ’
d¢v(ar,az,a3) 9y (i3) Is(ar, az, as)
8ai 8L3 3ai

mit den Ableitungen von 3 = t3(ay, as, as) aus (6.34)

Jdig
day
duz
Tag__ah
81,3

das

= L2(a17a2) = 5(112 — az,

=1

Durch

ai

op(ai,t3) =c¢ ( 75 3) und ¢y (e3) = In(esz(a1, az, as))

t3(a1, az,as)

nach (6.39) gilt zusétzlich

8¢)D(a1,L3)_ 8 aq _ - 8 —1/3
730@ —aiaj C 7L31/3 3 —Caiaj(al[ﬁ )

8¢)D(a1,1,3)_ 6 a1 _ - 8 —1/3
O3 T O ¢ 131/3 3 _caTg(a”?’ )

1 —4/3
=——cajt ,
3 163

Odv(tz) 0 !
D0 a—bg(ln(Lg)) = —.

L3

Schlieflich erhalten wir die Ableitungen

8¢D(a1,bg) + 8¢D(a1,L3) 81,3

8¢D(a1,a2,a3) . day D13 37041 1=1,
da; ") 9¢pla,i3) Iz i_a3
abg Bai o
8¢V(a1,a2,a3) o a¢v(b3) abg
8&1‘ n abg (9611‘.

(A4)

(A.6)

(A7)
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A.2.

Mit (A.8) folgt

ala az, aS
8aj 80,1

_ 0 (99¢p(ar,es(a1,az,a3)) n d¢plai,i3(ar,az,a3)) O
8(1J 8@1 8L3 8(11
i d¢p(a1,ts(ay,as,as))
8 8a1
6 8¢D(a1,bg(a1,a2,a3)) 8L3 8¢D(a1,L3) 82L3 A
<z - . 1
+ Baj ( aLg 5‘a1 + abg aal (90,]‘ ( 0)

Wir miissen nun beachten, dass die Ableitung da—aj() in (A.10) als vollstandige
Ableitung nach a; gemeint ist und wir somit auch alle inneren Ableitung durch-
fithren miissen. Wir erhalten deshalb

9 (8¢D(a1,a2,a3)> _ 0%¢p(a1,3) n ¢p(ai,is) Iz

87aj 8a1 6(11 aaj (3'(11 aLg 3aj
n *¢plai,t3) Oz n 0 ¢plai,t3) O3 Otz
8L3 Baj 8&1 8L32 (9aj 8a1
8¢D(01,L3) 82L3 A
. A1
+ 8L3 [“)al 8aj ( )

Fiir 7 = 2,3 folgt aus (A.8) direkt
8 <8¢D(a13a23a3)>

87aj 6@2‘

_i d¢p(ai,ts(ar,az,a3)) Ous

o 8a]~ abg 8@2'

_ 0 (9¢p(ar,s(a, a2, a3)) 5L3+3¢D(01,L3) 0% 13

- da; Jdts 0a; O3 Oa; Oa;

_ 52¢D(G1MS)+32¢D(ahb3)ab3 dws  O¢plar,z) 0%es ' (A.12)
Ot Oa; 0132 daj da; O3 Oa; Oa;

Die einfachen Ableitungen von u3(as, as, as) nach a; sind aus (A.3) bereits be-
kannt. Fiir die zweifachen gilt

o L3(al,a2,a3) -
le =a, (Al?)a)
d%13(ay, a2, a3) o
aber die meisten werden Null
(92 L3 - (92 L3 - 82 %3 - 62 L3 —0. (AlBC)

8&18(13 n 6&22 n 8a28a3 n 8a32
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=

Desweiteren finden wir wegen (A.5) sowie (A.6) die folgenden zweifachen Ablei-

tungen

~1/3
9> ¢plar,is) 9 (CLP’ ) _0

3a18aj o 8aj
2 9 (-Lcay 153
0% ¢p(a1,s) 3¢¢1 3 deaq _z
= = L
0132 Ot 9 3 7
2 9 (-Lcay 153 .
8 ¢D(a1,L3) o 3 183 o 0 Vi :2,37
5L38aj aaj *%CL:’;% 71=1

Neben (A.14) gilt fiir i = 2, 3 auch

0% ¢p(ay,is) _
8ai 8aj

Zusammen ergibt sich

P¢plai,as,a3) P ¢plai,ez) diz 9 ¢plai,ts) i

5‘a1 8aj 6‘a1 aLg 8aj aLg 8aj é)al
n O ¢plai,iz) iz iz | D¢plai,iz) 0%es
8L32 8aj 8a1 3L3 Bal 8aj’
?¢p(a1,az,a3) _ 0% ¢plai,i3) Iz | 0°¢pla,ts) Iz Dis
80@ 807 6L3 8(13' 8ai 3L32 8aj 8ai
n doplai,ig) 073
8L3 8ai 3aj’

und unter Verwendung der Bezeichnung 15 = t5(ay, ag) folgt daher

a2(ZSD(CL17 a2, a3)

9% pplai,ts) n 202 ¢plai,is) déplay,Lz)

8&12 :2L2 6a18L3 ‘2 8[,32 ta 8L3
?¢pla1,az,a3) _ 4 & ¢p(a,t3) Cas & ¢plai,t3)  déplai,es)

8a1 6@2 ! 8a1 81,3 Le2 8L32 abg ’
9?¢p(ar,az,as) _ 9* pplay,i3) n 9? ¢p(ai,3)

8@1 8@3 80,1 3L3 2 0 L32 ’
9* ¢play,az,as) g2 *¢p(ar,t3)

8a22 ! 8@,2
?¢pl(a1,az,a3) _ 4 9* ¢p(ai,3)

8(12 8a3 ! 81,32
82 ¢D(a17a27a3) _ 82¢D(a171/3)

8a32 (9L32 ’

i

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)
(A.21)
(A.22)
(A.23)
(A.24)

(A.25)
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Aus der Ableitung (A.2) folgt

9 (9¢v(ar,az,a3)\ _ 9 (0¢v(is) O

6aj 8ai (’)aj abg Gai

_ 0 (09v(w) 8L3+8¢V(L3) 0 13
8aj 6L3 (‘3ai 6L3 8ai8aj
82¢V(L3)+62¢V(L3)% 8L3+8¢V(L3) 913
8L3(9(Lj (9L32 8aj

8ai (9L3 8a,' 8aj'

(A.26)

Die ersten und zweiten Ableitungen von t3(ay, as, ag) sind bereits aus (A.3) und
(A.13) bekannt. Mit (A.7) gilt fiir die zweiten Ableitungen des Energiedichte-

Anteils ¢y
0?2 (ﬁv(bg) _ 6L3_1 -, _9
3L32 aLg 3 ’
P oylts) O™t 0
8L38aj n 5'aj e

Damit haben wir

9% ¢y (ay,az,a3) L2 9% oy (13) d pv (13)

Oa? - 0132 +a Oty '
Py (ay,azas) - 07¢v(s) Ov(a)
Oaq Oaa Tk 0132 Oz
¢y (ay,az,a3) , 9% ¢y (13)
8a1 8a3 -2 8L32 ’
9 ¢v(ay,az,a3) 0l 9% dv (t3)
8@22 -t 8&32
v (ar,ag,a3) 4 9 pv (13)
Oas Oas R P
0% gy (a1, a2,a3) _ 9 dv (13)
8a32 8L32 '
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(A.27)

(A.28)

(A.29)
(A.30)
(A.31)
(A.32)
(A.33)

(A.34)
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