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Zusammenfassung

Non-negligible coupled thermal and mechanical effects occur in several
physical and industrial procedures, e.g. warm forming processes. The
authors present the theoretical background of a phenomenological ther-
moelastoplastic material model at large strains as well as its numerical
realization within the context of appropriate finite element formulati-
ons. As usual, the presented thermodynamical consistent constitutive
approach is based on the multiplicative decomposition of the deforma-
tion gradient, and a corresponding additive decomposition of the free
Helmholtz energy density. For the numerical treatment of thermoelasto-
plastic problems within a finite element approach, weak formulations of
the balance equation of momentum and the heat conduction equation in
material description are developed. For the solution of non-linear boun-
dary value problems the linearization of the weak formulations is pre-
sented. Within the context of the mechanical problem the temperature
dependence of material parameters as well as the thermal expansion are
considered. The temperature evolution will be affected by non-thermal
phenomena like the thermoelastic effect and plastic dissipation. Several
numerical procedures for the solution of the coupled thermomechanical
problem are discussed.
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1 Einfiihrung

Reale ingenieurtechnische Prozesse sind héufig durch die Wechselwirkung
zwischen mechanischen und thermischen Feldern sowie die damit verbundene
Umwandlung mechanischer Energie in Warmeenergie und umgekehrt charakteri-
siert. Zudem ist das mechanische Materialverhalten selbst im isothermen Fall
haufig stark temperaturabhéngig. Ein typisches Beispiel stellen die dissipativen
Vorgéange der Elastoplastizitdat dar, die eine grofle praktische Relevanz z. B. bei
der Analyse von Umformvorgéngen aufweisen.

Die Modellierung und Simulation entsprechender Aufgabenstellungen fithrt auf
die Losung von gekoppelten Problemen, was besondere Anforderungen an Ef-
fizienz und Robustheit der Losungsverfahren stellt. In diesem Zusammenhang
ist zur Berechnung von Spannungs-, Deformations- und Temperaturfeldern als
Grundlage fiir die Qualitdtsbeurteilung und Optimierung technischer Prozesse
die Losung eines vollstdandigen Anfangs-Randwert-Problems z. B. mit Hilfe der
Finite Elemente Methode (FEM) erforderlich.

Thermomechanische Probleme sind im Einzelnen durch folgende Kopplungseffek-
te charakterisiert:

e Temperaturabhéngigkeit der Materialparameter,

e Einfluss der Temperaturgeschichte auf Spannungs- und Verzerrungsfelder durch
thermische Ausdehnung,

e Wirmeentwicklung infolge der internen Energiedissipation und der Randrei-
bung.

Die stabile und effektive numerische Simulation der so miteinander verkoppel-
ten Temperatur- und mechanischen Felder ist Gegenstand langjéhriger Untersu-
chungen in der Kontinuumsmechanik. Die Beriicksichtigung der einzelnen Kop-
pelterme wird dabei in der Literatur unterschiedlich gehandhabt. So werden z. B.
in [8,60] Algorithmen zur Diskretisierung und FEM-Formulierung fiir das Wérme-
leitproblem mit mechanischen Koppeltermen vorgestellt, in dessen Rahmen plas-
tische Dissipationsanteile nach Erfahrungswerten gewichtet werden. Diese Vor-
gehensweise ist auch in kommerziellen FE-Programmen realisiert und mit dem
Gedanken verbunden, dass die plastische Leistung nur zum Teil in Wirme umge-
wandelt wird. Der restliche Teil fiithrt zu Strukturdnderungen auf der Mikroskala
und ist partiell reversibel.

Jahnson [26] gibt hingegen eine thermodynamisch konsistente Ableitung konkre-
ter Entwicklungsgleichungen fiir die inneren Variablen zur Beschreibung der iso-
tropen und kinematischen Verfestigung auf der plastischen Zwischenkonfiguration
an, bei der die Temperaturabhéingigkeit in den Materialparametern beriicksichtigt
wird. Kopplungseffekte durch Dissipationsterme werden nicht betrachtet.



Bei vollstandiger Beriicksichtigung méglicher Abhéngigkeiten von mechanischen
und Temperaturfeldern in der Definition der freien Energiedichtefunktion und de-
ren konsequenter Auswertung im Rahmen der Hauptsétze der Thermodynamik
ergeben sich jedoch alle Anteile in konsistenter Weise. Als richtungweisend in der
Literatur zur numerischen Simulation gekoppelter thermomechanischer Proble-
me gelten in dieser Hinsicht die Untersuchungen von Simo und Miehe [51]. Die
Autoren geben die abgeschlossene Formulierung eines physikalisch motivierten
Modells der klassischen Thermoplastizitdt bei groflen Verzerrungen einschlief3-
lich der detaillierten Beschreibung der numerischen Aspekte im Zusammenhang
mit der FE-Formulierung des Problems an. Zudem werden die einzelnen Anteile
der freien Helmholtz-Energiedichtefunktion (elastisch, plastisch, thermisch) einer
griindlichen Analyse hinsichtlich ihrer konkreten, thermodynamisch konsisten-
ten Formulierung unterzogen. Um die bestimmenden Effekte der thermomecha-
nischen Kopplung zu zeigen, werden dabei die Materialparameter als tempera-
turunabhéngig angenommen. In der neueren Literatur bezieht sich z. B. die Ar-
beit [8] unmittelbar auf Simo und Miehe. Ahnlich umfassende Darstellungen des
gekoppelten thermomechanischen Problems bei Beriicksichtigung unterschiedli-
cher konkreter Materialmodelle finden sich in [15, 20,24, 33, 56].

Da die Warmeleitungsgleichung als Ausdruck der Energiebilanz ebenso wie die
Impulsbilanz rdumliche Differentialoperatoren enthilt, ist die Temperaturver-
teilung numerisch als Feldproblem zu behandeln. Auf der Basis einer analogen
Vorgehensweise wie bei der Gleichgewichtsbedingung kann eine schwache Form
der Warmeleitungsgleichung abgeleitet und einer iiblichen Ortsdiskretisierung,
z.B. mit Hilfe der FEM, zugefiihrt werden. Beeinflussen sich mechanische und
thermische Felder gegenseitig, liegt eine gekoppelte Aufgabe vor. In [57] werden
folgende Moglichkeiten zur Losung gekoppelter thermomechanischer Feldproble-
me aufgezeigt:

e Zwangsentkoppelter, gestaffelter Algorithmus:

Das mechanische und das thermische Teilsystem werden voneinander getrennt
gelost, wobei die in einer Aufgabe enthaltenen Variablen des jeweils anderen
Teilproblems als aus dem vorhergehenden Schritt bekannt und fiir den aktuel-
len (Teil-)Schritt als konstant angesehen werden (vgl. [1,27,35]). In diesem Zu-
sammenhang kann das mechanische Teilproblem als isotherm oder adiabatisch
angesehen werden. Die zwangsentkoppelte Vorgehensweise hat den Vorteil,
dass die Algorithmen und Programme zur Simulation isothermer Vorginge
nicht entscheidend geéndert werden miissen und die numerischen Verfahren
nicht an Effizienz und Stabilitat einbiiflen.

o Gestaffelter Algorithmus mit iterativer Beriicksichtigung der Kopplung:

Hierbei werden nach der entkoppelten Bearbeitung der beiden Teilaufgaben
dieselben durch gegenseitiges Einsetzen der soeben verbesserten Teilproblemls-
sung (Austausch geeigneter Lastterme) iterativ erneut gelost, ohne dabei d&ufle-



re Lasten zu erhohen. Iterativ entkoppelte Zweischrittverfahren mit unter-
schiedlicher Reihenfolge der Teilschritte werden u.a. in [29, 39,53, 58] vorge-
stellt.

e Vollstandige Kopplung:

Bei der vollstdndigen Kopplung werden die thermischen und mechanischen
Felder gleichzeitig im Rahmen einer gemischten FEM-Formulierung gelost
(vel. [8,33,45,51,60]). Fiir die Zeitdiskretisierung der Differentialoperatoren
werden meist implizite Verfahren genutzt und zur Verbesserung der nume-
rischen Stabilitat die gekoppelten Anteile der Gesamtsteifigkeitsmatrix mit-
unter vernachléssigt. Neben dem impliziten Euler-Verfahren zur Zeitdiskre-
tisierung setzt sich neuerdings ein generalisiertes implizites Einschrittverfah-
ren mit freier Wichtung der gegebenen und gesuchten Losungsanteile durch
(vgl. [19,60]). Gemischte FEM-Formulierungen stellen hohe Anforderungen
an stabile und effiziente Solvertechniken.

Eine interessante Variante fiir einen gestaffelten Algorithmus mit iterativer Beriick-
sichtigung der Kopplung wird in [51] ausfiihrlich behandelt. Diese basiert auf ei-
ner Produktformel von zwei nacheinander auszufithrenden Teilalgorithmen und
erweist sich in numerischen Beispielen als aulerordentlich genau.

Abweichend von den vorgestellten Moglichkeiten wird in [57] am Beispiel kleiner
thermoelastisch-plastischer Verzerrungen ein Algorithmus zur teilweisen Elimina-
tion der Variablen des einen Teilsystems aus dem anderen untersucht, der jedoch
an bestimmte Strukturen der Systeme und besondere Annahmen zum Material-
verhalten gebunden ist.

Mit diesem Uberblick zum Stand der numerischen Untersuchungen fiir gekoppelte
thermomechanische Problemstellungen konnte die relevante Literatur keinesfalls
umfassend behandelt werden. Die genannten Publikationen stellen lediglich eine
exemplarische Auswahl an Quellen dar. Fiir weiterfithrende Studien wird u. A.
auf die in den zitierten Arbeiten angegebenen, teils sehr umfangreichen Litera-
turverzeichnisse verwiesen.

In der vorliegenden Arbeit werden die wesentlichen theoretischen Grundlagen und
die numerische Realisierung eines thermodynamisch konsistenten Ansatzes der
Thermoelastoplastizitit bei groffen Verzerrungen unter besonderer Beriicksichti-
gung des Substrukturkonzepts dargelegt. Die Ausfithrungen sind wie folgt geglie-
dert: Im Abschnitt 2 werden die Grundlagen des Konzepts der Substruktur fiir die
Erfassung der plastischen Anisotropie préasentiert. Der Abschnitt 3 beginnt mit
der Erlauterung der Kinematik des mechanischen Teilproblems der betrachteten
gekoppelten Aufgabe. Weiterhin wird die thermodynamisch konsistente Ableitung
der einzelnen Anteile des Deformationsgesetzes der Elastoplastizitit diskutiert.
Die Herleitung der Warmeleitungsgleichung unter Beriicksichtigung der spezi-
ellen Kopplungsterme aus dem mechanischen Teilproblem folgt im Abschnitt 4.



Abschliefend werden im Abschnitt 5 die grundlegenden Variationsformulierungen
in Lagrangescher Betrachtungsweise als Grundlage fiir die gemischte FE-Aufgabe
einschliefllich ihrer konsistenten Linearisierung dargestellt. Zusétzlich wird hier
auf Alternativen zur monolithischen (echt gekoppelten) Losung des Mehrfeldpro-
blems eingegangen.

Beziiglich der verwendeten Notation werden Vektoren und Tensoren in symbo-
lischer Schreibweise durch Fettdruck gekennzeichnet. Die mehrfache Uberschie-
bung von Tensoren wird durch eine entsprechende Anzahl von Punkten zwischen
den Variablen markiert. Hingegen wird bei der einfachen Uberschiebung auf den
Punkt verzichtet. Mehrfache Uberschiebungen sind durch die Bildung von Ska-
larprodukten der entsprechenden Basisvektoren von innen beginnend nach auflen
charakterisiert (alternativ existiert in der Literatur die Konvention, die Skalar-
produkte fortlaufend mit den ersten Basisvektoren beginnend zu bilden). Fiir zwei
zweistufige Tensoren a und b gilt somit a --b = a;;0’". Das tensorielle Produkt
wird mit dem Symbol ® gekennzeichnet. Der {iber einem Symbol angeordnete
Punkt weist auf die materielle Zeitableitung hin. Die Inversion bzw. Transpo-
sition von Tensoren ist in der iiblichen Weise mit den oben rechts neben dem
Variablensymbol angeordneten Indizes ()~! bzw. () markiert.

Auf die Ausgangskonfiguration bezogene Variablen werden mit Grobuchstaben
dargestellt, auf die Momentankonfiguration bezogene mit Kleinbuchstaben. Die
analoge Notation gilt fiir die Indizes von Vektor- und Tensorkoordinaten. Der
Bezug auf die plastische Zwischenkonfiguration, die thermische Zwischenkonfigu-
ration und die Substrukturkonfiguration wird durch die entsprechenden Akzente
(), (7) baw. () jeweils iiber GroSbuchstaben charakterisiert. Oben rechts
neben einem Symbol angeordnete Indizes ()¢, ()P, ()¢ bezeichnen in dieser Rei-
henfolge elastische, plastische bzw. thermische Variablen.

2 Konzept der Substruktur

Bei der Entwicklung des im folgenden Abschnitt im Detail erlduterten Deformati-
onsgesetzes zur Beschreibung grofier anisotroper elastisch-plastischer Verzerrun-
gen lag der Fokus auf Ansétzen, deren Basis das so genannte Substrukturkonzept
darstellt. Dabei handelt es sich um phénomenologische Modelle, wie sie beispiels-
weise von Mandel [40,41], Kratochvil [30], Onat [46], Dafalias [10-12], Peeters et
al. [48], Tsakmakis [54] und Héusler et al. [23] vorgeschlagen wurden.

Die Grundidee dieser Methodologie besteht darin, nicht die reale Mikrostruk-
tur des Werkstoffs konstitutiv zu erfassen, sondern Materialcharakteristika, die
durch die Physik auf der Mikroebene verursacht werden, mit kontinuumsmecha-
nischen Ansétzen auf der Makroebene zu beschreiben. Zu diesem Zweck werden



spezielle innere Variablen definiert, deren Evolution mit der Verdnderung mi-
krostruktureller Werkstoffeigenschaften (z. B. Texturentwicklung) verkniipft wer-
den kann. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass sich die Kinematik des Kontinuums
und die der unterliegenden (gedachten) Substruktur voneinander unterscheiden,
somit u. A. unterschiedliche Orientierungen aufweisen konnen. Damit wird im
Gegensatz zu fritheren anisotropen Modellen der Elastoplastizitéit eine separate
Evolutionsgleichung fiir Rotationen der Substruktur notwendig'. In diesem Zu-
sammenhang kritisierte Dafalias [13] die bisher in der Literatur gebrduchliche
Verwendung des Begriffs plastischer Spin und fiihrte den so genannten konstitu-
tiven Spin zur Beschreibung der Substrukturrotation ein (siehe auch Wu [59]).

Das hier dargestellte Materialmodell der anisotropen Elastoplastizitéit beruht spe-
ziell auf dem Substrukturkonzept von Mandel und Dafalias. Mandel versuchte, die
Entwicklung der plastischen Anisotropie durch die Definition von Vektortriaden
zu beschreiben, die mit der realen Mikrostruktur des Materials (bzw. deren Orien-
tierung) verbunden sein sollten. Die Vektortriaden bezeichnen eine ausgezeichne-
te Zwischenkonfiguration, deren Orientierung sich von derjenigen der materiellen
Linienelemente unterscheidet. Bei Einkristallen definierte Mandel die Richtung
der Vektortriaden entsprechend den Kanten des Kristallgitters, fiir Polykristalle
fithrte er eine (hypothetische) gewichtete Mittelung beziiglich aller Einkristalle
ein, die das Polykristall bilden. Hierin liegt ein Schwachpunkt des Ansatzes, da
eine solche Mittelung in der Praxis nur mit erheblichem Aufwand zu realisieren
ist. Dennoch wird diese Idee des Mandelschen Spins als gemittelte Orientierung
des Kristallgitters in der neueren Literatur wieder aufgegriffen. Peeters et al. [48]
und Van Houtte [55] schlagen beispielsweise vor, den Mandelschen Spin aus kris-
tallographischen Texturbildern zu ermitteln, die die Entwicklung der plastischen
Anisotropie charakterisieren.

Im Gegensatz zu Mandel hat Dafalias nicht versucht, die Orientierung der Sub-
struktur in einem mikrophysikalischen Sinn aus der realen Struktur des Kris-
tallgitters abzuleiten. Er fiihrte vielmehr erstmals eine Unterscheidung zwischen
der Kinematik des Kontinuums und der Kinematik der (dem Kontinuum unter-
liegenden) Substruktur ein und definierte zu diesem Zweck den speziellen De-
formationsgradienten F'g = F°(3 fiir die Beschreibung der Substrukturkinema-
tik. Wahrend mit F'© der elastische Anteil aus der iiblichen Zerlegung des De-
formationsgradienten F' = F°F? fiir die Kontinuumskinematik bezeichnet ist
(F'? definiert entsprechend den plastischen Teildeformationsgradienten), stellt 3
einen orthogonalen Tensor dar. In diesem Zusammenhang ist auch bei Dafalias
die Substruktur durch ausgezeichnete Richtungen charakterisiert und kann als
makroskopische Beschreibung von mikrophysikalischen Strukturen interpretiert
werden. Im Gegensatz zu Mandel beschreibt Dafalias jedoch diese ausgezeichne-

'In einigen Arbeiten von Hill und anderen Autoren wird die Texturentwicklung iiber spezielle
konstitutive Beziehungen an die allgemeine Kinematik des Kontinuums gebunden.



ten Richtungen mit tensorwertigen inneren Variablen. Diese kennzeichnen aniso-
trope Struktureigenschaften in einem phdnomenologischen Sinn und miissen auf
der Basis geeigneter Evolutionsgleichungen berechnet werden. Wie auch Mandel
definiert Dafalias unter Nutzung des konstitutiven Spins wp = 6 B! spezielle
objektive Zeitableitungen, die mit der Substrukturentwicklung verkniipft sind.

Der Kerngedanke des Ansatzes von Dafalias besteht in dem (heuristischen) An-
satz einer Evolutionsgleichung fiir den plastischen Spin w?,, der die Differenz
zwischen dem Spin des Kontinuums w und dem Substrukturspin darstellt:

wh =w —@p (1)

und nach Auffassung von Dafalias mit der Texturentwicklung zu verkniipfen ist.
Bei Dafalias [11,14] und Kurode [32] werden entsprechende Evolutionsgleichun-
gen ohne thermodynamische Begriindung fiir den Fall der elastischen Isotropie
angegeben. Formulierungen bei Annahme elastischer Anisotropie finden sich bei
Héusler [22] und Cleja-Tigoiu [9)].

Basierend auf den Ideen von Mandel und Dafalias hat Bucher [3] einen verall-
gemeinerten Substrukturansatz entwickelt, der sowohl grofie elastische als auch
grofle plastische Verzerrungen beriicksichtigt. Dieses konstitutive Modell, des-
sen grundlegender Vorteil in seiner thermodynamischen Konsistenz liegt, stellt
die Basis fiir den in dieser Arbeit diskutierten Ansatz der finiten Thermoelas-
toplastizitdt dar. Im Folgenden sollen lediglich einige Grundgedanken des ver-
wendeten Substrukturkonzepts dargelegt werden. Fiir Details wird u. A. auf die
Arbeiten [3-5,16,31] verwiesen.

Die Hauptidee des hier vorgestellten Substrukturkonzepts ist in der Definiti-
on einer so genannten Substrukturkonfiguration zu sehen, die zusétzlich zu den
iiblichen Konfigurationen zur Beschreibung der Kinematik des Kontinuums ein-
gefiihrt wird (siehe Abbildung 1). Ein Abbildungstensor H realisiert die Trans-
formation tensorieller Variablen zwischen der Ausgangs- und der Substrukturkon-
figuration. Entsprechend dient der Tensor F'H ' zur Abbildung von Variablen
zwischen der Substruktur- und der Momentankonfiguration. Damit kann die Sub-
strukturkonfiguration als inkompatible Zwischenkonfiguration aufgefasst werden,
die durch eine spezielle, konstitutiv motivierte multiplikative Zerlegung des Defor-
mationsgradienten charakterisiert wird. Sie unterscheidet sich von der iiblichen,
die Kinematik des Kontinuums beschreibende plastischen Zwischenkonfiguration
lediglich durch eine Drehung, die mittels des eigentlich orthogonalen Tensors 3
erfasst wird. Werden die Basisvektoren eines krummlinigen Koordinatensystems
beziiglich der Substrukturkonfiguration als Vektortriaden im Mandelschen Sinne
verstanden, konnen sie als mit der Materialtextur verbunden angesehen werden.

Im Gegensatz zu Mandel und Dafalias werden im vorgestellten Substrukturkon-
zept die konstitutiven Bezichungen konsequent auf der Ausgangskonfiguration
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Abbildung 1: Kinematik des mechanischen Teilproblems im Rahmen des Sub-
strukturkonzepts. Konfigurationen und Abbildungsoperationen
zwischen diesen.

formuliert. Dabei ergibt sich der rdumliche plastische Spin

1 0 d
wPD — 5 {FerFplFel _ FeTFpTFpTFeT} (2)
O . . 1
mit FP=F? —wpF? und wp=p0"". (3)

nach seinem pull-back auf die Ausgangskonfiguration als materielle, kovariante
Grofe zu

1 0 O
wh = 3 {CFple — FPTF”TC} . (4)
Da der Abbildungstensor H durch die Beziehung
H =p8"Fr (5)

definiert ist (vgl. Abbildung 1), folgt daraus fiir den verbleibenden Anteil der
durch die Substruktur bedingten multiplikativen Zerlegung des Deformationsgra-
dienten:

FH' = F8 = Fs. (6)



Unter Beriicksichtigung der Definitionen (3), (5) kann Gleichung (4) umformuliert
werden.

wo = {CH—1H - HTH—TC} (7)

1
2
Wie bei Bucher [3] gezeigt wird, basiert die Ermittlung der Koordinaten des
Abbildungstensors H auf einer speziellen konstitutiven Annahme beziiglich der
Entwicklungsgleichung fiir den plastischen Spin (7).

Im Rahmen des vorgestellten phénomenologischen Materialmodells wird davon
ausgegangen, dass die Entwicklung von Spannungen und Verzerrungen auf das
Kontinuum bezogen ist, die Entwicklung von inneren Variablen zur Beschreibung
des Verfestigungsverhaltens hingegen auf die dem Kontinuum unterliegende Sub-
struktur. Damit wird es méglich, neben isotroper Verfestigung auch kinematische
und formative Verfestigungsanteile zur Beschreibung der plastischen Anisotropie
zu erfassen. Die Ableitung der konstitutiven Beziehungen erfolgt in thermodyna-
misch konsistenter Weise durch Auswertung der entsprechenden Bilanzgleichun-
gen.

3 Thermodynamisch konsistentes
Deformationsgesetz der anisotropen finiten
Thermoelastoplastizitat

3.1 Kinematik

In der Referenzkonfiguration (Ausgangskonfiguration) zum Zeitpunkt ¢ = ¢, stellt
der betrachtete Korper eine Menge Qy C R? materieller Punkte mit dem Rand
[y dar (ein Gebiet im dreidimensionalen Euklidischen Raum E?). Der Rand wird
jeweils in Bereiche ['gp mit Dirichlet-Randbedingungen und I'gy mit Neumann-
Randbedingungen beziiglich der unabhingigen Systemvariablen (hier: Verschie-
bungen und Temperatur) unterteilt. Dabei gilt fiir jede der Systemvariablen:
Iy = Top UTgy und T'yp NTyy = 0. Die materiellen Punkte werden eindeutig
durch die Ortsvektoren X € € bzw. ihre Koordinaten (X3, X, X3) charakteri-
siert.

Zum aktuellen Zeitpunkt ¢ nimmt der Koérper das Gebiet Q; C R? — die Momen-
tankonfiguration — ein. Hier werden die materiellen Punkte in den Abbildungen
des Korpers durch die Ortsvektoren @ bzw. ihre Koordinaten (z1,xzs,x3) be-
stimmt. Unter der Bewegung des Korpers wird die zeitliche Aufeinanderfolge von
Konfigurationen verstanden. Durch das Bewegungsgesetz



wird fiir die materiellen Punkte zu jedem Zeitpunkt ¢ ein eindeutiger Zusammen-
hang zwischen ihrer aktuellen Position im E? und ihrer Zuordnung im Referenzzu-
stand hergestellt. Wegen der Eineindeutigkeit der Abbildung zwischen Punkten
des physikalischen Korpers und materiellen Punkten im R? fiir alle ¢ folgt die
Giiltigkeit des inversen Bewegungsgesetzes:

X = x Yz, 1). (9)

Den Ausgangspunkt der kinematischen Betrachtungen zur Herleitung konstituti-
ver Gesetze bei groflen Verzerrungen bildet der Deformationsgradient

F = (Gradz)" = (Gradu)® + I, (10)

welcher ein materielles Linienelement von der Ausgangs- in die Momentankon-
figuration abbildet. Hierbei stellt u = u(x,t) den Verschiebungsvektor materi-
eller Teilchen als Funktion der rdumlichen Koordinaten und der Zeit dar. Mit
dem Bewegungsgesetz (8) kann dieser auch als Funktion der Koordinaten der
Ausgangskonfiguration und der Zeit formuliert werden:

w(x(X,1),t) = U(X,t) = 2(X,t) — X (11)

Dabei ist die Gleichheit der Vektorfelder w und U (die unterschiedliche Vektor-
funktionen sind) in dem Sinne zu verstehen, dass bei oben beschriebener Operati-
on die speziellen Charakteristika des vektoriellen Verschiebungsfeldes (wie Lange
und Richtung der Vektoren) vollstindig erhalten bleiben. Es wird lediglich als
Funktion unterschiedlicher Koordinaten dargestellt. Am Beispiel des Verschie-
bungsvektors wird die Zweckméfigkeit einer solchen Vorgehensweise besonders
augenfallig: Bei einem Vektor, der die Positionen ein und desselben materiellen
Punktes zu unterschiedlichen Zeiten miteinander verbindet, aber unterschiedliche
Angriffspunkte (und somit einen unterschiedlichen Richtungssinn) besitzt, ist es
egal, aus welchem Bezugssystem heraus er betrachtet wird. Er bleibt derselbe
Vektor mit denselben physikalischen Eigenschaften.

Im Rahmen des Wechsels des Systems der als unabhéngige Variablen gewéhlten
Ortskoordinaten dndern sich in allgemeinen krummlinigen Koordinaten adédquat
sowohl die Basisvektoren als auch die Vektorkoordinaten. Eine solche Transfor-
mation kann auf beliebige Vektoren oder Tensoren angewandt werden. Sie macht
sich héufig erforderlich, wenn in einer Beziehung physikalische Gréflen miteinan-
der verkniipft werden sollen (z.B. im Rahmen einer Summation oder Integrati-
on), die auf unterschiedliche Punkte im E? bezogen sind. Fiir die Vektor- bzw.
Tensorkoordinaten wird die Transformation mit dem so genannten Shifter aus-
gefiihrt (vgl. [44] u.a.). Der Shifter ist ein zweistufiger Zweipunkttensor, dessen
Koordinaten als Skalarprodukte der Basisvektoren der verschiedenen Koordina-
tensysteme definiert sind. Beziiglich zweier kartesischer Systemen mit zueinander



parallelen Koordinatenachsen stellt der Shifter den Einheitstensor dar. Seine An-
wendung auf Vektoren fiihrt allgemein lediglich zu deren Paralleltransport. Der
Deformationsgradient (10) kann mit (11) somit auch wie folgt dargestellt werden:

F = (GradU)" + I. (12)

Beziiglich der elastisch-plastischen Prozesse im Kontinuum wird im vorliegen-
den Modell die multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten F' = F°F?
in einen elastischen und einen plastischen Teildeformationsgradienten verwen-
det. Im Zusammenhang damit steht die klassische Definition dreier Konfigura-
tionen fiir die Abbildung des physikalischen Koérpers in den dreidimensionalen
euklidischen Raum: Der Ausgangs- bzw. Referenzkonfiguration, die in der Regel
mit dem undeformierten Zustand gleichgesetzt wird, der Momentankonfigurati-
on zum aktuellen Zeitpunkt, deren zeitliche Folge die Bewegung (Deformation)
des Korpers beschreibt und der plastischen Zwischenkonfiguration als eine (ge-
danklich) elastisch entlastete, spannungsfreie Konfiguration fiir die konsequent

voneinander getrennte Definition der elastischen und plastischen Verzerrungsan-
teile (vgl. auch [21,28,34,42,49,52]).

Zur Erfassung der plastischen Anisotropie wird ein Substrukturkonzept verwen-
det, das die Definition einer weiteren Konfiguration einschliefit und dessen Grund-
gedanken im vorangegangenen Abschnitt néher erldutert wurden. Fiir die Bertick-
sichtigung von Temperatureinfliissen erfolgt die thermodynamisch konsistente Er-
weiterung des elastisch-plastischen Deformationsgesetzes ebenfalls auf der Basis
einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten. Basierend auf Un-
tersuchungen zur Thermoelastizitit (vgl. [25,38,43] u.a.) wird dabei von einer
Reihe Autoren die Zerlegung in einen thermischen Anteil F? (reine Temperatur-
dehnung) und einen isothermen rein mechanischen Verzerrungsanteil F* favorisiert.
Beziiglich der Thermoelastoplastizitit findet diese Methodik in dem Ansatz

F = F°FPF’ = FMF? (13)

ihren Ausdruck (siehe bspw. [24] oder auch [36] fiir den Fall der Thermovis-
koelastizitdt). Problematisch erscheint in diesem Modell die Interpretation der
thermischen Zwischenkonfiguration, die zwischen der Ausgangs- und der plasti-
schen Zwischenkonfiguration eingeordnet ist und mithin sédmtliche dissipativen
Prozesse des mechanischen Anteils in sich aufnimmt.

Von Boyce et al. [2] wurde als alternative Zerlegung des Deformationsgradienten
die Beziehung
F = F°F°FP = FF? (14)

diskutiert. In der aktuellen Literatur zur Thermoelastoplastizitiat wird dieser An-
satz bevorzugt verwendet (vgl. [15]). Er kann als Aufspaltung in einen (reversi-
blen) thermoelastischen Anteil und einen plastischen Anteil der Verzerrungen
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Abbildung 2: Kinematik des thermomechanischen Problems im Rahmen des
Substrukturkonzepts. Konfigurationen und Abbildungsoperationen
zwischen diesen.

interpretiert werden und fithrt zu einer Definition von Konfigurationen entspre-
chend Abbildung 2. Diese Aufteilung beinhaltet das Konzept einer inkompati-
blen, (gedanklich) spannungsfreien plastischen Zwischenkonfiguration, die durch
thermoelastische Entlastung der Momentankonfiguration entsteht. Das Modell
hat beziiglich der hier favorisierten Verwendung einer Substruktur gegeniiber der
Zerlegung (13) des Deformationsgradienten zudem den Vorteil, dass alle Bezie-
hungen zwischen Ausgangs- und plastischer Zwischenkonfiguration einschlieflich
der dazwischen geschalteten Substrukturkonfiguration prinzipiell in ihrer Struk-
tur erhalten bleiben”. Dadurch wird die Herleitung von Evolutionsgleichungen
fiir die Verfestigungsvariablen wesentlich erleichtert’.

2In Zusammenhang mit der Zerlegung (13) ist kein direktes pull-back von der Substruktur-
bzw. der plastischen Zwischenkonfiguration moglich. Wegen der dazwischen befindlichen
thermischen Zwischenkonfiguration enthalten diese pull-back-Operationen dann den ther-
mischen Teildeformationsgradienten.

3Die Vorgehensweise entspricht in diesem Fall derjenigen, wie sie fiir isotherme Prozesse z. B.
n [3] dargestellt ist.
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Bei der Beriicksichtigung mehrerer konstitutiv bedingter Zwischenkonfiguratio-
nen existiert keine Konfiguration, auf der alle Verzerrungsanteile konsequent von-
einander zu trennen sind. Die Aufspaltung (14) des Deformationsgradienten ge-
stattet jedoch eine fiir die Entwicklung des elastischen Teildeformationsgesetzes
notwendige Definition von Verzerrungsmaflen zur Beschreibung rein elastischer,
reversibler Prozesse. So stellt beispielsweise der zweistufige kovariante Tensor

=€

E°'=_(F"'F'-G) =-(C°-Q) (15)

N =
DO | —

mit der kovarianten Metrik G einen elastischen Verzerrungstensor vom Green-
schen Typ auf der thermischen Zwischenkonfiguration dar. Entsprechend gilt fiir
den elastischen Strecktensor C° vom Rechts-Cauchy-Green-Typ’

C° = F'F°. (16)

Analog konnen auf der plastischen Zwischenkonfiguration ein thermischer Streck-

~0
tensor C' sowie auf der Ausgangskonfiguration ein plastischer Strecktensor C”
definiert werden.

¢’ = FUF (17a)

C* = FV"Fr (17b)

Der Rechts-Cauchy-Green-Tensor der Gesamtverzerrungen C' ist somit wie folgt
mit den Teildeformationsgradienten verkniipft:

C = F'F = FF''F"FTFeFFr. (18)

Den iiblichen Annahmen zur Kinematik thermomechanischer Prozesse folgend
wird von isotroper Wiarmedehnung ausgegangen und der thermische Anteil des
Deformationsgradienten in der Form

F' = o) I (19)

mit einer skalarwertigen Funktion ¢ = ¢(#) der absoluten Temperatur 6 sowie
dem Einheitstensor I definiert.

4Verzerrungsmafle vom Rechts-Cauchy-Green-Typ stellen jeweils das pull-back der Metrik
einer Konfiguration auf eine andere dar. Korrekterweise lautet die Beziehung (16) somit
C° = FTgF® mit der kovarianten Metrik g der Momentankonfiguration. Da jedoch in
symbolischer Schreibweise in der Uberschiebung mit einem anderen Tensor die Metrik wie
ein Einheitstensor wirkt, d.h., den an der jeweiligen Operation beteiligten Tensor nicht
verdndert (jedoch dessen Koordinaten), wird hier und im Weiteren die Metrik nur angege-
ben, wo sie als Einzelsymbol auftritt.
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3.2 Hyperelastisches Teildeformationsgesetz

Ausgangspunkt der Herleitung thermodynamisch konsistenter konstitutiver Be-
ziehungen sind

e der 1. Hauptsatz der Thermodynamik in der lokalen Formulierung auf der
Ausgangskonfiguration

é::QLI’(j—-lDwQ—+H (20)
200 00
mit dem Tensor der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen T', der Massedichte g,,
der spezifischen inneren Energie ¢ je Masseeinheit, dem Wéarmeflussvektor
Q je Fliachen- und Zeiteinheit sowie den Warmequellen H je Masse- und
Zeiteinheit,
e der 2. Hauptsatz der Thermodynamik in der lokalen Formulierung auf der
Ausgangskonfiguration
Q H

|
“Div< — = > 21
77+QO iv > Z (21)

mit der spezifischen Entropie n je Masseeinheit und
e die freie Helmholtz-Energiedichte ¢ mit der Definition

v =¢€—0n. (22)

Aus der Verkniipfung dieser Beziehungen resultiert die so genannte Clausius-
Duhem-Ungleichung in der Ausgangskonfiguration

Q Grad ¥ >0

0, (23)

. 1 . .

— 00 +§T"C — 000N —
deren konsistente Auswertung im Zusammenhang mit geeigneten Ansédtzen fiir
1 auf die konstitutiven Beziechungen einschliellich der Entwicklungsgleichungen
des mechanischen und des thermische Problems fiihrt.

Mit der Definition einer symmetrischen zweistufigen tensoriellen inneren Varia-
blen A; und einer schiefsymmetrischen zweistufigen tensoriellen inneren Varia-
blen Ay auf der Substrukturkonfiguration wird, entsprechend der multiplikati-
ven Aufspaltung des Deformationsgradienten, eine additive Zerlegung der freien
Helmholtz-Energiedichte in einzelne konstitutive Anteile vorgeschlagen.

b = e (B°,0) + vy (A1, A2,0) + 14 (0) (24)

Dabei bezeichnet @Ee den elastischen Anteil der freien Energie, der vom elasti-
schen Verzerrungstensor sowie der Temperatur abhéngt und 1, den plastischen
Anteil der freien Energie, der in mechanische Arbeit umgewandelt werden kann
und von den inneren Variablen Al, A, vom Verzerrungstyp sowie ebenfalls der
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Temperatur abhéngt. In beiden Anteilen wird mit 6 temperaturabhédngiges Ma-
terialverhalten beschrieben. Zusétzlich enthélt 1/?6 einen Anteil, der die Wirme-
dehnungen betrifft. Die Definition des elastischen Anteils der freien Helmholtz-
Energiedichte laut (24) erfasst lediglich isotrop elastisches Materialverhalten. Mit
g wird der Anteil an Warmeenergie erfasst, der wesentlich die spezifische Warme-
kapazitat bei konstanten Deformationen kennzeichnet. Auf alle Anteile der freien
Helmholtz-Energiedichte wird spéter ausfiihrlicher eingegangen.

Wie oben erwéhnt, sollen wegen der bevorzugten materiellen Beschreibung der
thermomechanischen Prozesse die konstitutiven Beziehungen konsequent auf der
Ausgangskonfiguration formuliert werden. Zu diesem Zweck werden die Anteile gze
und v, der freien Helmholtz-Energiedichte zunéchst als isotrope Tensorfunktio-
nen beispielsweise in den Invarianten der unabhéngigen Variablen in ihren jeweils
relevanten (Zwischen)Konfigurationen zu definieren. Fiir ihre Darstellung in ma-
teriellen Groflen erfolgt anschliefend ein pull-back auf die Ausgangskonfiguration.
Im Folgenden soll diese Vorgehensweise am Beispiel der ersten Grundinvariante
des elastischen Verzerrungstensors E° (formuliert auf der thermischen Zwischen-
konfiguration) demonstriert werden.

~. € 1 > e ~, — 1 ~ ~
LE) = JC-C 1—50--(; !
L 0T 0T € 20 -1 51 3
= —F"""F""CF°F -G - =
2 2
1 0T /~€ 10 0—1,~5"1 [o-T 3
= —-F'"CF'..F'"""G F - =
2 2
1 ~6e ~0-1 3
- = C _ 2
2 2
1 _T T~96 1 ~0—1 3
= —FP FP°C FPFP..C -5
2
1 T ~Pe BRI B 3
= —F?P°C FP..FPC F? -5
2
1 3
= —C..cv 1t _Z
2 2
1 3
- —ccrtagr - °
2 2
1 3
- —Cc¢..T — = 25
5 5 (25)

Damit ist gleichzeitig das pull-back des elastischen Strecktensors vom Rechts-
Cauchy-Green-Typ (16) in die Ausgangskonfiguration definiert.

cc=ccr! (26)
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Obwohl es sich um ein elastisches Verzerrungsmafl handelt, enthélt es auf der
Ausgangskonfiguration auch plastische und thermische Anteile. Mit

Cp9—1 — Fp—lFG—lFQ—TFp—T (27)

und (19) vereinfacht sich diese Beziehung.

C® = %Ccp‘l (28)

Zu (25) analoge Beziehungen konnen fiir die weiteren Invarianten von E° abgelei-
tet werden (eine ausfiihrliche Darstellung fiir den isothermen elastisch-plastischen
Fall ist in [3] angegeben). Folglich ldsst sich der elastische Anteil der freien
Helmholtz-Energiedichte als eine (von Ve verschiedene) Funktion des elastischen
Strecktensors in materieller Darstellung sowie der Temperatur formulieren.

U= 6 (CCM0) + uy (Ar, Az, 0) + 00 (0) (29)

Die fiir die Auswertung der Clausius-Duhem-Ungleichung benétigte materielle
Zeitableitung der freien Helmholtz-Energiedichte lautet somit:

) o a@/;e 9—1\° T
¢ = sor €0
_}_a% .. A\lT + 81{19 . A\QT
1 0A,
o -
+55 0 (30)

In der partiellen Ableitung des letzten Terms nach 6 sind die expliziten Abhéngig-
keiten aller Anteile der freien Helmholtz-Energiedichte von der Temperatur zu-
sammengefasst. Die materielle Zeitableitung des elastischen Strecktensors muss
unter Beriicksichtigung von (28) weiter aufgegliedert werden.

[(Ccpe—l)']T _ [CCW Lyce” 1]

2 a7
= |y Lo - 3890001”9
©? 00
2 Jy
cr-ic c’ C— cr'c 1
+g0 350 0 (31)

Nach Einsetzen von (30) in die Clausius-Duhem-Ungleichung (23) ergibt sich
unter Beriicksichtigung von (31) sowie einigen zweckmiéBigen Umformungen eine
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Beziehung zur Formulierung von Evolutionsgleichungen fiir einige Teilprozesse
der betrachteten finiten Thermoelastoplastizitét.

Oy n Oy - 1 aize p—1
— —— . A1+ — e Ay— g —5C——rF— - C
QO@AI 1 QO@A2 2~ 00 902 P (Ccpg,l)
a@z_}e 9_1 ]_ hd
— —C" - T ..C
{Qoa (ccr ) 2 }

8¢ 2 8@ 8&6 p—1 ,
%0 {?7+ 90~ 2 00 (9(CCp9—1)C c;0

- Q G@rad& > 0 (32)
Die Ungleichung (32) stellt einen komplexen Ausdruck dar, der in unterschied-
licher Weise erfiillt werden kann. Sie behélt auch dann ihre uneingeschréink-
te Giiltigkeit, wenn aus Griinden physikalischer Plausibilitat fiir einzelne An-
teile angenommen wird, dass sie fiir sich genommen nicht negativ oder gleich
Null sind. So kann beispielsweise aus der separaten Betrachtung reversibler iso-
thermer elastischer Prozesse (hier gilt das Gleichheitszeichen in (23)) abgeleitet
werden, dass der Ausdruck in der zweiten Zeile von (32) fiir beliebige Defor-
mationsvorginge den Wert Null besitzt. Daraus folgt die explizite Spannungs-
Verzerrungs-Beziehung der Hyperelastizitat.

2 e

6&6 0—
crl = — @ o (CCpG—l)

T =290 _
9 (ccr (19) ¢

crt (33)

Unter der Annahme, dass 1. in den Invarianten von C C*?~! formuliert wird, gilt
beispielsweise fiir die erste Grundinvariante (25):

J(ccrty = cecrter =C..cr?
a.J,

® acom @ =T .
% = cr! (34D)

Eine ausfiihrliche Darstellung analoger Ableitungen beziiglich aller Invarianten
und der Auswirkungen auf die Gesamtfunktion 1), fiir den isothermen elastisch-
plastischen Fall findet sich wiederum in [3]. Im Ergebnis kann die Beziehung
(33) wesentlich vereinfacht in Form der klassischen isothermen Hyperelastizitét
dargestellt werden.

-9 a(@o&e) o 282/16
oC oc T oC

T =20 (35)
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In diesem Zusammenhang wurde zusétzlich angenommen, dass die (konstante)
Massedichte gy in die Materialkonstanten eingeht.

3.3 Entropie und Warmeflussvektor

Unter der oben angegebenen Voraussetzung, dass die Ungleichung (32) in unter-
schiedlicher Weise erfiillt werden kann, wird postuliert, dass der Ausdruck in ihrer
dritten Zeile bei beliebigen Temperaturraten ebenfalls den Wert Null besitzt. Es
folgt ein Ausdruck fiir die Entropie, der Wéarmeleit- und Deformationsprozesse

erfasst. B
w20 b

= - R .C 36
"% TG a(com (36)
Unter Beriicksichtigung der Beziehung (33) folgt daraus:
o 1 0p 1
=—— 4+ —-———T-..C. 37
1 00 * v 00 o (37)

Nach dem Abspalten von Beziehungen fiir die Spannung und die Entropie ver-
bleiben in der Clausius-Duhem-Ungleichung (32) lediglich Terme beziiglich dissi-
pativer inelastischer (hier: plastischer) Prozesse und diffusiver Warmetransport-
vorginge im betrachteten Medium. Wird fiir Letztere die Annahme getroffen,

dass
~ QGradd

0
gilt, ist die Clausius-Duhem-Ungleichung in ihrer Gesamtheit erfiillt. Die Bedin-
gung (38) wird eingehalten, wenn fiir den Warmeflussvektor die Giiltigkeit des
Fourierschen Warmeleitgesetzes postuliert wird. Unter Annahme einer isotropen
Wirmeausbreitung gilt in der Momentankonfiguration:

>0 (38)

g = —\gg lgradd (39)

mit dem Koeffizienten der Warmeleitfahigkeit Ag.

Fiir die Transformation von (39) auf die Ausgangskonfiguration wird der Wérme-
fluss durch die Rénder des betrachteten Korpers analysiert. Da die Warmemenge,
die pro Zeiteinheit durch I" oder I'y flie3t, gleich sein muss, gilt:

/qudF:/deFO. (40)
o

r

Hierbei stellen n und 9t die jeweils nach aulen gerichteten Normalenvektoren
auf den Réandern der betrachteten Gebiete entsprechend in der Momentan- bzw.
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der Ausgangskonfiguration dar. Nach Anwendung der Nansonschen Formel zur
Transformation von Flichenelementen

ndl = dl' = (det F)F~"dly = JF "D dl, (41)

auf das Integral beziiglich der Momentankonfiguration folgt mit der Beziehung
gF ' =Fqg:

JF'qg =Q. (42)
Da weiterhin leicht gezeigt werden kann, dass
0 0
FT EZ K 4
9 5k G OXK (43)

gilt, ergibt sich das Fouriersche Wirmeleitgesetz auf der Ausgangskonfiguration
in folgender Form:

Q = Ay VdetC C~' Gradd. (44)

3.4 Plastisches Teildeformationsgesetz

Die Analyse des plastischen Teildeformationsgesetzes auf der Basis eines Sub-
strukturkonzepts ist in [3] fiir den isothermen Fall ausfiihrlich dargestellt. Wie
bereits erwidhnt, wird diese Vorgehensweise durch die hier vorgenommene Wahl
der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten bei Betrachtung ther-
moelastoplastischer Vorgéinge nicht prinzipiell verdndert. Daher werden in diesem
Abschnitt lediglich die wesentlichen Grundlagen der Definition eines plastischen
Teildeformationsgesetzes erlautert und Hinweise auf Spezifika durch die Beriick-
sichtigung von Temperaturprozessen gegeben.

Nach eingehender Betrachtung von Beziehungen fiir den Spannungstensor, die
Entropie und den Warmeflussvektor verbleibt von der Clausius-Duhem-Unglei-
chung (32) lediglich ein dissipativer, mechanischer Anteil.

o,  ~ o N 1 O o1
— e A+ P Ay — g —C—= .. >0 45
QO@Al 1 QO@AQ 2— 0o 902 P (Ccpg_l) =z ( )
Mit der Definition von Variablen
~ awp P awp
o = ) T = —0 = 46
A, A, (46)

kann diese Beziehung der plastischen Dissipation unter Beriicksichtigung von (33)
sowie der Rechenregeln fiir zweifache Uberschiebungen transponierter zweistufi-
ger Tensoren weiter vereinfacht werden.

~ A~

- ~ 1 iy
D’ = —&- A ~T" A, - [CTC” + C'TC] - >0 ()
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Dabei stellen a den zu A\l arbeitskonjugierten Riickspannungstensor und T
einen zu A, arbeitskonjugierten zweistufigen schiefsymmetrischen Tensor vom
Spannungstyp dar.

Unter konsequenter Anwendung von pull-back-Operationen mit dem Abbildungs-
tensor H kann die Beziehung der plastischen Dissipation (47) in materiellen
Grofen formuliert werden.

A A 1 « p—1
DV =—-—a-A, — T A, — 1 [cCTC? + C’TC] --C >0 (48)
In diesem Zusammenhang gelten folgende Transformationsbeziehungen:

YAN . . .
a = H'aH™", A, = A -AH'H-H HTA,,

—1/mP T A . 14 . T _T (49>
Tp == H TH ; A2 - AQ—AQH H—H H AQ.

Das Postulat vom Maximum der plastischen Dissipation fiihrt unter der Restrik-
tion der Erfiillung einer geeigneten FlieBbedingung

F(T,a,T?) <0 (50)

auf ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingung (vgl. [3,50]), das mittels des
Konzepts von Lagrange-Multiplikatoren wie folgt definiert werden kann:

M(T,a, T?y) = D’ (T,a, T?) — NG (T, a, T",y) — stat. (51)

Die Grofle A lésst sich als plastischer Multiplikator interpretieren und mit der
Schlupfvariable y entsteht aus (50) die Gleichheitsnebenbedingung

G(T,a, T?) = F(T,a, TP) + 4°. (52)

Bei Auswertung von (51) durch Bildung der Ableitungen von M nach den un-
abhéngigen Variablen als notwendige Bedingungen fiir die Existenz des Optimums
wird ein Gleichungssystem erhalten, aus dem sich das assoziierte Flieflgesetz
- p— - p— oF
crC’'c oo = 4N Sl (53)
oT
sowie verallgemeinerte Evolutionsgleichungen fiir die inneren Variablen zur Be-
schreibung der Verfestigung ableiten lassen.

R R,
L oa’ Y

(54)

An dieser Stelle soll nochmals die Aussage aus dem Abschnitt 2 erwédhnt werden,
dass der Abbildungstensor H basierend auf dem plastischen Spin (7) ermittelt
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werden soll. Als Grundlage wird die folgende konstitutive Beziehung vorgeschla-
gen:

Wi = 4 55
D= Az (55)

Zunichst wird beziiglich der inneren Variablen 121\1 und 22 ein Ansatz fiir den
plastischen Anteil der freien Helmholtz-Energiedichte vorgeschlagen, der lediglich
die zweiten Invarianten der unabhéngigen Variablen mit temperaturabhingigen
Faktoren (Materialfunktionen) beriicksichtigt.

PN 1 PR 1 .
b, (AI,A2,8> = Sa(0) A+ Ar — S50 Ay - Ay (56)

Damit folgt unter Nutzung der Definitionen (46) auf der Substrukturkonfigurati-
on:

~ ~p ~

a =c(0) A, T = —c(0) Ay (57)
mit

ci1(0) = ooc1(0), c2(0) = 00c2(0) . (58)
Das nachfolgende pull-back auf die Ausgangskonfiguration unter Verwendung des
Abbildungstensors H fiihrt auf die Beziehungen

o = cl(H)XAlX, TP = —CQ(Q)XAQX (59)
mit
X =H'H". (60)

Es kann leicht gezeigt werden, dass die Zeitableitung der Beziehungen (59) den
folgenden Gleichungen entspricht:

A .
& = () XA, X + —%3 0 XA X (61a)
A .
P —oX4,X - 225 XA.X (61b)

Diese Beziehungen werden unter Beriicksichtigung der Definitionen (54) und der
Funktionen (59) weiter umgeformt.

A\v4 . 8F 1 001 °
No oF l dey »
T ONX g X + —pr 0 T (62b)

Die numerische Losung des Anfangswert-Problems fiir elastisch-plastische Mate-
rialmodelle, die gewohnlich als Algebro-Differentialgleichungssystem (DAE) vor-
liegen, erfordert geeignete Zeitintegrationsverfahren. Zu diesem Zweck ist es er-
forderlich, einen Zusammenhang zwischen den “objektiven” Zeitableitungen von
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a und T? (57-Ableitung) sowie deren materiellen Zeitableitungen auf der Aus-
gangskonfiguration herzustellen. Sie kénnen unter Verwendung einfacher mathe-
matischer Operationen aus (49) abgeleitet werden.

& = & ~H'Ha — aH HT” (63a)
. v
=T

T = v - H'HT® — T"H H" (63b)

Wegen der Abhéngigkeit der Fliebedingung von einer Vergleichsspannung T,
die ihrerseits im Sinne einer Regel zur Beschreibung der isotropen Verfestigung
eine Funktion der plastischen Bogenlédnge EP darstellt, wird zusétzlich eine Evo-
lutionsgleichung fiir E? benotigt. Entsprechend der in [3] verwendeten Definition
wird die Geschwindigkeit der Anderung der plastischen Bogenldnge mit

. 2 oF oF
y o'\, 2
E? A\/BC 5T C 3T (64)

angegeben.

Zusammenfassend kann das plastische Teildeformationsgesetz des betrachteten
thermoelastoplastischen Modells im Rahmen eines Substrukturansatzes unter
Beriicksichtigung der Beziehung (53), (63b) mit (62b) sowie (64) als DAE for-
muliert werden.

crC’'c + T o 14 2—5 = 0 (65a)

& + c1(0) AX§—§X+ H'Ho +aH H7— C—ll%é o = 0 (65b)
T' + c(6) )\X%X+ H'HT + T"H H "~ é%é T? = 0 (65c¢)
EP — ) \/g C‘lg—i --C"lg—i —= 0 (65d)

Unter Verwendung einer Losungsstrategie, die im Detail in [3,7,17] erlautert ist,
wird das System (65a)-(65d) unter Verwendung eines verallgemeinerten impliziten
Schemas nach der Zeit diskretisiert und damit in ein nichtlineares algebraisches
Gleichungssystem iiberfiihrt.

Im Rahmen des vorgestellten Ansatzes konnen die Komponenten des Spannungs-
tensors explizit mit Hilfe der Gleichung (33) ermittelt werden. Es soll hier lediglich
erwahnt werden, dass anstelle von Gleichung (53) auch eine Evolutionsgleichung
beziiglich der Spannung bzw. des plastischen Teildeformationsgradienten einge-
setzt werden kann (vgl. [3,18]).
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3.5 Auswahl spezieller temperaturabhangiger konstitutiver
Funktionen

Die Temperaturabhéngigkeit elastischer und plastischer Teilprozesse sowie der
Wiérmedehnungen und der Warmekapazitét realer Materialien erfordert die De-
finition spezieller konstitutiver Ansétze fiir Materialparameter, freie Helmholtz-
Energiedichte sowie weitere Materialfunktionen. In diesem Abschnitt sollen einige
zweckméflige Modelle vorgestellt werden, die zu einem groflien Teil der Litera-
tur entnommen wurden. Bei praktischen Anwendungen sind die entsprechenden
Funktionen auf der Basis experimenteller Daten zu definieren und zu kalibrieren.

Zur Herleitung eines zweckméfBigen Ansatzes fiir die Funktion ¢(6), von welcher
der thermische Teildeformationsgradient (19) abhéngt, sollen rein thermisch indu-
zierte, isotrope Verzerrungsprozesse betrachtet werden. Dann gilt fiir die zeitliche
Anderung eines Volumenelementes d) die Beziehung
. o(dQY) -

(dQ) = o0 0 . (66)
Wird in dem Zusammenhang die Warmedehnung als lineare Funktion der Tem-
peratur mit dem linearen Wérmeausdehnungskoeffizienten a(#) als Proportiona-
litdatsfaktor angesehen, so kann dieser Ausdruck vereinfacht werden.

(dQ)" = 3a(0)dQ ¢ (67)

Andererseits gilt fiir den betrachteten Fall reiner Wiarmedehnungen wegen
dQ = det Fe.c_lQO (mit dem unverformten, materiellen Volumenelement d$) fir
die zeitliche Anderung des Volumenelementes

(dQ) = (det F?)" dQy

F% .
_ 8(%6;79 )--FerQO

— det F* (FG*T--F6T> a2

- () j—go dy

- (F"F@—1 . I> 0

Jdp -+ 1
= — @9 —(I--1)dQ
899g0( ) d

300 -
- Ea_zedQ' (68)
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Aus dem Vergleich von (67) mit (68) ergibt sich fiir den linearen Wérmeausdeh-
nungskoeffizienten -
Y
a(f) = o0
Hier ist die partielle Ableitung nach der Temperatur durch die vollstéandige Ablei-
tung ersetzt worden, da die beteiligten Funktionen lediglich von der Temperatur
abhéngen sollen. Nach Multiplikation mit dem Temperaturdifferential und Inte-
gration der entstandenen Beziehung folgt unter Beriicksichtigung der Bedingung

QO(Q = 90) = 152

(69)

In(6) = /a(e)de S o) = e

0o

a(0) do

>
o T

(70)

Unter der vereinfachenden Annahme, dass der Warmeausdehnungskoeffizient nicht
temperaturabhéngig sein soll, folgt fiir die Funktion der (isotropen) Warmeaus-
dehnung:

p(0) = e (71)

Eine weitere Vereinfachung von (71) ergibt sich nach der Linearisierung der Ex-
ponentialfunktion durch Zerlegung in eine Taylorreihe und Abbruch nach dem
linearen Glied.

w(f) =1+ o — b)) (72)

In der Literatur werden die Ansétze (71), (72) unter anderem in [15,24, 37, 3§]
verwendet, ohne dass ihre Herleitung immer ausfiihrlich diskutiert wird. Bei Tem-
peraturabhéngigkeit von «, die beispielsweise in der Umformtechnik eine wesent-
liche Rolle spielt, ist ein geeigneter funktionaler Zusammenhang fiir « = a(f) zu
definieren und die obige Herleitung entsprechend zu wiederholen.

Beziiglich der Temperaturabhéngigkeit der Materialparameter des elastischen
Teildeformationsgesetzes gibt Wegener [57] im Fall kleiner Verzerrungen eine li-
neare Beziehung fiir den Elastizitdtsmodul £ an, wihrend er die Querkontrakti-
onszahl v als konstant annimmt.

E=FEy+ pe®—0) mit Ey= FE) (73)

Falls sich diese Annahme aus experimenteller Sicht als zweckméfig erweist, konnen
damit einzelne Materialparameter hyperelastischer Ansétze im Bereich kleiner
Verzerrungen abgeschitzt werden. So werden beispielsweise bei Bucher [3] Zu-
sammenhénge beziiglich der Parameter eines kompressiblen Neo-Hooke-Modells

diskutiert.
1) D C10 14
C = —— _— —
YT 41+ ) T 21—

(74)

5Wenn nicht anders vermerkt, soll hier und im Weiteren als Bezugstemperatur 6, jeweils die
Raumtemperatur von 293,15 K verwendet werden.
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Heimes [24] schlégt fiir die Temperaturabhéingigkeit von Materialparametern hy-
perelastischer Teilmodelle die Funktionen

0
R = HOQ—O (75)

bzw.

k= ko (1 + Be(0 —6o)) (76)

vor. Dabei steht « fiir einen beliebigen Materialparameter mit ko = x(6y). Fiir
k = E stimmen (76) und (73) iiberein.

Konkrete Angaben fiir die Temperaturabhéingigkeit der Materialparameter des
plastischen Teildeformationsgesetzes sind zum Beispiel in [47] zu finden. Von We-
gener [57] stammt eine ebenfalls lineare Beziehung fiir die Anfangsflielspannung
TFO.

Tro = Tro(0o) + Br. (0 —6p) (77)

Geeignete funktionale Zusammenhénge zwischen Materialparametern und der
Temperatur zu finden, stellt insbesondere experimentell eine Herausforderung
dar, die den konkreten Materialspezifika Rechnung zu tragen hat. Beziiglich der
Modelle sollte stets der Grundsatz gelten: So einfach wie mdglich, so genau wie
notig.

Vergleichsweise breiten Raum nimmt in der Literatur die Herleitung und Dis-
kussion einer geeigneten Beziehung zwischen der die Wéarmespeicherung bestim-
menden Wiarmekapazitat cg; und der Temperatur sowie der damit zusammen
héngenden Definition des explizit von der Temperatur abhéngigen Anteils der
freien Helmholtz-Energiedichte ein. Wie in Abschnitt 5 ausfiihrlich gezeigt wird,

gilt

9*(00?)
002 -
In diesem Zusammenhang zeigen Ottosen und Ristinmaa [47], dass bei konstan-
ten oder nur linear von der Temperatur abhingigen Materialparametern des
elastischen und des plastischen Anteils der freien Helmholtz-Energiedichte die
Wirmekapazitét cg; allein durch den thermischen Anteil 1)y von v bestimmt wird.
Fiir Aluminium weisen die Autoren zudem nach, dass selbst bei komplexeren
Temperaturabhéangigkeiten von Materialparametern, der Beitrag des thermischen
Anteils der freien Helmholtz-Energiedichte dominiert. Somit kann allgemein ge-
schrieben werden:

9 (00ts)

002

Cot = —0 (78)

Cot — —0 (79)
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Drei konkrete Ansétze fiir die Funktion cg; = cg(0) kristallisieren sich im rele-
vanten Schrifttum besonders heraus.

Cot = Coo = konst (Fritsch [15]) (80a)
Cot = FKep, Coto0 (Heimes [24] u.a.) (80Db)
Cor = Coo |1+ Ky, (0 — 60)] ([24,56]) (80c)

Dabei gilt jeweils cgp = cpi(0 = 6p). Fiir k., setzt Heimes [24] beispielsweise
Keo, = 1/0y an. Nach jeweils zweimaliger Integration iiber die Temperatur folgen
unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen

Iy

0=09

die entsprechenden Ansétze fiir den explizit temperaturabhédngigen Anteil der
freien Helmholtz-Energiedichte.

00y = —Corwo {9111; — (60— 90)} (82a)
0
C0Ve = —% (0 — 0p)* (82b)
A ,
00 1/}9 =  Coto {[1 — Rey, 90] |:(9 — 90) —fln 9—0:| — 5 Regy (9 — 90) } (82C)

Neben der Erfiillung einer Reihe anderer, physikalisch sinnvoller Bedingungen
miissen Materialmodelle fiir finite Verzerrungen auch den Fall kleiner Verzerrun-
gen korrekt erfassen. Beziiglich thermoelastischer Ansétze ist beispielsweise die
freie Helmholtz-Energiedichte so zu formulieren, dass das verallgemeinerte Hoo-
kesche Gesetz

o =2ue® + Aspel — 3ra(d—0)I (83)

mit dem Cauchyschen Spannungstensor o, dem linearisierten elastischen Verzer-
rungstensor €, den Lamé-Parametern A,p sowie dem Materialparameter

K= A+ (2/3)u erfiillt wird.

Das Neo-Hooke-Modell als einfachster Ansatz fiir kompressibles Materialverhal-
ten bei groBen Verzerrungen (vgl. [3]) kann im thermoelastischen Fall durch die
Funktion der freien Helmholtz-Energiedichte

Y (C®) = ¢19 (I(C°) —InI3(C¢) —3) + Dy (InI3(C*))? (84)
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mit den Materialaparametern cio, Dy gekennzeichnet werden®. Da hier C? = I
gilt, kann mit (33) unter Beriicksichtigung von (28) nach einigen Umformungen
das hyperelastische Materialmodell fiir (84) abgeleitet werden.

2
T = cw?[ + 2 (2D (InI3(C) — 61In ) — c10) C* (85)

Basierend auf allgemeinen Uberlegungen zur Kinematik und Kinetik deformier-
barer Korper, dem Ansatz (72) beziiglich der Funktion ¢ sowie den Beziehungen
zwischen dem Strecktensor C' und dem Verzerrungstensor E bzw. deren Invari-
anten lassen sich einige Abschéatzungen im Fall kleiner Verzerrungen vornehmen.

T =~ o
C' ~ I -2e°
Inl5(C) ~ I3(C) — 1= 2spe®

-2 1 —2a(0—6) =1—-2aA0
p—1=a(l@—0) =aAd

5 6
©
Qo

Damit folgt aus (85):
o =2c0(1 —2aA0)I +2(2Dy(2spe®—6aAb)—cy) (I —2e°) (86)
und bei Vernachlissigung von nichtlinearen Termen beziiglich des elastischen Ver-

zerrungstensors, der Temperaturdifferenz bzw. deren Produkte eine zum verall-
gemeinerten Hookeschen Gesetz dquivalente Formulierung.

o = 4010 e’ + 8D28p86I - (4610 +24D2) Q(Q—HQ)I (87)

Ein Vergleich mit (83) ergibt

A
o = g Dy = 3 = deyo+24Dy = 3k, (88)
Damit ist die Korrektheit des Ansatzes (84) im Sinne der Modellierung kleiner
thermoelastischer Verzerrungen gewihrleistet.

SMit I;(C°) = spC° und I3(C°) = det C® werden die erste und dritte Hauptinvariante
des elastischen Verzerrungsmafles C° bezeichnet. Sie kénnen aus den Grundinvarianten
Ji(C®) = spC*, Jo(C°) = 1sp(C°)? und J3(C°) = 1isp(C°)? berechnet werden. Die
Zusammenhénge zwischen den Haupt- und Grundinvarianten eines zweistufigen Tensors
sind beispielsweise in [3] im Detail dargestellt.
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4 Wairmeleitungsgleichung unter Beriicksichtigung
des thermoelastischen Effekts und dissipativer
Terme

Die Wéarmeleitungsgleichung stellt die Evolutionsgleichung fiir die zeitliche und
ortliche Entwicklung des Temperaturfeldes dar. Thre Herleitung basiert auf der
materiellen Zeitableitung der nach der spezifischen inneren Energie umgestellten
Beziehung (22) unter Beriicksichtigung der materiellen Zeitableitung der freien
Helmholtz-Energiedichte (30) sowie der Beziehung fiir die Entropie (37).

€ = Y+on+0n
— %..C’eT+ 0y . A\lT + 0y . A\2T+ 8w

—~

oce . ) 89
o 1 0p 1 . .
—%9+(;%gT--C>Q+Qn (89)

Aus dem Vergleich dieser Beziehung mit dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik
(20) folgt eine Gleichung fiir die materielle Zeitableitung der Entropie.

. 1 1 azze . eT
bn = —T..C — —DivQ + H —
200 00 @ ace

_8% ..A1+8¢P A, — (la_@iTc)g (90)
0A, 0A,

Nach (28) lautet der Rechts-Cauchy Green-Tensor
C = p0) CC? (91)

mit der materiellen Zeitableitung

Cc = 2@2('; CcCcry + 2CCP + 2oC”

2
- g“gce+ccp"+ccp You

_ 2 g‘gc hp+Cc” —cc"or. (92)

Es folgt unter Beachtung der Symmetrie von T' und C??, des elastischen Modells
(33) sowie des Ansatzes fiir den thermischen Teildeformationsgradienten (19):
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LT..(} — (la_@iT..C)é+LCp9T..C'E_LCPTC“CP_I
200 © 90 oo 200 200
— (laﬁiT..C)é+LTCp9..C’eT_LC’PTC..C’p1
@ 90 0o 200 200
100 1 1 200 OUe 1wy €T
- (¥ 7.cC = 29 e co-ior L ¢
(90 90 0o ) f +2Q0 ©* 0C*
R s o
200

1 &p 1 ° 82/_16 «eT 1 « p—1
= — L _T.. . - —ocrro .. .
( C’) 0+ 56 C =5 C'TCC" L (9))

Damit kann die Beziehung (90) vereinfacht werden. Nach den erforderlichen pull-
back-Operationen auf die Ausgangskonfiguration folgt mit den Definitionen (46):

. 1
ofn = ——DivQ + H
Qo
1 . 1 A 1 A
——CPTC--CP1——a--A1——T7’--A2. (94)
200 00 0

Um die Entropie aus diesem Ansatz eliminieren zu kénnen, soll im Weiteren die
materielle Zeitableitung der Gleichung (37) im Detail diskutiert werden. Unter
Beriicksichtigung der Definitionen (46) gilt fiir den ersten Summanden:

e(&/’) Sy e

0 00° 0C00
o (0 S o (0, S
0 — e . A 0 — e . A
o0 <a > T (0A2 g
_ O g P e 008 2 60T 4
IRTE dC¢90 00 00 1oy 06 2
o+ - 0?1, .eT 0 Jo & 0 oT? &
— = 0 . Z .. 22T AL
07 ' 05000 C T e AT o g A ()

Die materielle Zeitableitung des zweiten Summanden der Bestimmungsgleichung
fiir die Entropie (37) erfordert eine sorgféltige Analyse.

Bl Ay A — (= 7.
9(90 a0 0o C) 939 (90 90 oo C)Q
10p 1 . 1 0p 1 >
+O0—"C T C 40— —T-C (9
@ 08 0o @ 00 0o (56)
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Dabei ist in den materiellen Zeitableitungen des Terms

glaﬁiT .C + glg_gpiT..C (97)
@ 99 00 p 90 0o
die Abhéngigkeit von der Temperatur nicht mehr zu erfassen, da sie vollstandig
im ersten Term der rechten Seite von (96) enthalten ist. In diesem Zusammenhang
kann (96) unter Beachtung von (33) und (92) sowie der Symmetrie wesentlicher
Tensoren ausfithrlich dargestellt werden.

1 0p 1 ) 0 (10p 1 .
o (- —T- == (-==T7-
<80 a0 o C) 00 (90 90 0o C>0
18g0 1 2@0 0%, 0% pa CeT
@80 00 ©* " oceoct
1L dp 1 209 87»@ - p—1
p— = — ==Y .
e e
13@ 1 e 1890 1 L)
- T p?’CCP + 0= —T.p*CC
¢ 00 0o P00 0 ¥
0 (10p 1 .
— (== _T71..
80( % 2 C)(’
10p 1 0 (200 Oe -y . eT
05 o ace(<p2 ac<¢ ¢
1 9p 1 (20 e —1 p—1
0— — — (=} crt).crc’ C
* ¢ 06 oo ( 2 oCe
1 0p 1 e ynh 1 8@ 1
- r.cc” 9L .. or
¢ 00 0o p 90 0o
0 (10p 1 .
= 0 Lt _-T..C
80( 90 a0 )9
1op 1 o T 4t
v 00 oo oCc*
L9t %L e
@ 08 oo
I e aTou
@ 00 oo
Loo 1 o g "o
@ 00 o
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Weitere Umformungen ergeben

10p 1 )
~— L _T.
0( 90 0o C)

90 \ p 00 oo
1 0p 1 oT  .er 1 0p 1 . p—1
X C.. .C 06— ——CTC?.-C
w 00 09 oC* + w 00 o9
+91830 1TCI?9 C’eT_gla_gpiCTCp..C’pil
© 00 0o ¢ 99 0o
0 (10p 1 .
= 0—=|-=—T
o (90 a0 0o C>0
].aQO 1 oT - eT 18()0 ]. 0 = eT
X C.. . C TCY"..C . 98
© 00 o oCce " © 00 0o (58)

Durch den Vergleich von

. oY 1 0p 1 )
6n =—46 0|\———T:.-C 99
(ae) " ((p 9 20 ) (99)
mit (94) folgt bei Einbeziehung der materiellen Zeitableitungen (95) sowie (98)
nach Multiplikation mit der Massedichte des Ausgangszustandes gy und Ver-

nachléssigung von Warmequellen die Warmeleitungsgleichung fiir das betrachtete
Materialmodell der finiten Elastoplastizitét.

o 0 +DIvQ — w, + w, + w, = 0 (100)

Dabei repréasentieren in einer konsequenten Formulierung beziiglich der Ausgangs-
konfiguration

e ¢y die spezifische Warmekapazitét

9 (10p 9 (009)
=0—=|—==T - = Com , 101
Co 089 (@86 C) 0——— 962 = Com T+ Cot (O)
e w, die so genannte thermoelastische Kopplung
P(oote) 10 oT P . eT
=40 - — TC? . 102
e {aoeae 500 (C ace " TC )} ¢, 10
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e w, die gesamte plastische Spannungsleistung

p

1 e 1 :
w, = 5C"TC ¢’ b -5TCC - C (103)

e und w, den als innere Energie gespeicherten Anteil der plastischen Spannungs-
leistung

o A oTP A
P— —_— — oo p— LR
o (o) R () R oy

Im Gegensatz zu anderen Autoren wird hier die thermoelastische Kopplung nicht
vernachlassigt. Das Wissen um den thermoelastischen Effekt kann in praktischen
Experimenten zur Charakterisierung bestimmter Materialeigenschaften genutzt
werden. So wurde z.B. in Zugversuchen an Metallproben festgestellt, dass im
elastischen Bereich bei Volumenvergrofferung eine messbare Abkiihlung stattfin-
det, wiahrend unmittelbar nach der Plastizierung durch dissipative Effekte ein
Temperaturanstieg zu verzeichnen ist. Somit kann der thermoelastische Effekt
fiir eine zuverldssige Bestimmung des plastischen Fliebeginns genutzt werden.

Wie oben erwéhnt, wird ein Teil der plastischen Dissipationsleistung u. a. im Er-
gebnis von Versetzungsinteraktionen im Kristallgitter als innere Energie gespei-
chert. Auch dieser Anteil wird haufig in der Literatur vernachléssigt. Alternativ
wird deshalb die plastische Dissipation mit einem heuristisch ermittelten Faktor
festgelegt. In dem vorgestellten Ansatz sind die entsprechenden Anteile auf der
Basis konstitutiver Annahmen per se enthalten.

5 Randwertaufgabe der Thermoelastoplastizitat bei
groBBen Verzerrungen in Lagrangescher
Formulierung

5.1 Schwache Formulierungen des Impulssatzes und der
Warmeleitungsgleichung

Die aus dem Impulssatz folgenden mechanischen Gleichgewichtsbedingungen sind
origindr in der Momentankonfiguration definiert. Thre lokale, rdumliche Formu-
lierung

dive + 0ob =0 (105)

driickt die Bilanz zwischen der Divergenz der Cauchy-Spannung sowie massebe-
zogenen Kriften b zur Charakterisierung von Nah- und Fernfeldwirkungen (z. B.
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Gravitation) aus. Mit Hilfe tensoralgebraischer und tensoranalytischer Betrach-
tungen (vgl. [16]) kann daraus die folgende verallgemeinerte materielle Darstel-
lung abgeleitet werden:

Div(TF") + 9oB = 0. (106)

Dabei ist diese Beziehung so zu interpretieren, dass die beiden Terme Div (T FT)
und gpB volumenbezogene Kraftvektoren darstellen, die unter Verwendung des
so genannten Shifters auf die Basis der Ausgangskonfiguration bezogen sind und
mit Hilfe des Bewegungsgesetzes (8) als Funktionen der Koordinaten dieser Kon-
figuration definiert werden konnen.

Nach Multiplikation von (106) mit einer beliebigen Testfunktion V. = V (X))
(wobei gilt: V' € (H3())?, V = 0 auf T'gpy) und Integration iiber das Volumen
des undeformierten Gebietes ) folgt aus (106) die schwache Formulierung des
Gleichgewichts:

/Div (TF™) Von—i—/goBV dQ = 0. (107)

Qo Qo

Wird die Testfunktion als virtuelle Verschiebung interpretiert, stellt (107) das
Prinzip der virtuellen Arbeit dar.

Mit der Regel zur Berechnung der Divergenz eines einfachen Skalarproduktes
aus einem beliebigen zweistufigen symmetrischen Tensor Z und einem beliebigen
Vektor W als Funktionen der Koordinaten der Ausgangskonfiguration

Div(ZW) = (DivZ)W + Z --(Grad W)7 (108)

o (W'(G)r)

. - K
mit GradW = G IXE

(109)

kann das erste Integral in Gleichung (107) auch geschrieben werden als

/ Div (TF") V d
Qo

= /Div (TF'V) dQy — /TFT-- (GradV)"dy.  (110)
Qo

Qo

Nach dem Integralsatz von Gau-Ostrogradski gilt:

/Div (TF'V) dQy = / N (TF'V) dly (111)

Qo Conu
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mit dem nach auflen gerichteten Normalenvektor 9t auf dem Rand des Gebietes
Q. Damit lautet die schwache Formulierung des Gleichgewichts:

/mTFTV dlg —/TFT (GradV')” on+/ 0BV dQy=0. (112)

Conu Qo

Bei Vernachlassigung volumenformiger Krifte sowie Beachtung von Rechenregeln
fiir einfache und doppelte Uberschiebungen von Tensoren zweiter Stufe verein-
facht sich (112) zu

/T . FT (GradV)" dQy = /mTFTVdFO_ /RUVdFO (113)

Tonu Conu

mit der gegebenen duBeren Belastung Ry (Spannungsvektor) am Neumann-Rand
fiir das mechanische Problem. Unter Beriicksichtigung der Beziehung (12) folgt
daraus:

/ T - GradV) + GradU (GradV) ] S = / RyV dl,.  (114)

Tonu

Wegen A-- B = AT .. BT (A, B beliebige zweistufige Tensoren) und der Sym-
metrie des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors gilt:

T~-Y:T--YT:%T-- (Y +Y7) (115)

mit Y = (GradV)" + GradU (GradV')"
Folglich lasst sich die Gleichung (114) mit der zusétzlichen Definition
2E(U;V) ¥
(GradV)? 4 GradV + GradU (GradV)” + GradV (GradU )"  (116)

wie nachstehend darstellen:

T--EU;V)dy = R,V dly. (117)
/ /

Fonv

Wegen der Einwirkung der Temperaturgeschichte auf das mechanische Problem
und der Riickkopplung (vorrangig dissipativer) mechanischer Prozesse auf die
Entwicklung des Temperaturfeldes liegen mit den Verschiebungen und der Tem-
peratur unterschiedliche Feldvariablen als numerische Prozessgrofien vor, die sich
gegenseitig beeinflussen. Demzufolge reicht die Beziehung (117) allein nicht aus,
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dass vollstiandige Feldproblem zu l6sen. Aus diesem Grunde wird im Weiteren
zusitzlich die Warmeleitungsgleichung (100) herangezogen. Diese stellt ebenfalls
eine Verkniipfung der betrachteten numerischen Prozessvariablen dar, was durch
die in Abschnitt 1 beschriebenen Kopplungseffekte zwischen mechanischem und
thermischem Teilproblem deutlich wird. Wird die lokale Warmeleitungsgleichung
in der verallgemeinerten materiellen Darstellung (100) mit einer beliebigen Test-
funktion ¥ € Lo(€2) (¥ = 9(X), ¥ = 0 auf I'gpy) multipliziert und anschlieend
eine Integration {iber das Volumen des undeformierten Gebietes (), ausgefiihrt,
folgt:

/ceéﬁon + /(Din) 9dQy — /(we—wp—wv)ﬁdﬂo = 0. (118)

Qo Qo Qo

Mit einer zu (108) analogen Regel fiir die Berechnung der Divergenz des Pro-
duktes eines Vektors mit einem Skalar kann das zweite Integral der schwachen
Formulierung der Wérmeleitungsgleichung (118) auch geschrieben werden als

/ (DivQ) ¥

Qo
= /Div (¥ Q) dQy —/(Gradz?)Qon- (119)
Qo Qo

Nach dem Integralsatz von GauB-Ostrogradski gilt:

/Div(ﬁQ)on = /ﬁs)thro = /Rwdro (120)

Qo Tone Cong

mit der gegebenen, von dufleren Einwirkungen induzierten, relativen Wéarme-
stromdichte Ry am Neumann-Rand fiir das Temperaturteilproblem’. Neben der
unmittelbaren Angabe einer von aufien eingeprigten Wirmestromdichte R,° nor-
mal zum betrachteten Randabschnitt konnen fiir die Wéarmeleitaufgabe folgende
weitere Neumann-Randbedingungen definiert werden:

o Wirmekonvektion durch Teile der Oberfliche des Korpers

Re = he (0 —0,) (121)

mit dem Materialparameter A, und der Umgebungstemperatur 6.,

"Wie bereits erwihnt, wird der komplette Rand des betrachteten Gebietes jeweils in einen
Bereich mit Dirichlet-Randbedingungen und einen Bereich mit Neumann-Randbedingungen
beziiglich jeder der numerischen Feldgréfien Verschiebungen sowie Temperatur unterteilt. Es
gilt somit 'y = DopyUTonu, Lo = TopeUTgne und TopyNTony = 0O sowie TgpeNTgng = 0.

8 An einem adiabatischen (ideal wirmeisolierenden) Randabschnitt gilt Ry = 0.
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e Wirmestrahlung B
Ry = h, (0*—6;) (122)

mit dem Materialparameter h, und der Temperatur der Strahlungsquelle 6,
sowie

o Wirmeiibertragung durch Kontakt zweier Kérper
Ry = hy (0 —6,) (123)

mit dem Materialparameter h;, und der Temperatur des Kontaktkorpers 6.

Schlussendlich kann Gleichung (118) unter Beachtung des Fourierschen Wérme-
leitgesetzes (44) sowie der verkiirzten Schreibweise w,, = w, — w, — w, und der
Wiérmeleitmatrix Ky

Ky = AgVdetCC™'. (124)

wie nachstehend dargestellt werden:

/ o 00dY + / (Grad¥) K, (Grad6) dQ
Qo QO

—/wmﬁdQO = — / Ry dTy . (125)

Qo LCone
Mit den Beziehungen (117) und (125) besteht somit die gemischte Anfangs-

Randwert-Aufgabe der Thermoelastoplastizitéit bei grofien Verzerrungen in der
Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

aw(U,0;V) = J(V)  WVe(H)(Q)® (126a)

do(U,0:0,9) + co(0:0,9) = g(9) Vi € Lo(Q)  (126D)

beziiglich der FeldgroBlen Verschiebungen U und Temperatur 6. Dabei gilt fiir
die einzelnen Teile des Systems:
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aO(U767V)

dO(Uae;éaﬁ)

dOI(U79;é719)

dog(U,e;ﬁ)

/T CE(U:V) dy (127a)

doy (U ,0:6,9) + doa(U .0 9)

/ Com 0 9 d (127b)
Qo
—/wmﬁdﬁo (1270)
Qo
/ R,V dl (127d)
Ponu

001(9;é,19) + ¢o2(0,9)

/ cor 6 9 A (127¢)

Qo

/(Gradl‘}) K (Grad ) dQ (127f)

Qo

- / Ry dl . (127g)
Tone

Zur Vereinfachung der weiteren Betrachtungen wird einschréinkend davon aus-
gegangen, dass eingeprigte Kréfte und Randfliisse nicht von den numerischen

Prozessvariablen abhéngen.

5.2 Linearisierung der schwachen Formulierungen

Zur Losung des Gleichungssystems (126a) und (126b) mit Hilfe des Newton-
Verfahrens macht sich dessen Linearisierung erforderlich. Dazu ist zu bemerken,
dass die Abhéngigkeit von den Verschiebungen U und der Temperatur 6 in den

Teilfunktionalen ao(U,0;V') und doy(U ,0; é,ﬁ) sowie die von der Temperatur

zusétzlich in ¢y(6; é, ) nichtlinearen Charakter tragt. Hinsichtlich V' und 9 be-
stehen im System (126a), (126b) lediglich lineare Abhéngigkeiten. Erschwerend
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fiir die Losung des gemischten Randwertproblems kommt eine lineare Abhanglg—

keit von der zeitlichen Ableitung der Temperatur in do(U , 0 ; 0 ) sowie ¢o(0; 6 J)
hinzu. Vor der Linearisierung des Gleichungssystems ist somit zunéchst eine ge-
eignete zeitliche Auflésung von Zeitdifferentialen durch Differenzenansétze durch-
zufiihren.

Die Zeitdiskretisierung erfolgt unter Nutzung des verallgemeinerten Einschritt-
Differenzen-Verfahrens (Integrationsalgorithmus)

Yn+1l = Yn + (afn+1 + (1 _a) fn) At (128)
mit
At =ty — ty (129)
und
0,0 : Euler vorwirts
€ [0,1], a = 1,0 : Euler riickwérts

0,5 : Crank-Nicolson (Trapezregel)

fiir eine gewohnliche Differentialgleichung

dy

W=y = ). (130)

Beziiglich der materiellen Zeitableitung der Temperatur lédsst sich somit eine zu
(128) analoge Beziehung angeben.

Ost = O + |Qlnss + (1—a) On| At (131)

Hier weist der Index (.),, auf Variablen zum Zeitpunkt ¢,, hin, die aus der Losung
des vorangegangenen Lastschritts bekannt sind, der Index (.),;; auf Variablen,
die Bestandteil der aktuellen Losung zur Zeit ¢, sind. Auf Letzteren soll im
Weiteren verzichtet werden. Nach Umstellung von (131) ergibt sich somit:

1 1 l—a -

g — o — 0, — —Z 9, 132
0 alt alAt o 0 (132)

Die Anwendung dieser Zeitdiskretisierung auf die Beziehungen (126a), (126b)
fithrt auf ein nichtlineares Gleichungssystem, in dem nur noch die aktuellen (un-
bekannten) Werte der Primérvariablen selbst, jedoch nicht mehr deren Ableitun-
gen zur Zeit t,,1 enthalten sind.

ao(U,0;V) = f(V) (133a)

G(U,0:0,0,,00,0) + c1(0:0,0,,00.0) = altg®)  (133b)
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mit
(U, 0:0,0,,0,,9) = dog(U,0:0,9) — do(U,0;6,,9)
— (1—a)Atdg (U, 0; 0,.9) + alAt o (U, 0:0),(134a)
c1(0:6,60,,0,,9) = cu(8:6,9) — cou(6;6,,9)

—(1—a) At cy(0;0n,9) + a At coa(0,0). (134b)

Fiir die Linearisierung des nichtlinearen Systems (133a), (133b) im Sinne des
Newton-Verfahrens werden im Folgenden Taylor-Entwicklungen beziiglich beider
Feldvariablen U und 6 betrachtet.

Gegeben sei die Losung des Zweifeldproblems (U, 6) o (Ui ns 00 p,) aus der

i-ten Newton-Iteration zur Zeit t,11 = t + At mit (U ap, 0% 0,) = (Un,bn),

gesucht ist die Losung (U + AU, 0 + A6) o (Uith,. 0;1h,) in der (aktuellen)

(¢ + 1)-ten Newton-Iteration zum Zeitpunkt t,,;. Der Spannungstensor T kann
als nichtlineare Funktion des Verzerrungstensors E (U ) und der Temperatur ¢
angesehen werden. Seine Linearisierung erfolgt iiber eine Taylor-Entwicklung, die
nach dem ersten Glied abgebrochen wird.

T(E(U + AU),0 + Af)

e+ B g TEQL0,
Dabei gilt:
EU) = %[(GradU)T—i-GradU +GradU (GradU )] (136a)
E(U+AU) = % [(Grad(U + AU))" + Grad(U + AU )+
Grad(U + AU )(Grad(U + AU ))"] (136b)
und

AE = E(U +AU) - E(U)

[(GradAU)" + GradAU + GradU (GradAU )"
+GradAU (GradU)" + GradAU (GradAU )|

1

2
1

= E(U;AU)+ 5GmelAU(GmdAU)T : (137)
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Weiterhin folgt fiir E(U + AU ; V') die Bezichung:
E(U+AU;V)=E (U;V)
1
+ §[GradAU(GradV)T+ GradV (GradAU)"| . (138)

In analoger Weise konnen Linearisierungen fiir die Anteile der spezifischen Warme-
kapazitit cs (101) sowie der thermomechanischen KoppelgroBe w,, mit den Bei-
tragen (102)-(104) angegeben werden.

com(E(U + AU ), 0 + AD)
= Cem(E(U)’ 9)

Ocom(E (U ), 0) Ocom(E (U ), 0)
+ OE AE + a0

Ab (139a)

wn(E(U + AU ), 0 + A0)

ow,,(E(U),0) ow,,(E(U),0)

= wn(B(U),0) + Z AR + S TG (139)
cor(6 + AB) = cr(6) + acgtg(e)m (139¢)
Grad(f + Af) = Gradf + Grad Ad (139d)

Aus Griinden der numerischen Vereinfachung wird auf die Linearisierung der
Wirmeleitmatrix Ky verzichtet, obwohl das pull-back auf die Ausgangskonfigu-
ration (124) eine Abhéngigkeit von den Verschiebungsvariablen U anzeigt. Es
kann davon ausgegangen werden, dass in diesem Zusammenhang das Konver-
genzverhalten der inkrementell-iterativen Losung des Randwertproblems nicht
merklich beeintrichtigt wird. Es ist zweckméBig, die Warmeleitmatrix wihrend
eines Lastschritts konstant zu halten und an dessen Ende in einer Art Postpro-
zessing an den aktuellen Deformationszustand anzupassen. Alternativ kann die
Wiérmeleitmatrix auch wahrend der Gleichgewichtsiterationen mit den jeweiligen
Verzerrungen neu berechnet werden.

Werden die oben angegebenen Linearisierungen von Verzerrungs-, Spannungs-,
thermischen und gekoppelten Variablen in das Gleichungssystem (133a), (133D)
mit den Ausdriicken (127a)-(127g) sowie (134a)-(134b) eingesetzt, folgt bei Ver-
nachlissigung von Termen, die mindestens quadratisch in separaten oder ge-
mischten Termen der Inkremente der Prozessvariablen AU sowie A6 sind, fiir
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die Teilfunktionale des Systems:
ao(U + AU ,0+ AO; V')

:/T(E(U—i—AU),H—i—A@)--E(U—i—AU;V}dQO
Qo
=a(U,0;V) 4+ an(U,0; AU, V) + an(U,0;A0,V) (140a)

dor(U + AU, 0+ A0; 0+ A0, 0) — doy(U + AU, 0+ A9 0, 9)

_ /%(E(U AU, 0+ AB) (6 + A8) 9 d
Qo

—/cem(E(U + AU), 0+ A8) 6, 9 dY
Qo
= doy (U, 0,0 — 0,,,9) + doy (U, 0; A0, V)
+/ (a(;gm(géU),e) - E (U;AU)) (6 — 6,) 9 d

Qo

Qo

do1(U + AU 0+ A0 0,,,9)

_ /cgm(E(U +AU), 0+ AB) g, 9dY

Qo
- d01<U7 9’ éna 19)

Fdo (U0 AU ,0,,9) + dos(U 0 A8, 9, 9) (140c)

doo(U 4+ AU ,6 + A ;)

= —/wm(E(U + AU ), 0+ A9) 9 dSy

Qo

= dog(U,g;’&) + dzg(U,e;AU,'ﬁ) + d24(U,0;A9,"L9) (140d)
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cor(04 2020+ AO9) — cor(0+ A0 0,,9)
:/c(%(HJrA@) 0+ A0) 9 dy — /CQt(9+Ae) 0,0 4%
Q() Q0
= 601(9;9 — Qn,ﬂ) + 001(9; A@,ﬁ)

‘%g;y) AG (0 — 0,) 9 d (140e)

Qo

cor(0+ AG: 0, 9)

- / cor (0 + A0) 0,9 dSY

Qo

= c01(0: 00, 0) + c21(05 10, 0, 0) (140f)

co2(0 + AG )

_ / (Gradv) K (Grad (0 + AB)) d

Qo

= 602(9 s 19) + COQ(A07 79) (140g)

In diesem Zusammenhang stellen AU und A@ die in der aktuellen Newton-
Iteration des betrachteten Lastschritts zu berechnenden Feldgrofeninkremente
dar, wihrend U sowie 0 aus der Losung der vorangegangenen Newton-Iteration

und 6, nebst 4, aus der Losung des vorherigen Lastschritts als bekannt voraus-
gesetzt werden.

Beziiglich der in (140a)-(140g) neu definierten Funktionale gilt:

agl(U,G;AU, V)

_ /E(U;V) ..W..E(U;AU) QY
+/T(E(U),9)--GradAU(GradV)T dQp (141a)
Qo
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a22(U,9;A6, V)

_ /(E (U:V) --W) INY (141b)

Qo

oy (U, 0; AU , 9, 9)

_ /(&em(gg])v@) ..E(U;AU)) 0,0 A (141¢)

Qo

dos(U ,0; A0, 0,,,9)

_ / GCGW(%W’ 9 nop. 9 a0, (141d)

Qo

dgg(U,e,AU,ﬂ)

_ _/ (awm(g?];U),e) --E(U;AU)) 9 A% (141¢)

Qo

ow,,(E(U),0)

dos(U ,0; A9, ) = —/ i AB Y dSYy (141f)
Qo
co1(0: 00, 0,,9) = 8Cgte(9> AG G, 0 dO, (141g)

Qo

Fiir die weitere konsistente Linearisierung des nichtlinearen Systems (133a), (133D)
ist zu beriicksichtigen, dass nach der ersten Iteration des Newton-Verfahrens das
Inkrement A@ gleich der Differenz 6 — 6, ist. Im Verlauf der folgenden Newton-
Iterationen wird A permanent kleiner, um letztlich gegen Null zu streben. Aus
diesem Grund werden im Sinne der Linearisierung Produkte von A6 und 6 — 6,
bzw. von AU und 6 — 0,, vernachlissigt. Als Konsequenz werden die in den
Ausdriicken (140b) bzw. (140e) enthaltenen Integrale
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/ (809m(E(U),9) B (U;Aw) (6~ 6,)0d%

/a%ﬁEa”””Aew—e@ﬁM%

00

(909,;(9)
l/ S A6 (6= 6,) 0y

Qo

im Weiteren nicht beriicksichtigt.

(142a)

(142b)

(142¢)

In ihrer linearisierten, unter Beachtung des Schemas (131) nach der Zeit diskreti-
sierten Form besteht die gemischte Randwertaufgabe der Thermoelastoplastizitét
bei groBen Verzerrungen in der Losung des (beziiglich der Feldgréfieninkremente

AU und A#) linearen Gleichungssystems

a(U,0;AU, V) + bU,0:A0,V)

dU .0, AU, 0,,9) + c(U,0:A8,0,,9)

~

fU,0;Vv)

G(U,0:0,0,,0,,9)

(143a)

(143b)

giiltig VV' € (H(Q0))? sowie VI € Ly(€)). Dabei gilt unter Verwendung der in
(127a)-(127g), (140a)-(140g) sowie (141a)-(141g) angegebenen Beziehungen:

a(U,H;AU,V) = agl(U,O;AU,V)

bU,0; A0, V) = an(U,0;A0,V)

PN

fU,0;V) = f(V) = a(U,0;V)

(144a)
(144b)

(144c¢)
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dU,0:AU,0,,9) = aAtdy(U,0;AU,V)

(1 —a)Atdy(U,0;AU,9,,9) (144d)

c(U.,0:00,0,,0) = dot(U,0;00,9) + cor(0; A0, 9) + a At coa( A6, )
+aAtdau(U,0;00,9)

—(1—a)Aten(0;00,0,,9)

—(1—a)Atday(U,0;70,0,,9) (144e)

Q<U79;979n7én719) = aAt [9(19) - dOQ(Uaevﬁ) - 602(9719)]
—d01<U,9,9— en,ﬁ) _001(979_671779)

F(1—a) At |doy (U, 000, 9) + cor(00,,9) | . (144F)

Das System (143a), (143b) stellt eine konsistente Linearisierung der Beziehungen
(126a), (126b) dar und impliziert konsequent das Newton-Raphson-Verfahren zu
dessen iterativer Losung im Lastinkrement. Es kann nach Ortsdiskretisierung in
geeigneten Ansatzteilriumen U,V € V3 C V3 und 0, ¥ € X, C X im Rah-
men einer gemischten FE-Formulierung gelést werden. Wie aus den Gleichungen
(144a)-(144f) ersichtlich wird, ist dieses System unter Beriicksichtigung des ver-
allgemeinerten impliziten Diskretisierungsschemas (131) jedoch in den Blocken

b(U,0;A0,V)und d(U,0; AU ,0,,?) nicht symmetrisch. Dieser Systemcharak-
ter erfordert die Verwendung eines geeigneten Gleichungslosers und die Berech-
nung der materiellen Zeitableitung der Temperatur zum Ende des ausiterierten
Lastschritts mit Hilfe der Beziehung (132).

Zum Abschluss der Diskussion des linearisierten gekoppelten thermoelastoplas-
tischen Problems soll lediglich kurz auf die Ermittlung von erforderlichen Ablei-
tungen nach dem Greenschen Verzerrungstensor E und der Temperatur 6 ein-
gegangen werden, die in den einzelnen, oben dargestellten Integralen auftreten.
Eine ausfiihrliche Analyse wiirde den Rahmen dieser Publikation sprengen.

Die Formulierung der konsistenten Materialmatrix dT'/dE basiert auf der Bil-
dung des Spannungsdifferentials beziiglich der kinematischen unabhéngigen Va-
riablen (bei konstanter Temperatur) unter Beachtung des hyperelastischen Teil-
deformationsgesetzes (35).

e 9 e b1
AT = 25005 +dC + - (280)--d0 . (145)
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Es folgt die konsistente Materialmatrix in der Form:

dT dT 2 2 dcr—!
— _4a¢6 +4 a¢e C .

dE ~ “dC ~ TacoC ococr ' dC

(146)

Fiir die Berechnung des vierstufigen Tensors dC?~'/dC wird das (zuvor nach
der Zeit diskretisierte) System (65a)-(65d) implizit beztiglich des Rechts-Cauchy-
Green-Tensors C' differenziert. Eine ausfiihrliche Darstellung ist in [3] enthalten.

Werden die kinematischen unabhéngigen Variablen als konstant angenommen
und die Ableitung des Spannungstensors nach der Temperatur betrachtet, folgt

aus
01,

IT = 25550

df (147)

die Beziehung

dT oT 0?1,

= == 9 . 148

do 00 oC 00 (148)
Die erforderlichen Ableitungen der Anteile der spezifischen Wirmekapazitit cq
(101) sowie der thermomechanischen Koppelgroie w,, mit den Beitragen (102)-
(104) nach der Temperatur sollen im Folgenden lediglich in ihrer prinzipiellen

Struktur angegeben werden.

a;‘)em - %cem + aaa—; (ég—zT--C) (149a)
% - %cm - 9% (149b)

—9% [ég—g (C--%y_rcp@)} et (149¢)
% _ _%%ZT)C%CP (149d)
887“;“ - —9%27"’;--31 - 9%-@2 (149¢)

Da sich die inneren Variablen zur Beschreibung des Verfestigungsverhaltens im
thermoelastischen Bereich nicht entwickeln diirfen, wird im plastischen Anteil der
freien Energiedichtefunktion nur die Temperaturabhéngigkeit der Materialpara-
meter beriicksichtigt.
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Deutlich komplexer gestalten sich zum Teil die Ableitungen der Anteile der spe-
zifischen Wiarmekapazitiat sowie der thermomechanischen Koppelgrofie nach dem
Tensor der Gesamtverzerrungen.

dcom 0 [10p dT
om0 [9069 <c o +2T)} (150a)
Ocgy .
= 0 (150Db)
ow,

pr— 1
E 91 (150c)

Fiir die partiellen Ableitungen von w, und w, nach dem Greenschen Verzer-
rungstensor E werden u. a. die Ableitungen der jeweils aktuellen Werte (aus der
Losung des Anfangswertproblems in der momentan betrachteten Gleichgewicht-

. eT - p—1
siteration bekannt) von C' sowie C”" nach E benotigt. Unter Verwendung
des Zeitdiskretisierungsverfahrens (128) gilt:

. eT e e ° 1 e 1 —a -eT

Cila = [(Ct +AC )T} = ——ACT- 20 (151a)
e p—1 _ N 1 _ l—a .p-1

Cf—l—At - (Cf ! + ACp 1) - m ACp 1 - o Cf (151b)

Hierbei sind ACT = C{T,, — C{" und AC?™ = C¥ 5, — C?™" als die Diffe-
renzen der jeweiligen Variablen in der aktuellen Gleichgewichtsiteration und dem
vorhergehenden Lastschritt definiert. Da die Aufspaltung in die elastischen und
plastischen Teilverzerrungsmafle des bereits beendeten Lastschritts unabhéngig
von den aktuellen Gesamtverzerrungen vollzogen wurde, gilt:

- eT . eT e e
aC” dCL,, 1 G, 1 dCT (1522)
dC dC oAl dC aAl dC
aC¢’ A€l 1 dCTL, 1 der! (152)
dC dC aAt dC aAt dC

Im Weiteren wird auf die Kennzeichnung des aktuellen Zeitpunktes durch den
Index t 4+ At wieder verzichtet. Unter Beachtung obiger Uberlegungen ergibt sich
fiir die noch ausstehenden Ableitungen:
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2 p—1 . e
Owe — 98 {90 (d_Tcp _ 2TdeC CP>:| ..CT

OE 90| 2 \dE dC
[P 102 (0 I o] AT
mit aggie) 9022 TCP

d 0 (dT'\ _, 0 (dT
b ac \aE ) ~ “occ \dC
_ 2 Plak) dCT 2 P(ah) dCT
T 22 9CCICT dC | ¢ aC aCc dC

0wp . pdT p - p—1
,dCP!
dC
1 dCcr—t

. crTCe .
oA ¢ TC e

—C crrc .- ¢!

(153b)
mit Iijkl = 5ik5jl
Zur Vervollsténdigung der Bezichung (153a) wird die Gleichung

dCe* 1
2

dC  (28) ¢

dcr1
p=lr 154
(C 4+ C C) (154)

bendtigt.

Alle oben in ihrer grundlegenden Struktur aufgefithrten konsistenten Ableitungen
sind fiir jedes konkrete Materialmodell unter Beriicksichtigung der speziellen Ma-
terialfunktionen und besonders der Temperaturabhéngigkeiten jeweils individuell
auszuwerten.
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5.3 Alternativen zur Behandlung der gekoppelten Aufgabe

Mit den Beziehungen (143a), (143b) liegt unter Beriicksichtigung der oben for-
mulierten Einzelfunktionale ein schwach gekoppeltes, unsymmetrisches lineares
Problem der finiten Thermoelastoplastizitidt vor, dessen Losung von vielen Au-
toren als numerisch auflerordentlich anspruchsvoll und héufig instabil beschrie-
ben wird. Hierzu tréigt auch bei, dass die entsprechenden Differentialgleichungen
unterschiedlichen Typs sind (mechanisches Teilproblem — elliptische Gleichung,
Temperaturteilproblem — parabolischer Ansatz). Die Kopplungseffekte haben ihre
Ursache in

e der Temperaturabhingigkeit von Materialparametern der strukturmechani-
schen konstitutiven Beziehungen und

e der Warmedehnung
beziiglich des mechanischen Teilproblems sowie in

e der Temperaturabhéngigkeit von Materialparametern der konstitutiven Be-
ziehungen und der Randbedingungen fiir die Wéarmeleitungsgleichung,

e dem thermoelastischen Effekt,
e der gesamten plastischen Spannungsleistung und

e dem als innere Energie gespeicherten Anteil der plastischen Spannungsleistung
die mechanischen Kopplungseffekte in der Warmeleitungsgleichung betreffend.

Die vollstandige Kopplung des thermomechanischen Feldproblems (monolithische
Losungsstrategie) erfordert eingehende Untersuchungen zu geeigneten Element-
ansétzen, effektiven Solverstrategien und stabilen Losungsalgorithmen fiir das ge-
koppelte Randwertproblem. Alternativ bietet sich zur vollstédndigen Kopplung ei-
ne gestaffelte, iterativ entkoppelte Vorgehensweise an (partitionierte Losungsstra-
tegie — staggered scheme). Dabei werden das Strukturmechanik- und das Warme-
leitproblem unter Beriicksichtigung der jeweiligen Kopplungseffekte separat nach-
einander gelost. Die Reihenfolge der Losung der Teilprobleme ist dabei unerheb-
lich. Da jedoch fiir die meisten Materialklassen der Einfluss von Verédnderungen
des Temperaturfeldes auf die Entwicklung mechanischer Felder gréfer ist als um-
gekehrt, wird in der Regel mit der Modellierung der Verschiebungsfelder bei kon-
stanter Temperatur begonnen. Die ermittelten strukturmechanischen Zustédnde
werden ihrerseits im nachfolgenden Warmeleitproblem als konstant beriicksich-
tigt. Mit dem so berechneten neuen Temperaturfeld wird die Losung des me-
chanischen Problems verbessert, ohne die Strukturrandbedingungen zu &ndern.
Danach erfolgt eine erneute Anpassung des Temperaturfeldes im betrachteten
Zeitschritt. Dabeil werden das iiber die Bezichungen (143a), (143b) gekoppelte
Strukturmechanik- und das Warmeleitproblem unter Beriicksichtigung der jewei-
ligen Kopplungseffekte mit den Gleichungssystemen
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a(U,0;AU,V) = f(U,0;V) — b(U,0; 20, V)|g a0=const
. . : (155)
C(UJ 9 ; Ae; eny 79) - §<U; 6 ; 97 ena ena 19) - d([]; 9 ; Au 9717 ﬁ)‘U,AU:const

im Zeitschritt mehrmals separat nacheinander geltst, bis sowohl die Verschie-
bungs- als auch die Temperaturldsung eine vorgegebene Genauigkeit erreicht ha-
ben.

Im Allgemeinen wird bei der partitionierten Vorgehensweise der mechanische
Teilschritt jeweils als isotherm betrachtet. Es ist zu erwarten, dass die fehlen-
de Anpassung der Variablen aus dem einen Teilschritt im jeweils anderen zu ei-
ner Reihe notwendiger Wiederholungen der entkoppelten Probleme innerhalb des
Zeitschritts fithren. Dadurch wird die Effizienz des Gesamtsystems geschmaélert.
Zudem wird in der Literatur die isotherm entkoppelte Vorgehensweise allgemein
als nur bedingt stabil angesehen. Daraus kann eine ebenfalls ineffiziente Verklei-
nerung der Zeitschritte resultieren. Als Alternative zur Verbesserung des Konver-
genzverhaltens bei entkoppelter Losung des thermoelastoplastischen Problems
wird in der Literatur eine adiabatische Behandlung des strukturmechanischen
Teilproblems angegeben. Dabei erfolgt wiahrend der Iterationen zur Erfiillung der
Gleichgewichtsbedingungen eine Anpassung der Temperatur allein auf Grundla-
ge der Veranderungen des Wérmehaushalts des Korpers durch die jeweils ange-
passten mechanischen Einflussfaktoren. Diese Vorgehensweise lédsst sich jedoch
physikalisch nicht besser als die isotherme motivieren und ist programmtechnisch
deutlich aufwandiger. Wegen der Komplexitiat des Materialmodells und der dar-
aus resultierenden konsistenten Teilmatrizen des linearisierten Gleichungssystems
wird somit zunéchst die isotherme Betrachtungsweise des strukturmechanischen
Teilproblems favorisiert.

6 Zusammenfassung und Ausblick

Bei einer Vielzahl praxisrelevanter Prozesse kann eine gegenseitige Beeinflussung
mechanischer und thermischer Felder, teilweise unter Beteiligung weiterer Abldufe
(z. B. chemischer oder elktromagnetischer), registriert werden. Als représentative
Beispiele seien Umformverfahren (speziell inkrementelle Prozeduren — hier laufen
in der Regel rein thermomechanische Vorgénge ab) oder chemisch-physikalische
Vorgénge in Mehrphasenmedien genannt. Letztere treten u. A. in Mehrkomponen-
tenklebstoffen, Knochenzementen oder Versatzmaterialien zum Verschluss geolo-
gischer Salzformationen auf. Wéhrend die Temperaturabhéngigkeit mechanischer
Stoffeigenschaften bereits seit langem in entsprechenden numerischen Simulatio-
nen Beriicksichtigung findet und relativ problemlos zu handhaben ist, stellt die
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stabile und effiziente Kopplung von mechanischen Prozessen, wie etwa dissipati-
ver Vorgidnge, mit dem Wéarmeleitproblem bis heute eine theoretische und algo-
rithmische Herausforderung dar. Sind zusétzlich die Erfassung nichtphysikalischer
Phé&nomene, wie exotherme Warmeentwicklung aufgrund chemischer Reaktionen,
und/oder die vollstéandige Kopplung der ablaufenden Prozesse beabsichtigt (mo-
nolithische Vorgehensweise), werden aktuelle Grenzen der Theorie und Numerik
erreicht, die in kommerziellen Programmen derzeit nicht umgesetzt sind. Da eine
moglichst umfassende Beriicksichtigung der beobachtbaren Vorgénge in komple-
xen Strukturen neue Einblicke in prinzipielle Wirkmechanismen der Natur sowie
verbesserte quantitative Aussagen fiir die Beurteilung und Auslegung natiirlicher
und technischer Systeme ermoglicht, sind vertiefte Analysen und Studien zur
Modellierung der beschriebenen Prozesse unerlésslich. Diesem Ziel diente auch
die vorliegende Arbeit auf dem Gebiet der Untersuchung vollstandig gekoppelter
Vorgénge der Thermoelastoplastizitdat finiter Verzerrungen unter Beriicksichti-
gung eines Substrukturkonzepts zur Erfassung anisotroper Verfestigungsphéno-
mene.

Auf der Grundlage einer multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten
wurde eine thermodynamisch konsistente Erweiterung des urspriinglich fiir den
isothermen Fall entwickelten elastisch-plastischen Materialmodells mit Substruk-
tur auf grofle thermoelastoplastische Verzerrungen vorgenommen. Bei der Her-
leitung wurde eine konsequent materielle Beschreibungsweise verwendet. Dabei
entstehen sowohl im Gleichungssatz fiir das mechanische Anfangswertproblem als
auch in der Warmeleitungsgleichung Terme, die eine echt gekoppelte numerische
Behandlung des thermomechanischen Problems ermdéglichen. Gegeniiber ande-
ren Materialmodellen zeichnet sich der entwickelte Ansatz besonders durch seine
thermodynamische Konsistenz, seine grofie Flexibilitdt beziiglich konkreter Ent-
wicklungsgleichungen fiir die inneren Variablen und die vergleichsweise einfache
Erfassung komplexer Verfestigungsvorgénge aus.

Basierend auf den schwachen Formulierungen der Gleichgewichtsbeziehung und
der Warmeleitungsgleichung erfolgte die Ableitung des FEM-Gleichungssystems
in einer gemischten Formulierung. Dabei wurden im Gegensatz zu den meisten,
in der Literatur referierten Ansétzen zunéchst konsequent alle Kopplungsterme
beriicksichtigt (z.B. thermoelastischer Effekt) und auf eine weitgehend konsis-
tente Herleitung der linearisierten numerischen Beziechungen Wert gelegt. Als
Alternative zur monolithischen Losung der gemischten Formulierung, die auf-
grund spezieller Problemspezifika gesonderte mathematische Betrachtungen zu
Losungseffizienz und -stabilitéat erfordert, wurde eine im Lastschritt entkoppelte
Vorgehensweise zur numerischen Simulation des thermomechanischen Problems
vorgestellt. Beginnend mit der numerischen Realisierung der strukturmechani-
schen und thermischen Teilprobleme wird die Umsetzung der gekoppelten Stra-
tegie in hauseigener FE-Software schrittweise verwirklicht. Die prinzipielle Vor-
gehensweise bei der thermodynamisch konsistenten Ableitung des mathematisch-
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numerischen Modells ist von der Thermoelastoplastizitit problemlos auf andere
thermisch-mechanisch gekoppelte Aufgabenstellungen iibertragbar. Dabei kénnen
auch weitere Vorginge, wie die Kopplung zu chemischen Prozessen einbezogen
werden.
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