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Zusammenfassung

In dieser Publikation werden ein numerisches Verfahren zur Kalibrierung
von Materialmodellen fiir die Simulation grofler, nahezu inkompressibler
hyperelastischer Verzerrungen sowie dessen numerische Realiserung im
Rahmen einer gemischten Finite Elemente Formulierung dargestellt. Da-
bei werden die Parameter der konstitutiven Beziehungen auf der Grund-
lage experimentell erfasster Verschiebungsfelder (vorzugsweise inhomo-
gener) bzw. globaler Informationen ermittelt. Dieses inkorrekte, inver-
se Problem wird mit Hilfe eines deterministischen Optimierungsverfah-
rens vom trust-region-Typ gelost. Wesentlicher Bestandteil ist dabei die
halbanalytische Sensitivitéitsanalyse, die ein effizientes und hochgenau-
es Verfahren zur Ermittlung des Gradienten der Zielfunktion darstellt.
Sie erfordert die einmalige Losung eines zur direkten Aufgabe analo-
gen Gleichungssystems pro Parameter und Lastschritt und basiert auf
der impliziten Differentiation der schwachen Formulierung des gemisch-
ten Randwertproblems nach den Materialparametern. Genauigkeit und
Konvergenzverhalten der numerischen Algorithmen werden an illustra-
tiven Beispielen mit synthetischen Messwerten demonstriert. Im Mit-
telpunkt stehen dabei Untersuchungen zur Abhéngigkeit des Optimie-
rungsergebnisses von den Startwerten fiir unterschiedliche konstitutive
Ansétze der kompressiblen und nahezu inkompressiblen Elastizitét.
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1 Einfiihrung

Die realitdtsnahe numerische Simulation des mechanischen Verhaltens von Bau-
teilen, Konstruktionen und biologischem Gewebe erfordert unabhéngig von der
betrachteten Langenskala die Entwicklung und Implementierung geeigneter kon-
stitutiver Modelle. Diese enthalten Materialparameter bzw. Materialfunktionen,
die in der Regel nicht gemessen werden kénnen. Sie beeinflussen jedoch die nume-
rischen Resultate entscheidend. Der Prozess ihrer Ermittlung durch Anpassung
berechneter an experimentelle Ergebnisse wird Materialparameteridentifikation,
in neuerer Literatur hiufig auch Kalibrierung (engl.: calibration) von Material-
modellen genannt. Diese Anpassung erfolgt in Rahmen von Optimierungsverfah-
ren (fiir einen Uberblick siche Bruhns und Anding [5], Steck et al. [47] u. a.).

Liegt im Messgebiet der Probe ein homogener Zustand vor, muss zur Berechnung
des Wertes der zu minimierenden Zielfunktion sowie eventuell benétigter Ablei-
tungen lediglich das Deformationsgesetz im materiellen Punkt integriert werden
(Anfangswertproblem). In diesem Fall werden neben gradientenbasierten (deter-
ministischen) Optimierungsverfahren auch bei komplizierterem Materialverhalten
vereinzelt gradientenlose Ansétze (stochastische Methoden, Evolutionsstrategien)
in der Literatur untersucht (vgl. Harth et al. [20]).

Bei der Auswertung von Proben mit einem inhomogenen Zustand im Messgebiet
ist der Informationsgehalt der Experimente gréfler. Fiir die Parameteridentifi-
kation ist es dann jedoch notwendig, den Wert der Zielfunktion durch Losung
eines Anfangs-Randwert-Problems zu bestimmen, wozu in der Regel die Finite-
Elemente-Methode (FEM) eingesetzt wird. Gradientenlose Verfahren sind wegen
des groflen zeitlichen Aufwandes in diesem Zusammenhang nicht geeignet — hinge-
gen haben sich deterministische Optimierungsverfahren bew#hrt. Beziiglich ihrer
mathematischen Grundlagen sei u. a. auf die Monografien von Beck und Arnold
[3], Dennis und Schnabel [9], Rao [43] sowie Nocedal und Wright [40] verwiesen.
Ihre Anwendung auf Probleme der Parameteridentifikation hat in den vergange-
nen zwei Dekaden zu einer Vielzahl relevanter Publikationen gefiithrt. Dabei steht
die Frage der Ermittlung der erforderlichen Ableitungen fiir die Gradienten der
Zielfunktion im Mittelpunkt des Interesses.

An der Professur Festkorpermechanik der TU Chemnitz orientierten sich bisheri-
ge Untersuchungen zur numerischen Ermittlung von Materialparametern aus in-
homogenen Verschiebungsfeldern insbesondere an den frithen Veroffentlichungen
von Mahnken und Stein [34] sowie Gelin und Ghouati [14] fiir kleine inelastische
Verzerrungen. In diesen Arbeiten wird das so genannte Verfahren der halbanalyti-
schen Sensitivitdtsanalyse ausfiihrlich vorgestellt. Dieses Verfahren basiert auf der
impliziten Differentiation der schwachen Formulierung des Gleichgewichts sowie
des ausiterierten Deformationsgesetzes und fiihrt auf ein globales Gleichungssys-
tem mit der aus der direkten Aufgabe bekannten Systemmatrix, aber verdnderten



rechten Seiten. Dessen Losung sind die Ableitungen der Verschiebungskoordina-
ten nach den Materialparametern in den Knoten des FE-Netzes. Weiterfiithrende
Untersuchungen fiir grofle Verzerrungen, spezielle Materialmodelle und unter-
schiedliche Formulierungen des Optimierungsproblems sind u. a. bei Mahnken et
al. [32, 33, 35, 36, 37|, Steck et al. [47] sowie Johansson und Runesson [22, 23] zu
finden.

Es ist offensichtlich, dass die erwéhnte Vorgehensweise zur Kalibrierung von Ma-
terialmodellen auf der Basis von Optimierungsverfahren beziiglich der grundsétz-
lichen mathematischen Algorithmen nicht auf spezielle Materialklassen beschrénkt
ist. In einigen (allerdings nicht sehr zahlreichen) Arbeiten wurden somit auch
numerische Verfahren zur Parameteridentifikation bei gemischten konstitutiven
Ansétzen vorgestellt. Ogden et al. [41] diskutieren dabei Probleme bei der in der
Praxis iiblichen Auswertung homogener Felder am Beispiel nahezu inkompressibel
elastischer Modelle. Die Anwendung nichtlinearer gradientenbasierter Optimie-
rungsverfahren mit halbanalytischer Sensitivitdtsanalyse auf das gemischte Pro-
blem eines geséttigten Zweiphasenmediums wird von Mahnken und Steinmann
[38] sowie Lecampion und Constantinescu [31] ausfiihrlich diskutiert. In beiden
Féllen wird geometrisch lineares Verhalten betrachtet. Dabei nehmen Lecampion
und Constantinescu elastisches Materialverhalten fiir die feste Phase an, Mahn-
ken und Steinmann jedoch elastisch-plastisches (isotrope Drucker-Plastizitéit).

Die eigenen Untersuchungen befassten sich in den vergangenen Jahren mit der
Entwicklung einer durchgéngigen Losung fiir die automatisierte Parameteriden-
tifikation elastisch-plastischer Deformationsgesetze durch Auswertung inhomoge-
ner Verschiebungsfelder und globaler Informationen (wie Kraft-Verschiebungs-
Kurven). Kern des Verfahrens ist ein gradientenbasierter Optimierungsalgorith-
mus (das Levenberg-Marquardt-Verfahren hat sich besonders bewédhrt —
vgl. [4, 25]) mit halbanalytischer Sensitivitdtsanalyse. Das Gesamtverfahren wur-
de zunichst auf die Beriicksichtigung kleiner Verzerrungen beschriankt (siehe
[4, 16, 24, 26, 30]), seine addquate Anwendung auf groBe Verzerrungen steht
seit 1996 im Mittelpunkt der eigenen Arbeiten [17, 18, 25, 29]. Der hohe Ver-
allgemeinerungsgrad der entwickelten Algorithmen gestattet deren problemlose
Erweiterung auf andere Materialklassen (vgl. [42]).

Zusatzlich wird auf einige eigene Untersuchungen hingewiesen, die den Begriff
der Parameteridentifikation auf den der Parameterschéitzung erweitern, wodurch
zusétzliche Aussagen zur Giite der Optimierungsergebnisse ermoglicht werden
(vel. [4, 12, 27]).

In der vorliegenden Arbeit werden die theoretischen Grundlagen und numeri-
schen Algorithmen zur Losung des inversen Problems der Kalibrierung nahezu
inkompressibel elastischer Materialmodelle bei grofien Verzerrungen mit Hilfe ei-
nes gradientenbasierten Optimierungsverfahrens vorgestellt. Da die Auswertung
inhomogener Zustinde angestrebt wird, die in jedem Optimierungsschritt die



Losung eines vollstandigen Feldproblems erfordern, sind gradientenlose Verfahren
wegen ihres groflen Berechnungsaufwandes fiir die vorgestellten Untersuchungen
nicht geeignet.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Abschnitt 2 werden grundsétzliche Fragen
der Identifikation von Materialparametern als inverse Aufgabe diskutiert. Die
theoretischen Grundlagen der verwendeten Optimierungsalgorithmen einschlief3-
lich wichtiger Elemente der Parameterschétzung werden in Abschnitt 3 vorge-
stellt. Der Abschnitt 4 ist der Herleitung und Erlduterung der Beziehungen fiir
die halbanalytische Sensitivitdtsanalyse gewidmet. Sie basiert auf der impliziten
Differentiation der Randwertaufgabe fiir das gemischte direkte Problem. Nume-
rische Beispiele mit synthetischen Messwerten werden ausfiihrlich in Abschnitt 6
analysiert, nachdem im vorherigen Abschnitt Grundlagen des Materialmodells
und spezielle konstitutive Ansétze vorgestellt wurden.

2 Kalibrierung von Materialmodellen: Ein
inkorrektes inverses Problem

Die Materialmodellierung ist ein mehrstufiger Prozess der Abstraktion mit dem
Ziel, eine weitestgehend wahrheitsgetreue analysierende bzw. vorausschauende Si-
mulation realer Vorginge zu erméglichen (numerisches oder in silico-Experiment).
Ausgangspunkt ist dabei die wahrgenommene Realitét. Von dieser wird zunéchst
ein physikalisches Modell erstellt, in dem alle fiir die betrachtete Problematik we-
sentlichen strukturbedingten Materialcharakteristika erfasst werden. Neben prin-
zipiellen Fragen nach der Grundstruktur der Stoffe (Festkorper, Fliissigkeit, Gas
oder mehrphasiges Gemisch), spielen dabei Effekte wie z. B. Zeitabhéngigkeit, Re-
versibilitidt oder Abhéngigkeit der Prozesse von nichtmechanischen Feldern eine

Rolle.

Basierend auf dem physikalischen Modell werden konstitutive Beziehungen formu-
liert — ein mathematischer Apparat, der im engeren Sinne als Materialmodell be-
zeichnet wird. Mit dem mathematischen Modell konnen entweder direkt Vorgénge
auf der Strukturebene des Materials beschrieben werden (z.B. im Rahmen der
Mikromechanik), oder es werden die strukturbedingten makroskopischen Materi-
alphédnomene erfasst. Entsprechend werden letztere Beziehungen als phadnomeno-
logische Modelle bezeichnet. Diese finden in der Kontinuumsmechanik bis heute
wesentlich groflere Verbreitung bei der Untersuchung realer Vorgénge, da sie sich
deutlich besser fiir eine numerische Umsetzung eignen.

Konstitutive Gleichungen enthalten Materialparameter oder Materialfunktionen,
die das Simulationsergebnis signifikant beeinflussen. Daher kénnen sie im Sinne
der numerischen Losung der direkten Aufgabe als Ursache fiir die Entwicklung



von Feldgrolen in (simulierten) realen Prozessen angesehen werden: Das direk-
te Problem beinhaltet die Berechnung von Vorgéngen der Realitéit, ausgehend
von vorgegebenen Parametern (Geometrie, Randbedingungen, Material). Da we-
sentliche geometrische Gegebenheiten und Randbedingungen in der Regel durch
den Prozess definiert werden, sind das Materialmodell und besonders die darin
enthaltenen Konstanten fiir das spezifische Simulationsergebnis “verantwortlich”.

An dieser Stelle erscheint es sinnvoll zu betonen, dass Materialparameter in der
Regel keine den Materialstrukturen zuzuordnenden physikalischen Grofien dar-
stellen, sondern vielmehr im engeren Sinn Modellparameter reprasentieren (Pa-
rameter in mathematischen Ansétzen). Am Beispiel phianomenologischer Mate-
rialmodelle ist das besonders einsichtig und erkldrt unmittelbar die im Weiteren
angefiithrten Probleme bei der Kalibrierung konstitutiver Beziehungen.

Im Allgemeinen sind Materialparameter nicht direkt messbar. Sie konnen da-
her nur iiber ihre Wirkungen auf die (simulierte) Realitdt (die Entwicklung von
FeldgroBen) durch eine optimale Anpassung von Simulationsergebnissen an Ex-
perimente approximativ bestimmt werden. Dieser Prozess wird Materialparame-
teridentifikation genannt und stellt eine inverse Aufgabe dar (Bestimmung der
Ursache aus deren Wirkungen). Zu ihrer Losung werden Optimierungsverfahren
eingesetzt.

Aus den bisherigen Ausfithrungen wird deutlich, dass das betrachtete inverse Pro-
blem inkorrekt (schlecht gestellt) ist — Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitét der
Losung konnen nicht garantiert werden. Ursache sind der Verlust an Informa-
tionen iiber die wahrgenommene Realitdt wihrend des Prozesses der Material-
modellierung sowie der Mangel an Informationen und deren Fehlerhaftigkeit bei
der Erfassung experimenteller Daten zur Parameteridentifikation. Fiir eine zu-
verlédssige Bestimmung von Materialparametern ist daher grofite Sorgfalt bei der
Gestaltung der konstitutiven Beziehungen und der Durchfithrung von Experimen-
ten notwendig. Dabei ist besonders darauf zu achten, dass die fiir das betrachtete
Problem wesentlichen Materialeigenschaften durch das Modell erfasst und in den
konkreten Experimenten auch angesprochen werden.

Generell gilt, dass die Materialparameteridentifikation in der Regel keinen wirk-
lich optimalen Satz an Konstanten des mathematischen Modells liefert (als allge-
mein giiltiges globales Optimum) sondern Groéflen, die im mathematischen Sinn
optimal an die zur Verfiigung gestellten Informationen angepasst sind. Dies kann
bereits an einem Beispiel verdeutlicht werden: Fiir einfache konstitutive Ansétze
ist bei Auswertung homogener Zusténde das (dann lineare) Optimierungsproblem
héaufig mathematisch geschlossen und eindeutig l6sbar. Dennoch kénnen mit die-
sen Parametern andere als die zur Optimierung verwendeten Belastungsfille oft-
mals nicht realistisch simuliert werden. Hier sind bei der Kalibrierung offensicht-
lich fiir andere Problemkreise wesentliche Materialcharakteristika vernachléssigt
worden.
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Abbildung 1: Schematische Darstellung des Prozesses der Kalibrierung von Ma-
terialmodellen (inverse Aufgabe der Parameteridentifikation).
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Wie bereits erwdhnt, wird in der modernen Literatur mit der Untersuchung zu-
nehmend komplexerer Materialien (z. B. biologische Gewebe) immer hiufiger der
Begriff Kalibrierung von Materialmodellen anstelle Materialparameteridentifika-
tion verwendet. Obwohl diese Begriffe (auch hier) synonym verwendet werden,
entspricht die Bezeichnung Kalibrierung mehr dem Wesen der Losung der damit
verbundenen inversen Aufgabe. Darin kommt der spezifische Charakter der An-
passung eines aus einem abstrahierenden Prozess gewonnenen Modells an diskrete
experimentelle Informationen deutlicher zum Ausdruck.

In Abb. 1 ist die experimentell-numerische Vorgehensweise der Kalibrierung von
Materialmodellen schematisch dargestellt.

3 Parameteridentifikation als Optimierungsaufgabe

Wie oben ausfiihrlich erldutert, stellt die Identifikation von Materialparametern
ein inverses Problem dar, das in der Analyse ihrer Wirkungen auf messbare Feld-
groffen besteht. Im Weiteren soll lediglich das mechanische Problem betrachtet
werden, der Einfluss weiterer Felder wird vernachlassigt.

Da der Operator, der die Materialparameter auf mechanische Variable (z. B. die
Verschiebungen) abbildet, in der Regel einen impliziten, nichtlinearen Charakter
mit unbekannter mathematischer Struktur besitzt, ist seine explizite Inversion
in geschlossener Form nicht moglich. Eine Ausnahme bildet die Beschreibung
ausgewahlter homogener Zustédnde mit konstitutiven Gleichungen, die beziiglich



der Materialparameter lineare Funktionen darstellen. Diese sollen jedoch wegen
ihres stark eingeschrankten Anwendungsbereiches hier nicht betrachtet werden.
Folglich fiihrt das Problem der Kalibrierung von Materialmodellen im allgemei-
nen Fall auf die Losung einer Optimierungsaufgabe: Die Parameter sind so zu
bestimmen, dass eine geeignet gewahlte Zielfunktion ihr Minimum erreicht. Der
approximative Charakter der Parameter kommt darin zum Ausdruck, dass die
Zielfunktion numerisch genau dann ein Minimum erreicht, wenn gemessene und
berechnete lokale bzw. globale Groflen geniigend genau iibereinstimmen.

3.1 Zielfunktion

Es sei eine Modellfunktion definiert, die eine physikalische Variable y beschreibt
und von einem Variablenvektor @ sowie einem Vektor der Materialparameter ¢
abhéngt.

y = ylx,c (1)
Fiir den Fall eines mechanischen Problems kann beispielsweise das Verschiebungs-

feld in Abhingigkeit von Spannungen, inneren Variablen sowie den Materialpa-
rametern eine entsprechende Modellfunktion darstellen.

Die Kalibrierung von Materialmodellen verfolgt das Ziel, Parameter zu ermitteln,
mit Hilfe derer eine hinreichend genaue numerische Approximation gemessener
Werte y; fiir definierte Zustéinde x; erreicht werden kann. Der in diesem en-
geren Sinne optimale Parametervektor und somit die beste Approximation der
gemessenen Groflen kénnen beispielsweise als ermittelt gelten, wenn eine Fehler-
quadratsumme ihr Minimum annimmt.

% Z [Z)Z - y(af;i,c)}2 —  min (2)

Mit der Definition eines Residuenvektors zwischen gemessenen und berechneten
Grofen

r(c) = {TZ(C)} mit ri(e) = i — y(xi, ¢) (3)
kann die Zielfunktion ® wie folgt als Quadratsummennorm formuliert werden:
1
d(c) = 57%) r(c) = = 2; r?(¢) — min. (4)

Dabei sollte die Anzahl n von Messdaten im Allgemeinen deutlich grofler sein als
die Anzahl n. der gesuchten Parameter.

Die notwendige Optimalitatsbedingung

V() = 0 (5)



resultiert fiir Modelle, die linear in den Parametern ¢ sind, in einem System
linearer algebraischer Gleichungen beziiglich der Koordinaten des optimalen Pa-
rametervektors c¢*, das als Normalengleichung bekannt ist.

J'Je = Jr (6)
Hierbei stellt J die Jakobi-Matrix der ersten Ableitungen der Residuen nach den

Materialparametern dar.
= @7’,-
J = 7
(8%‘) ™)

Ausgehend von den bisherigen Untersuchungen zur Elastoplastizitit (vgl. z. B.
[18, 25, 29]) wird fiir die Kalibrierung von Materialmodellen der nahezu inkom-
pressiblen Elastizitit bei groflen Verzerrungen folgende verallgemeinerte Zielfunk-
tion formuliert:

d(c) = %7 ) . 23: ({UK(C)}U - {UK}ij>2

+ Y {F@h — {7,
Y D (Mle)) — { M) (8)

In diesem Zusammenhang werden lokale Verschiebungsinformationen sowie Kréfte
und Momente als globale Groéfen berticksichtigt. Hierbei bedeuten:

Uk, Ugx — berechnete/gemessene Verschiebungen
Fux, Fx — berechnete/gemessene Kriifte
My, Mg — berechnete/gemessene Momente
Ku, kr, kpm —  Wichtungsfaktoren
nru, nrr, v — Anzahl der Lastschritte fiir die jeweils ausgewertete Grofie

ny — Anzahl der lokalen Messpunkte fiir das Verschiebungsfeld.

Die Ermittlung von y(x, ¢) erfordert in diesem Fall die Losung eines vollsténdigen
Feldproblems in jedem Optimierungsschritt, beispielsweise mit Hilfe der FEM.



3.2 Optimierungsverfahren

Fiir Modelle, die nichtlinear in den Parametern ¢ sind, muss zu deren Ermittlung
im Rahmen von deterministischen Optimierungsstrategien eine iterative Vorge-
hensweise gewahlt werden.

Ciky1 = Cp + Sg (9)

Die am héufigsten zitierte Methode im Zusammenhang mit der nichtlinearen
Approximation auf der Basis von Quadratsummennormen ist das Gauf3-Newton-
Verfahren. Dabei wird der Suchschritt s, aus der Losung des linearen Gleichungs-
systems

jijksk = —jl;r’f‘k (10)

ermittelt. Dieses System kann als die notwendige Optimalitdtsbedingung fiir eine
lineare Approximation der Zielfunktion ® (¢ ) interpretiert werden. In diesem Sin-
ne stellt das Gaufl-Newton-Verfahren einen Spezialfall der Newton-Approximation
dar, wobei Terme zweiter Ordnung der Hesse-Matrix V2?® vernachlissigt wer-
den (vgl. [9, 40, 46] u.a.). Damit besteht der Hauptvorteil der GauB-Newton-
Approximation gegeniiber einer klassischen Newton-Methode darin, dass lediglich
die erste Ableitungen in Form der Jakobi-Matrix J bendtigt werden.

Die GaufB-Newton-Prozedur konvergiert sehr schnell in einer bestimmten Um-
gebung der Losung c*. Als problematisch kann sich das Konvergenzverhalten
des Optimierungsvorgangs auflerhalb dieser Umgebung erweisen, bzw. wenn J
rangdefizitér ist. Diese Nachteile konnen mit Hilfe der so genannten trust-region-
Algorithmen, wie beispielsweise dem Levenberg-Marquardt-Verfahren, umgangen
werden. Dabei wird die Suchschrittweite durch einen zweckméfig zu wihlenden
Vertrauensbereich A, beschrankt.

skl < Ay (11)

Ein ausgezeichneter aktueller Uberblick ist in [40] gegeben.

3.3 Elemente der Parameterschatzung

Das Ergebnis der Kalibrierung von Materialmodellen héngt wesentlich von Um-
fang und Genauigkeit der experimentellen Daten sowie von der Praxisrelevanz
der Modellfunktion (mithin der konstitutiven Beziehungen selbst) ab, die das
physikalische Verhalten adédquat beschreiben muss.

Bedingt durch die im Allgemeinen sehr komplexe Topologie der Zielfunktion wer-
den in der Praxis haufig in der Umgebung der optimalen Losung mehr oder we-
niger ausgepriagte Regionen mit Zielfunktionswerten beobachtet, die wenig vom



detektierten Minimum abweichen. Damit stellt sich die Frage, welche Parame-
terkombinationen in der Nédhe der optimalen Losung etwa die gleiche Approxi-
mationsgiite beziiglich des untersuchten Problems besitzen. Dieses Problem ist
dquivalent zur Frage nach der Vertrauenswiirdigkeit einer Parameterregion im
statistischen Sinne.

Zusétzlich kann beobachtet werden, dass es mitunter bestimmte Suchrichtungen
gibt, entlang derer sich der Zielfunktionswert kaum &ndert, d.h., Parameterkom-
binationen konnen sich nicht immer beliebig zueinander &ndern, um die Approxi-
mationsgiite des Modells zu verbessern. Aus einem solchen Zielfunktionsverhalten
kann auf starke Korrelationen von Parametern untereinander geschlossen werden.

Die Erweiterung des Prozesses der Parameteridentifikation um statistische Ele-
mente, die sich auf Fragen der Vertrauenswiirdigkeit und Korrelation beziehen,
fithrt auf Methodologien, die unter dem Begriff Parameterschitzung zusammen-
gefasst werden. Im Sinne der Theorie, wie sie in [3] fiir Modelle beschrieben wird,
die nichtlinear in den Parametern sind, ist auch in diesem Rahmen zunéchst im
herkémmlichen Sinne der optimale Parametervektor ¢* zu ermitteln.

Fiir die Fehlerquadratminimum-Schétzung werden folgende Voraussetzungen de-
finiert: Die Residuen r; (siehe (3))

e nehmen den Wert Null als Mittelwerte an,
e weisen eine gemeinsame, unbekannte Varianz o2 auf und
e sind unkorreliert.

Weiterhin
e sind die unabhingigen Variablen x frei von Fehlern und
e die Parameter ¢ werden als konstant angesehen.

Wird die Giiltigkeit dieser Annahmen akzeptiert, dann kann die Kovarianzmatrix
P des nichtlinearen Modells mit

-1

P = cov(c*) =~ o* [jT(c*) j(c*)] (12)

ndherungsweise aus dem lineariserten Modell beziiglich des optimalen Parame-
tervektors ¢* abgeleitet werden. Fiir den unbekannten Wert der Varianz o2 der
Residuen gilt die Schétzung
o~ 2 = ) (13
n—n.
Hierbei sind n die Anzahl der Vergleichswerte und n, die Anzahl der Parameter.
Wenn sowohl die Jakobi-Matrix J(c*) als auch der Residuenvektor r(c*) aus



dem Optimierungsprozess bekannt sind, kénnen Elemente der Fehlerschitzung
mit geringem Aufwand ermittelt werden.

Die Kovarianzmatrix P beschreibt ein Vertrauensellipsoid im n,-dimensionalen

Parameterraum. Im Gegensatz zur linearen Regressionsanalyse ist es nicht moglich,
dem Vertrauensbereich nichtlinearer Modelle eine bestimmte Wahrscheinlichkeit

zuzuordnen.

Da die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix P = {P]k} Schétzwerte beziiglich
der Varianzen der zugehorigen Parameter darstellen

o*(c;) = Py, (14)

ist es moglich, mit

conf(pj) = [p;k — Py, p; + P(jj)} (15)

Vertrauensintervalle fiir die Parameter ndherungsweise zu definieren. Dabei um-
schlieit der n,-dimensionale Kubus dieser Vertrauensintervalle das Vertrauensel-
lipsoid.

Die Korrelationsmatrix R = {R;;} wird mit der Beziehung

P.
Rjy = ——— (16)
Pijy Plew)

berechnet. Wéahrend die Diagonalelemente von R nach Definition jeweils den
Wert Eins annehmen, erfiillen die Nebendiagonalelemente die Ungleichung
—1 < Rj; < +1 und beschreiben die Korrelationen der Parameter unterein-
ander. Werte fiir ;;, in der Néhe von £1 deuten auf streng korrelierte Parame-
terpaarungen hin. In diesem Fall ist deren eindeutige Bestimmung unmoglich.

Die diskutierten Elemente der Parameterschéitzung reichen aus, um fiir die weiter
unten angegegeben Beispiele eine Analyse der Optimierungsergebnisse im statis-
tischen Sinne vornehmen zu konnen. Dariiber hinaus gehende Erlduterungen zur
Parameterschéitzung, insbesondere bei Betrachtung multikriterieller Zielfunktio-
nen, sind u.a. in [4, 29] ausfithrlich dargestellt. An dieser Stelle soll lediglich
darauf hingewiesen werden, dass mit diesen Verfahren Hinweise zur Qualitat der
gefundenen Losung des Optimierungsproblems, und damit gegegbenenfalls zu sei-
nem Inkorrektheitsgrad, gegeben werden konnen. Die Inkorrektheit der inversen
Aufgabe beziiglich der Existenz lokaler Minima und damit die Abhéngigkeit des
Optimierungsergebnisses von den Startwerten der Parameter werden durch Ele-
mente der Parameterschidtzung weder beeinflusst noch bewertet.
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4 Materialmodell der isotropen, nahezu
inkompressiblen Elastizitdat bei groBBen
Verzerrungen

4.1 Kinematik

Es wird eine materielle (Lagrangesche) Beschreibungsweise verwendet, bei der
alle Groflen als Funktionen der Koordinaten der Ausgangskonfiguration defi-
niert werden. In dieser Konfiguration stellt der betrachtete Korper eine Menge
Qp C R? materieller Punkte mit dem Rand Ty dar (ein Gebiet im dreidimensio-
nalen Euklidischen Raum E?). Der Rand wird in Bereiche T'gp mit Dirichlet-
Randbedingungen und I'gy mit Neumann-Randbedingungen unterteilt. Dabei
gilt: Ty = Iyp U gy und Typ N Tyy = (. Die materiellen Punkte werden durch
die Ortsvektoren X € Qg bzw. ihre Koordinaten (X;, X, X3) charakterisiert.

Da die Spezifika der Kinematik und konstitutiven Beziehungen fiir nahezu inkom-
pressible elastische Materielen u. a. in [7, 44] ausfiihrlich erlautert werden, sollen
hier nur die wichtigsten Elemente Erwdhnung finden, die fiir das Versténdnis
der Arbeit erforderlich sind. In diesem Zusammenhang werden o.E.d.A. koaxiale
kartesische Koordinatensysteme betrachtet. Dabei vereinfachen sich Ableitungen
nach den Ortskoordinaten zu partiellen Ableitungen im Gegensatz zur Verwen-
dung kovarianter Ableitungen in allgemeinen krummlinigen Koordinaten. Der
Wechsel des Systems der als unabhéngige Variable gewihlten Ortskoordinaten
reduziert sich in diesem Fall beziiglich der Betrachtung vektorieller Gréflen auf
deren Paralleltransport bei konstanten Koordinaten (vgl. z. B. [7, 19, 39]).

Den Ausgangspunkt der kinematischen Betrachtungen zur Herleitung konstitu-
tiver Gesetze bei groflen Verzerrungen bildet der Deformationsgradient F', der
ein materielles Linienelement von der Ausgangs- in die Momentankonfiguration
abbildet. Unter den oben erwidhnten Annahmen gilt:

F = (GradU)™ + I. (17)

Hierbei stellt U = U (X ,t) den Verschiebungsvektor als Funktion der materi-
ellen Koordinaten und der Zeit dar (fir eine ausfiihrliche Diskussion siehe [7]).
Basierend auf dem Deformationsgradienten werden zur Beschreibung der Defor-
mation eines Korpers der Rechts-Cauchy-Green Tensor C' und der Greensche
Verzerrungstensor E verwendet:

C = F'F = GradU + (GradU)" + GradU (GradU)* + I (18a)

2F = C —1I = GradU + (GradU)" + GradU (GradU)*.  (18b)

11



Die Forderung nach nahezu inkompressiblem Materialverhalten beinhaltet, dass
sich das Volumen eines materiellen Voluemenelements wahrend der Deformation
nicht &ndern soll. Das Verhéltnis differentieller Volumina im deformierten und
undeformierten Zustand kann iiber die Determinante des Deformationsgradienten
erfasst werden:

dVv
— =detF = J. 1
v e J (19)

Die Eigenschaft der idealen Inkompressibilitédt ldsst sich damit mathematisch
formulieren als:

J=1. (20)

Nach der iiblichen Vorgehensweise (siehe z. B. [44]) wird im Folgenden fiir die Be-
trachtung volumenerhaltender Deformationsprozesse die multiplikative Zerlegung
des Deformationsgradient in zwei Anteile definiert:

F-—F,F,. (21)

Diese Aufteilung ist auch unter der Bezeichnung Flory-Split bekannt. Hierbei
priasentiert F', den Anteil der Deformation, der zu einer reinen Volumenénde-
rung des materiellen Volumenelements fithrt, wohingegen der Anteil F'y die reine
Gestaltanderung widerspiegelt. Beziiglich des volumetrischen Anteils gilt:

F. Y51 (J=1). (22)
Daraus folgt fiir den isochoren Anteil des Deformationsgradienten
Fy=J3F mit detFy=1. (23)

Mit diesen Definitionen kann ein isochorer Anteil des Rechts-Cauchy-Green Ten-
sors formuliert werden.

2

Cy=FiFy=J3 (24)

w

4.2 Thermodynamisch konsistentes Deformationsgesetz
Den Ausgangspunkt zur Sicherung der thermodynamischen Konsistenz des Defor-
mationsgesetzes, hier fiir nahezu inkompressible Materialien, bildet die Clausius-

Duhem-Ungleichung — eine Kombination der ersten beiden Hauptsitze der Ther-
modynamik. Im isothermen Fall nimmt sie die Form

00 (C) + 5T C 2 0 (25)

beziiglich der Ausgangskonfiguration an. Hier stellen gy die Dichte, ¢ die freie
Helmholtz-Energiedichte pro Masseeinheit sowie T' den 2. Piola-Kirchhoffschen
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Spannungstensor dar. Wie iiblich bezeichnet ein Punkt iiber einer Variable deren
materielle Zeitableitung.

Da elastische Deformationen vollstandig reversible Prozesse darstellen, gilt in (25)
das Gleichheitszeichen. In diesem Fall kann das folgende Deformationsgesetz der
Hyperelastizitat abgeleitet werden:

oy o OV

T =255 =25

(26)

Wie in der klassischen Kontinuumsmechanik wird die freie Energiedichte als iso-
trope Tensorfunktion eines geeigneten Verzerrungsmafles betrachtet. Im Fall des
nahezu inkompressiblen Materialverhaltens wird angenommen (siehe z. B. [44]),
dass diese additiv in einen deviatorischen (isochoren) Anteil ¢4, der vom Ver-
zerrungstensor C'y und einen volumetrischen Anteil, der von J abhéngt, zerlegt
werden kann: B

Y = Ya(Ca) +y(J). (27)
Fiir die weiteren Betrachtungen ist es zweckméfig, den volumetrischen Anteil
der freien Energiedichte in der Form %/4; ¥2(J) zu definieren. Hierbei stellt x den
Kompressionsmodul dar, der im Fall von kleinen Verzerrungen aus x = A + %u

(mit den Lamé-Konstanten A und u) ermittelt werden kann. Zusétzlich besitzt
1y die Eigenschaft

Po(J=1)=0. (28)
Damit folgt fiir (27) die ausfiihrliche Darstellung:
1 1
¥ = ta(Ca) + 5 Vi) = $a (I(Ca), 11(Ca)) + 3" V(). (29)
Mit der Definition des hydrostatischen Drucks p
pE Ky (30)

im Sinne einer konstitutiven Annahme wird unter Beriicksichtigung von (29) aus
Gleichung (26) die hyperelastische Beziehung

o Ia  0Cq oYy, 0J

T =2—+ =2 - + 2k
oC 9Cy 9C Wor 8.J oC

fiir den 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor bei nahezu inkompressiblem
Materialverhalten abgeleitet. Beziiglich der Teilspannungen gilt dabei:

- T, + T, (31)

_ o2 0%a L
Ty = 2J°3 8Cd (£ 3C’ ® C) (32a)
. adfv _
T, = 2
v pS, mit S, = GJ (32b)

13



4.3 Spezielle konstitutive Gleichungen

Die Beziehung der Hyperelastizitiat (20) gilt gleichermafien fiir kompressibles wie
auch vollsténdig oder nahezu inkompressibles Materialverhalten. Folglich sind die
grundsétzlichen Algorithmen fiir die Losung der direkten und inversen Aufgaben
fiir elastisches Materialverhalten bei grofien Verzerrungen unabhéngig von der
Bedingung der Volumenkonstanz. Im Fall der Kompressibilitit werden die Span-
nungen jedoch eindeutig durch die Geometrieinderungen wéhrend des Deforma-
tionsprozesses bestimmt. Eine Aufspaltung in unterschiedliche Spannungsanteile
ist dann nicht erforderlich. Damit muss fiir kompressibel elastische Materialien
kein Randwertproblem in gemischter Formulierung gelost werden, kann jedoch als
Sonderfall eines solchen betrachtet werden. Es lag somit nahe, die konkrete Im-
plementierung der entwickelten numerischen Algorithmen fiir das direkte und das
inverse Problem so zu realisieren, dass kompressibles und nahezu inkompressibles
elastisches Materialverhalten mit einem Programm simuliert werden kénnen.

Fiir die unten présentierten numerischen Untersuchungen wurde die Kalibrierung
von hyperelastischen Materialmodellen am Beispiel von drei konkreten Realisie-
rungen fiir die Funktion der freien Energiedichte analysisert. Dabei wurde jeweils
kompressibles sowie nahezu inkompressibles Materialverhalten betrachtet. Zwei
der Ansitze (Neo-Hooke und Mooney-Rivlin) finden breite praktische Anwen-
dung bei der Modellierung des Materialverhaltens von Elastomeren und gehoren
zu den Standardformulierungen in kommerziellen FEM-Programmen. Der dritte
Ansatz basiert auf Funktionen, die von Fung (siehe z.B. [13]) vor ca. 30 Jahren
untersucht wurden, und das spezifische, versteifende Materialverhalten biologi-
scher Gewebe im elastischen Bereich besser approximieren als Polynomansétze
beziiglich der Invarianten geeigneter Verzerrungsmafle.

Wird das elastische Materialverhalten bei groflien Verzerrungen als kompressibel
angenommen, gelten fiir Neo-Hooke, Mooney-Rivlin und das modifizierte Fung-
Material (in dieser Reihenfolge) folgende Ansétze der Funktion der freien Ener-
giedichte:

W = ci0 (I —InIIl — 3) + Dy (InII1)? (33a)
= co(I=3)+ cor (11 —3) — (c10+2¢o1) InIIT + Dy (InI11)* (33D)

b = % [eoU~IIT=3) _ 4] 4 D, (InI11)? (33¢)

Hierbei werden die Hauptinvarianten I, I1 sowie 11 als Funktionen des Tensors
der Gesamtverzerrungen C' betrachtet.

Zur Modellierung nahezu inkompressibel elastischen Materialverhaltens soll fiir
den volumetrischen Anteil der freien Energiedichte der vielfach diskutierte Ansatz
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Py(J) = InJ (34)

verwendet werden. Im Zusammenhang mit der Teilspannung T', (siehe 32Db) fiihrt
er auf die einfache Bezichung T, = p C . Beziiglich des deviatorischen Anteils
der freien Energiedichte gelten fiir Neo-Hooke, Mooney-Rivlin und das modifi-
zierte Fung-Material (wiederum in dieser Reihenfolge) die Ansétze:

Ya = cio (I —3) (35a)
Ya = co (I —3)+ con (I = 3) (35Db)
Ya = % [eT =3 — 1] (35¢)

In diesem Fall stellen die Invarianten I und I/ Funktionen des isochoren Anteils
C 4 des Rechts-Cauchy-Green Tensors dar.

Die Groflen c¢qq, co1, Do sowie « stellen Materialparameter dar, deren numerische
Identifikation weiter unten an verschiedenen Beispielen, basierend auf syntheti-
schen Messwerten, diskutiert wird.

5 Sensitivitdtsanalyse

Im Rahmen der Identifikation von Materialparametern wird die Berechnung der
Ableitungen dr;/dc; fiir den Residuenvektor (3) des Optimierungsmodells nach
einem beliebigen Materialparameter ¢; des Parametervektors ¢ als Sensitivitéts-
analyse bezeichnet. Héngt die Modellfunktion y (1) ausschlielich explizit von
den Materialparametern ab, kann die Sensitivitdtsanalyse auf analytischem We-
ge ausgefiihrt werden. Dann gehen die Differentialquotienten dr;/dc; in partielle
Ableitungen iiber (vgl. Beziehung (7)). Bei komplexerem Materialverhalten sind
implizite Abhéngigkeiten von den Materialparametern zu beriicksichtigen, was
die Sensitivitdtsanalyse deutlich erschwert.

Eine weit verbreitete Methodik zur Sensitivitdtsanalyse besteht in der Ermitt-
lung der bend6tigten Ableitungen mit Hilfe des Verfahrens der finiten Differenzen
(siehe z. B. [45, 48]). Diese Vorgehensweise hat Vorteile beziiglich seiner Universa-
litdt und Einfachheit, was die Moglichkeit eréffnet, kommerzielle Software fiir die
Losung des direkten Problems innerhalb der Optimierungsschritte zu verwenden.
Die Tatsache, dass fiir einen einseitigen Differenzenquotienten pro Lastschritt, der
zur Zielfunktion bzw. deren Ableitungen beitrégt, n.+1 (n. — Anzahl zu optimie-
render Parameter) Berechnungen des vollstdndigen direkten Problems, bei einem
zentralen Differenzenquotienten sogar 2n.+ 1 Durchldufe notwendig sind, wirken
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sich hingegen nachteilig auf den numerischen Aufwand aus. Zudem ist die Wahl
einer geeigneten Parameterdifferenz, fiir die es keine allgemein giiltigen Regeln
gibt, entscheidend fiir Genauigkeit und Stabilitdt der Optimierungslésung.

Um diese Nachteile der numerischen Sensitivitédtsanalyse zu vermeiden, kann ein
halbanalytisches Verfahren genutzt werden, das auf der impliziten Differentiati-
on der grundlegenden Beziehungen der Anfangs-Randwert-Aufgabe beruht (fiir
Details siehe u. a. [4, 18, 15, 24, 27, 36]). Das hat den Vorteil, dass analoge algo-
rithmische Strukturen wie bei der Losung des direkten Problems entstehen. Damit
kann in effektiver Weise auf dort genutzte numerische Verfahren zuriickgegriffen
werden. Zudem werden die Ableitungen auf der Basis der halbanalytischen Sen-
sitivitdtsanalyse mit der gleichen Genauigkeit wie die Feldvariablen berechnet.
Das kann bei der numerischen Sensitivitdtsanalyse nicht gewéhrleistet werden.

Im Folgenden werden die Grundlagen der halbanalytischen Sensitivitdtsanalyse
fiir die Kalibrierung von Materialmodellen der nahezu inkompressiblen Elasti-
zitét bei groflen Verzerrungen unter Beriicksichtigung lokaler Verschiebungsinfor-
mationen und globaler Kraft-Verschiebungs-Kurven als Modellvariablen fiir das
Optimierungsproblem vorgestellt.

5.1 Schwache Formulierung des Randwertproblems und seine
Linearisierung: Direkte Aufgabe

Das Randwertproblem der nahezu inkompressiblen Elastizitdt wird in Analogie
zu den Ansitzen in [44] und anderer Autoren als gemischtes Zweifeldproblem
definiert. Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Feldgleichungen in 2y sind die
Variationsformulierungen der Gleichgewichtsbedingungen sowie einer Nebenbe-
dingung zur Erfiillung der Inkompressibilitét.

Der Impulssatz ist originér in der Momentankonfiguration definiert. Wie in [7, 19]
ausfiihrlich erldutert, kann er nach einigen Umformungen in der lokalen Formu-
lierung

Div (TF") + 00 (K —A) = 0. (36)

ausschlieBlich mit Groflen dargestellt werden, die Funktionen der Koordinaten X
des Ausgangszustandes sind. Hier werden mit K (X ) massebezogene Krifte und
mit A (X) die Beschleunigung bezeichnet.

Im Weiteren wird eine zusétzliche Nebenbedingung zur Erfassung der Inkompres-
sibilitét betrachtet. Dabei wird die Annahme genutzt, dass in jedem materiellen
Punkt des Koérpers der hydrostatische Druck eine Funktion der Volumenédnderung
sei. Aus der Definition (30) des hydrostatischen Drucks folgt nach einer einfachen
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Umformung die lokale Inkompressibilitédtsbedingung:
1
() = —p = 0. (37

Aus der Multiplikation von (36) mit einer beliebigen Testfunktion V' = V (X))
(wobei gilt: V' € (H}(Q0))3, V. = 0 auf I'yp) sowie der Bezichung (37) mit
einer beliebigen Testfunktion ¢ € Lo(£2) (fiir die keine expliziten Randbedin-
gungen existieren) und Integration beider Gleichungen iiber das Volumen des
undeformierten Gebietes )y folgen die schwachen Formulierungen der Gleich-
gewichtsbedingungen sowie der Inkompressibilitdtsbedingung. Bei Betrachtung
quasistatischer Probleme und Vernachlidssigung volumenférmiger Krifte sowie
einigen weiteren Umformungen, die in [7] im Detail dargestellt sind, ergeben sich
folgende Beziehungen:

/T--E(U;V)dQO = /RVdFO (38a)
Qo

Pon

/ l%(n])—%p}qdﬂo _ (38h)

Qo

Hier stellt R den Vektor der gegebenen #uBeren Belastung am Neumann-Rand
dar. Zusétzlich wurde zur Vereinfachung der Darstellung der zweistufige Tensor

2E (U;V) <

(GradV)" 4 GradV + GradU (GradV)” 4 GradV (GradU)* (39)

definiert.

Mit den Beziehungen (38a), (38b) besteht somit, unter Beriicksichtigung der
Spannungszerlegung (31), die gemischte Randwertaufgabe der nahezu inkom-
pressiblen Elastizitit bei grofien Verzerrungen in der Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems

a(U;V) + b(Uip, V) = f(V) VVe (H(Q))’ (40a)
h(U;q) — colp,q) = 0 Vg € Ly(2) (40b)

beziiglich der Feldgroflen Verschiebung U und hydrostatischer Druck p.
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Dabei gilt fiir die einzelnen Teile des Systems:

a(U; V) = /Td(U)--E(U;V)dQO (41a)
Qo

b(U;p, V) = /pSV(U)uE(U;V) QY (41D)

f(v) = O/RVdFO (41c)

W) = [0 ad (414)
Qo

col(p.q) = / %pqdﬂo- (41e)

Zur Losung des Gleichungssystems (40a) und (40b) mit Hilfe des Newton-Ver-
fahrens macht sich dessen Linearisierung erforderlich. Dazu werden Taylor-Ent-
wicklungen beziiglich beider Feldvariablen U und p betrachtet, die jeweils nach
dem ersten Glied abgebrochen werden. In diesem Zusammenhang wird die Losung
des Zweifeldproblems (U, p;) = (U, p) zu einem Zeitpunkt ¢ als bekannt voraus-
gesetzt und dessen Losung (Uiat, preat) = (U + AU, p + Ap) zum Zeitpunkt
t + At gesucht. Nach den entsprechenden Umformungen (zu Details siche [7])
kann die gemischte Randwertaufgabe der nahezu inkompressiblen Elastizitét bei
finiten Verzerrungen in ihrer linearisierten Form (Iterationsschritt im Lastschritt)
als lineares Gleichungsssystem dargestellt werden.

aU; AU, V) + bo(U;Ap, V) = f(V) — ao(U;V) — b(U;p, V) (42a)
b(U;q, AU) = «(Ap,q) = colp,q) — 0(U;q) (42b)
Selbstverstéindlich gilt auch dieses System fiir alle V' € (H3(Q0))? sowie alle

q € Ly(Qp). Zusitzlich zu den bereits in (41a)-(41¢) definierten Ausdriicken folgt
fir a(U; AU, V') die Beziehung:

W(U:AU, V) = /E(U;V) --%--E(U;AUHQO

+ /T (E (U),p) - GradAU (GradV )T dQy . (43)
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Nach Ortsdiskretisierung kann das System (42a), (42b) in geeigneten Ansatz-
teilriumen AU, V' € V3 C V3 und Ap, q € X;, C X im Rahmen einer gemisch-
ten FE-Formulierung geldst werden. Werden in diesem Zusammenhang die aus by
folgenden Blocke der Gesamtsteifigkeitsmatrix als Nullmatrizen betrachtet, der
aus ¢ folgende Block als Einheitsmatrix sowie die rechte Seite von (42b) als Null-
vektor, dann kann, wie bereits erwéhnt, das System (42a), (42b) zur Losung von
Randwertaufgaben der kompressiblen Elastizitéit bei groflen Verzerungen einge-
setzt werden. Das Ergebnis fiir den hydrostatischen Druck ist dann eine identische
Null. Natiirlich ist eine solche Vorgehensweise bei umfangreichen Problemen in-
effizient, bietet jedoch fiir moderate Probleme eine effektive Testmoglichkeit der
implementierten Algorithmen. Rechenzeitvergleiche fiir das spéter vorgestellte
Beispiel der Cook-Membran ergaben im Bereich von 130...25100 Verschiebungs-
freiheitsgraden bei 100 Lastinkrementen einen 1,1...2,2fachen Gesamtaufwand
fiir die gemischte Formulierung gegeniiber einem reinenn Verschiebungsanasatz,
der erwartungsgeméaf fast ausschliefilich zu Lasten der Zeit fiir den Loser geht.

5.2 Parameterableitung der schwachen Formulierung des
Randwertproblems: Inverse Aufgabe

Die Losung des gemischten Randwertproblems (38a), (38b) besteht in der Bestim-
mung der Feldvariablen Verschiebungen und hydrostatischer Druck in Abhéngig-
keit der Materialparameter. Bei der Behandlung des direkten Problems werden
die Materialparameter als bekannt vorausgesetzt und die Feldvariablen numerisch
ermittelt. Bei der Losung der inversen Aufgabe werden diejenigen Feldvariablen
gesucht, die bestmdglich mit Messwerten iibereinstimmen. Unbekannt sind da-
bei die Materialparameter, die zu dieser Entwicklung fithren. Da die Verteilung
der Feldgréen nicht zeitkontinuierlich ermittelt werden kann, basiert die Sensiti-
vitatsanalyse auf der durch die Linearisierung der Randwertaufgabe vorgegebenen
inkrementellen Strategie. Es soll somit an dieser Stelle folgende Aufgabe betrach-
tet werden, die in jedem Lastschritt zu bearbeiten ist: Zum aktuellen Zeitpunkt
t + At sei das gemischte Randwertproblem (38a), (38b) mit einem gegebenen
Satz von Materialparametern gelost. Gesucht ist eine neue Losung in Richtung
einer Anderung des Parametervektors in Form der vollstéindigen Ableitungen der
Verschiebungen und des hydrostatischen Drucks nach den Materialparametern.

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der numerischen Beziehungen der halbanaly-
tischen Sensitivitdtsanalyse stellt das System (38a), (38b) der schwachen Formu-
lierungen des Gleichgewichts und der Inkompressibilitdtsbedingung dar. Dessen
implizite Ableitung nach einem einzelnen Materialparameter c; fiihrt auf:
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/[d—T--E(U;V) +T--M] i = 0 (44a)

de de
Qo
dip(J) 1dp
——— | qdQ)y = 44b
/ { dc; K dc; 7% 0 (44b)
Qo

Dabei wurde vorausgesetzt, dass sowohl die Randbedingungen als duflere Belas-
tung als auch die Testfunktionen V' und ¢ unabhéngig von den Materialparame-
tern sind. Ebenso ist zu erwdahnen, dass der Parameter x zwar bei kleinen Ver-
zerrungen mit dem Kompressionsmodul approximiert werden kann, im Rahmen
der vorgestellten Theorie jedoch kein Materialparameter im eigentlichen Sinne
ist, sondern im Grunde genommen einen Penalty-Parameter zur ndherungswei-
sen Erfiillung der Volumenkonstanz darstellt.

Fiir die weiteren Betrachtungen sind die expliziten sowie impliziten Abhéangigkei-
ten der Feldgroflen von den Materialparametern zu beriicksichtigen.

U = U(c) (45a)
p = plc) (45b)
= T (E(c), p(c), ¢) (45¢)

Daraus ergeben sich unter Beriicksichtigung der Spannungszerlegung (31) mit
(32b) die folgenden vollstindigen Ableitungen nach einem ausgewéhlten, einzel-
nen Materialparameter c;:

aT or dE 9T dp OT

d; ~ OE " de,  Opde o
oT dE dp 0T
= @..d_cj+svd_cj+a_0j (46a)
diby oy, dE Ny ., dE dE
_ A A > 46b
de 8E de J (’“)J C de S de ( 0 )
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Beziiglich der Ableitung von Verzerrungsgrofien nach einem ausgewéhlten Mate-
rialparameter c¢; folgt:

T
QdE(U) = (Grad (d—U)> + Grad (d—U>
de de de

T
+ GradU <Grad (cé_U)) + Grad (cé_U) (GradU )"

Cj Cj

_ B (U; fl_U) (47a)

| T
Q—dE U;v) = QGrad (2—U> (GradV)T + GradV (Grad <C;—U)> (47D)
Cj Cj

Unter Beriicksichtigung dieser Operationen sowie der Symmetrie des Spannungs-
tensors kann nach einigen Umformungen aus (44a) und (44b) ein lineares Glei-
chungssystem zur Berechnung der vollstdndigen Ableitungen der Verschiebungs-
koordinaten und des hydrostatischen Drucks nach einem einzelnen Materialpara-
meter c; hergeleitet werden.

a(U'ﬂ,V) + by (U-d—p,V) = £(U;V) YVe(HLNQ))?® (48a)

7de 7de

dU dp
b R — = Ly (02 48b
0(U7q7 dcj) Co <d0]7Q) 0 VQE 2( 0) (8 )

Die rechte Seite der Beziehung (48a) enthalt mit

oT

fU;V) = — B

Qo

WE (U;V) dQ (49)

die partiellen Ableitungen des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors nach
dem Materialparameter ¢;. Aus Gleichung (26) folgt dabei:

or _ 0 (9 9C4
ac; dc; \oC, " aC

2 (9 (917Dd ~ 1 1
— 2 3 .o l — .

Bei der Herleitung fand die Definition

I =56G'9G,0Gk2G" (51)
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eines vierstufigen isotropen Tensors mit den Koordinaten des Kronecker-Symbols
0 Berticksichtigung. Zudem wurde vorausgesetzt, dass der Ansatz fiir den vo-
lumetrischen Anteil der freien Energiedichte, wie beispielsweise in (34), keine
Materialparameter enthéalt.

Beim Vergleich der linearen Gleichungssysteme (42a), (412b) und (48a), (48b) wird
offensichtlich, dass nach einer Ortsdiskretisierung in geeigneten Ansatzrdumen
die Teilmatrizen der Systemmatrix in beiden Fillen exakt die gleiche Struktur
besitzen. Im Rahmen der halbanalytischen Sensitivitdtsanalyse ist in jedem Last-
schritt, der zur Zielfunktion bzw. deren Ableitungen beitrigt, das lineare Glei-
chungssystem (48a), (48b) beziiglich aller zu identifizierender Materialparameter
zu 16sen. Da in diesem System die Variablen U und p zum Zeitpunkt ¢+ At zu be-
trachten sind, kann die letzte Systemmatrix, die im selben Lastschritt bei der ite-
rativen Losung des direkten Problems (Newton-Approximation) generiert wurde,
unmittelbar fiir die Sensitivitdtsanalyse verwendet werden. Der Aufwand bei der
halbanalytischen Vorgehensweise gegeniiber der numerischen Sensitivitdtsanalyse
(s.0.) besteht somit lediglich in n. + 1 Berechnungen des vollstindigen Systems
mit unterschiedlichen rechten Seiten pro Lastschritt, der zur Zielfunktion bzw.
deren Ableitungen beitragt. Zur Losung des direkten Problems sind in der Regel
mehrere Newton-Iterationen fiir das Randwertproblem und das eingebettete An-
fangswertproblem notwendig. Das wirkt sich zusétzlich negativ auf den Aufwand
der numerischen Sensitivitédtsanalyse aus, da sie auf der Losung mehrerer direkter
Probleme mit unterschiedlichen Materialparametern basiert. Im Gegensatz dazu
wird im Rahmen der halbanalytischen Sensitivitdtsanalyse fiir die betrachteten
Materialmodelle jedes Gleichungssystem (48a), (48b) einmalig, ohne zusétzliche
[terationen, gelost.

Werden in der Zielfunktion (8) lediglich Verschiebungen beriicksichtigt, sind die
Ableitungen des hydrostatischen Drucks nach den Materialparametern ohne Be-
deutung. Besitzt die Zielfunktion hingegen Kraft- bzw. Momentenanteile, miissen
deren vollstdndige Ableitungen nach den Materialparametern ermittelt werden,
wozu auch die Druckableitungen notwendig sind. Dies soll am Beispiel des Kraft-
vektors erlautert werden.

Die aus der inneren Beanspruchung resultierenden Reaktionskréfte in den Knoten

eines Element e des FE-Netzes werden mit der nach dem Ort diskretisierten
Beziehung

e _ /T..E (U: V) d (52)

0

ermittelt. Somit gilt fiir die vollstdndige Ableitung der Kraft nach einem aus-
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gewdhlten, einzelnen Materialparameter c; die elementorientierte Beziehung

dF° /{dT _dE (U;V)

—_— —EU;V T dQg . 53
de de ( ’ ) + de 0 ( )

2

Zur Beriicksichtigung einer globalen Kraftinformation sind diese Integrale beziiglich
geeigneter Elemente zu bilden, die Randkanten mit Dirichlet-Bedingungen besit-
zen. Die Kraft bzw. deren Ableitungen kénnen dann durch Summation entspre-
chender Knoteninformationen ermittelt werden. Mit (46a), (47a) sowie (47h) ste-
hen weitere Beziehungen zur Verfiigung, die in einer Art Post-Prozessing, nach
Losung des Gleichungssystems (48a), (48b), zur Berechnung der vollstindigen
Ableitungen der Kréfte nach den Materialparametern genutzt werden.

6 Numerische Beispiele

Die oben vorgestellte Vorgehensweise zur numerischen Losung von Anfangs-Rand-
wert-Aufgaben der nahezu inkompressiblen Elastizitéit bei grolen Verzerrungen
wurde im hauseigenen FE-Programm SPC-PM2AdNIMix realisiert (fiir Details
siehe [7]). Dieses basiert auf der an der TU Chemnitz entwickelten Programmver-
sion SPC-PMA2dNI zur Simulation des mechanischen Verhaltens hyperelastischer
(im Fall ihrer Kompressibilitédt) und anisotroper elastisch-plastischer Werkstoffe
bei grofien Verzerrungen (vgl. [6, 28]).

Die vollstindige Verfiigharkeit der Programmaquellen gestattet die effiziente Nut-
zung von Datenstrukturen und numerischen Algorithmen fiir die halbanalytische
Sensitivitdtsanalyse. Somit wurde, analog zu dem bereits seit ldngerem genutz-
ten Verfahren bei der finiten Elasto-Plastizitdt, eine Programmversion fiir die
Kalibrierung von Materialmodellen der kompressiblen und der nahezu inkom-
pressiblen Elastizitdt bei groflen Verzerrungen auf der Basis einer gemischten
Formulierung realisiert. Diese beinhaltet die oben beschriebenen Methoden und
Algorithmen der halbanalytischen Sensitivitdtsanalyse.

Im Folgenden wird die Eignung des Programmes zur Ermittlung der Materialpa-
rameter am Beispiel umfangreicher Studien zweier Problemstellungen fiir unter-
schiedliche konstitutive Ansétze nachgewiesen. Dabei werden die Reidentifikation
vorgegebener Parameter auf der Basis synthetischer (numerisch erzeugter) Mess-
werte angestrebt und das Verhalten der Optimierungsprozesse bei gestorten Mess-
werten untersucht. Dazu wurden diese mit normal verteilten numerisch erzeugten
Fehlern modifiziert, deren Maximalwert beliebig vorgegeben werden kann.

Fiir die untersuchten FE-Gitter wurden vorwiegend stabile Taylor-Hood-Vier-
eckelemente Qgg) — Q1 (quadratischer Ansatz vom Serendipity-Typ in den Ver-
schiebungsfreiheitsgraden, bilinearer Ansatz fiir den hydrostatischen Druck) ver-
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wendet. Zum Untersuchung des prinzipiellen Losungsverhaltens kamen vereinzelt
Taylor-Hood-Dreieckelemente Py — P; zum Einsatz. Weiterfithrende Details zu
Elementansitzen und dem Verfahren zur Losung der linearen Gleichungssysteme
sind in [7] dargestellt. Adaptive Verfahren zur Netzanpassung wurden im Rahmen
der Parameteridentifikation nicht aktiviert.

Beziiglich des Materialverhaltens wurden sowohl die kompressiblen als auch die
nahezu inkompressiblen Versionen der Ansétze fiir das Neo-Hooke-, Mooney-
Rivlin- und modifizierte Fung-Material untersucht. Dazu wurde der Optimie-
rungsprozess fiir die Parameter im Einzelnen sowie alle moglichen Kombinationen
zwischen diesen analysiert.

Am Beispiel des Zugstabes mit iiber Dirichlet-Randbedingungen simuliertem
vollsténdigen Haften an den Einspannstellen (inhomogene Feldverteilung) wur-
de zunéchst die Kalibrierung der Materialmodelle auf der Basis globaler Kraft-
Verschiebungs-Kurven untersucht. Dazu stehen in jedem Lastschritt zwei Kraft-
informationen zur Verfiigung, die mit einer vorgegebenen Vertikalverschiebung
der Einspannstellen korreliert sind. In Abb. 2 sind die Geometrie und die Rand-
bedingungen fiir den Zugstab sowie zwei Beispiele fiir verformte Netze dargestellt.

ARRNARRRNNARRERRRRIA

>

Abbildung 2: Numerische Simulation des inhomogenen Zugversuches eines kreis-
zylindrischen Probekérpers. Links: Geometrie (h = 1,0mm) und
Randbedingungen. Mitte: Verformtes Netz mit Dreieckelementen
bei u; = 0,3mm. Rechts: Verformtes Netz mit Viereckelementen
bei u; = 0,25 mm.

Fiir die Bertiicksichtigung von Knotenverschiebungen zur Kalibrierung der Mate-
rialmodelle wurde das so genannte Cooksche Membranproblem analysiert. Dieses
Beispiel wurde von Cook [8] zur Analyse des Losungsverhaltens eines verallgemei-
nerten Viereckelementes eingefiihrt. Seither wird es von verschiedenen Autoren
gern zur Darstellung der Eigenschaften von gemischten Elementformulierungen
verwendet.
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Die Cook-Membran ist an einer Seite fest eingespannt und wird an der ge-
geniiber liegenden Seite durch eine kantenbezogene Schubkraft belastet. Es wird
die Erfiillung der Bedingungen fiir den ebenen Verzerrungszustand vorausgesetzt.
In Abb. 3 sind links die geometrischen Abmessungen sowie die Randbedingun-
gen der untersuchten Struktur dargestellt. Auf der rechten Seite ist die verformte
Geometrie bei Maximallast zu sehen, welche mit SPC-PM2AdNIMix ermittelt
wurde.

44 mm

48 mm

Abbildung 3: Cooks Membranproblem. Links: Geometrie und Randbedingungen
nach [2] (hier: ' = 160N). Rechts: Verformtes Netz mit Viereck-
elementen.

Bei den Untersuchungen zum Losungsverhalten des direkten Problems der Cook-
Membran sind insbesondere die Verschiebungen im Punkt A interessant (vgl.
Abb. 3). Diese hangen sehr stark vom Elementtyp und der Diskretisierung ab und
werden von vielen Autoren zum Vergleich herangezogen. Aus diesem Grund wur-
den fiir die Parameteridentifikation neben der Auswertung der Verschiebungen
aller 225 Knoten alternativ lediglich die Verschiebungskoordinaten des Punktes
A berticksichtigt. Die “Messdaten” standen in jedem der 100 Lastinkremente zur
Verfiigung.

Im Folgenden werden ausgewéhlte Ergebnisse der Identifikationsberechnungen ta-
bellarisch und grafisch dargestellt. Neben den Startwerten und den Optimierungs-
ergebnissen sind in den Tabellen Angaben zur Anzahl der Optimierungsschritte
und der Abweichung des Ergebnisses von den erwarteten Parameterwerten zu
finden. Der wesentliche Teil der Diskussion bezieht sich auf die Auswertung von
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Verschiebungsfeldern, da diese gegeniiber globalen Kraft-Verschiebungs-Kurven
deutlich mehr und komplexere Informationen enthalten (unterschiedliche lokale
Belastungswege in einzelnen materiellen Punkten).

Tabelle 1: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (33a) (Neo-Hooke,
kompressibel) aus der Kraft-Verschiebungs-Kurve eines inhomogenen
Zugversuches. Reidentifikation vorgegebener Parameter auf der Ba-
sis synthetischer Messwerte ohne Messfehler in Abhéngigkeit von den
Startwerten (nopti: Anzahl der Optimierungsschritte).

Startwerte Optimierte Werte der Parameter
der Parameter (c10 = 3,57 MPa, Dy = 3,57 MPa)
absolut Abw. v. Vorgabe
C10 Do C10 Do C10 Do noptt
[MPa] | [MPa] [MPa] | [MPa] % %
Vernetzung mit Dreieckelementen
3,000 - 3,570 - 0,00 - 3
4,000 - 3,570 - 0,00 - 3
- 3,000 - 3,570 - 0,01 3
- 4,000 - 3,570 - 0,01 3
3,000 3,000 3,570 3,570 0,00 0,01 2
3,000 4,000 3,570 3,570 0,00 0,01 4
4,000 4,000 3,570 3,570 0,00 0,01 2
4,000 3,000 3,570 3,570 0,00 0,01 4
Vernetzung mit Viereckelementen
3,000 - 3,570 - 0,00 - 3
4,000 - 3,570 - 0,00 - 3
- 3,000 - 3,570 - 0,00 4
= 4,000 - 3,570 = 0,00 3
3,000 3,000 3,570 3,570 0,00 0,01 2
3,000 4,000 3,570 3,570 0,00 0,01 4
4,000 4,000 3,570 3,570 0,00 0,01 2
4,000 3,000 3,570 3,570 0,00 0,01 4

Ein moglicher Einfluss unterschiedlicher Elementklassen auf das Ergebnis der Pa-
rameteridentifikation wird hier lediglich am Beispiel der Auswertung von Kraft-
Verschiebungs-Kurven fiir den Neo-Hooke-Ansatz bei kompressibler Elastizitét
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(33a) diskutiert. Wie die Ergebnisse in Tabelle 1 zeigen, ist ein solcher Einfluss,
erwartungsgeméafl nicht festzustellen. Die beiden Materialparameter c;g und Do
konnten einzeln und in Kombination fiir alle untersuchten Varianten von Start-
werten (mit maximal 16% Abweichung von den zu erwartenden Betriagen) rei-
dentifiziert werden. Da im nahezu inkompressiblen Fall der Neo-Hooke-Ansatz
nur einen Materialparameter enthélt, wurden hierfiir keine Untersuchungen an
Kraft-Verschiebungs-Kurven vorgenommen.

Die Ergebnisse der Parameteridentifikation am Beispiel der Auswertung von Kraft
Verschiebungs-Kurven fiir das modifizierte Fung-Modell bei kompressibler Elasti-
zitét (33¢) sind in Tabelle 2 zusammengefasst. Hier wurden Startwerte untersucht,
die im Einzelnen um bis zu 50% von den zu reidentifizierenden Grofien abweichen.
Auch hier konnten in der Regel die vorgegebenen Materialparameter in wenigen
Optimierungsschritten ermittelt werden. Aufféllig ist der Optimierungsverlauf fiir
den Fall der Identifikation aller drei Parameter (cjo, a, Do) mit Startwerten, die
(84%,50%, 112%) der optimalen Werte entsprechen. Es gelang eine vollstéandige
Reidentifikation der Parameter, wobei jedoch deutlich mehr Optimierungsschritte
benotigt wurden. Eine weitere, noch markantere Ausnahme bildet die gemeinsa-
me Identifikation aller drei Parameter mit Startwerten, die (112%, 150%, 84%)
der optimalen Werte entsprechen. In diesem Fall konnten die vorgegebenen Pa-
rameter nicht reidentifiziert werden. Die Abweichung betrigt beispielsweise fiir
den Parameter Dy ca. 65%. Offensichtlich weist die Topologie der Zielfunktion
selbst bei den wenigen, fehlerfreien Informationen, die aus dem Verlauf der Kraft-
Verschiebungs-Kurve zur Verfiigung stehen, meherer lokale Minima aus.

Zur weiteren Untersuchung dieser Fragestellung wurden fiir diese Parameterkom-
bination die Startwerte fiir ¢;o sowie Dy unverdndert belassen und lediglich der
Startwert fiir « in kleineren Intervallen variiert. Wie aus Tabelle 3 ersichtlich ist,
konnten dabei tatséchlich zwei unterschiedliche Ergebnisvektoren ermittelt wer-
den. Dazu gehort einer zu dem (hier bekannten, in der Regel aber nicht zwingend
zu erreichendem) globalen Minimum, der andere zu einem lokalen Minimum, das
im untersuchten Spektrum stabil erreicht wird. Interessant ist dabei, dass bei
Annéherung an die Startwertkombination, bei der offensichtlich der Wechsel der
Suchrichtung zwischen den beiden Minima erfolgt, eine Zunahme der Anzahl der
Optimierungsschritte zu verzeichnen ist. Das ist besonders deutlich auf der Seite
des globalen Minimums ausgepragt. Mit diesem Ergebnis kann bereits in einem
solch einfachen Fall die Inkorrektheit des inversen Problems der Kalibrierung von
Materialmodellen gezeigt werden.

Ergebnisse der Parameteridentifikation fiir das modifizierte Fung-Modell bei na-
hezu Inkompressibilitat (35¢) aus Kraft-Verschiebungs-Kurven werden hier nicht
préasentiert, da bei allen untersuchten Startwertvarienten (einzeln und in Kombi-
nation) stets die vorgegebenen Parameter in nicht mehr als drei Optimierungs-
schritten reidentifiziert werden konnten.
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Tabelle 2: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (33c¢) (Modifizierter

Fung, kompressibel) aus der Kraft-Verschiebungs-Kurve eines inhomo-
genen Zugversuches. Reidentifikation vorgegebener Parameter auf der
Basis synthetischer Messwerte ohne Messfehler in Abhéngigkeit von
den Startwerten (nopti: Anzahl der Optimierungsschritte).

Startwerte Optimierte Werte der Parameter
der Parameter (c10 = 3,57MPa, a = 0,5, Dy = 3,57 MPa)
absolut Abw. von Vorgabe
€10 « Dy 10 Q@ Dy €10 « Dy nopti

[MPal] [MPa] || [MPa] [MPal] % % %
3,000 - - 3,570 - - 0,00 - - 3
4,000 - - 3,570 - - 0,00 - - 3
- 0,250 - - 0,500 - - 0,00 - 4
- 0,750 - - 0,500 - - 0,00 - 4
- - 3,000 - - 3,570 - - 0,00 3
- - 4,000 - - 3,570 - - 0,00 3
3,000 | 0,250 - 3,570 | 0,500 - 0,00 | 0,00 - 4
3,000 | 0,750 - 3,570 | 0,500 - 0,00 | 0,00 - 3
4,000 | 0,750 - 3,570 | 0,500 - 0,00 | 0,00 - 4
4,000 | 0,250 - 3,570 | 0,500 - 0,00 | 0,00 - 3
3,000 - 3,000 || 3,569 - 3,574 0,03 - 0,12 2
3,000 - 4,000 || 3,569 - 3,574 0,03 — 0,12 4
4,000 - 4,000 || 3,569 - 3,574 0,03 - 0,12 2
4,000 - 3,000 || 3,569 - 3,574 0,03 - 0,12 5
- 0,250 | 3,000 - 0,500 | 3,570 - 0,00 0,01 4
- 0,250 | 4,000 - 0,500 | 3,570 - 0,00 0,01 5
- 0,750 | 4,000 - 0,500 | 3,570 - 0,00 0,01 4
- 0,750 | 3,000 - 0,500 | 3,570 - 0,00 0,01 4
3,000 | 0,250 | 3,000 || 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,00 0,25 5
3,000 | 0,250 | 4,000 || 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,00 0,25 14
3,000 | 0,750 | 4,000 || 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,00 0,25 4
4,000 | 0,750 | 4,000 || 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,00 0,25 5
4,000 | 0,750 | 3,000 | 4,654 | 0,457 | 1,250 || 30,38 | 8,66 | 64,97 9
4,000 | 0,250 | 3,000 || 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,00 0,25 4
4,000 | 0,250 | 4,000 || 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,00 0,25 7
3,000 | 0,750 | 3,000 || 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,00 0,25 6
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Tabelle 3: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (33¢) (Modifizierter
Fung, kompressibel) aus der Kraft-Verschiebungs-Kurve eines inhomo-
genen Zugversuches. Reidentifikation vorgegebener Parameter auf der
Basis synthetischer Messwerte ohne Messfehler. Nachweis der Existenz
lokaler Minima am Beispiel der gleichzeitigen Identifikation aller Pa-
rameter in Abhéngigkeit des Startwertes fiir den Parameter o (nopti:
Anzahl der Optimierungsschritte).

Startwerte Optimierte Werte der Parameter
der Parameter (c10 = 3,57MPa, a = 0,5, Dy = 3,57 MPa)
absolut Abw. von Vorgabe
C10 o Do C10 « Do C10 « D, noptt
[MPa] [MPa] || [MPa] [MPa] | % % %

4,000 | 0,720 | 3,000 | 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,00 0,25 5
4,000 | 0,725 | 3,000 | 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,00 0,25
4,000 | 0,730 | 3,000 | 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,00 0,25 10
4,000 | 0,735 | 3,000 || 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,01 0,25 14
4,000 | 0,740 | 3,000 | 3,568 | 0,500 | 3,579 0,06 | 0,00 0,25 16
4,000 | 0,745 | 3,000 | 4,654 | 0,457 | 1,250 | 30,38 | 8,66 | 64,98 11
4,000 | 0,750 | 3,000 | 4,654 | 0,457 | 1,250 | 30,38 | 8,66 | 64,98
4,000 | 0,755 | 3,000 | 4,654 | 0,457 | 1,250 || 30,38 | 8,66 | 64,98
4,000 | 0,760 | 3,000 | 4,655 | 0,457 | 1,250 | 30,38 | 8,66 | 64,98
4,000 | 1,000 | 3,000 | 4,656 | 0,457 | 1,250 || 30,41 | 8,66 | 65,01

O © © ©

Die Kalibrierung des Mooney-Rivlin-Modells aus Kraft-Verschiebungs-Kurven
wird hier nicht diskutiert, da dessen Spezifika beziiglich der Losung des inver-
sen Problems spéter am Beispiel der Nutzung von Verschiebungsinformationen
erldautert werden. Im Folgenden kommen ausschlieBlich Optimierungsergebnisse
zur Auswertung, die durch Analyse von Verschiebungsfeldern erzielt wurden.

Zunéchst wurden umfangreiche Untersuchungen fiir das Neo-Hooke-Modell bei
kompressiblem Materialverhalten (33a) durchgefiihrt. Dabei wurden die Verschie-
bungen aller Knoten der Cook-Membran in die Zielfunktion einbezogen bzw. al-
ternativ nur diejenigen des oberen rechten Eckknotens. Es wurden fehlerfreie syn-
thetische Messwerte verwendet und Messwerte, die mit einem normal verteilten
Fehler von maximal 1%, 2% bzw. 5% modifiziert wurden. Ausgewihlte Ergebnisse
sind in den Tabellen 4, 5 und 6 sowie der Abb. 4 dargestellt.
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Tabelle 4: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (33a) (Neo-Hooke,
kompressibel) aus den Verschiebungen aller Knoten der Cook-
Membran. Reidentifikation vorgegebener Parameter auf der Basis syn-
thetischer Messwerte in Abhéngigkeit vom Messfehler und ausgewéhl-
ter Startwerte fiir den Optimierungsprozess (nopti: Anzahl der Opti-

mierungsschritte).
Startwerte Optimierte Werte der Parameter
der Parameter (c10 = 3,57 MPa, Dy = 3,57 MPa)
absolut Abw. v. Vorgabe
C10 D, C10 D, C10 D, nopti
[MPa] | [MPa] [MPa] | [MPa] % %
ohne Messfehler
0,357 — 3,570 — 0,00 — 7
2,000 — 3,570 - 0,00 — 5
7,000 — 3,570 - 0,00 — 6
— 0,357 — 3,570 - 0,00 7
- 2,000 - 3,570 - 0,00 4
- 10,000 - 3,570 - 0,00 7
— 35,700 — 3,570 — 0,00 9
4,000 4,000 || 3,570 3,570 0,00 0,00 4
4,000 3,000 | 3,570 3,570 0,00 0,00 4
0,357 0,357 | 3,570 3,570 0,00 0,00 9
0,357 | 50,000 || 3,570 3,570 0,00 0,00 11
5% Messfehler
0,357 — 3,569 - 0,01 — 7
2,000 — 3,569 - 0,01 — 5
7,000 - 3,569 - 0,01 - 6
— 0,357 — 3,569 - 0,02 6
- 2,000 - 3,569 - 0,02 4
- 10,000 - 3,569 - 0,02 6
— 35,700 — 3,569 - 0,02 9
4,000 4,000 | 3,567 3,588 0,08 0,52 4
4,000 3,000 || 3,567 3,589 0,08 0,52 4
0,357 0,357 || 3,567 3,593 0,10 0,65 9
0,357 | 50,000 | 3,567 3,588 0,08 0,51 25




Tabelle 5: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (33a) (Neo-Hooke,
kompressibel) aus den Verschiecbungen des rechten oberen Eckknotens

der Cook-Membran (s. Abb. 3 — Knoten A). Reidentifikation vorgege-
bener Parameter auf der Basis synthetischer Messwerte in Abhéngig-
keit vom Messfehler und ausgewéhlter Startwerte fiir den Optimie-

rungsprozess (nopti: Anzahl der Optimierungsschritte).

Startwerte Optimierte Werte der Parameter
der Parameter (c10 = 3,57 MPa, Dy = 3,57 MPa)
absolut Abw. v. Vorgabe
C10 Do C10 Do C10 Dy nopti
[MPa] | [MPa] [MPa] | [MPa] % %
ohne Messfehler
0,357 - 3,570 - 0,00 - 7
2,000 - 3,570 - 0,00 - 5
7,000 - 3,570 - 0,00 - 6
- 0,357 - 3,570 - 0,00 6
- 2,000 - 3,570 - 0,00 4
- 10,000 - 3,570 - 0,00 6
- 35,700 - 3,570 - 0,00 8
4,000 4,000 || 3,570 3,569 0,00 0,02 5
4,000 3,000 | 3,570 3,569 0,00 0,02 4
0,357 0,357 | 3,570 3,569 0,00 0,02 9
0,357 | 50,000 || 3,570 3,569 0,00 0,02 29
5% Messfehler
0,357 - 3,588 - 0,52 - 7
2,000 - 3,588 - 0,52 - 5
7,000 - 3,588 - 0,52 - 6
- 0,357 - 3,683 - 3,16 6
= 2,000 - 3,683 - 3,16 4
- 10,000 - 3,683 - 3,16 7
- 35,700 - 3,683 - 3,16 8
4,000 4,000 | 3,744 2,729 4,89 23,57 4
4,000 3,000 | 3,743 2,735 4,86 23,40 4
0,357 0,357 || 3,744 2,731 4,88 23,50 9
0,357 | 50,000 | 3,747 2,720 4,96 23,82 25
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Bei Nutzung der Verschiebungsinformationen aller FE-Knoten der Cook-Membran
konnten in allen untersuchten Fallen die Materialparameter reidentifiziert werden.
Das trifft auch fiir fehlerbehaftete Daten zu. Die Abweichung der identifizierten
Parameter liegt selbst bei extrem weit entfernten Startwerten deutlich unter dem
vorgegebenem maximalem Messfehler (vgl. Tabelle 4 und Abb. 4 oben).
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Abbildung 4:
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Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (33a) (Neo-Hooke,
kompressibel) aus den Verschiebungen aller Knoten der Cook-
Membran (oben) bzw. des rechten oberen Eckknotens (unten — vgl.
Abb. 3 - Knoten A). Optimierungsverlauf fiir ein ausgewéhltes Paar
von Startwerten (¢;9 = 0,357 MPa, Dy = 17,85 MPa) in Abhéngig-
keit vom Messfehler. Links: Entwicklung der Zielfunktion. Rechts:
Entwicklung der Parameter ¢; bezogen auf deren vorgegebenen Wer-
te Ci (610 = 3, o7 MPa, DQ = 3, Y4 MPa)



Weiterhin zeigt Abb. 4 oben fiir eine ausgewihlte Startwertkombination in die-
sem Fall einen vom Messfehler unabhéngigen Optimierungsverlauf. Der Zielfunk-
tionswert verschlechtert sich erwartungsgemé&fl mit zunehmendem Messfehler, die
Konvergenzrate wird jedoch nur unwesentlich beeinflusst. Dieses Verhalten deutet
fiir das einfache, nur schwach nichtlineare Materialmodell auf eine Zielfunktions-
topologie mit dominierendem und markantem globalen Minimum hin.

Die nachteilige Wirkung eines eingeschrinkten Informationsangebotes fiir den
Prozess der Kalibrierung von Materialmodellen wird bereits an diesem einfachen
Beispiel deutlich, wenn an Stelle der Verschiebung aller Knoten lediglich jene des
rechten oberen Eckknotens der Cook-Membran betrachtet werden. Sind die syn-
thetischen Messwerte fehlerfrei, gelingt auch in diesem Fall fiir alle untersuchten
Startwertvariationen die Reidentifikation der Materialparameter (vgl. Tabelle 5).
Da nur die Verschiebungsinformationen eines Knotens beriicksichtigt wurden,
ist dieses Vorgehen der Untersuchung eines vorgegebenen Kraft-Verschiebungs-
Verlaufes gleichzusetzen. In der Praxis sind fehlerfreie Messwerte nicht realisier-
bar. Beim Auftreten von Messfehlern gibt es aber bereits fiir das hier analysierte,
einfache Problem deutliche Abweichungen des Optimierungsergebnisses von den
vorgegebenen Parametern. Wie spéter an einer anderen konstitutiven Beziehung
gezeigt wird, handelt es sich dabei jedoch nicht um fehlerhafte Optimierungser-
gebnisse. Vielmehr ist dann die Topologie der Zielfunktion so gestaltet, dass die
erwarteten Werte zu keinem Minimum mehr fithren. Mangel an Informationen
sowie deren Fehlerhaftigkeit sind dafiir die Ursache. Das zugrunde gelegte Mate-
rialmodell kann mit diesen Informationen nur das erzielte Optimierungsergebnis
generieren. Konkret zeigt sich im betrachteten Fall, dass bei separater Identifikati-
on der Parameter (und vorgegebenem Wert fiir den jeweils anderen) das Optimie-
rungsergebnis noch geringere Abweichungen als der Messfehler aufweist. Dabei
ist bereits fiir den Parameter Dy die gréfere Differenz zu verzeichnen. Das ist aus
dem Grunde erklérlich, da dieser Parameter weniger das allgemeine Steifigkeits-
verhalten des Materials beschreibt, sondern dessen Volumenénderungseigenschaf-
ten. Gerade gegeniiber der Kompressibilitit des Material ist die Verschiebung des
betrachteten rechten oberen Eckknotens sehr sensibel (vgl. auch [7]). Bei gemein-
samer Ermittlung beider Materialparameter zeigt sich dieses Verhalten deutlich
verstirkt (vgl. Tabelle 5 und Abb. 4 unten). Dabei ist jedoch zu bemerken, dass
selbst bei wiederum extremen Differenzen der Startwerte annidhernd das selbe
Minimum erreicht wird. Dieses ist lediglich nicht ganz so markant ausgepragt wie
im Fall der Beriicksichtigung aller Verschiebungsinformationen.

Abb. 4 unten zeigt in diesem Fall auch fiir eine ausgewéhlte Startwertkombination
einen vom Messfehler abhéngigen Optimierungsverlauf beziiglich des Parameters
Ds. Hierbei verschlechtern sich sowohl der Zielfunktionswert als auch die Kon-
vergenzrate mit zunehmendem Messfehler.
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Tabelle 6: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (33a) (Neo-Hooke,
kompressibel). Konfidenzbereiche und Korrelationskoeffizient zwischen
den Materialparametern bei gleichzeitiger Identifikation von ¢y und
D, fiir ein ausgewdhltes Beispiel in Abhéngigkeit von Charakter und
Giite der Messdaten. Reidentifikation der vorgegebenen Parameter
cio = 3,57MPa, Dy = 3,57MPa. Startwerte: ¢;p = 4,00MPa,

Dy = 3,00 MPa.
Konfidenzbereiche Abw. v. Korr. | Mess-
Vorgabe koeft. | fehler
10 D, co | Do
[MPa] [MPal] % % %o

Kraft-Verschiebungs-Kurve (Zugversuch)
3,5700 + 0,331-10 | 3,5704 + 0,278-10% | 0,00 | 0,01 | 0,968 | 0,0

Knotenverschiebungen (Cook-Membran: alle Knoten)
3,5700 £+ 0,232-107° | 3,5700 £ 0,165-10~* || 0,00 | 0,00 || 0,985 | 0,0
3,5696 + 0,870-1073 | 3,5698 + 0,620-107% | 0,01 | 0,01 || 0,985 | 1,0
3,5695 + 0,176-1072 | 3,5702 4 0,125-107* || 0,01 | 0,01 || 0,985 | 2,0
3,5672 £ 0,434-1072 | 3,5887 £ 0,312-107* || 0,08 | 0,52 || 0,985 | 5,0

Knotenverschiebungen (Cook-Membran: oberer rechter Eckknoten)
3,5701 £ 0,704-107* | 3,5692 £ 0,477-107% || 0,00 | 0,02 || 0,993 | 0,0
3,5556 + 0,175-107* | 3,6671 £ 0,124-10° | 0,40 | 2,72 || 0,993 | 1,0
3,5338 £ 0,409-107! | 3,8049 £ 0,309-10° | 1,01 | 6,58 || 0,993 | 2,0
3,7434 £+ 0,103-10° | 2,7346 + 0,445-10° | 4,86 | 23,40 || 0,994 | 5,0

In Tabelle 6 sind einige Ergebnisse zur Analyse von Elementen der Fehlerschétzung
fiir das Neo-Hooke-Modell bei kompressiblem Materialverhalten beziiglich einer
ausgewahlten Startwertkombination zusammengefasst. Diese unterstreichen die
bisherigen Aussagen. So macht sich beispielsweise die Zunahme von Messfehlern
erwartungsgeméaf auch in einer Vergroflerung der Konfidenzintervalle bemerkbar.
Diese ist bei Beriicksichtigung der Verschiebungen nur eines Knotens ausgepragter
als bei einem umfangreicheren Feldproblem. Auch hierin dokumentiert sich ein
moglicher Mangel an Informationen. Uberraschend ist jedoch der deutliche Ein-
fluss von Art und Umfang der zur Kalibrierung verwendeten Informationen auf
die Aussagen zur Korrelation der Materialparameter untereinander. Die Giite
der Daten wirkt sich hingegen diesbeziiglich nicht aus. Das deutet darauf hin,
bei Feststellung einer vermeintlich strengen Korrelation von Parametern einen
Vergleich mit einem weiteren Experiment bzw. eine Verbesserung des Informati-
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onsangebotes anzustreben, um Modellméngel von experimentellen Einfliissen auf
das Kalibrierungsergebnis trennen zu kénnen.

Tabelle 7: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (35a) (Neo-Hooke, na-
hezu inkompressibel) aus den Verschiebungen aller Knoten der Cook-
Membran bzw. nur des rechten oberen Eckknotens (s. Abb. 3 — Kno-
ten A). Reidentifikation vorgegebener Parameter auf der Basis syn-
thetischer Messwerte in Abhéngigkeit vom Messfehler und ausgewéhl-
ter Startwerte fiir den Optimierungsprozess (nopti: Anzahl der Opti-

mierungsschritte).
Startwert Optimierter Wert des Parameters
des Para- (c10 = 3,57 MPa)
meters ¢ ohne Messfehler 10% Messfehler
absolut | Abw. v. nopti absolut | Abw. v. nopti
Vorgabe Vorgabe
[MPa] [MPa] % [MPa] %o
Verschiebungen aller Knoten
0,357 3,570 0,00 7 3,570 0,01 6
2,000 3,570 0,00 5 3,570 0,01 5
5,000 3,570 0,00 5 3,570 0,01 5
7,140 3,570 0,00 7 3,570 0,01 7
20,000 3,570 0,00 6 3,570 0,01 6
35,700 3,570 0,00 10 3,570 0,01 10
Verschiebungen des rechten oberen Eckknotens
0,357 3,570 0,00 7 3,547 0,65 7
2,000 3,570 0,00 5 3,548 0,62 4
5,000 3,570 0,00 5 3,547 0,65 5
7,140 3,570 0,00 7 3,547 0,65 7
20,000 3,570 0,00 6 3,548 0,63 6
35,700 3,570 0,00 10 3,547 0,65 10

Wie bereits erwihnt, enthéilt das Neo-Hooke-Modell zur Simulation nahezu in-
kompressiblen Materialverhaltens (35a) lediglich einen Materialparameter ¢;o. Es
ist der einfachste konstitutive Ansatz der Hyperelastizitat mit nur schwach aus-
geprégter Nichtlinearitét.
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Abbildung 5: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (35a) (Neo-Hooke,
nahezu inkompressibel) aus den Verschiebungen aller Knoten der
Cook-Membran. Optimierungsverlauf fiir ausgewéhlte Startwerte
bei messfehlerfreien synthetischen Daten. Links: Entwicklung der
Zielfunktion. Rechts: Entwicklung des Parameters c¢;y bezogen auf
dessen vorgegebenen Wert ¢19 = 3,57 MPa.
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Abbildung 6: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (35a) (Neo-Hooke,
nahezu inkompressibel) aus den Verschiebungen aller Kno-
ten der Cook-Membran. Entwicklung der Zielfunktion wéhrend

des Optimierungsprozesses fiir einen ausgewéhlten Startwert
(c10 = 10,0 MPa) in Abhéngigkeit vom Messfehler.
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Die Untersuchungen zur Kalibrierung diese Modells aus der Analyse der Verschie-
bungen aller Knoten bzw. des rechten oberen Eckknotens der Cook-Membran
wurden in einem sehr breiten Spektrum von Startwerten und in Fehlerbereichen
der synthetischen Messwerte bis maximal 10% durchgefiihrt. In der Tabelle 7
sowie den Abbildungen 5 und 6 sind ausgewéhlte Ergebnisse dargestellt. Diese
zeigen das ausnahmslos unproblematische Verhalten des Optimierungsprozesses.
Der vorgegebene Materialparameter wurde in allen Féllen exakt oder mit Abwei-
chungen reidentifiziert, die deutlich unter dem maximalen Messfehler lagen.

Als Beispiel fiir ein Materialmodell der Hyperelastizitit mit deutlich ausgepragter
Nichtlinearitdt wurde die Kalibrierung des modifizierten Fung-Ansatzes im kom-
pressiblen Fall (33c¢) sowie bei nahezu inkompressiblem Verhalten (35¢) unter-
sucht. Dabei wurde wegen des grofilen Aufwandes (Startwertkombinationen fiir
drei Parameter) im kompressiblen Fall keine Analyse mit gestorten synthetischen
Messwerten vorgenommen. Prinzipiell abweichende Erkenntnisse gegeniiber der-
artigen Studien an Materialmodellen mit weniger Parametern sind auch nicht
zu erwarten. Von den durchgefiihrten Untersuchungen sind hier lediglich aus-
gewihlte Ergebnisse unter Beriicksichtigung der fehlerfreien Verschiebungen aller
FE-Knoten der Cook-Membran in Tabelle 8 dargestellt. Dabei konnten in allen
Féllen die vorgegebenen Parameter exakt reidentifiziert werden.

Umfangreichere Analysen befassten sich mit der nahezu inkompressiblen Versi-
on des modifizierten Fung-Modells. Wie fiir das kompressible Neo-Hooke-Modell
wurden hier fehlerfreie und modifizierte synthetische Messwerte ausgewertet, die
einen normal verteilten Fehler von maximal 1%, 2% bzw. 5% enthielten. Un-
tersucht wurden die Verschiebungen aller FE-Knoten der Cook-Membran bzw.
alternativ die Verschiebungen deren rechten oberen Eckknotens. Dazu sind aus-
gewihlte Ergebnisse in den Tabellen 9, 10 und 11 sowie der Abb. 7 dargestellt.
Diese bestétigen in vollem Umfang die bei der Diskussion zur Kalibrierung des
Neo-Hooke-Modells fiir kompressibles Materialverhalten erwihnten Effekte sowie
deren Interpretation und sollen daher hier nicht erneut ausgefiihrt werden.

Es soll an dieser Stelle lediglich bemerkt werden, dass sich fiir das modifizier-
te Fung-Modell die Ermittlung des Parameters « als problematischer gegeniiber
dem Faktor ¢ erweist. Berechnete Abweichungen vom vorgegebenen optimalen
Wert sind hierbei signifikant deutlicher als jene, die fiir Dy (Neo-Hooke-Modell)
ermittelt wurden. Dieses Verhalten ist mit der starken Beeinflussung der Nicht-
linearitdt im konstitutiven Modell durch den Parameter av zu erklidren und wird
wesentlich durch den Umfang des Informationsangebotes fiir den Kalibrierungs-
prozess bestimmt.
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Tabelle 8: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (33c¢) (Modifizierter

Fung, kompressibel) aus den Verschiebungen aller Knoten der Cook-
Membran. Reidentifikation vorgegebener Parameter auf der Basis syn-
thetischer Messwerte ohne Messfehler in Abhéngigkeit von den Start-
werten (nopti: Anzahl der Optimierungsschritte).

Startwerte Optimierte Werte der Parameter
der Parameter (c10 = 3,57MPa, a = 0,5, Dy = 3,57 MPa)
absolut Abw. von Vorgabe
C10 Q Dy C10 « Dy C10 « Dy nopti

[MPal] [MPa] || [MPa] [MPal] % % %
3,000 — — 3,570 — - 0,00 — - 4
4,000 — — 3,570 — — 0,00 — — 3
— 0,250 — — 0,500 — — 0,00 — 3
— 0,750 — — 0,500 — — 0,00 — 3
— — 3,000 — — 3,570 — — 0,00 3
— — 4,000 — - 3,570 — — 0,00 3
3,000 | 0,250 — 3,570 | 0,500 — 0,00 | 0,00 — 4
3,000 | 0,750 — 3,570 | 0,500 — 0,00 | 0,00 — 4
4,000 | 0,750 - 3,570 | 0,500 - 0,00 | 0,00 - 4
4,000 | 0,250 — 3,570 | 0,500 - 0,00 | 0,00 - 4
3,000 — 3,000 | 3,570 - 3,570 || 0,00 - 0,00 4
3,000 — 4,000 | 3,570 — 3,570 || 0,00 — 0,00 4
4,000 — 4,000 | 3,570 — 3,570 || 0,00 — 0,00 4
4,000 — 3,000 | 3,570 - 3,570 || 0,00 — 0,00 4
— 0,250 | 3,000 — 0,500 | 3,570 — 0,00 | 0,01 4
— 0,250 | 4,000 — 0,500 | 3,570 — 0,00 | 0,01 4
— 0,750 | 4,000 - 0,500 | 3,570 - 0,00 | 0,01 4
— 0,750 | 3,000 — 0,500 | 3,570 — 0,00 | 0,01 4
3,000 | 0,250 | 3,000 | 3,570 | 0,500 | 3,570 | 0,00 | 0,00 | 0,00 5
3,000 | 0,250 | 4,000 | 3,570 | 0,500 | 3,570 | 0,00 | 0,00 | 0,00 4
3,000 | 0,750 | 4,000 | 3,570 | 0,500 | 3,570 | 0,00 | 0,00 | 0,00 4
4,000 | 0,750 | 4,000 | 3,570 | 0,500 | 3,570 | 0,00 | 0,00 | 0,00 4
4,000 | 0,750 | 3,000 | 3,570 | 0,500 | 3,570 | 0,00 | 0,00 | 0,00 4
4,000 | 0,250 | 3,000 || 3,570 | 0,500 | 3,570 | 0,00 | 0,00 | 0,00 4
4,000 | 0,250 | 4,000 | 3,570 | 0,500 | 3,570 | 0,00 | 0,00 | 0,00 4
3,000 | 0,750 | 3,000 | 3,570 | 0,500 | 3,570 | 0,00 | 0,00 | 0,00 5
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Tabelle 9: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (35¢) (Modifizierter
Fung, nahezu inkompressibel) aus den Verschiebungen aller Knoten
der Cook-Membran. Reidentifikation vorgegebener Parameter auf der
Basis synthetischer Messwerte in Abhéngigkeit vom Messfehler und
ausgewéhlter Startwerte fiir den Optimierungsprozess (nopti: Anzahl
der Optimierungsschritte).

Startwerte Optimierte Werte der Parameter
der Parameter (c10 = 3,57 MPa, a = 0,5)
absolut Abw. v. Vorgabe
C10 « C10 o C10 o nopti
[MPa] [MPa] % %
ohne Messfehler
0,357 - 3,570 - 0,00 - 7
2,000 - 3,570 - 0,00 - 5
7,140 - 3,570 - 0,00 - 7
35,700 - 3,570 - 0,00 - 10
- 0,050 - 0,500 - 0,00 4
- 0,250 - 0,500 - 0,00 4
- 2,000 - 0,500 - 0,00 5
- 5,000 - 0,500 - 0,00 5
0,357 0,050 3,570 0,500 0,00 0,00 8
0,357 | 20,000 3,570 0,500 0,00 0,00 9
35,700 | 10,000 3,570 0,500 0,00 0,00 10
20,000 0,050 3,570 0,500 0,00 0,00 8
5% Messfehler
0,357 - 3,570 - 0,01 - 7
2,000 - 3,570 - 0,01 - 5
7,140 - 3,570 - 0,01 - 7
35,700 - 3,570 - 0,01 - 10
- 0,050 - 0,493 - 1,44 6
- 0,250 - 0,493 - 1,40 3
- 2,000 - 0,493 - 1,38 4
- 5,000 - 0,493 - 1,38 4
0,357 0,050 3,570 0,487 0,01 2,60 7
0,357 | 20,000 3,570 0,486 0,01 2,74 8
35,700 | 10,000 3,570 0,488 0,01 2,34 10
20,000 0,050 3,570 0,488 0,01 2,36 8
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Tabelle 10: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (35¢) (Modifizier-

40

ter Fung, nahezu inkompressibel) aus den Verschiebungen des rech-
ten oberen Eckknotens der Cook-Membran (s. Abb. 3 — Knoten
A). Reidentifikation vorgegebener Parameter auf der Basis synthe-
tischer Messwerte in Abhéngigkeit vom Messfehler und ausgewéihl-
ter Startwerte fiir den Optimierungsprozess (nopti: Anzahl der Opti-
mierungsschritte).

Startwerte Optimierte Werte der Parameter
der Parameter (c1p = 3,57 MPa, a = 0,5)
absolut Abw. v. Vorgabe
C10 « C10 o C1o o nopti
[MPa] [MPa] %o %0
ohne Messfehler
0,357 — 3,570 - 0,00 — 7
2,000 — 3,570 - 0,00 — 5
7,140 — 3,570 - 0,00 — 7
35,700 - 3,570 - 0,00 - 9
- 0,050 — 0,500 - 0,04 5
— 0,250 — 0,500 - 0,04 4
- 2,000 - 0,500 - 0,04 5
- 5,000 - 0,500 - 0,04 6
0,357 0,050 | 3,570 0,500 0,00 0,08 8
0,357 | 20,000 | 3,570 0,500 0,00 0,08 9
35,700 | 10,000 || 3,570 0,500 0,00 0,08 11
20,000 0,050 || 3,570 0,500 0,00 0,08 9
5% Messfehler
0,357 - 3,600 - 0,83 - 6
2,000 - 3,600 - 0,83 - 4
7,140 - 3,599 - 0,83 - 7
35,700 - 3,599 - 0,82 - 9
- 0,050 - 0,930 - 85,98 5
- 0,250 - 0,930 - 86,02 4
- 2,000 - 0,932 - 86,46 6
— 5,000 — 0,930 — 86,02 5
0,357 0,050 | 3,607 0,336 1,04 32,72 8
0,357 | 20,000 || 3,607 0,350 1,03 29,82 7
35,700 | 10,000 | 3,607 0,339 1,04 32,24 9
20,000 0,050 | 3,607 0,336 1,04 32,78 8
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Abbildung 7: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (35¢) (Modifizierter
Fung, nahezu inkompressibel) aus den Verschiebungen aller Kno-
ten der Cook-Membran (oben) bzw. des rechten oberen Eckkno-
tens (unten — vgl. Abb. 3 — Knoten A). Optimierungsverlauf fiir ein
ausgewéhltes Paar von Startwerten (c;9 = 20,0 MPa, a = 0,05) in
Abhéngigkeit vom Messfehler. Links: Entwicklung der Zielfunktion.
Rechts: Entwicklung der Parameter ¢; bezogen auf deren vorgege-
benen Werte ¢; (¢19 = 3,57 MPa, a =0, 5).

Interessante Ergebnisse, auf die bereits weiter oben hingewiesen wurde, sind in
Tabelle 12 dargestellt. Hier wurde fiir das modifizierte Fung-Modell bei nahezu
inkompressiblem Materialverhalten untersucht, ob die zur Ermittlung der syn-
thetischen Messwerte vorgegebenen Materialwerte im Fall einer Storung dieser
Daten mit normal verteilten Fehlern weiterhin ein Minimum der Zielfunktion
generieren.
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Tabelle 11: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (35¢) (Modifizierter
Fung, nahezu inkompressibel). Konfidenzbereiche und Korrelations-
koeffizient zwischen den Materialparametern bei gleichzeitiger Iden-
tifikation von ¢;p und « fiir ein ausgewihltes Beispiel in Abhéngig-
keit von Charakter und Giite der Messdaten. Reidentifikation der
vorgegebenen Parameter c;g = 3,57MPa, a = 0,5. Startwerte:
c10 = 4,00 MPa, o = 0, 25.

Konfidenzbereiche Abw. v. Korr. | Mess-
Vorgabe koeff. | fehler
€10 (07 C10 «
[MPa] %o %o %o

Kraft-Verschiebungs-Kurve (Zugversuch)
3,5698 + 0,851-10* | 0,5001 + 0,111-10 [ 0,01 | 0,02 | 0,923 | 0,0

Knotenverschiebungen (Cook-Membran: alle Knoten)
3,5700 £+ 0,726-107° | 0,5001 £ 0,129-10~* || 0,00 | 0,02 || 0,913 | 0,0
3,5692 + 0,326-1073 | 0,5105 + 0,579-107% || 0,02 | 2,10 || 0,913 | 1,0
3,5691 + 0,652-1073 | 0,5302 4 0,116-107* || 0,03 | 6,04 || 0,913 | 2,0
3,5704 + 0,166:1072 | 0,4883 £ 0,294-107* || 0,01 | 2,34 || 0,913 | 5,0

Knotenverschiebungen (Cook-Membran: oberer rechter Eckknoten)
3,5700 £+ 0,140-10~* | 0,5005 + 0,247-107% || 0,00 | 0,10 || 0,910 | 0,0
3,5775 4+ 0,507-1072 | 0,2775 + 0,887-107* || 0,21 | 44,50 || 0,910 | 1,0
3,5605 £ 0,104-107' | 0,7650 £ 0,186-10° | 0,27 | 53,00 || 0,910 | 2,0
3,6072 £+ 0,235-107* | 0,3358 £ 0,414-10° | 1,04 | 32,84 || 0,910 | 5,0

Dazu wurden diese vorgegebenen, mithin also fiir ungestorte Messwerte optima-
len, Parameter als Startwerte verwendet. Es zeigt sich, dass insbesondere bei
gemeinsamer Identifikation der Parameter, das Optimierungsergebnis mit zuneh-
mendem Messfehler immer mehr von dem angenommenen abweicht. Es entspricht
dabei genau den in den Tabellen 9 und 10 sowie der Abb. 7 vorgestellten Werten.

Der Fakt, dass bei fehlerbehafteten synthetischen Messwerten nicht das bekannte
Optimum erreicht wurde, weist somit nicht auf algorithmische Méngel, sondern
lediglich auf eine verdnderte Topologie der Zielfunktion hin. Diese Erkenntnis
stiitzt die These, dass Materialparameter im engeren Sinne Modellparameter sind,
die bei einer Kalibrierung konstitutiver Beziehungen ein Abbild modellbedingter
Voraussetzungen (verwendeter Ansatz) sowie des experimentell bedingten Infor-
mationsangebotes fiir den Optimierungsprozess sind.
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Tabelle 12: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (35¢) (Modifizierter
Fung, nahezu inkompressibel) aus den Verschiebungen von Knoten
der Cook-Membran. Reidentifikation der Materialparameter auf der
Basis synthetischer Messwerte mit den vorgegebenen Parametern als
Startwerte. Abhéangigkeit der Ergebnisse von Anzahl und Giite der
Messdaten (nopti: Anzahl der Optimierungsschritte).

Startwerte Optimierte Werte der Parameter
der Parameter (c10 = 3,57 MPa, a = 0,5)
absolut Abw. Vorgabe || Mess-
C10 o C10 o C10 o fehler | nopti
[MPal [MPal % % %
Verschiebungen aller Knoten
3,570 - 3,570 - 0,00 - 0,0 1
3,570 - 3,570 - 0,01 - 1,0 1
3,570 - 3,571 - 0,02 - 2,0 2
3,570 = 3,570 - 0,01 - 5,0 1
- 0,500 - 0,500 - 0,00 0,0 1
- 0,500 - 0,499 - 0,26 1,0 2
- 0,500 - 0,516 - 3,12 2,0 3
- 0,500 - 0,494 - 1,30 5,0 3
3,570 | 0,500 | 3,570 | 0,500 0,00 0,00 0,0 1
3,570 | 0,500 | 3,569 | 0,510 0,02 2,09 1,0 2
3,570 | 0,500 | 3,569 | 0,530 0,03 6,05 2,0 3
3,570 | 0,500 | 3,570 | 0,488 0,01 2,48 5,0 3
Verschiebungen des rechten oberen Eckknotens
3,570 - 3,570 - 0,00 - 0,0 1
3,570 - 3,566 - 0,12 - 1,0 2
3,570 - 3,575 = 0,13 - 2,0 2
3,570 = 3,599 - 0,83 = 5,0 3
- 0,500 - 0,500 - 0,04 0,0 2
= 0,500 - 0,396 - 20,87 1,0 4
- 0,500 - 0,616 - 23,16 2,0 4
- 0,500 - 0,930 - 86,02 5,0 5
3,570 | 0,500 | 3,570 | 0,500 0,00 0,10 0,0 1
3,570 | 0,500 | 3,577 | 0,282 0,20 43,63 1,0 4
3,570 | 0,500 | 3,560 | 0,769 0,28 53,75 2,0 4
3,570 | 0,500 | 3,607 | 0,337 1,04 32,69 5,0 5
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Die Untersuchungen zur Kalibrierung des Mooney-Rivlin-Ansatzes im kompres-
siblen Fall (33b) sowie bei nahezu inkompressiblem Verhalten (35b) werden be-
wusst am Ende dieses Abschnittes vorgestellt. In diesem Fall zeigt sich deutlich
die spezifische Problematik der Identifikation streng miteinander korrelierter Ma-
terialparameter. Fiir das Mooney-Rivlin-Material ist bei kleinen Verzerrungen
die Summe der Parameter c¢;o + co1 proportional zum Elastizitdtsmodul. Aussa-
gen zum Verhéltnis der beiden Parameter im Einzelnen beziiglich physikalisch
relevanter Groflen sind nicht moglich.

Somit sind die in Tabelle 13 in Auswertung von Kraft-Verschiebungs-Kurven
dargestellten unterschiedlichen Optimierungsergebnisse mit z. T. deutlichen Ab-
weichungen von den vorgegebenen Werten inshesondere bei gleichzeitiger Identifi-
kation aller Parameter des kompressiblen Modells nicht iiberraschend. In keinem
der angegebenen Fille weicht jedoch die Summe ¢ + ¢p; um mehr als 0,006%
von dem erwarteten Wert 2,1 MPa ab. Die strenge Korrelation dieser beiden Pa-
rameter wird durch Korrelationskoeffizienten verdeutlicht, die bei Verwendung
von Elementen der Parameterschitzung nahezu exakt den Wert 1,0 annehmen.

Bei (der hier nicht im Detail dargestellten) Auswertung der Verschiebungen al-
ler Knoten der Cook-Membran zur Parameteridentifikation des kompressiblem
Mooney-Rivlin-Modells ergeben sich qualitativ vergleichbare Resultate. Quan-
titativ sind die Abweichungen der Optimierungsergebnisse von den vorgegebe-
nen Werten bei gleichzeitiger Identifikation aller drei Materialparameter hingegen
noch extremer. Unerwartet wirkt sich hier das (bisher immer geforderte) wesent-
lich vergréerte Informationsangebot negativ aus. Durch die deutlich komplexere
Topologie der Zielfunktion ergeben sich mehr lokale Minima, die den streng kor-
relierten Parametern in Abhéngigkeit von den jeweiligen Startwerten zuginglich
sind. Bemerkenswert ist jedoch, dass auch in diesem Fall die maximale Abwei-
chung der Summe ¢y + ¢o; von dem erwarteten Wert 2, 1 MPa lediglich 0,026%
betrigt.

Wie die in Tabelle 14 dargestellten Ergebnisse zeigen, treffen die obigen Aussagen
zur Kalibrierung des Mooney-Rivlin-Modells in vollem Umfang auch auf den Fall
des nahezu inkompressiblen Materialverhaltens zu. Hier sind die Abweichungen
vom angenommenen Optimum teilweise so extrem, dass negative Werte fiir die
Parameter identifiziert werden. Das ist physikalisch in begrenzten Féllen nicht
unzuléssig (die Summe ¢19+co; ist auch dann im erwarteten Bereich), fithrt jedoch
bei groflen Verzerrungen mitunter zu nicht konvergentem L&sungsverhalten fiir
das direkte Problem.
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Tabelle 13: Parameteridentifikation fiir das Materialmodell (33b) (Mooney-

Rivlin, kompressibel) aus der Kraft-Verschiebungs-Kurve eines inho-
mogenen Zugversuches. Reidentifikation vorgegebener Parameter auf
der Basis synthetischer Messwerte ohne Messfehler in Abhéangigkeit
von den Startwerten (nopti: Anzahl der Optimierungsschritte).

Startwerte Optimierte Werte der Parameter
der Parameter (c10 = 1,5MPa, ¢p; = 0,6 MPa, Dy = 10 MPa)
absolut Abw. von Vorgabe
10 Co1 D, €10 Co1 D, €10 Co1 D, nopti
| [MPa] | [MPa] | [MPa] || [MPa] | [MPa] | [MPa] | % % %
1,00 - - 1,500 - - 0,00 - - 3
2,00 — - 1,500 - - 0,00 - - 3
- 0,20 - - 0,600 - - 0,00 - 3
- 1,00 - - 0,600 - - 0,00 - 3
— - 5,00 - - 10,001 - - 0,01 5
- - 15,00 — - 10,001 — - 0,01 5
1,00 | 0,20 - 1,503 | 0,597 - 0,20 | 0,50 - 6
1,00 | 1,00 - 1,503 | 0,597 - 0,20 | 0,50 - 4
2,00 | 1,00 - 1,503 | 0,597 - 0,20 | 0,50 - 4
2,00 | 0,20 - 1,503 | 0,597 - 0,21 | 0,52 - 3
1,00 - 5,00 || 1,500 - 9,998 0,00 - 0,02 4
1,00 - 15,00 || 1,500 - 9,998 0,00 - 0,02 7
2,00 - 15,00 || 1,500 - 9,998 0,00 - 0,02 4
2,00 - 5,00 || 1,500 - 9,998 0,00 - 0,02 5
- 0,200 | 5,00 - 0,600 | 9,998 - 0,00 | 0,02 4
- 0,200 | 15,00 - 0,600 | 9,998 - 0,00 | 0,02 6
- 1,000 | 15,00 - 0,600 | 9,998 - 0,00 | 0,02 4
- 1,000 | 5,00 - 0,600 | 9,998 - 0,00 | 0,02 5
1,00 | 0,20 5,00 | 1,818 | 0,282 | 10,154| 21,20 | 52,98 | 1,54 10
1,00 | 0,20 | 15,00 | 1,709 | 0,391 | 10,101|| 13,95 | 34,85 | 1,01 9
1,00 | 1,00 | 15,00 || 1,576 | 0,525 | 10,036|| 5,03 | 12,57 | 0,36 17
2,00 | 1,00 | 15,00 || 1,772 | 0,328 | 10,132 18,11 | 45,25 | 1,32 8
2,00 | 1,00 5,00 || 1,754 | 0,346 | 10,123| 16,93 | 42,32 | 1,23 8
2,00 | 0,20 5,00 || 1,666 | 0,434 | 10,080| 11,09 | 27,72 | 0,80 10
2,00 | 0,20 | 15,00 | 1,546 | 0,554 | 10,021 3,09 | 7,73 | 0,21 5
1,00 | 1,00 5,00 | 1,749 | 0,351 | 10,121| 16,63 | 41,55 | 1,21 9
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Tabelle 14: Parameteridentifikation fir das Materialmodell (35b) (Mooney-
Rivlin, nahezu inkompressibel) aus der Kraft-Verschiebungs-Kurve
eines inhomogenen Zugversuches bzw. aus den Verschiebungen aller
Knoten der Cook-Membran. Reidentifikation vorgegebener Parameter
auf der Basis synthetischer Messwerte ohne Messfehler in Abhéngig-
keit von den Startwerten (nopti: Anzahl der Optimierungsschritte).

Startwerte Optimierte Werte der Parameter

der Parameter (c10 = 1,5 MPa, ¢p; = 0,6 MPa)
absolut Abw. Vorgabe

10 Co1 €10 Co1 10 + Co1 C10 Co1 nopti

[MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] % %
Kraft-Verschiebungs-Kurve (Zugversuch)

1,000 - 1,500 - 2,0999 0,01 -
2,000 - 1,500 - 2,0999 0,01 -

- 0,200 - 0,600 | 2,0999 - 0,02

— 1,000 — 0,600 | 2,0999 — 0,02

1,000 | 0,200 || 1,469 | 0,632 | 2,1001 | 2,09 | 525
1,000 | 1,000 || 1,467 | 0,633 | 2,1000 | 2,19 | 548
2,000 | 1,000 | 1,468 | 0,632 | 2,1001 || 2,11 | 5,28
2,000 | 0,200 | 1,467 | 0,633 | 2,1000 || 2,20 | 5,50 10

S 00 W Wlw Ww

Knotenverschiebungen (Cook-Membran)

1,000 - 1,500 - 2,1000 0,0 - 4
2,000 - 1,500 - 2,1000 0,0 - 4
- 0,200 - 0,600 | 2,1000 - 00| 4
- 1,000 - 0,600 | 2,1000 - 0,0 5
1,000 | 0,200 | 1,538 | 0,562 | 2,1000 2,6 64| 6

1,000 | 1,000 0,956 1,144 | 2,1000 36,3 90,7 29
2,000 | 1,000 8,028 | -5,927 | 2,1011 435,2 | 1087,8 6
2,000 | 0,200 1,990 0,110 | 2,1000 32,7 81,6 29

Die zuverldssige Ermittlung physikalisch sinnvoller Materialparameter im Fall
ihrer (moglichst zu vermeidenden) strengen Korrelation untereinander erfordert
die Beriicksichtigung zusétzlicher Informationen zum Materialverhalten oder den
Parametern selbst. Mathematisch kann in dem Fall das Losungsverhalten des
inkorrekten Problems kann durch Regularisierungsverfahren verbessert werden.
In der Literatur werden dazu verschiedene Verfahren beschrieben (siehe u.a. [1]),
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von denen die Mehrparameterregularisierung in letzter Zeit stédrkere Beachtung
findet (vgl. hierzu u.a. [21, 10, 11]).

Abschlieflend soll erwiahnt werden, dass im Rahmen der vorgestellten Untersu-
chungen stichprobenartig Vergleiche mit numerischer Sensitivitdtsanalyse durch-
gefiihrt wurden. Die Optimierungsergebnisse sowie das Konvergenzverhalten er-
wiesen sich dabei als vergleichbar. Im Fall des modifizierten Fung-Modells mit
zwei Materialparametern lagen die auf einen Optimierungsschritt bezogenen Re-
chenzeiten mit numerischer Sensitivitdtsanalyse (Verwendung eines einseitigen
Differenzenquotienten) um ca 66% iiber denen mit dem beschriebenen halbana-
lytischen Verfahren.

7 Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde ein numerisches Verfahren zur Kalibrierung von Materialmodellen fiir
die Simulation grofler, nahezu inkompressibler hyperelastischer Verzerrungen vor-
gestellt. Die Losung des inkorrekten, inversen Problems basiert auf einem deter-
ministischem Otpimierungsverfahren vom trust-region-Typ zur Auswertung einer
verallgemeinerten Zielfunktion in Form einer Fehlerquadratsummennorm. Fiir die
Zielfunktion werden experimentell ermittelte Verschiebungen als lokale Groflen
sowie globale Kraft- bzw. Momenteninformationen beriicksichtigt.

Der Gradient der Zielfunktion enthélt Ableitungen von Modellvariablen nach
den Materialparametern. Diese werden im Rahmen eines effizienten und hochge-
nauen halbanalytischen Verfahrens ermittelt. Zur Herleitung der erforderlichen
Beziehungen werden die schwachen Formulierungen des Gleichgewichts und der
Inkompressibilitdtsbedingung in materieller Beschreibungsweise implizit nach ei-
nem ausgewéahlten Materialparameter differenziert. Im Zusammenhang mit einer
geeigneten Ortsdiskretisierung ensteht daraus ein lineares Gleichungssystem, das
in jedem Optimierungsschritt fiir jeden Materialparameter zu l6sen ist. Dabei
ist die Systemmatrix mit derjenigen aus der Losung des direkten Problems in
gemischter Formulierung identisch.

Die entwickelten numerischen Algorithmen wurden in ein hauseigenes FE-Pro-
gramm implementiert. Fiir die stabile Losung werden Elementansétze nach Taylor-
Hood in Verbindung mit einem effizienten iterativen Gleichungssystemloser ver-
wendet, der auf modernen Vorkonditionierungsstrategien basiert.

Das Deformationsgesetz der isotropen Hyperelastizitéit basiert auf einer multipli-
kativen Zerlegung des Deformationsgradienten — dem so genannten Flory-Split
— sowie der additiven Aufspaltung der freien Energiedichte in einen deviatori-
schen und einen volumetrischen Anteil. Eine Erweiterung auf anisotrop-elastische
Modelle ist problemlos moglich. Fiir numerische Tests wurden von konstitutiver
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Seite der Neo-Hooke-Ansatz, das Mooney-Rivlin-Modell sowie ein modifizierter
Fung-Ansatz genutzt. An den Beispielen des inhomogenen Zugstabes und des
Cookschen Membranproblems wurden unter Beriicksichtigung globaler bzw. loka-
ler Informationen die Leistungsfahigkeit und Stabilitdt der entwickelten Modelle
und Algorithmen getestet. In diesem Zusammenhang wurden synthetische Mess-
werte mit vorgegebenen Materialparametern generiert und deren Reidentifikation
angestrebt.

Es wurden Hinweise fiir eine Verbesserung der Zuverldssigkeit der Losung des
inkorrekten, inversen Problems gegeben. In diesem Zusammenhang ist fiir prak-
tische Anwendungen beispielsweise grundsétzlich zu empfehlen, méglichst wenige
Parameter gleichzeitig auf der Basis moglichst vieler Informationen zu ermitteln.
Das beinhaltet die Kalibrierung von Teilen des gesamten Parametersatzes aus un-
terschiedlichen Experimenten, die die entsprechend modellierten physikalischen
Phé&nomene signifikant aktivieren. Ein weiteres Problem fiir die Optimierung stel-
len streng korrelierte Parameter dar. Sind diese nicht zu vermeiden, ist es sinn-
voll, Zusatzinformationen in den Optimierungsprozess einzubeziehen. In diesem
Zusammenhang ist die Erweiterung der Kalibrierungsverfahren um Methoden der
Mehrparameterregularisierung geplant.

Weitere beabsichtigte Entwicklungen beziehen sich auf die Lésung des direkten
und des inversen Problems zweiphasiger Medien bei groflen Verzerrungen. Dabei
kénnen Analogien der Problemstellung zur gemischten Formulierung der nahezu
inkompressiblen Elastizitéit effektiv ausgenutzt werden. Anwendungsgebiete fiir
die Modelle und Verfahren finden sich insbesondere im FElastomerbereich und
der Biomechanik. Die grundsétzliche Vorgehensweise lésst sich zudem fiir weitere
Problemstellungen aus dem multiphysics-Bereich verallgemeinern.
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