Mathematik fiir Physiker und Computational Science Studenten

3. Ubung — Mengen, Funktionen, Relationen

. Geben Sie folgende Mengen mit Hilfe ihrer Grundmenge und der Eigenschaft ihrer
Elemente an:

M; ={2,4,6,8,10,- - }, My ={1,4,9,16,25,--- },
M3 ={2,3,5,7,11,13,17,--- }, My={1,3, %, & 135.- }.

. Geben Sie alle Teilmengen der Menge M = {1,2,3} an !

. Wieviel verschiedene Teilmengen hat eine endliche Menge M?

. Seien A, B,C Mengen. Zeigen Sie:

(a) A=(ANB)U(A\ B),

(b) A\(BUC) = (4\ B)N(4\C),

(c) (HA) AN(B\C)=(ANB)\C,

(d) AAB=(AUB)\ (ANB), wobei AAB:=(A\B)U(B\ A).

. Flirt >0sei My ={ze€R : 0 <z <t}. Bestimmen Sie

(a) U M, (b) N M, (o) U M, (d) (HA) N M,

0<t<1 0<t<1 0<t<1 1<t<2
(e) (HA) (1 M.

0<t<1

. Geben Sie alle Funktionen f : I — M an:

(a) I ={ay,a2}, M={1,2}, (b) I={a}, M ={l,m,n},
(¢) I ={a,b}, M ={3}
und entscheiden Sie, ob diese injektiv, surjektiv, bijektiv sind!

. Entscheiden Sie, ob folgende Funktionen f : A — B injektiv, surjektiv, bijektiv sind:

(a) A=B=R, flx)=¢e"
(HA) (b) A=R, B=Rt:={zeR:z>0}, flz)=¢"

(c) A= R*, B =R, flz)= VT

(d) A=B=R, f(z) =sinzx
(HA) (e) A=R\{(2k+1)5,keZ}, B=R, f(z) =tanx

(f) A=B=N, f(n) =n?
(HA) (g) A=N, B=Q, fn) =4

(h) A=B=R, f(z) =22 — 4]

Geben Sie gegebenenfalls Einschrinkungen A’, B’ von A, B an so, dass f : A’ — B’
bijektiv wird. Bestimmen Sie die inverse Funktion f~!: B’ — A’

. Seien f: X =Y, g:Y — Z zwei Funktionen und h = go f : X — Z, h(z) := g(f(z)),
ihre Komposition. Zeigen Sie: Wenn f und g bijektiv sind, dann ist auch h bijektiv.
(Gilt h bijektiv auch unter schwécheren Voraussetzungen an f und g?7)

. Geben Sie eine Relation auf der Menge M = {1,2,3,4} an, die nicht reflexiv, aber
symmetrisch und transitiv ist.



10. Welche der folgenden Relationen auf der Menge X sind reflexiv, symmetrisch, transitiv,
antisymmetrisch?

(a) X =N, mRgn, wenn m + n gerade

(HA) (b) X =N, mRpn, wenn m + n ungerade
(¢) X=N, mRcmn, wenn|m-—mn|<2
(d) X =N, mRgn, wenn T ganzzahlige Potenz von 2
(e) X =N, mRen, wennmln
(f) X =R, xzRpy, wenne” =eY
(g) X =R, xRy, wenn 2?=y?
(h) X =7, aRpb, wenn 4|(a—Db)
(HA) (i) X=N, mR;n, wenn mn ungerade
() X=R, =zRjy, wennz<y

k) X = Menge der Menschen, 6 Ry 6, wenn 6 liebt 6

—~

11. Welche der Relationen aus Aufgabe 10 sind Ordnungsrelationen und welche Aquivalenz-
relationen? (Geben Sie die entsprechende Klasseneinteilung an!).

12. Zeigen Sie, daB folgende Relation auf N? eine Aquivalenzrelation ist:
(al, bl)R(az, bg) = albg = b1a2 .

Jede Aquivalenzklasse kann dabei mit einer positiven rationalen Zahl identifiziert wer-
den.

13. Geben Sie eine Bijektion zwischen folgenden Mengen an:

(a) N,Z, (b) (HA) [a,b],[c,d] (a,b,c,d € R), (¢) (HA) (—o00,0),(0,1),
(d) [0,1),(0,1].

Zusatz: Gibt es eine Bijektion zwischen folgenden Mengen:

(a) (0,1),(0,1],  (b) (0,1) x(0,1),(0,1),
(¢) M beliebige Menge, P(M) ihre Potenzmenge.

Wenn ja, geben Sie eine Bijektion an!



3. Hausaufgabe

. Geben Sie folgende Mengen mit Hilfe ihrer Grundmenge und der Eigenschaft ihrer
Elemente an:

Ml - {_1) 1}) M2 — [_15 1]5
M3 = (a, b), M
Ms = {2,4,8,16,32,---}, Mg ={—4,-2,42,4}.

. Geben Sie folgende Mengen durch Angabe ihrer Elemente an:

My={x€Z:x=2g9; und x=3¢291,92 €7},

My={x€Z:x=2g1 oder x=3g2;01,92 € 7L},

My={zeR: (z+1)3=2%+1},

My ={x € R:sinx = cosz}, Ms ={z e R:e" =0},

Mg ={z € R:sinz = —cosz}, M;={x e€R:2?+1+2z = (x+1)?},
Mg={zeR:Va?—-1=uz-1}, My ={z € Q:2?=3}.

. Welche Beziehungen (Inklusionen) bestehen zwischen

(a) der Losungsmenge A der Gleichung  sin § -sin £ = 0,

der Losungsmenge B der Gleichung  sing =0 und
der Losungsmenge C der Gleichung sing =0
(b) der Losungsmenge Ly der Gleichung 2sin?z =1 und

der Losungsmenge Lo der Gleichung sinz = % ?
. Bilden Sie fiir die Mengen M = {a,b},I = {1,2,3} die Mengen I x M, M x I, M?!

. Untersuchen Sie, ob folgende Relationen auf X Aquivalenzrelationen sind:

(a) X =R, xRy :& |cos x| = | cosy|

(b) X =17 x Z\{0}, (a,b)R(c,d) % - 2

(C) X =R", (xj)?le(yj)?zl =y <y (] =1,2,... ,n)
(d) X = Potenzmenge von Menge M, zRy:& x Cy,

(e) X=R xRy :& 5|(x —y).

. Die Menge der Dreiecke wurde in

(a) rechtwinklige, spitzwinklige, stumpfwinklige,

(b) gleichseitige, gleichschenklige, ungleichseitige

eingeteilt. Ist dadurch eine Klasseneinteilung einer Aquivalenzrelation gegeben? (Be-
griindung!)

. Losen Sie alle mit (HA) gekennzeichneten Aufgaben der 3. Ubung]



