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22. Übung – Elementare Funktionen, Identitätssatz

1. Sei z = x+ iy ∈ C (x, y ∈ R). Man zeige die Gültigkeit folgender Formeln:

(a) Re sin z = sinx cosh y,

(b) (HA) | sin z| =
√

(sinh y)2 + sin2 x,

(c) Im sin z = cosx · sinh y,

(d) (HA) cos z = cosx cosh y − i sinx sinh y.

2. Auf welchen Teilmengen der komplexen Zahlenebene sind die Funktionen

f1(z) = ez, f2(z) = cos z, (HA) f3(z) = sin z

reellwertig? Man berechne

f1

(π
2
(1 + i)

)
, f2(π + i) , (HA) f3(2i) .

3. Man bestimme (für k ∈ Z fixiert) das Bild des Gebietes

Gk =
{
z ∈ C :

π

2
(2k − 1) < Re z <

π

2
(2k + 1)

}
bei der Abbildung w = f(z) = sin z.

Zusatz: Ist f : Gk −→ C eineindeutig?

4. Unter einem (natürlichen) Logarithmus einer komplexen Zahl z versteht man eine kom-
plexe Zahl w mit der Eigenschaft z = ew. Man bestimme alle (natürlichen) Logarithmen
sowie den Hauptwert des Logarithmus von z1 = i und z2 = (1 + i)3.

5. Man bestimme das Bild D′ des Gebietes D bei der Abbildung f(z):

(a) D = {z ∈ C : Re z > 0} , f(z) = z2.

(b) D = {z ∈ C : −π < Im z < 0} , f(z) = ez.

(c) (HA) Welches Gebiet Dn wird bei der Abbildung w = zn(n ∈ N) auf die „ge-
schlitzte“ Ebene C′ = C \ [0,∞) eineindeutig abgebildet?

6. Gibt es eine in einer Umgebung des Nullpunktes analytische Funktion, die in den Punk-
ten zn = 1

n folgende Werte annimmt? (Hinweis: Identitätssatz)
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7. Welche der folgenden Funktionen sind ganze Funktionen?

(a) sin z (b) (HA) sin |z| (c) sin z


