Mathematik fiir Physiker und Computational Science Studenten

16. Ubung — Oberflichenintegrale, Integralsitze

1. Berechne den Flicheninhalt des Teils des Zylinders 2z = 22, der von den Ebenen
y=x/2,y = 2z, = 2¢/2 begrenzt wird ! (Ergebnis 13)

2. Berechne den Flicheninhalt des Teils der Fliche 22 = 2zy(z > 0), der von den Ebenen
r=0,2=a,y=0,y=>(ab>0) begrenzt wird! (Ergebnis Zv/2ab(a + b))

[

3. Berechne den Fliacheninhalt des Teils des Paraboloids 2z = % + % (a,b > 0), der vom

Zylinder 2—; + g—j = 1 ausgeschnitten wird. (Ergebnis 2Fab(2v/2 — 1))

4. Zeige

741‘@2 +y*)(zdz + ydy) =0,
C

wenn f(u) stetig und C stiickweise glatt und geschlossen ist.

5. (HA) Die Vektorfelder F, G und das Skalarfeld ¢ seien auf einer offenen Teilmenge M
des R3 differenzierbar. Zeigen Sie, dass auf M gilt:

(a) rot(pF) = protF + grady x F,
(b) div(pF) = @divF + grady - F,
(¢) div(F x G) = GrotF — FrotG.

6. Berechne das Oberflichenintegral 2. Art [ #dS, wenn

S
(Bez. ¥ = (z,y,2z) = xi + yj + zk Ortsvektor zum Punkt P(x,y, 2),
¥ = v(7) Vektorfeld)

(a) (M) =7, S:z+y+z=a(a>0),z>0,y>0,z>0.
Normale zeige nach oben) (Ergebnis 1 a?
2
b) v(F) =7, S:a?+y? + 22 = a’.
(b) v(F) =7, y
(Normalenvektor zeige nach aufen) (Ergebnis 4mwa?)
(©) v(F) = (z,y,(2 1)), S:2=a>+y* 0< 2 <4
(Normalenvektor zeige nach unten) (Ergebnis 127)
(d) (HA) v(7) = (23,3, 23), S:2?+9?+ 22 =d>
Normalenvektor zeige nach aufen) (Ergebnis 127 a5
5
(e) (HA) v(7) = (z,y,y2?%), S: Oberfliiche eines achsenparallelen Wiirfels mit Mit-

telpunkt im Ursprung und Kantenlénge 2.
(Normale zeige nach aufen) (Ergebnis 16)

7. Berechne fiir das Vektorfeld
v(T) = (ze?, ze?, ze")

den Fluf§ durch die Fliche y? + 22 = a?, -1 <z < 1.
(Normalenvektor zeige nach aufen) (Ergebnis 27a? sinh 1).
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. Berechne fiir das Vektorfeld v(7) = (y, —x, z) den Fluf durch eine Windung der Schrau-

benflache

h
7= (0cos @, osin g, 7@) (0<o0<a, 0<p <27
s

. g2
(der Normalenvektor zeige nach oben) (Ergebnis 4-h(1 + )).

. Lose die Aufgaben 6(b), (c¢), (HA)(d) mit Hilfe des Satzes von Gauf.

Sei

2

s X
o(F) = (2% + 2y, 5 tytazby).

Bestimme b als Funktion von a so, dass v ein Gradientenfeld ist, und berechne dann
eine Stammfunktion (Potentialfunktion) ¢ von v!

Ein Vektorfeld v sei in K = {(z,y, 2) : 22 + 3? + 22 < 100, 2 > 5} mit Hilfe der Vektor-
funktion v(x,y,z) = (xz,—10,%?) definiert. Berechne den Fluf durch die Oberfliche
von K

(a) ohne Benutzung des Integralsatzes von Gauk,

(b) mit Benutzung des Integralsatzes von Gauft (Ergebnis 9 - 10%7/64).

(HA) Zeige mit Hilfe des Stokeschen Satzes, dass das Kurvenintegral

/(yzd:p + zzdy + zydz)
r

vom Weg unabhéngig ist.
Berechne

7{[33(2 —y)dx +y(x — z)dy + z(y — x)dz],
r

wobei I' das Dreieck mit den Eckpunkten A(a,0,0) B(0,a,0), C(0,0,a) (durchlaufen
von A iiber B nach C zuriick nach A)

(a) unter Benutzung einer Parameterdarstellung des Integrationsweges,

(b) unter Verwendung des Stokeschen Satzes (Ergebnis a?).

(HA) Berechne [ vdS , wenn S die Oberflache des gesamten Zylinders
22 +y*=1,0 gi < h und v(7) = 7 ist (Normale nach aufsen).

(a) mit Gau, (b) ohne Gauf, (Ergebnis 37h).

(HA) Uberpriifen Sie die Richtigkeit des Stokesschen Satzes fiir die Fliche
{z:x2—y2:x2—i—y2§a2}

und die dazugehérige Randkurve {z = 22 — % : 22 + 3? = a?} sowie das Vektorfeld

v(F) =71



