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Mengenlehre

1.1 Mengen & Mengenoperationen

, Fine Menge ist die gedankliche Zusammenfassung von
wohlunterschiedenen Objekten zu einem Ganzen“ (nach
G. CANTOR').

Dabei bedeutet wohlunterschieden, dass kein Objekt
mehrmals in der Menge vorkommt. Die betrachteten
Objekte nennt man Elemente der Menge.

Folgende Symbolik ist iiblich:
x € A <= das Element x gehort zu A,
x ¢ A<= das Element x gehort nicht zu A.
Beispiel 1.1. Es sind
(1) Familie = {Vater, Mutter, Tochter 1, Tochter 2,
Sohn},
(2) Badset = {Seife, Duschgel, Rasierschaum }

zwei Mengen.

Standardbezeichnungen

Die Zahlenbereiche als Mengen werden besonders hervorgehoben:
IN = Menge der natiirlichen Zahlen = {1,2,3,...},
Z, = Menge der ganzen Zahlen = {...,-2,-1,0,1,2,...},

Q = Menge der rationalen Zahlen = {g 'p,q €L, qF 0} ,

R = Menge der reellen Zahlen (Vorstellung: Punkte auf einer Geraden),
C = Menge der komplexen Zahlen (Vorstellung: Punkte in einer Ebene).

!Georg CANTOR (1845 - 1918), deutscher Mathematiker. Begriinder der Mengenlehre, Grundlagen zu
Fraktalen.
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Wir haben auch die Moglichkeit eine Menge so anzugeben:
A = {b € B :0b hat die Eigenschaft E'}.

Beispiel 1.2. (1) Menge der Séngerinnen = {b € Chor : b ist weiblich},

(2) Zy :={keZ:k=20}={0,1,2,3,...}.

Fiir a,b € R heiflen

b):={re€R:a<z<b} offenes Intervall,

[a,b] :={xr € R:a <2 =b}  abgeschlossenes Intervall,
b)

={r€eR:a<x<b} halb(rechts)-offenes Intervall,
(a,b):={z€eR:a<x<b} halb(links)-offenes Intervall.

Es gibt auch eine Menge, die leere Menge heifit und mit & bezeichnet wird. Sie enthélt
kein einziges Element.

Beispiel 1.3. (1) (2,1)={zeR:2<z<1} =2,
2) L,)={zeR: 1<z <1} =0,
(3) {z € Chor : x hat zehn Beine} = @.

Mengen konnen auch einelementig sein, etwa {0}. Dann gilt 0 € {0}, aber 0 # {0}.
Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, wenn jedes Element von A auch zu B
gehort, in Zeichen: A C B.

Bei uns bedeutet A C B, dass A C B gilt. Um anzudeuten, dass A C B und A # B gilt,
A also eine echte Teilmenge von B ist, schreiben wir A C B.

Offenbar gilt, dass zwei Mengen A und B gleich sind, A= B, wenn A C Bund BC A
gilt. Des weiteren gilt stets @ C A und A C A.

Ist A eine Menge, so bezeichnet man die Menge all ihrer Teilmengen mit P(A) und nennt
sie ihre Potenzmenge, etwa

A={1} = P(A) ={2,{1}} oder B={1,3} = P(B) = {o,{1},{3},{1,3}}.

Mengenoperationen

Die Vereinigung A U B zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente, die in
A oder B liegen. Der Durchschnitt A N B der Mengen A und B ist die Menge aller
Elemente, die zu A und zu B gehoren.
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Beispiel 1.4. (1) IN; = INU {0},
(2) Chor N Badset = @.

Folgende Sprechweisen sind in Gebrauch:
ein(e) = mindestens ein(e),
genau ein(e) = ein(e) und nur ein(e),

oder = nicht ausschlielendes oder, d.h. z oder y bedeutet x und vy, x und nicht y oder
nicht x und y.

entweder oder = ausschlieendes oder, d. h. entweder x oder y heif3t z und nicht y oder
nicht x und y.

Die Menge aller Elemente, die entweder zu A oder zu B gehoren, heifit die symmetri-
sche Differenz von A und B, in Zeichen: A A B.

Die Differenz A\ B zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente, die zu A
aber nicht zu B gehoren.

Offenbar gilt dann AAB = (A\ B)U (B \ A).

Vereinigung & Durchschnitt beliebig vieler Mengen

Seien {2 eine sogenannte Indexmenge und fiir jedes w € 2 eine Menge A, gegeben.
Dann definiert man:

U A, := Menge aller Elemente, die zu einer der Mengen A, gehdren

wen?
={zr:Jwe P mitz e A,}

sowie

ﬂ A, := Menge aller Elemente, die zu jeder der Mengen A, gehoéren

wes?
={zx:x €A, Vwe N}.

Beispiel 1.5. (1) Sei 2 = {1,2}, d.h. seien 4; und Ay die zwei moglichen Mengen A,,,.
Dann gilt

UAw:AlLJAQ, mAw:AlmAQ-
wef? wes?
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(2) Sei £2=NN. Dann ist fiir jedes w = n € IN eine Menge A,, gegeben und wir haben
Udo=JAn={JAn=4040430U- -
wes? nelN n=1
und ganz analog
ﬂ A, = ﬂ A, = ﬂAn:AlﬂAgﬂAgﬂ---.
wey nelN n=1

Ist nun beispielsweise A,, = [n,n + 1], so folgt

I
R

UJAn=[l00):={zeR:z21}, (N An=A41NAN -
n=1

n=1

oder auch

U 4. =100,2], N AHZBJ]

n€l0,1] nel0,1]

Fir A, = [n,00) gilt

DAn:[l,oo), ﬁAn:Q
n=1

Das direkte Produkt A x B zweier Mengen A und B ist die Menge aller geordneten
Paare (a,b) mit « € A und b € B.

Beispiel 1.6. (1) Sind A = {Hund, Katze, Maus} und B = {rosa, griin}, so ist

A x B = {(Hund, rosa), (Hund, griin), (Katze, rosa), (Katze, griin), (Maus, rosa),
(Maus, grﬁn)},

was mit {rosa Hund, griiner Hund, rosa Katze, griine Katze, rosa Maus, griine
Maus} identifiziert (=) werden kann.

(2) Wir setzen A" :=AXx Ax - xA.

n direkte Faktoren

(3) R?=R xR ={(a,b):a € R, b€ R} =~ Punkte in der Ebene.

(4) RP*=RxRxR={(a,b,¢) : a,b,c € R} = Raum.



9 1.2 Abbildungen

1.2 Abbildungen

Eine Abbildung (oder auch Funktion) ist eine Vorschrift f, nach der jedem Element
einer Menge A genau ein Element einer Menge B, wobei A = B gelten kann, zugeordnet
wird. Man schreibt dafiir

f: A— B, a+— f(a) =b.

Beispiel 1.7. Ordnet man jeder reellen Zahl ihr Quadrat zu, erhilt man die Abbildung
f:R—R, z+— 22

Sei f: A — B eine Abbildung. Dann heifit A ihr Deﬁnitionsgebiet und B ihr Wer-
tebereich. Fiir eine Teilmenge X C A nennt man f(X) := { flx) : x € X } das
Bild von X. Die Menge f(A) heifit das Bild von f. Statt f(A) schreibt man auch
im (A) (Abkﬁrzung von image = Bild) oder R(f). Fiir eine Teilmenge ¥ C B heifit
FHY) = {a €A: f(a) € Y} das (vollstindige) Urbild von Y.

Eine Abblldung f+ A — B heift
a) injektiv (oder eineindeutig), wenn eine der folgenden &quivalenten Bedingungen
erfiillt ist:
(i) Fir alle b € B existiert hochstens ein a € A mit f(a) = b.
(ii) f~'({b}) besitzt hichstens ein Element fiir jedes b € B.
(ili) a1 # az = f(a1) # f(a2).
)

(iv) f(aq1) = f(az) = a1 = as.
b) surjektiv (oder Abbildung auf B), wenn eine der folgenden dquivalenten Bedin-
gungen erfiillt ist:
(i) Fiir jedes b € B existiert mindestens ein a € A mit f(a) = b.
(i) f~1({v}) £ 2 Vbe B.
(iii) f(A) = B.
c) bijektiv (oder eineindeutige Abbildung auf B), wenn eine der gleichbedeutenden
Bedingungen erfiillt ist:
(i) f ist injektiv und surjektiv.
(ii) Vbe BJla€ A: f(a) =
(iii) f~1 ({b}) ist einelementig fiir jedes b € B.

Beispiel 1.8. (1) f: R — R, x — 22, ist weder injektiv noch surjektiv (also auch nicht
bijektiv).

(2) f:]0,00) = R, x +— 22, ist injektiv.
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(3) f: R — [0,00), z +— 22, ist surjektiv.
(4) f:[1,00) — [1,00), z +— 22, ist bijektiv.

Seien f: A — B und g: B — C zwei Abbildungen. Das Produkt (oder die Kompo-
sition) g o f ist dann die Abbildung, die durch Hintereinanderausfithrung von f und g
entsteht, d. h.

gOfIA—>C, a*—>g(f(a))7

also (go f)(a) = g(f(a)).

Satz 1.1. Sei f: A — B eine bijektive Abbildung. Dann existiert genau eine Abbildung
g: B — A mit der Eigenschaft

fog=idg, go f=idy,

wobei idg die identische Abbildung E — E ist, d. h. idg: £ — E, x — x.

Beweis. Sei b € B beliebig. Dann existiert genau ein a € A mit f(a) = b. Setzt man
g(b) := a, so ist
f(g(0)) = fla) =b= fog=idp.

Wire hingegen ¢(b) # a fiir ein gewisses b, so folgte f(g(b)) # bund fog =idpg wire
nicht erfiillt. Damit haben wir gezeigt, dass es genau eine Abbildung g: B — A mit
fog=1idp gibt. Fiir a € A ist dann

9(f(a)) =g(b) =a=>go f=ida.
0

Die in Satz 1.1 definierte Abbildung g heifit die zu f gehorige Umkehrabbildung (oder
auch inverse Abbildung) und wird mit f~! bezeichnet.
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1.3 Relationen

Sei X eine Menge. Eine Relation R auf X ist eine Teilmenge R C X x X. Gilt fiir
x,y € X auch (z,y) € R, so sagen wir .,z steht in Relation zu y* und schreiben

xRy oder T~ Y.

Stehen z,y € X bzgl. R nicht in Relation, d.h. gilt (z,y) ¢ R, so notieren wir dement-
sprechend x ~ y.

Beispiel 1.9. (1) X =R, (z,y) e R: <=z Z y.

(2) X =R, (z,y) e Ri=z <y.

B8) X =R, (z,y) e Ri=z=y.

(4) X =R, (1,9) ER:= /22 + 2 =1 =22 +¢*> = 1.
(z,y)

(5) X =27, (z,y) € R:<= x —yist gerade <= 2|z —y <= z = y mod 2.

Ya YA YA R
R
bt----- 'I(av b) R
a > % >
(1) (2) 3)
v B

g
—

lav |

T

B
¥

EREEEREE

—
=~
SN—
—
ot
~
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Eine Relation ~ auf X heift
(i) reflexiv (R), wenn gilt: x ~ 2 Vz € X,

)
(ii) symmetrisch (S), wenn fiir z,y € X gilt: z ~y =y ~ z,
(iii) antisymmetrisch (A), wenn fir z,y € X gilt: z ~y, y ~x =z =y,
(iv) transitiv (T), wenn fir z,y,z € X gilt: c ~y, y ~ 2 = = ~ 2.
Fiir das Beispiel 1.9 bedeutet das:

HORNCENCRRCORNC)

R| ja nein ja nein ja

S | nein nein ja  ja ja
Al ja ja  ja nein nein
T | ja ja ja  nein ja

Relationen mit den Eigenschaften RAT heiflen Ordnungsrelationen; solche mit den
Eigenschaften RST heifien Aquivalenzrelationen.

Sei auf der Menge X eine Aquivalenzrelation ~ erklért. Fiir jedes € X bezeichnen wir
mit M, die Menge der Elemente aus X, die zu x dquivalent sind, d. h.

M, ={ye X :y~z}

Mengen M,, die so gebildet werden, heiBen Aquivalenzklassen.

Die Aquivalenzklassen aus Beispiel 1.9 (3) sind gerade die Einermengen M, = {x}. Fiir
das Beispiel 1.9 (5) ergibt sich My = My = M_9 = My = --- = {0,£2,44,...} und
My=M_=M;=Mjg=-={£1,43,£5,...}.

Man zeigt leicht, dass infolge der Reflexivitit jede Aquivalenzklasse nichtleer ist, dass
der Durchschnitt zweier verschiedener Aquivalenzklassen aufgrund der Symmetrie und
Transitivitiit stets leer, und dass die Vereinigung aller Aquivalenzklassen wegen der Re-
flexivitit ganz X ist. Das System der Aquivalenzklassen bildet damit eine sogenannte
Klasseneinteilung von X. Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnet man mit X/~
und nennt sie die Faktormenge.

Beispiel 1.10. Auf R ist durch z ~ y :& & — y € Z eine Aquivalenzrelation gegeben.
Die Aquivalenzklassen konnen mit Zahlen aus [0,1) durchnummeriert werden — mit
anderen Worten: M C R ist genau dann eine Aquivalenzklasse, wenn es ein z € [0,1)
mit M = {z,z+t1,2+2,2£3,...} gibt. D.h. R/~ =[0,1) = R/Z = T (Einheitstorus).

Fiir das Beispiel 1.9 (3) bzw. (5) ergibt sich R/~ = R bzw. Z/~ = {0, 1}.
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1.4 Gleichmiachtigkeit von Mengen & Kardinalzahlen

Wir nennen zwei Mengen A und B gleichméchtig, A ~ B, falls es eine Bijektion
f: A — B gibt. Dies ist eine Aquivalenzrelation in folgendem Sinne:

(R) idg: A— A, ar—a,
(S) f:Aﬂ>B7 f_l:BﬂA,
(T) f, g bijektiv = g o f bijektiv.

Diese Aquivalenzrelation erzeugt eine Klasseneinteilung. Alle gleichmiichtigen Mengen
bilden dabei eine Klasse. Jeder dieser Klassen ordnet man eine sogenannte Kardinalzahl

Einermengen 1
Zweiermengen
Klasse der . erhalt die Kardinalzahl
n-elementigen Mengen n

Mengen mit Kardinalzahl n € IN heiflien endlich. Dabei heifit n die Anzahl der Elemente
jener Menge. Zwei endliche Mengen sind also genau dann gleichméchtig, wenn sie dieselbe
Anzahl an Elementen haben.

Mengen, die nicht endlich sind, heiflen unendlich. Zu IN gleichméchtige Mengen heiflen
abzihlbar und erhalten die Kardinalzahl Xq (,, Aleph-Null).

Beispiel 1.11. Damit haben wir z. B. N ~ Z oder auch 2IN ~ N, denn die Abbildungen

2. n gerade,
ﬁNHZfWZ{in
5" n ungerade,

9: 2N — N, g(n) = 3.
sind bijektiv.

Mengen, die endlich oder abzihlbar sind, nennt man h&chstens abzihlbar. Nicht
hochstens abziahlbare Mengen heifien tiberabzédhlbar.

Satz 1.2. Fine Teilmenge einer abzdhlbaren Menge ist entweder endlich oder abzdihlbar.

Beweis. Sei A = {ay,as,...} abzihlbar und sei B C A. Wir nehmen an, dass B nicht
endlich ist und schreiben die Elemente von B in derselben Reihenfolge auf, wie sie in A
vorkommen:

B:{am,am,...} (n1<n2<---).

Dann ist f: IN — B, f(k) = ay,, eine bijektive Abbildung, d.h. B ist abzéhlbar. O
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Satz 1.3. Jede unendliche Menge enthdlt eine abzdihlbare Teilmenge.

Beweis. Sei a; ein Element der unendlichen Menge A. Dann ist A\{a;} wieder unendlich.
Insbesondere gibt es also ein ag € A\ {a1}. Nun ist A\ {a1, a2} immer noch unendlich.
Wiihle a3 € A\ {a1, az} usw. Man erhélt so eine abzéhlbare Teilmenge {a1, as,as,...} C
A. O

Gibt es iiberhaupt iiberabzidhlbare Mengen? Wir probieren es mit den auf der reellen
Achse sehr dicht gesdten rationalen Zahlen. Aber Q ist abzdhlbar. Zum Beweis wendet
man das CANTORsche Diagonalverfahren an:

SIS
Vs
e

/

Wir nummerieren wie in der Abbildung vorgeschlagen durch, wobei wir schon registrierte
Zahlen auslassen:

Q= 1213%143215%2%1
- 1717271’ ’371727374717 ) 9 ’57"‘ N

Hat A die Kardinalzahl a, so schreibt man |A| = a. Also gilt beispielsweise

IN| = [Z] = [2IN] = [Q] = Ro.

Seien a, b Kardinalzahlen. Man schreibt a < b, wenn es Mengen A, B mit |A| =
|B| = b und eine injektive Abbildung f: A — B gibt.

=N <— ==

ol

INFS
S]]

Ist a # b und a < b, so schreibt man a < b. CANTOR hat gezeigt, dass fiir beliebige
Kardinalzahlen a, b stets entweder a < b, a = b oder b < a gilt. Wir wissen also bisher:

1<2<3<--- <N,
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Bei den Piinktchen kommt nichts weiter hinzu, d.h. ,ein bisschen Unendlich®“ gibt es
nicht, denn nach Satz 1.3 ist jede unendliche Teilmenge von IN wieder abzihlbar.

Satz 1.4. Die Vereinigung von hochstens abzihlbar vielen hdchstens abzdhlbaren Mengen
st hdchstens abzdhlbar.

Beweis. Seien Aj, As, As, ... hochstens abzédhlbare Mengen. Wir schreiben

e

//
o

und nummerieren wie angegeben durch (wobei schon wahrgenommene Elemente wegge-
lassen werden). Wir erhalten so eine vollstindig nummerierte Liste der Elemente von
ATUAs U A3 U -+, L]

Satz 1.5. Das direkte Produkt von endlich vielen hdchstens abzdhlbaren Mengen ist
hdchstens abzdihlbar.

Beweis. Das ist (wieder nach dem CANTORschen Schema) klar fiir zwei Mengen A =
{a1,az,...} und B = {by,bs,...}:

(a1,b1) (a1, bs) (a1,b3)

(az,b1) (asz, bs) (az, bs)
/ /

(a3, b1) (as, ba) (a3, b3)
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Wir betrachten nun drei Mengen A, B und C. Da die Behauptung fiir zwei Mengen
bereits bewiesen ist, ist Ax B und damit (A x B) x C héchstens abzéhlbar. Die Abbildung

f:(AxB)xC — Ax BxC, ((a,b),c) — (a,b,c),

ist aber bijektiv. Also ist auch A x B x C hochstens abzéhlbar. Analog ergibt sich die
Behauptung dann fiir vier, fiinf, ... Mengen. O

Gibt es nun iiberabzihlbare Mengen?

Satz 1.6. Die Menge (0, 1) ist iberabzihlbar.

Beweis. Stelle jede reelle Zahl aus (0, 1) durch ihren Dezimalbruch dar:
0.x12923 ...,

verbiete dabei aber die Periode 9, d.h. schreibe z.B. 0.3200. .. statt 0.3199. Nehmen
wir das Gegenteil, sprich die Abzéhlbarkeit von (0,1), an. Dann kann man alle Zahlen
aus (0,1) in eine Liste schreiben:

0.&1&2(13&4 ey 0.b1b2b3l)4 ey 0.61626364 ey
Konstruiere nun r» = 0.r1rorsry . . . wie folgt:
r e {0,1,2,...,8}\{&1}, ro € {0,1,2,...,8}\{52}, r3 € {0,1,2,...,8}\{03},

Dann ist r € (0, 1) eine Zahl, die nicht in der Liste steht, denn r unterscheidet sich von
der i-ten Zahl der Liste in der i-ten Nachkommastelle — Widerspruch. Also ist (0,1)
doch {iberabzédhlbar. O

Man schreibt dafiir |(0,1)| = ¢ (,, continuum®).

P
w TN Damit haben wir
P / \
| / N 1<2<3<--<Ry<ec.

" Es gilt |R| = ¢, denn man kann eine Bijek-

tion f: (0,1) — R wie folgt konstruieren: Ver-
kniipfe die in der Abbildung dargestellten bijektiven Abbildungen (0,1) — Halbkreis
und Halbkreis — R.

Gibt es rechts von ¢ weitere Kardinalzahlen? Wir versuchen es mit dem Quadrat @) :=
(0,1) x (0,1). Dann kénnte man ¢ < |@Q| vermuten. Die Abbildung, die dem Paar
(0,x1z23 . ..,0.4192y3 . ..) € Q die Zahl 0.z1y122y223Yys3 . .. zuordnet, ist aber injektiv
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von @ in (0,1). Damit ist |@Q| < ¢. Da offenbar auch |Q| = ¢ gilt, erhalten wir |Q| = ¢
(das wurde von CANTOR bewiesen).

Fiir eine Menge A mit [A] = n € IN zeigt man leicht, dass [P(A)| = 2" im Falle
|A| =n e IN gilt.

Ist nun A eine beliebige Menge mit Kardinalzahl a, so bezeichnet man die Kardinalzahl
von P(A) mit 2% Fiir endliches n gilt natiirlich n < 2". CANTOR zeigte, dass a < 2¢
sogar fiir beliebige Kardinalzahlen gilt. Damit haben wir

1<2<3< - <Ryp<e<20<2¥ <

Was ist nun 2807 Es besteht eine bijektive Zuordnung zwischen den Teilmengen von IN
und allen Folgen, die aus Nullen und Einsen gebildet werden kénnen, d. h. allen reellen
Zahlen aus (0,1) im Dualsystem. Also gilt 2% = ¢ und wir haben auch

1<2<3< - <Ny< 2B <22 .

Fiir endliche n fehlen in 1 < 2! < 22" < 2221 < --+ massenweise Zahlen (z.B. 3, 5, usw.).
Es stellt sich die Frage, ob zwischen Xy und 2% auch weitere Kardinalzahlen liegen.
Aquivalent dazu ist dir Frage, ob jede unendliche Teilmenge von R abzéhlbar oder zu R
gleichméchtig ist. Eine Hypothese ist: Nein.

Man nennt das die Continuums-Hypothese. In den 1960er Jahren zeigten GODEL
und COHEN, dass sich die Continuums-Hypothese weder beweisen noch widerlegen ldsst.
Dazu reicht das Axiomensystem der Mengenlehre nicht aus. Auch die verallgemeinerte
Continuums-Hypothese (gibt es zwischen 280 und 22" eitere Kardinalzahlen) ist nicht
beweisbar.

Wie gehen die Kardinalzahlen rechts von 22" weiter und gibt es eine grofite Kardinal-
zahl? Sei dazu 9t die Menge aller Mengen, |9t| = m. Ist nun a eine beliebige Kardinalzahl
und A = {x,y, z,...} eine Menge mit |A| = a, so ist die Abbildung

fx) = {x},

f) ={y},
frA— f(z) = {2},

injektiv, also a < m. Dies gilt insbesondere fiir a := 2™. Andererseits ist aber m < 2™ —
Widerspruch. Unsere naive Mengenlehre fithrt auf dieses furchtbare Problem. Man muss
daher ein exaktes Axiomensystem einfiihren.
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Zahlenfolgen & Zahlenreihen

Wichtige Beitrdge stammen unter anderem von diesen Mathematikern:

K. WeierstralS B. Bolzano
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2.1 Reelle & Komplexe Zahlen

Reelle Zahlen, Beschranktheit

Wir identifizieren die reellen Zahlen als Punkte auf einer Geraden bzw. als unendliche
Dezimalbriiche. Eine exakte Definition folgt spater. Weiter setzen wir das Rechnen mit
reellen Zahlen und den Gebrauch von <, < als bekannt voraus.

Definition 2.1. Sei @ # E C R. Die Menge E heifit von oben beschrinkt, wenn es
ein a € R gibt mit x < a fiir alle x € E. Jede solche Zahl a heifit obere Schranke von
E. Die Menge aller oberen Schranken von E bezeichnen wir mit O(E).

Analog heifit E von unten beschrinkt, wenn es ein b € R mit b < x fiir jedes x € E
gibt, und jedes dieser b heiffit untere Schranke von E. Das Symbol U(E) bezeichnet die
Menge aller unteren Schranken von E.

Die Menge E heifit beschrankt, wenn sie von oben und von unten beschrinkt ist.

Beispiel 2.1. (1) E = {1,2,10,101}, O(E) = [101, 00), U(E) = (—o0, 1].

(2) Bi=(1,5), B> = [1,5], O(E1) = O(Es) = [5,50), U(Ey) = U(E) = (~00,1].
(3) E = Q ist weder von oben noch von unten beschrinkt, also O(F) = U(F) = @.
(4) E = NN ist nicht von oben beschrénkt, aber von unten, U(E) = (—oo, 1].

(5) E={1,3,1,%...},0(FE)=[1,00), U(E) = (—00,0].

(6) E={z>0:2% <2}, UE) = (—0,0], O(E) = [V2,00).
An diesen Beispielen sehen wir, dass fiir von oben beschrinkte Mengen stets O(E) =

[a, 00) mit einem a € R gilt. Gibt es eine Menge E mit O(F) = (1,00)? Zumindest gibt
es keine mit O(F) = {1}.

Um das zu klédren, miissen wir definieren, was wir genau unter einer reellen Zahl verstehen
wollen. Da wir das nicht taten, akzeptieren wir folgendes Axiom:

Axiom. Fiir jede von oben beschrinkte nichtleere Menge E C R gibt es ein a € R mit
O(F) = [a,0).

Daraus folgt unmittelbar, dass stets U(E) = (—o0,b], b € R, fiir jede nichtleere nach
unten beschrinkte Menge F gilt.
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Definition 2.2. Sei @ # E C R eine von oben beschrinkte Menge, also O(E) = [a, o)
fir ein a € R. Dann nennt man a die kleinste obere Schranke (oder das Supremum)
von E und schreibt a = sup E.

Ist andererseits E von unten beschrinkt, U(E) = (—o0,b] fiir ein b € R, so heifit b die
grofite untere Schranke (oder das Infimum) von E, b= inf E.

Gilt des weiteren a = supE € E bzw. b = inf & € E, so nennt man a auch das
Maximum bzw. b das Minimum von E, in Zeichen a = max E bzw. b = min E.

So gilt fiir die Beispiele 2.1 (1) bzw. (2) also sup F = max F' = 101, inf E = min £ =1
bzw. sup F1 = 5, max F; existiert nicht, inf £; = 1, min F; existiert nicht.

Wir stellen also fest, dass das Maximum einer nichtleeren von oben beschréinkten Menge
E ein Element a € E mit z < a fiir alle € F ist. Ein solches a muss nicht zwingend
existieren. Das Supremum existiert bei von oben beschrinkten nichtleeren Mengen jedoch
immer (analog: Minimum, Infimum).

Mittels des obigen Axioms kann z. B. gezeigt werden:

Satz 2.1. Fir jedes n € IN und jedes b € (0,00) existiert genau ein x € (0,00) mit
x™ =b.

Zum Beweis setzt man x := sup{y > 0 : y" < b}.

Komplexe Zahlen

Als komplexe Zahlen C bezeichnen wir die Elemente aus
R x R. Es handelt sich also um geordnete Paare (a,b) mit
a,b € R. Dann kann man sich C als Ebene (die sogenannte plooo___ ola,b)
GAUSs-Ebene) vorstellen.

\/

Rechenoperationen

Wir fithren auf C folgende Addition und Multiplikation ein:
(a,b)+(c,d) := (a+c,b+d), (a,b)-(c,d) := (ac—bd,ad+bc).

Eine Subtraktion gelingt dann so: (a,b) — (¢,d) = (a — ¢,b—d). Wie in C dividiert wird,
zeigen wir spéter.
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Des weiteren setzt man i:= (0,1) und nennt i die imaginére Einheit. Dann gilt
i =(0,1) - (0,1) = (—1,0).

Fassen wir (a,0) € C als die reelle Zahl a auf, haben wir damit R C C sowie i2 = —1.
Wir finden auch die iibliche Schreibweise komplexer Zahlen wieder:

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi.

Wozu man u. a. komplexe Zahlen braucht, wird in folgendem Satz deutlich:

Satz 2.2 (Fundamentalsatz der Algebra). Die Gleichung
apg+arx+---+a,z" =0
hat fiir beliebige aq,...,a, € C mit a, # 0, n € N, stets eine Losung x € C.
Verbindet man den in der komplexen Ebene z = x + yi darstellenden Punkt mit dem
Ursprung 0, so heifit |z| := ‘@‘ = /22 + y2 der Betrag von z. Der von 0z und der

reellen Achse eingeschlossene Winkel ¢ heifit Argument von z, arg z. Dieses ist nur bis
auf ganzzahlige Vielfache von 360° eindeutig bestimmt.

Mit R(z) := = bezeichnen wir den Realteil und mit J(z) := y den Imaginérteil der
komplexen Zahl z = x + yi. Offensichtlich gilt |R(z)| < |2 sowie |3(2)| < |2].

Bestimmung des Arguments

A Sei z € C in der Form = + yi gegeben. Die Be-

—xg 30°
zu losen. Diese Gleichung liefert ¢; = 30° und

|
i o = 210°. Stellt man z in der komplexen Ebene
i dar, bemerkt man, dass nur ¢; infrage kommt.

ziehung tangp = Y = 7Y liefert awei Winkel,
7 _

T

von denen man den richtigen auswéhlen muss. Fiir
1

z = %\/g + %i hat man beispielsweise tan ¢ = 7

\/

S e 1

——————— —yi
—z y Besser ist es, die Gleichungen

sinp = Y = L,
lz| /22 + 2

x x
cosp = — =

|Z’ ,/x2+y2
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zu verwenden. Diese liefern fiir das Beispiel z = %\/5 + %i die Beziehungen sin ¢ = % und
cos = %\/3 Nur @1 = 30° erfiillt beide Gleichungen und ist daher gleich arg z.

Wir haben fiir z = = 4+ yi also x = rcosg und y = rsiny mit 7 = |z|. Damit ist
z=x+4+yi=rcosp+irsing = r(cosy + isinp) die sogenannte Polardarstellung
von z.

Darstellung komplexer Zahlen

Wir stellen uns komplexe Zahlen als Punkte (Abb. links), Endpunkte von Ortsvektoren
(Abb. Mitte) oder freie Vektoren (Abb.rechts) in der Ebene vor:

_
. 7

P
L
zt+w
-9
w_-="" } / Die Addition komplexer Zahlen entspricht
/'I dann der gewdhnlichen Vektoraddition
' (Abb. links oben).

Seien z = r(cosa + isina) und w = s (cos 8
+ isin ). Dann ist

zw=rs(cosacosf —sinasin 3
+ i(cos asin 8 + sin avcos B))
=rs (cos(a+ B) +isin(a + B)).

Zwei komplexe Zahlen werden also multipli-
ziert, indem man ihre Betrige multipliziert
und ihre Argumente addiert (Abb. link un-
ten).

Im Falle w # 0 gelingt die Division dann wie
folgt:

(cos(a — B) +isin(a — 3)).

N
® |3
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Beispiel 2.2. (1) Es gilt 2=-11#=-ii*t=1

(2) Wir suchen die komplexen Lésungen von z3 = 1. Aus |23| = 1 folgt |2| = 1, also
z1=—1, 20 = % — % 3iund z3 = % + % 31. 21, 29 und z3 bilden ein regelmiBiges

Dreieck mit Eckpunkten auf dem Einheitskreis.

(3) Die Losungen 21, 22, 23 und z; der Gleichung z* = —1 bilden ein achsenparalleles
Quadrat mit Eckpunkten auf dem Einheitskreis.

(4) Die Losungen 21, 22, 23, 24 und z5 von 2> = —1 sind die Eckpunkte eines re-
gelméBigen Fiinfecks mit Eckpunkten auf dem Einheitskreis.

Sei allgemein die Gleichung 2™ = a zu 16sen. Es gilt dabei |z| = {/|a|. Damit ist
21 = V|| <cos argd + isin arga)
n n

eine Losung der Gleichung. Als weitere Losungen kommen n — 1 Punkte so dazu, dass
alle ein regelméfigen n-Eck bilden. Alle Losungen der Gleichung sind also

k - ° k - °
2kl = W(cos(arga—i- 360 )—i—isin(arga + 360 )), 0Sk<n-—1.
n n n

n
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2.2 Folgen und ihre Grenzwerte
Sei K = R oder C. Eine Folge ist eine Abbildung
a: N — K, n— a(n).
Statt a(n) schreibt man {iblicherweise a,. Die Folge bezeichnet man mit

{an}rzy = (an)ozq = {an} = (an) = {a1,a2,...,an,...}.

Die geschweifte Klammer ist aber nicht als Mengenklammer zu verstehen!

Beispiel 2.3. (1) {a,} = {%} = {1, %, %, i, %, .. } ist eine reelle Folge. Thre Glieder
schmiegen sich von rechts immer dichter an die Null an.

[T I |
T T T

0 1

(2) {1,-1,1,-1,...} = {(—1)”+1};:o:1 mit agg+1 = 1 und agy, = —1 fiir k € IN ist eine
alternierende Folge, d. h. benachbarte Glieder haben unterschiedliches Vorzeichen.

(3) a, =i" fir n € IN:

i*al,a5,. .
?276567--- a4,a8,1...
T T
-1 1
—itas,ar,...

(4) Sei {a,}>2, die Folge mit a, =i+ % Ihre Glieder liegen auf einem in den Punkt
(0,1) von links hineindrehenden Strudel.

(5) Die Folgen (1) bis (4) waren uns explizit gegeben, d.h. man kann aus n sofort a,
bestimmen. Sei nun a,, die Anzahl der Individuen einer Population im Jahre n,

Ol — Ap =T Ay, a1 bekannt.
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Diese Folge ist rekursiv definiert, d.h. man kann a,, nur aus Vorgingergliedern
errechnen, und nicht direkt aus n selbst. Es gilt aber

ap =Tap-1+ap_1=1+7m)an1=0+7)(1+7)an_2
=(1+7) - A+r)a=0-7""a.

(N

n—1 Faktoren

. Anp+1 — @
Das VERHULST-Gesetz besagt nun, dass man die Zuwachsrate r = Al ™ Qurch
a

n
r (1 — a,) ersetzt. Veranschaulicht man diese Folge in der Ebene, erhélt man in
Abhéngigkeit davon, wie grof man r wéhlt, verschiedene Bilder (monoton wachsen-
de, periodische oder chaotische Folgen):

Definition 2.3. Fir gegebenes € > 0 versteht man unter der (offenen) e-Umgebung
eines Punktes a € K die Menge

Uca) ={yeK:|y—a|l <e}.

Fiir K = R bedeutet das Us(a) = (a — €,a + ¢) und fiir K = C ist dies ein Kreis ohne
Rand mit Radius € und Mittelpunkt a.
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Definition 2.4. Eine Folge {a,}22, aus K heifst konvergent, wenn es eine Zahl a € K
so gibt, dass gilt:
Ve>03dNeR:a, €Usa) Vn > N.

Die Zahl a heifit dann Grenzwert (oder Limes) der Folge und man notiert

anp — a oder lim a, = a.
n—oo

Die Zahl N héngt dabei i. A. von € ab. Je kleiner man sich das ¢ vorgibt, um so gréfer
muss man das N wéhlen. Daher findet man teils die Bezeichnung N = N (e) oder N..

Beispiel 2.4. Wir untersuchen die Folgen aus Beispiel 2.3 auf Konvergenz.

(1) Esgilt lim 1 =0, denn
n—oo

1 1 1 1
eUa(O)@‘—O‘:<e<:>n>::N
n n n g

bzw. n > [é] +1=: N, wenn N € N sein soll.
(2) Die Folge {(—1)"*! }2021 ist nicht konvergent. Zum Beweis nehmen wir das Gegenteil

an; sei also a ihr Limes. Fiir € := % gibt es dann ein N mit a,, € Ui(a) fiir jedes
4
n> N.Esfolgt 1 € Ui(a) und —1 € U1(a), also [1 —a| < 7 und |[-1—a| < I, d.h.
4 4

2=1-(-1)|=[l-a-(-1-a)|S|l—a|+|-1-a <i+i=1

Widerspruch. Die Folge kann also doch nicht konvergieren.

(3) Die Folge {i"}52, ist offenbar nicht konvergent.

n=
(4) Esgilt lim (i+ %) =1, denn
n—oo

n

i+%eU5(i)<:>

c,
1+ — —1
n

Noch ein weiteres Beispiel.

(5) Die Folge der Primzahlen ist nicht konvergent. Man sagt aber gelegentlich, sie kon-
vergiere gegen unendlich.
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Definition 2.5. Eine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent.

Man schreibt aber
lim a, = +00 = bzw. lim a, = —o0,
n—oo n—oo

wenn fiir jedes M > 0 ein N existiert mit

an > M bzw. an < —M

fir alle n > N.
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2.3 Eigenschaften konvergenter Folgen

Satz 2.3 (Eindeutigkeit des Limes). Aus a, — a und a, — b folgt a = b.

Beweis. Wir nehmen a # b an und wihlen uns ein € > 0 so, dass U.(a) N U.(b) = & ist.
Dann gilt

lim a, =a = a, € U.(a) Vn > Ny, lim a, =b= a, € Us(b) Yn > Ns.

n—oo n—oo

Fiir m > max(Ny, Na) folgt dann a,, € U-(a) NU:(b) = @ — Widerspruch. Es muss also
doch a = b gelten.! O

Satz 2.4. Seien {a,} und {b,} reelle Folgen. Es gilt

lim (a, +ib,) =a+ib<= lim a, =a, lim b, =b.

n—oo n—oo n—oo

Beweis. ,=“:Zue > 0gibt esein N € R mit |an—|—ibn—(a+ib)‘ = ‘an—a—i—i (bn—b)‘ <e.
Fiir alle n > N folgt
|lan, — a| = |R(an —a+1i(by — b))
|b, — ] = !%(an —a+1i(b, — b))
also auch a,, — a und b,, — b.
,<="“: Sei wieder £ > 0 vorgegeben. Wegen a,, — a und b, — b gibt es ein N € R mit
lan —a| < § und |b, — b < § fiir alle n > N. Dies ergibt

|an +iby — (a+ib)| < lan —al + by — b < §+ 5 =e.

Definition 2.6. FEine Nullfolge ist eine Folge {a,} mit a,, — 0.
FEine Folge {a,} heifst beschrinkt, wenn es eine positive reelle Zahl M gibt mit |a,| <
M fiir alle n € IN.

'R und C sind sogenannte HausporrrF-Riume, da in ihnen jeweils zwei verschiedene Punkte auch
disjunkte Umgebungen besitzen (HAUSDORFFsche Trennungseigenschaft).
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Satz 2.5.
(i) Konvergente Folgen sind beschrdnkt.

(ii) Ist {an} eine Nullfolge und ist {b,} beschrinkt, so ist auch {a, by} eine Nullfolge.

Beweis. (i) Gelte a,, — a. Dann gibt es ein N mit a,, € Uj(a) fiir jedes n > N. Sei
0.B.d.A. N € IN. Fiir n > N ist dann |a,, — a| < 1 und damit

lan| = |an, —a+al| £ |a, —al + |a] <1+ |al.
Fiir alle n € IN gilt also

lan| < max(|aq], |az|, ..., lan-1], lan],1 + |a]) = M.
(ii) Gelte nun a,, — 0 und |b,| = M fiir ein M > 0. Dann ist
|an by — O] = |an bu| = |an| |bn| = |an| M < ¢
fiir |an| < 7. Dies wird fiir alle n > N = N(4;) garantiert.

|
Beispiel 2.5. Sei ¢, = QTLW Fiir die ersten Glieder gilt

c1 =0.05, ¢2=0005 ©¢3=75-10"% ¢, =15-10"% ..., ¢9=232-107"5.

Man konnte also ¢, — 0 vermuten. Nun ist aber cgg = 7217. Wir betrachten die Folge
1 20™

— = — . Esist
Cn, n!
20™ 20 20 20 20 20 20
nl 1 2 20 21 n—1 n
~—~
konstant <1 —0

fiir hinreichend grofie n. Damit gilt é — 0, also ¢, — 0.

Satz 2.6. Gilt a, — a und b, — b, so ist

an, b, — a+b, an by, — ab, Z—nﬁg(fallsb#()).
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Beweis. a) Zu e > 0 finden wir ein N mit
an +bp— (a+b)|=lan—a+by—b < |ag—a|+|bn—b<5+5=¢c Vn>N.

b) Aus der Konvergenz von {a,} ergibt sich die Existenz von M > 0 mit |a,| < M fiir
jedes n. Fiir hinreichend grofle n ergibt sich

|an by —abl = |an by, —ab—an b+ ay b
< |an by — an b| + |an b — ab| = |an||bn — b| + |b| |an — al

3 I3 e 3
<Mlb,—b b — M—+b) < -F+=-=c¢

1 1 b
c) Es gilt — — —, denn |b,| > 1

— fiir hinreichend grofie n > ng und
b, b 2

1_1’_|bn—b| 2[b, — b
bn b [bn|[b] [bJ?

1
firn > N(ﬁ) > ng. Die Behauptung ergibt sich nun wegen Z—” = an-b— — a-
aus b). " "

SN

0 <le

3n2+4n+5 3+34+35 31040 1
Beispiel 2.6. Es gilt a, = —__n n ., =,
clspie S T G T+ 8 6+Z+5% 6+0+0 2

Definition 2.7. Sei a: N — K eine Folge und m: IN — IN eine Permutation (also eine

bijektive Abbildung). Dann heifst die Folge a o w: IN — K eine Umordnung von a.

Sei also {a1, as,as,a4,as, ...} eine Folge {a,}. Umordnungen dieser sind z. B.
{az,as,a1,a4,a6,as,...} oder auch {ai,as,ai7,as,...},

aber nicht {a1,as,as,...,a2,a4,a¢,...}.

Satz 2.7. Jede Umordnung einer konvergenten Folge ist ebenfalls konvergent und zwar
mit demselben Limes wie die Ausgangsfolge.
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Beweis. Es sei a, — a. Fir beliebiges ¢ > 0 liegen dann hochstens endlich viele a,
nicht in U.(a). Die Umordnung der Folge sei ar (). Es gibt nur endlich viele n so, dass
ar(n) ¢ Ue(a) gilt. Damit ist auch a,(,) € Uc(a) fiir alle hinreichend grofien n. O

Wir schlieflen mit einigen Resultaten, die mit der Ordnungsrelation ,,<“ auf R zu tun
haben.

Satz 2.8. Seien {a,}, {bn} und {c,} reelle Folgen. Dann gilt:

(i) an = b, VneN, lim a, =a, lim b, =b=— a < b.

n—oo n—o0

(ii) ,Polizisten-Regel“: a, < ¢ S by, Yn € N, lim a, = g= lim b, = lim ¢, =g.
n—oo n—oo n—oo

Beweis. (i) Wir nehmen a > b an. Dann gibt es ein € > 0 mit a — e > b+ ¢. Wegen
an, — a existiert dann ein N1 mit a,, > a — ¢ fiir alle n > Ny. Aus b, — b folgt
by, < b+e fiir allen > Nj. Fiir alle n > max(Ny, No) heifit das b, < b+e < a—e < ay,
— Widerspruch zu a,, < b,.

(i) Wir haben also a,, > g — e und b, < g + ¢ fiir alle n > N. Dann ist g — & < a,, =
n Sby<g+te,dh g—e<c, <g+e,alsoc, € U g) fir alle n > N und damit
Cn — g.

O]

Beispiel 2.7. Wir betrachten die Folge a, = 1 + % + % + 4+ % und wollen a,, — oo
zeigen. Dazu untersuchen wir die Glieder aqx, k € IN. Es gilt

1 1 1 1
%k:1+@+§y+@+§+é+%%%~+<%4—% +~-+>+

2111 ok —1) " 2k
>1+<1+1>+<1+1+1+1>+---+(1+1+--~+1>+0
44 8 8 8 8 ok " ok ok
S PPN S it
2 "2 2 2

k—1 Summanden

-1
Sei nun M > 0. Dann haben wir agx > 1+kT > M, falls k hinreichend gro8 (k > 2M)

ist. Damit ist a, > M fiir n > 2% mit k > 2M, d.h. fir n > 22M. Also gilt a,, — co. Die
Konvergenzgeschwindigkeit ist aber sehr klein. Das erste n mit a,, > 100 ist n ~ 10%3,
das Alter unseres Universums ist etwa 107 Sekunden.
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Definition 2.8. FEine reelle Folge {a,} heifit monoton wachsend, wenn a, < an41
fiir alle n € IN bzw. monoton fallend, wenn a,, = a, 11 fiir jedes n € N gilt. Eine Folge
heifit monoton, wenn sie monoton wdchst oder fdallt.

Satz 2.9. Eine monotone Folge {a,} ist genau dann konvergent, wenn sie beschrinkt
ist. In diesem Fall gilt

lim a, =supa, bzw. lim a, = inf a,,
n— 00 — n— o0 n=>1

wenn {a,} monoton wdichst bzw. monoton fillt.
Hierbei sind sup = sup a(IN) und inf = inf a(IN).
n=>1 n=1

Beweis. Sei {ay} monoton wachsend (gehe anderenfalls zur Folge {—a,,} iiber).
»=“: Ist {a,} konvergent, so auch beschrankt nach Satz 2.5.

»<=%“: Sei {a,} beschriankt. Dann existiert a := sup a,, und es gilt a,, < a fiir alle n = 1.

n=>1
Andererseits gibt es zu jedem € > 0 ein N mit a,, > a — ¢ fiir alle n > N. Fiir diese n
folgt damit a —e <ay < a, Sa<a+e,d h a, — a. O

Beispiel 2.8. Seia, = %2 + 2% + 3% +-- 4 # Die Folge {a,} ist offensichtlich monoton
wachsend und infolge
S S B
2-2 3-3 n-n
< 1+_4£7+_4}47+___+_444;&447
1-2 2.3 (n—1)-n

—1+11+11++11—21<2
- 1 2 2 3 n—1 n) = n

von oben beschrinkt, also konvergent. 1736 zeigte L. EULER?, dass lim a, = % gilt,
n—oo
vgl. Beispiel 9.2 (5).

2Leonhard EULER (1707 - 1783), schweizer Mathematiker. Er war trotz seiner vélligen Erblindung im
Jahr 1771 unglaublich produktiv: 866 Publikationen tragen seinen Namen. Die Symbole e, 7, i, ),
f(x) gehen auf ihn zuriick. Arbeitsgebiete: Differential- und Integralrechnung, Theorie der Gamma-
und Betafunktion, Zahlentheorie, Algebra, Anwendung mathematischer Methoden in den Sozial- und
Wirtschaftswissenschaften (Rentenrechnung, Lotterie, Lebenserwartung), Mechanik (Hydrodynamik,
Kreiseltheorie), Optik (Wellentheorie des Lichts), mathematische Musiktheorie.
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2.4 Teilfolgen & Partielle Grenzwerte

Definition 2.9. Sei {a,,}?° eine Folge und {ny,n2,ns, ...} eine unendliche Teilmenge
von IN mit ny < ng <ng < ---. Die Folge {an, }32, heifit dann eine Teilfolge von {ay}.

Beispiel 2.9. Sei a, = {1,—1,1,—1,...}. Teilfolgen sind dann beispielsweise
{a1,as3,as5,...} ={1,1,1,...} oder {ag,a4,as,...} ={-1,—-1,-1,...}
sowie allgemein jede Folge aus Einsen und Minus-Einsen
1,1,1,-1,-1,1,-1,1,1,~1,...},
aber nicht {1,1,1,...,—-1,—1,—-1,...}.

Definition 2.10. Eine Zahl a heifit partieller Grenzwert einer Folge, wenn es eine
gegen a konvergente Teilfolge gibt.

Beispiel 2.10. (1) Die Folge {1,—1,1,—1,...} hat die Menge der partiellen Grenzwer-
te {1,—1}.

(2) Gilt a,, — a, so ist a einziger partieller Grenzwert, d.h. jede Teilfolge strebt gegen
a.

(3) Die Folge {1,2,3,4,5,...} besitzt keinen partiellen Grenzwert.

(4) Sei {a,} die Folge aller rationalen Zahlen. Die Menge ihrer partiellen Grenzwerte
ist R. Man sagt, dass die Menge @ dicht in der Menge R liegt.

Satz 2.10 (BoLzZANO-WEIERSTRASS?). Jede beschrinkte Folge besitzt einen partiellen
Grenzwert.

3Bernardus Placidus Johann Nepomuk BOLZANO (1781 - 1848), tschechischer Mathematiker, katholi-
scher Priester, Philosoph. Grundlagenforschung in der Analysis, bewies 1817 den Zwischenwertsatz,
fiihrte CAucHY-Folgen schon vier Jahre vor A.L. CAUCHY ein.

Karl Theodor Wilhelm WEIERSTRASS (1815 - 1897), deutscher Mathematiker. Wurde bekannt durch
seine Weierstrafische Strenge, Mitbegriinder der Funktionentheorie, entscheidende Beitrige zu ellip-
tischen Funktionen, Differentialgeometrie und Variationsrechnung.
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Beweis. a) Sei {an} zunéchst eine reelle beschrénkte Folge, d.h., es gibt ¢,d € R mit
¢ < a, < d fiir alle n € IN. Wir definieren nun eine Menge F mit

E :={zx € R : 3 hochstens endlich viele n mit a, > z}.

Diese Menge E hat folgende Eigenschaften:
(i) E # @, denn infolge a,, < dVn =1gilt d € E,
(ii) E ist von unten beschrinkt, denn c ist eine untere Schranke.

Aus (i) und (ii) folgt nun die Existenz von a := inf E. Wir zeigen, dass a ein partieller
Grenzert ist und wéhlen uns dazu ein beliebiges € > 0. Nach Definition des Infimums
gibt es ein x € F mit x — ¢ ¢ E. Daraus folgt a, < a + ¢ fiir fast alle n = 1. Wire
nun a — ¢ € F, so folgte nach Definition von E auch a¢ € E und wir wiirden eine
Umgebung von a finden, in der nur endlich viele a, liegen. Es ist also nur a ¢ F
moglich. Dann gibt es unendlich viele n = 1 mit a,, > a — ¢. Insgesamt ergibt sich
nun die Existenz unendlich vieler n mit a — ¢ < a, < a 4+ ¢, d.h. jede e-Umgebung
Us(a) enthélt unendlich viele Glieder der Folge. Es gibt also ein a,, € Uj(a). Dann
existiert auch ein a,, € U% (a) mit na > ny sowie ein a,, € U%(a) mit ng > ng usw.

So erhalten wir eine Teilfolge {an,, any, Gns, - ..}, die gegen a konvergiert.

b) Sei nun {a,} eine komplexe Folge, d.h. a, = z, + iy, mit x,, y, € R. Ist |a,]
beschrankt, so auch |z,| und |y,|. Wir haben in a) gezeigt, dass z,, — a € R
gilt. Damit gilt auch Tny, — Q. Analog ergibt sich Yni, — b € R; insgesamt also
Tny, + 1Y, = a+ib.

O

Einen alternativen Beweis des Satzes von BOLZANO-WEIERSTRASS, der (das zum Voll-

stéandigkeitsaxiom #dquivalente) Intervallschachtelungsprinzip benutzt, findet man z. B.
Im Fichtenholz, Nr. 41.

Die Menge der partiellen Grenzwerte einer Folge hat einige bemerkenswerte Eigenschaf-
ten. Dafiir zunéchst die folgende Definition.

Definition 2.11. Sei K = R oder C. Fine Teilmenge E C K heifit offen, wenn es
fir jedes x € E ein ¢ = e(x) > 0 mit Us(x) C E gibt. Andererseits heiffit E C K
abgeschlossen, wenn das Komplement E¢ := K\ E offen ist.

Beispiel 2.11. Seien K = R und a,b € R, a < b.
(1) Das Intervall (a,b) ist offen in R.

(2) Das Intervall (a, b] ist nicht offen.
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(3) Das Intervall [a, b] ist abgeschlossen.

(4) Endliche Menge sind stets abgeschlossen.

Sei nun K = C.

(5) Ein Kreis ohne Kreislinie (Rand) in der komplexen Ebene ist offen.
(6) Ein Kreis mit ,halbem® Rand ist weder offen noch abgeschlossen.

(7) C ist offen und abgeschlossen zugleich.

Definition 2.12. Sei E C K. Fin Punkt a € K heifit Haufungspunkt von E, wenn
fiir jedes € > 0 die e-Umgebung U (a) unendlich viele Punkte aus E enthdlt. Die Menge
aller Héiufungspunkte von E bezeichnen wir mit E'.

Beispiel 2.12. (1) Fiir a,b € R mit a < b gilt (a,b)’ = (a,b] = [a,b]’ = [a,b].
(2) Die Menge der Haufungspunkte einer endlichen Menge ist &.

Die Eigenschaft einer Menge, offen oder abgeschlossen zu sein, héngt vom Raum ab, der
jene Menge umgibt. So ist z. B. (a,b) C R offen, jedoch ist die Strecke zwischen Punkten
a und b auf der reellen Achse in der komplexen Ebene nicht offen.

Eine zur Definition 2.12 dquivalente des Haufungspunktes ist: a ist genau dann Haufungs-
punkt von F, wenn jede e-Umgebung von a einen von a verschiedenen Punkt aus F
enthélt.

Satz 2.11. Eine Menge E ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Héiufungs-
punkte enthdlt, d. h. wenn E' C E gilt.

Beweis. ,=*“: Seien E abgeschlossen und a ein Hiufungspunkt von E. Angenommen, es
gilt a ¢ E. Dann ist aber a € E°, und da E° offen ist, gibt es ein € > 0 mit U.(a) C E°
— Widerspruch dazu, dass a Haufungspunkt von F ist.

=" Moge die Menge E all ihre Haufungspunkte enthalten. Wir zeigen, dass dann
E° offen ist. Sei also a € E°. Infolge E' C F ist a ¢ E'. Es gibt also e-Umgebungen
Ue(a), die nur endlich viele Punkte ej,eq,...,e, € E enthalten. Dann enthilt Us(a),
§ :=min(|e; —al,...,|e, — a|), keinen Punkt aus E, d.h. Us(a) C E°. O
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Satz 2.12. Sei E C R nichtleer, abgeschlossen und beschrinkt. Dann besitzt E ein
Minimum und ein Maximum, d.h. inf E € F und supFE € E.

Beweis. Wegen E # @ und der Beschrianktheit von F existieren inf F und sup F je-
denfalls. Wir zeigen die Aussage nur fiir das Maximum (Minimum geht analog). Ange-
nommen, es wiirde sup £ ¢ E gelten. Dann wire sup £ € E°, und E° ist wegen der
Abgeschlossenheit von E offen. Es existierte daher ein € > 0 mit U.(sup E) C E°. Ins-
besondere wire dann sup E — § ¢ E fiir 0 £ § < ¢, womit sup E — ¢ auch eine obere
Schranke von E wire — Widerspruch dazu, dass sup F kleinste obere Schranke ist. [

Satz 2.13. Die Menge der partiellen Grenzwerte einer beschrinkten Folge {a,} ist stets
nichtleer, abgeschlossen und beschrdnkt.

Beweis. Bezeichne E die Menge der partiellen Grenzwerte von {a,}, wobei |a,| < M
fiir alle n = 1 gelte. Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS ist £ # &. Gilt a € E
und a,, — a, so folgt aus |a,,| = M auch |a|] £ M, also ist E tatséchlich beschrénkt.
Wir haben noch die Abgeschlossenheit von E zu zeigen. Sei dazu a ein Hiufungspunkt
von E. Fiir jedes k € IN gibt es dann ein e, € F mit |a — eg| < % Da e; € E ein
partieller Grenzwert von {a,} ist, existiert ein a,, mit |e; — ap,| < 1. Da es € E
partieller Grenzwert ist, gibt es ein ng > ny mit |es — ap,| < % Dann gibt es auch ein
n3 > ng mit |e3 —an,| < % usw. Damit haben wir eine Teilfolge {ay, } mit der Eigenschaft
|an, — ex| < § gefunden. Wir zeigen noch, dass a,, — a gilt. Fiir £ > 0 ist

]a—ank]:]a—6k+6k—ank’§|a—€k’+’€k_ank‘<%+%:%<€

fir k& > % Es folgt also ap, — a, d.h. a € E. Damit gilt E' C E, weswegen E nach Satz
2.11 abgeschlossen ist. O

Definition 2.13. Sei {a,} eine reelle beschrinkte Folge. Gemdfl den Sdtzen 2.12 und
2.18 besitzt die Menge E der partiellen Grenzwerte von {a,} ein Minimum und ein
Mazimum. Das Minimum von E nennt man unteren Grenzwert (Limes inferior),

liminf a,, = lim a,,. Das Mazimum von E heifit oberer Grenzwert (Limes superior),
n—oo

lim sup a,, = lim a,,.
n—oo
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Fiir jeden beliebigen partiellen Grenzwert a von {a,} gilt also
lima, <a < limay,.

Die Folge {a,} konvergiert genau dann mit dem Grenzwert a, wenn
lima, = a = lima,

gilt, wenn also a der einzige partielle Grenzwert von {a,} ist.

Weniger trivial ist das Folgende. Wir setzen

U, = sup ax = sup{an, Gn41,0nt2,--.}, Lp:= ]i1>1f ar = inf{an, ant1, anyo, ...}
k2n 2n

Offenbar ist {U,,} monoton fallend und beschrénkt (da {a,} beschriankt ist) und {L,}
ist monoton wachsend und beschrinkt. Damit existieren U := lim U,, sowie L := lim L,,.
Man kann U = lima,, und L = lim a,, zeigen. Damit haben wir

lima, = lim supag = inf supag, lima, = lim inf a; = sup inf ay.
N0 Ep>n n=1 k=n n—o0 k2n n=>1 k2n

Des weiteren kann gezeigt werden, dass jede nichtleere und abgeschlossene Menge die

Menge der partiellen Grenzwerte einer beschréinkten Folge ist.

Definition 2.14. Eine Folge {a,} aus K heifit eine CAUCHY*-Folge (Fundamental-
folge oder auch insichkonvergente Folge), wenn zu jedem ¢ > 0 ein N = N(g)
existiert mit |an, — am| < € fir alle n,m > N.

Satz 2.14. Fine Folge {a,} aus K ist genau dann konvergent, wenn sie eine CAUCHY-
Folge 1st.

Beweis. ,=“: Sei a := lima,. Zu beliebigem & > 0 existiert dann ein N € R mit
lan —a| < § und |am, — a| < § fiir alle n,m > N. Also gilt

‘an_am‘é’an_a‘+‘am_a|<%+%:57

4 Augustin Louis CAUCHY (1789 - 1857), franzosischer Mathematiker. Baute die auf Newton und Leib-
niz basierenden Grundlagen der Analysis aus und bewies fundamentale Aussagen. Lieferte wichtige
Beitrage zur Funktionentheorie.
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d.h. {a,} ist eine CAUCHY-Folge.

»<=%“: Sei {a,} eine CAUCHY-Folge. Fiir beliebiges ¢ > 0 existiert dann ein reelles N =
N(e) mit |ay, — an| < § fiir alle n,m > N. Insbesondere gilt also |a, — am| < 1 fiir
n,m > N(2) und damit

lan — an)41] < 1 Vn > N(2).

Dies impliziert zunéchst die Beschrénktheit von {a, }. Nach Satz 2.10 (BOLZANO-WEIER-
STRASS) besitzt {a,} einen partiellen Grenzwert a; wir zeigen a = lima,. Da a ein
partieller Grenzwert ist, gibt es ein k£ > N(¢) mit [a — ay| < §, also

lan —a| = |an —ag| +lap —a| < 5+ 5 =
also a,, — a. O

Satz 2.14 besagt, dass R und C voll-
stidndig sind, d. h. jede insichkonver- Conon o L’\&w
gente Folge aus K = R oder C kon- hgswe ' {ve Wead ke
vergiert auch in KK, d.h. besitzt einen C"“""T,f[j*“

Grenzwert in IK. Beispielsweise ist R\

{0} nicht vollstéindig, denn a,, = L ist W -%n
zwar eine CAUCHY-Folge, aber es gilt \

lima, ¢ R\ {0}. [

-

750% © (oUETWEY GigBons
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2.5 Reihen und ihre Summen

Definition 2.15. Sei {a,}>2, eine Folge aus R oder C. Die Folge {S,}52,, die durch

Sy = a1+ ag + - - - + a,, definiert wird, heifst die aus {a,}52; gebildete Reihe und wird
o0

mit Y ap bezeichnet.

n=1
Diese Reihe heifst konvergent bzw. divergent, wenn ihre Partialsummenfolge

{Sn}22, konvergiert bzw. divergiert.
Im Konvergenzfall nennt man den Grenzwert der Folge {S,}22 die Summe (oder den

Wert) der Reihe und bezeichnet ihn ebenfalls mit > ay,.

n=1

oo
1 1 1
Beispiel 2.13. (1) Der Ausdruck E — =1+ 3 + 3 + - - - heit harmonische Reihe
n
n=1

und steht fiir die Folge {S,}72; mit S, = 1+ % + % + -+ % Aus Beispiel 2.7

o0
wissen wir, dass sie divergiert, . 1 = oc.

n=1
=1 11
(2) Die Reihe ) —5 =1+ 55+ 33+ meint die Folge {Sp}72, mit S =1+ 5 +
n=1
o
3 + -+ + 5. Sie konvergiert laut Beispiel 2.8 mit ). 25 = %2.
n=1
0
(3) ) (D)™ =1-1+1-1+-- bedeutet die Folge {1,0,1,0,...}. Die Reihe
n=1

divergiert, d. h. hat keine Summe. Dinge wie
1-HD+1-1)+---+(1-1)=0+4+0+---4+0=0und
T+ (14D + (144 +(-141)=14+0+0+4---+0=1,
also existiert Gott

sind Kése.

Konvergenzkriterien dienen dazu, Reihen auf Konvergenz zu untersuchen, ohne dabei
ihre Partialsummenfolge zu betrachten.

[e.°]
Satz 2.15 (Notwendiges Kriterium). Konvergiert die Reihe Y ay, so gilt lim a, = 0.
n—oo

n=1
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oo
Beweis. Sei ) a, konvergent, also

n=1
Sp=a1+ay+---+ap,— 95, Sp1=a1+ax+---+ap_1— 8.
Daraus folgt a, =S, — Sp_-1 — S —5=0. ]

o0
Die Bedingung a,, — 0 ist fiir die Konvergenz einer Reihe > a,, jedoch nicht hinreichend,
wie das Beispiel der harmonischen Reihe illustriert. n=1

Satz 2.16 (Geometrische Reihe). Sei g € C. Die Reihe
oo
Y i"=1+q++¢+-

n=0

heifst geometrische Reihe und konvergiert genau fiir |q| < 1. In diesem Fall gilt

> 1
n_ _ =

oo
Beweis. Fiir ¢ € C mit |g] 2 1 ist {¢"}22, keine Nullfolge, weswegen ) ¢" nach Satz

n=0
2.15 divergiert. Sei also |¢| < 1. Dann haben wir
I+a+++¢)(1-a)=1+q++ - +q"—qg—¢ ¢ = — "™
:1_qn+1
1— gt 1
dhl4+g¢g+¢d+- +q" = da ¢"t! — 0 fiir n — oo gilt. O

- )
1—gq qg+1

Satz 2.17 (Vergleichskriterium).

o0
(i) Majorantenkriterium: Seien 0 < a,, < ¢, fir alle n 2 1 und ) ¢, konvergent.
o0 n=1
Dann ist auch _ a, konvergent.
n=1

o0
(ii) Minorantenkriterium: Seien 0 < d,, < a,, fir alle n = 1 und Y d, divergent.
00 n=1
Dann ist auch ) ay divergent.
n=1
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Beweis. (i) Sei Cy, :==¢1 +c2 + -+ + ¢n. Da {C,,} konvergiert, ist {C,} beschrinkt,
also Cy, < C fiir alle n 2 1. Die Folge {A,} mit 4,, ;== a; + a2+ - -+ ay, ist infolge
a, = 0 monoton wachsend und wegen

ai+ar+---+a, S+t +e, =0, =C
beschrankt, also konvergent nach Satz 2.9.

(ii) Annahme: {4, } ist konvergent. Dann folgt aus (i) die Konvergenz von {D,, }, D,, :=
di +do + -+ d,, — Widerspruch.

o0
1
Beispiel 2.14. Wir untersuchen fiir @ € @ die Reihe Z — =1+ "+ 5+
n
n=1
Bekanntlich divergiert sie fiir & = 1 und konvergiert fiir « = 2. Sei nun o > 0. Fiir o < 3
) 1
gilt n® < nf, also e < vt Aus der Konvergenz von nzz:l # und vy < =3 fiir o > 2

folgt nach Satz 2.17 (i) die Konvergenz der Reihe fiir a > 2. Da die harmonische Reihe
1
divergiert und — < — fiir @ < 1 gilt, divergiert die Reihe fiir « < 1. Wie sich die Reihe

n
fir 1 < a < 2 verhélt, klaren wir spéter.

o0
Definition 2.16. Fine Reihe »_ a, heifit alternierend, wenn die a,, abwechselnd po-

sitive und reelle Zahlen sind. ™"

o0

Satz 2.18 (LEIBNIZ-Kriterium). Es sei Y ay eine alternierende Reihe und mdge |ay|
n=1

monoton gegen 0 konvergieren. Dann ist die Reihe konvergent und fiir ihre Summe S gilt

n 9]
Zak—S = Z Qg §|an+1].
k=1 k=n+1

Beweis. Wir schreiben a,, = (—1)"*1b,, d.h. b, = |a,|. O.B.d. A. sei a; > 0. Dann gilt

[e.o]
Zan:a1+a2—|—a3+a4+---:bl—b2+b3—b4j:---.

n=1
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Dann ist
Son = (b1 — b2) + (bg — ba) + - - - + (b2n—1 — ban),
Sont1 = by — (b2 — b3) — (bg — b5) — - — (b2 — b2ny1),
woraus )
0= S, = Sont1 S by (2.1)

folgt (denn x: by, ist monoton fallend, *’: bay, 11 = 0). Damit sind {Sa,, } monoton wachsend
und {S2,+1} monoton fallend. Da diese Folgen beschrénkt sind, existieren die Limites
a := lim Sy, und B := lim So;,41. Aus (2.1) folgt 0 £ o < 3 < by und Sopy1 — Son =
bont1 — 0, also a =3 =: 5, d. h. S9y — S und Sop+1 — S, mithin S,, — S.

Zur Abschitzung des Fehlers. Aus 0 < S < by folgt

o0
> ap| £ by = |ay]. (2.2)
k=1
Betrachtet man statt a; + a2 4+ a3+ - -+ die Reihe an41 + anyo + anys + - - -, so folgt aus
(2.2)
o0
Z ar| = lant1l-
k=n+1
O

Beispiel 2.15. (1) » (=1)""'=1-1+1—1+---. Infolge lim(—1)"~" 5 0 ist Satz

n=1
2.18 nicht anwendbar.

= (=1t 1 1 1 1
(2) ;n =1- 5 + 371 + SR Hier ist Satz 2.18 anwendbar, da |a,| = 1

0 e
monoton gegen 0 geht. Man kann ) % = log 2 zeigen.

n=1
: . . . 11 1 1
(3) Die Betrige der Reihenglieder von 1 — 72 + 32 + E F .- streben zwar gegen 0,
aber die Konvergenz erfolgt nicht monoton.
1 1 1 1 1 s
4) G.W.LEIBNIZ® selbst zeigte 1 — = + - — — 4~ — — 4+ ... = —
(4) selbst zeigte 3+5 7+9 11 1

SGottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646 - 1716), deutscher Mathematiker, Physiker, Philosoph, Historiker,
Rechtswissenschaftler und vieles mehr. ,, Beim Erwachen hatte ich schon so viele Finfille, dass der
Tag nicht ausreichte, um sie niederzuschreiben.“ Gilt neben I. NEWTON als Erfinder der Infinitesi-
malrechnung und fithrte die Symbole g—z und [ dz ein. Entwickelte das Dualsystem, befasste sich mit
Logik, fand LEiBN1Zsche Formel zur Berechnung der Determinante.
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o0 58]
Definition 2.17. Eine Reihe Y, a, heifit absolut konvergent, falls die Reihe Y, |ay|
konvergiert. n=1 n=1

Beispiel 2.16. Die alternierende harmonische Reihe aus Beispiel 2.15 (2) ist konvergent,
aber nicht absolut konvergent.

o0
Satz 2.19 (CaucHY-Kriterium). Eine Reihe ) a, ist genau dann konvergent, wenn
fir jedes € > 0 ein N(g) € R existiert mit n=1

m
>
k=n+1

<e Vm >n > N(e).

o
Beweis. Die Reihe > a, ist genau dann konvergent, wenn S,, := aj +ag + - - - + a,, eine
n=1
m
CaucHY-Folge ist, wenn es also zu jedem € > 0 ein N(g) mit |S;, —Sp| =| >, ax| <e
fir m > n > N(e) gibt. k=n+1 O
o0
Satz 2.20. Ist die Reihe Y a, absolut konvergent, so konvergiert sie auch (im gewdhn-
n=1

lichen Sinne) und es gilt

%9
> an
n=1

9
<3 faal.
n=1

Beweis. Setze Sy, := a1 + a2 + -+ + ap und T, := |ai| + |ag| + - - + |an|. GeméB Satz

m

2.19 gibt es fiir alle e > 0 ein N(e) mit | Y. |ax|| < e fir m >n > N(e). Es folgt
k=n+1
m m m
Z ag| = Z lag| = Z lagl| <e  Vm >n> N(e).
k=n-+1 k=n+1 k=n+1
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Wiederum nach Satz 2.19 ist dann die Reihe konvergent. Nach der Dreiecksungleichung
gilt
|Sn|ng:>_Tn§Sn§Tn:>_T§S§T:>’S’§T

- o0
Satz 2.21 (Wurzelkriterium). Gilt lim {/|a,| < 1, so ist > ay absolut konvergent. Gilt
N =) n=1
aber lim {/|ay,| > 1, so divergiert die Reihe ) ay.

n=1

Beweis. Sei lim {/]a,| =: ¢ < 1. Dann gibt es ein ng mit |a,| < (g +¢)" fiir alle n = ng
[ee]

mit ¢ < ¢+ ¢ < 1. Da dann ) (¢ + &)™ geméaf Satz 2.16 konvergiert, folgt aus Satz
n=1

o0
2.17 (i) die Konvergenz der Reihe ) ay,.

n=1
Gilt lim {/|a,| > 1, so gibt es unendlich viele n mit {/|a,| > 1, also |a,| > 1. Dann geht
oo

aber a, nicht gegen 0, weshalb ) a, divergieren muss. O
n=1

An+1
Qn
> 1 diwvergiert diese Reihe.

o0
< 1, so konvergiert die Reihe ) ay,.

n=1

Satz 2.22 (Quotientenkriterium). Gilt lim

Torm, Talile T | 2t

an

Anp+1

Beweis. Sei lim =:q < 1. Fiir jedes € > 0 mit ¢ < ¢ + € < 1 existiert dann ein

Gn

., |On+1
ng € IN mit nt

< q + ¢ fiir jedes n = ng. Fiir diese n gilt dann

Qn

|ang+1| < (¢ +¢) |ang,
‘ano+2’ < (q + 5) ‘ano-i-l‘ < (q + 5)2 ’ano|7

|an, |

n—no . n _ 1¥nol
\an!<(q+€) |an0’_(q+€) (Q+6)”0'
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Das Majorantenkriterium mit der geometrischen Reihe als Vergleichsreihe liefert dann

o
die Konvergenz von > |ay|.

n=1
Im Fall lim | 2| > 1 st a2+1 > 1 fiir alle n > ng. Dies ergibt |an,| < |ang+1] <
|angta] < -, d.nh. an geht nichicl gegen 0, weswegen §1 an divergiert. O
n=
oo n
Beispiel 2.17. (1) Fiir die Exponentialreihe Z %, x € C, liefert das Wurzelkrite-
rium "

o2l _ 2l
nl Yl

Das ist blod. Das Quotientenkriterium ergibt aber

xn—i—l n!

(n+1)! zn

LI
n+1

also die absolute Konvergenz fiir alle x € C.
[e.e]

1
(2) Fir die Reihe Z — sind das Wurzel- und das Quotientenkriterium infolge

n
n=1

nl 1 1 n® n @
E— —)]_7 = —>1
n®  Yno (n+1) n+1

nicht anwendbar, d. h. sie lassen keinen Schluss auf Konvergenz oder Divergenz zu.

Satz 2.23 (Reihenverdichtung). Sei a,, > 0 fir alle n = 1, und mége {a,} monoton
fallend gegen O konvergieren. Dann gilt:

o oo
Z an konvergent <= Z 2" agn konvergent.

n=1 n=0

k k
Beweis. Wir setzen Si, := Y a, und Tj := > 2™ agn.
n=1 n=0
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»,=: Aus der Divergenz (die infolge der Bedingungen an die Glieder der Folge {a,} nur

[e.e]
bestimmt gegen oo sein kann) der Reihe ) 2™ agn ergibt sich aus
n=0

Sor = a1 +az + (a3 + aq) + (a5 + ag + ar +asg) + -+ + (agr-147 + - + agr)
a
2?1+a2+2a4+4a8+~-+2k‘1a2k

1 1
:§(a1+2a2+4a4+8a8+2ka2k):ETk

oo
unter Verwendung des Satzes 2.17 (ii) die Divergenz der Reihe ) ay,.

n=0

&8
»<=“: Aus der Konvergenz der Reihe ) 2" agn erhalten wir mit Satz 2.17 (i) aus
n=0
Sor =a1+az+ -+ ag
<ap+(ag+a3)+ (a5 +ag +ar+ag) + -+ (agk + -+ + aget1_1)
<ay+2a0+4dag+ -+ 28 agn = T,

o0
die Konvergenz der Reihe ) ay. O
n=0
o) 1 o) 1 o) 9 n
Beispiel 2.18. Fiir ; a ist die Verdichtung ; 2" e = ; <2a> . Sie konver-

2 =
giert fiir 2a <1&2<2%& a>1. Damit ist die Liicke aus Beispiel 2.14 geschlossen.
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2.6 Umordnungen und Produkte von Reihen

Definition 2.18. Gegeben sei eine Reihe E ap. Ist {b,} eine Umordmmg der Folge
{an}, d.h. gilt by, = ar(,) mit eine szektwn m: IN — N, so heifit Z b, eine Umord-
&S

n=1
nung von Y. d,.
n=1

oo
Beispiel 2.19. SeiZan:1—7+f—7+7$-~-.Dannist

n=1

Zb 1+f—1+1+1—1+1+i—li
n 2 5 7 4 9 11 6

eine Umordnung. Keine Umordnung ist hingegen 1 + % + % 4+ =5—3—%— e

I. A. kann Umordnung die Konvergenz einer Reihe zu Nichte machen.

Definition 2.19. Fine Reihe heif$t unbedingt konvergent, wenn sie konvergiert, und
auch jede threr Umordnungen konvergiert und dieselbe Summe hat.
Anderenfalls heifit die Reihe bedingt konvergent.

Die Beweise der folgenden vier Sétze wurden in der Vorlesung nicht gebracht, da sich
der Professor ,,nicht zu sehr dem Modulhandbuch widersetzen will*.

Satz 2.24 (Umordnungssatz). Eine Reihe ist genau dann unbedingt konvergent, wenn
sie absolut konvergiert.

o

Satz 2.25 (RIEMANNscher Umordnungssatz). Sei Y a, eine konvergente aber nicht
n=1

absolut konvergente Reihe reeller Zahlen, und sei —oco < r < s < co. Dann existiert

eine Umordnung dieser Reihe dermaflen, dass die Menge der partiellen Grenzwerte der
Umordnung gleich [r, s] ist.
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Beispiel 2.20. Wir wissen, dass fiir die alternierende harmonische Reihe aus Beispiel
2.15(2)

i(_l)m—1 L g2
n 273 347 T
n=1
0 (_1>7r(n)71
gilt und wollen zeigen, dass es eine Umordnung Z T mit der Summe oo gibt,
m(n
n=1
wobei m: IN — IN eine bijektive Abbildung sei. Hierzu betrachten wir die ungeraden
1 1
Glieder der Ausgangsreihe von 1 bis 5l — 1 Es gilt
e
2n+1 27+ 3 2ntl — 1 2ntl 4’

Daraus ergibt sich, dass folgende Umordnung den Wert oo hat, also nicht konvergiert:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Jedes Glied gerader Ordnung kommt in der Tat genau einmal in der Umordnung vor —
allerdings mit immer grofler werdender Verzogerung. Daher kénnen die Partialsummen
iiber alle vorgegebenen Grenzen wachsen.

Ganz analog kann man Umordnungen dieser Reihe finden, die jede vorgegebene Zahl
S zur Summe haben. Dazu addiert man so lange Glieder ungerader Ordnung, bis man
S zum ersten Mal {iberschritten hat. Dann ist das erste gerade Glied dran und man
unterschreitet .S wieder. Jetzt sind wieder so viele ungeraden Glieder an der Reihe, bis
man S gerade iibersteigt, usw.

Insbesondere folgt, dass das Kommutativgesetz fiir unendliche Summen i. A. nicht gilt!

Satz 2.26 (Grofiler Umordnungssatz). Sei A eine héchstens abzihlbare Menge und fiir
jedes a € A sei I, C IN mit I, NIz = & fiir o # B und mit |J I, = IN. Dann gilt: Ist

00 acl
> ay, absolut konvergent, so sind die Reihen Y a; absolut konvergent und wir haben
n=1 1€ly

[e.9]

> Y

n=1 aEAIE]l,

wobei die Reihe rechts vom Gleichheitszeichen absolut konvergiert.
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Fiir endliche Summen gilt <Z ai) ij = Z a; bj.

iel jeJ il jed

Definition 2.20. Eine Doppelfolge ist eine Abbildung a: INg x INg — K, wobei INg :=
INU{0}. Man schreibt a;; statt a(i, j) und bezeichnet sie mit {ai;}75_,-

Die aus der Doppelfolge {aij}io,.}:o nach der Regel S, := i a;j gebildete Folge { Sy},
heifst Doppelreihe und wird 'io a;; bezeichnet. =0
i,j=
Die Doppelreihe %O: a;j heifit konvergent bzw. divergent, wenn {S,}22, es ist. Im
Konvergenzfall S:]:—O> S nennt man S die Summe der Doppelreihe und bezeichnet S
ebenfalls mit i agj.
4,j=0

Man kann sich eine Doppelfolge {a;;}{5_ also so vorstellen:

a
2 42

Dabei sitzen auf den Gitterpunkten die Glieder der Doppelfolge wie z. B. das Glied a4s

im Punkt (4,2). Addiert man jetzt alle Glieder dieser Doppelfolge in einem vorgegebe-

nen (n x n)-Quadrat (in der folgenden Abbildung fiir n = 5), so erhilt man die n-te
o0

Partialsumme S,, der zugehorigen Doppelreihe ) a;;.
i,j=0
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o0
Satz 2.27 (Doppelreihensatz). Konvergiert die Doppelreihe . a;;j absolut, so gilt
i,j=0

o o0 oo o0 o0 o

S =3 5 ) =3 (S ) =5 (Sw) - 5w
4,j=0 n=0 \i+j=n i=0 \ j=0 j=0 \i=0 i2452<n2

wobei alle auftretenden Reihen wieder absolut konvergent sind.

Kurz gesagt: Eine absolut konvergente Doppelreihe kann beliebig aufsummiert werden.

Beispiel 2.21 Wir betrachten die Reihe z +2x2+
323 + 42 4+ - .. Konvergenz dieser Reihe wiirde

n : 0 0 0 xd
nz"™ — 0, also |z| < 1, voraussetzen. Gilt ande- 00 0 z¢ 25
rerseits |x| < 1, so folgt aus dem Wurzelkriterium

! ' & o 0 0 a3 z* 2°
lim {/|n2"| = |z|im {/n = |z| < 1, 0 22 23 2% 2°
v o2 2% 2t b

also die absolute Konvergenz dieser Reihe, d. h.
Konvergenz dieser Reihe < absolute Konvergenz dieser Reihe < |z| < 1.

Betrachtet man fiir |z| < 1 nun die am Rand abgebildete Doppelfolge, so lautet die
zugehorige Doppelreihe

o
g ai; = lim (v + 222 +32% + - + na").
n—oo
i.j=0
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Da sie absolut konvergiert, kann sie nach der ,,Buchhalter-Methode* berechnet werden,
d. h. wir summieren zuerst alle Zeilen fiir sich auf und anschliefend die Zeilensummen:

0o 0 0 z°% .- 1+ +z2+--.

! ( ) =15
0 0 0 2% 25 .. :x4(1+m+x2+...):%
0 0 2% 2t 2 :$3(1+l‘+x2—|—...):%
0 22 23 24 25 ... 2562(1—1—:3—1—952—1—---):%
PR R T SR = z(l+o+a2+.) =T

=+ +a?4- ) ==

Wir haben also im Fall |z < 1

2 3 4 —

o0 o0
Definition 2.21. Das Produkt zweier Reihen > a, und ) b, ist die Doppelreihe

n=0 n=0
(Z an> (Z bn> = Z a; bj.
n=0 n=0 ,j=0

o o
Satz 2.28 (CaucHY-Produkt von Reihen). Seien ) a, und > b, zwei absolut kon-

0 n=0 n=0
vergente Reihen. Dann ist auch die Reihe Y ¢, mit
n=0

n
Cn ::Zakbn—k:aObn+a1bn—1+"'+anbO
k=0

absolut konvergent und fiir thre Summe gilt

S (5e) (52)
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Beweis. Die ¢, lassen sich auch in der Form ) a, bs schreiben. Es wird also iiber alle
r+s=n
Indexpaare (r,s) summiert, die sich in IN?> auf der Diagonalen 7 + s = n befinden. Fiir

00 N

die Partialsumme Cpy der Reihe Y ¢, gilt daher Cy = > ¢, = >  a, bs, wobei
n=0 n=0 .8

Dy :={(r,s) € N>:r+ s < N} gesetzt wurde. (rs)€bw

N N
Ausmultiplizieren der Partialsummen Ay := > a, und By := )_ b, ergibt Ay By =
n=0 n=0
> arbs mit Qn = {(r,s) eEN?:0<rs< N}. Infolge Dy C Qn konnen wir
(T’,S)EQN

Ay By —Cy = > a, bg schreiben.
(T78)EQN\DN
Wie eben erhélt man A By = Y. |ar||bs| fiir das Produkt der Partialsummen
N N (T,S)GQN
AIN = zo‘an’ und B;V = Ofbn‘. Wegen QLN/QJ C Dy gilt Qn \ Dy C QN \ QLN/QJ,
also "7 n=

|Ay By — Cn| = > lar| bs] = Ay By — Al njo Blna)-
(r,8)EQN\Q|N/2)

Da {A'y Bl } eine CAaucHY-Folge ist, strebt die letzte Differenz fiir N — oo gegen 0, d.
h. es gilt
lim Cy = lim Ay By = lim Ay - lim By.
N—oo N N—oco

N—o0 —00

o0
Damit sind die Konvergenz der Reihe ) ¢, und die behauptete Formel gezeigt.
n=0

n oo

Mit |c,| < Y |ak||bn—k| ergibt sich die absolute Konvergenz von ) ¢, durch Anwen-
k)ZO o0 o0 n=0

dung des eben Bewiesenen auf die beiden Reihen ) |a,| und > by O
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Elementare Funktionen

N. H. Abel J. Hadamard

3.1 Polynome & Rationale Funktionen
FEin Polynom ist eine Funktion p: C — C der Form
p(z)=po+prz+paz®+-+pp2”

mit p; € C und i. A. p, # 0. Dann heifit degp := n der Grad des Polynoms p. Ist
hingegen z reell, so schreiben wir z statt z, also p(z) = po + p1 & + p2 2% + -+ + pp 2™,
pj € R, und erhalten eine Abbildung p: R — R.

Beispiel 3.1. (1) Lineare Polynome p(x) = pg + p1 x:

95
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DPo

/

Anstieg: tana =

Ppo _
po/p1 Pt

" m

p1

y=2> y=22"

(2) Quadratische Polynome p(z) = pg + p1 « + p2 2%

Y

T

y:(zf::l)QJr%

yl
\\ /
//
\\ /
NS
2
1 x

Die Losungen der quadratischen Gleichung z? + px + ¢ = 0 sind gegeben durch

2

p p

= — = Zl: - — .
71,2 2 4

(3) Polynome hoheren Grades:

\ Y

e

VARV

N.H. ABEL! zeigte, dass es fiir n > 5 keine Losung der Gleichung pg+p1 2+ - -+pp 2™ = 0

!Niels Henrik ABEL (1802 - 1829), norwegischer Mathematiker. Einfilhrung abelscher Integrale, Mit-
begriinder der Gruppentheorie. Aus seiner Schulzeit existiert noch ein Klassenbuch mit dem Eintrag
seines Lehrers iiber ihn: , ... dass er der groite Mathematiker der Welt werden kann, wenn er lange

genug lebt.“.
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in Radikalen gibt.

Eine rationale Funktion ist eine Funktion der Gestalt

) — pot+piz+--+pp2"
Q+qzt ot gmEm™

d.h. der Quotient zweier Polynome. Dabei ist r auf der Menge N der Nullstellen des
Nennerpolynoms nicht definiert:

r:C\N — C.
Bei reellen Variablen ersetzt man wieder z durch z.

Beispiel 3.2.

Der Graph von y = % heifit Hyperbel. Wir werden spiter feststellen, dass die Sin-
gularitdt von y = x% in x = 0 schlimmer ist als die von y = %, wenn es z.B. um die

Berechnung von Integralen wie [ % dz oder [ @ dz geht.
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3.2 Potenzreihen

Definition 3.1. Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form

(0.0
E an 2" =ag+a1z+asz®+agzd+--- .
n=0

Man kann Potenzreihen also als ,,Polynome vom Grad oo bezeichnen. Man denkt sich
die Koeffizienten a; als gegeben und z € C als variabel. Es stellt sich sofort die Frage,
fiir welche z € C eine Potenzreihe konvergiert.

o0
Beispiel 3.3. (1) Wir wissen, dass die Reihe Z " =14z2+22+ 2%+ .. genau im
Falle |z| < 1 konvergiert. n=0
(2) Im Beispiel 2.17 (1) haben wir gesehen, dass die Exponentialreihe fiir alle z € C
konvergiert.

oo
(3) Die Reihe Zn! 2" =1+42+2!2% +3123 + ... konvergiert fiir z = 0. Im Fall z # 0
n=0

gilt |n! 2" = — 00, wenn man 2 im Beispiel 2.17 (1) durch 1 ersetzt. Dann

a/z)m
n!

liegt keine Konvergenz vor.

Satz 3.1. Fir eine Potenzreihe gibt es genau die folgenden drei Mdglichkeiten:
1. Die Reihe konvergiert absolut fir alle z € C.

2. FEs gibt eine Zahl R € (0,00) derart, dass die Reihe fir |z| < R absolut konvergiert
und fir |z| > R divergiert.

3. Die Reihe divergiert fir alle z € C\ {0}.

Definition 3.2. Die Zahl R aus Satz 3.1 heiffit Konvergenzradius der Potenzreihe
und {z eC: |z < R} wird Konvergenzkreis genannt. Im Fall 1 aus Satz 3.1 setzt
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man R := oo und im Fall 3 setzt man R := 0.
Betrachtet man eine Potenzreihe nur fir reelle x, schreibt man wieder x statt z,

[o.¢]
E an 2" =ap+arz+agx? +azaxd+ -
n=0

und spricht vom Konvergenzintervall statt vom Konvergenzkreis.

Satz 3.2 (Formel von CAUCHY-HADAMARD?). Fiir den Konvergenzradius gilt

1
R=———,
lim sup {/|ay|

n—o0

o1 )
wobei wir — =0 und 0 := oo wvereinbaren.
00

Beweis der Sdtze 3.1 und 3.2. Wir haben
S S 1
lim y/|ay, 27| = im y/|a,||z| = |2] ok

Nach dem Wurzelkriterium liegt dann fiir |z| % < 1 absolute Konvergenz vor. Aus dem
Beweis des Wurzelkriteriums folgt, dass fiir \z\% > 1 gilt lima, 2™ # 0, also liegt fiir
|| & > 1 Divergenz vor. O

Die Frage, was fiir |z| = R passiert, d. h. wie sich die Potenzreihe auf der sogenannten
Konvergenzkreislinie verhilt, ist i. A. delikat und bedarf gesonderter Untersuchungen.

Satz 3.3. Im Inneren des Konvergenzkreises darf man Potenzreihen gliedweise addieren,
subtrahieren und das CAUCHY-Produkt bilden.

Dies folgt sofort aus der absoluten Konvergenz. Haben die Reihen dabei aber verschie-
dene Konvergenzradien, muss der kleinere von beiden gewéhlt werden.

2Jacques HADAMARD (1865 - 1963), franzosischer Mathematiker. Beitridge zu partiellen Differential-
gleichungen, Arbeiten zur geometrischen Optik und Grenzwertproblemen. Bedeutend ist auch sein
Beweis des Primzahlsatzes aus dem Jahr 1896.
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Beispiel 3.4. Fiir |z| < 1 betrachten wir das Produkt

(I+z2+422+22+ ) Q+2+42°+2+)
=(l+z+2+2 4+ )+ E+2+2+ )+ P+ )+

1
=1+22+432 443+ = ——
(1-2)?
Damit haben wir
242224383 4t 4 = (14224322443 + ) (42422 + 23+
1 I 1-(1-2) z

(1-22 1-2z (1—-22  (1-2)2
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3.3 Die Exponentialfunktion

Definition 3.3. Fir z € C ist die Exponentialfunktion exp z definiert durch

= # P
expz:zz()mzl+z+§+§+z+---.
n=

Wir haben gesehen, dass die Reihe fiir exp z in der gesamten Ebene absolut konvergiert.
Satz 3.4 (Funktionalgleichung). Fiir alle z,w € C gilt

exp(z + w) = (exp z) - (expw).

Beweis. Aufgrund der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe konnen wir Satz 2.28
zur Anwendung bringen:

> Zj > wk > Z‘j U}k > Zj ’U}k
(exp z) (expw) = Zﬁ Do) = T =21 2 TR
j=0 k=0 4,k=0 n=0 \ j+k=n
00 n { n—t 00 n
zfw 1 n! _
:Z< g!(n_gy):an gl(n_g)l’zgwn é)
n=0 \¢=0 ’ n=0 " \¢=0 " )
oo n o
1 n _ (z+w)"
—Zj <£>z€w” é) :Z n' = exp(z + w).
n=0 =0 n=0
]
Definition 3.4. Die EULERsche Zahl e ist definiert durch
=1 11
e:=expl =;::OH =141+ 5+ 5+ =2718218828459045 ...

Fiir z € Q kann e” wie {iblich gebildet werden, d. h. cd = YeP mit p € Z, q € IN.
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Satz 3.5. Fir reelle rationale Zahlen x gilt exp x = e”.

1

Beweis. Nach Definition von e haben wir exp1 = e = e. Des weiteren gilt fiir n,m € IN

n

expn=exp(n—1+1)=exp(n—1)-expl=---=expl-----expl=e-----e=¢e

n Faktoren
und
1\™ 1 1 1 1
exp — =exp—-----eXxp—=exp| —+---+— | =expl =e,
m m m m m

m Faktoren

also exp % — em. AuBerdem gilt

n 1 1 1 1 1\" 1\" n
expazexp<a+--~+a>:expg-~---eXp%: eXpE :<em) =em.
~—_———

n Summanden

Es gilt exp0 = 1 = " und damit

n n non
exp(——,) exp — = exp(—— + —) =exp0=1,
m m m m

n 1 1 _
exp(——) = = =¢

n n
m exp .-  em

d.h.

3z

Fiir z € R kennen wir den Graph von y = e”:

y1 /

7

Vermoge der Satze 3.5 und 3.6 kénnen wir die Funktionalgleichung der Exponentialfunk-
tion auch in der Form

T

W = % ¥ Vz,weC

schreiben.
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Satz 3.6. Fiir alle x € R gilt ¢! € T:= {2 € C:[z] =1}.

Das bedeutet, dass e'? fiir jedes reelle z auf dem Einheitskreis liegt.

Beweis. Fiir z = a+ib € C nennen wir z := a—ib die
zu z komplex-konjugierte Zahl. Dann gilt 22 = ibT z
(a+1b) (a —ib) = a® + b? = |z|? sowie

o0

o0 o0 T, N
— zn " z" = a
F=Y =Y (G) ==
| | | ’ .
n=0 v n=0 G n=0 n —ibT z
also
‘eix‘Q _ eia:eiixz eixe—ix _ eO -1
fir x € R, d. h. }em} = 1. Daraus folgt die Behauptung. O
Fiir z = 0 ist e = 1. Lassen wir  wachsen, so bewegt sich e!* monoton auf dem

Einheitskreis gegen den Uhrzeigersinn und es gibt ein erstes o > 0 mit €' = 1 (das
kann bewiesen werden).

Definition 3.5. Fiir die kleinste Zahl xo > 0 mit %0 = 1 setzen wir 7 := %.

Damit haben wir 2™ = 1, also ™' = +1 oder —1. Nun wiirde €™ = +1 aber T =1
bedeuten, was der Definition von zy widerspriche, d. h. es gilt

™= 1.
Diese bemerkenswerte Gleichung tauchte erstmals bei L. EULER auf.

Wir haben gesehen, wie die reelle e-Funktion aussieht. Wie stellt man sich nun e® im
Komplexen vor? Wir wissen bisher

ez+2ﬂ'i _ ez e27ri — ez7

d.h. 27i ist eine Periode der Exponentialfunktion. Es reicht also, wenn wir eine Vor-
stellung von €* fiir z € C mit 0 < (z) < 27 haben. Dazu stellen wir uns ein solches z
in der komplexen Ebene vor und lassen es parallel zur reellen Achse (bzw. parallel zur
imagindren Achse) in Pfeilrichtung ,,wandern* (Abbildungen links). Die Wanderung des
Punktes z betrachten wir unter der Exponentialfunktion, d.h. wir verfolgen die Bewe-

gung des Punktes w = e* (Abbildungen rechts):
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T 4mi

v,

1

w2
ein
e P,
ZTT
V4 .
2 elyS
zZ1 w3
T —2m7i

In dieser Abbildung sind z1 = x1 + 0i, 22 = x2 +iy2, 23 = 3 + iys mit y3 = 27 — ¢, € > 0, sowie
w; = e* fiir j € {1,2,3}.

fffff I
W1 w2 w3

L/

Z1 Z9 z3

7
&

Hier sind z; = z1 4 01, 22 = 0 + 0i, 23 = x3 + 0i mit 21 < 0, 3 > 0 und w; = €% fiir j € {1,2,3}.
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3.4 Winkelfunktionen

Definition 3.6. Fir z € C definieren wir den Sinus und Kosinus durch

ce 22n+1 2’3 2:5
T _1)" e I
i ;::O( e ki TR R
ce 2n 2 4
NN E o E L E
COS 2 1= T;O( 1) on)l 1 o1 + T

Die Potenzreihen fiir sin z und cos z sind in ganz C absolut konvergent.
Satz 3.7 (EuLERsche Formel). Fiir alle z € C gilt

e'” = cosz +1isin 2.

Beweis. Unter Verwendung des grofien Umordnungssatzes (Satz 2.26) an der Stelle x*
ergibt sich

Vorstellung am Einheitskreis

Fiir reelle z ist damit el = cosx + isinz. Da cosz und sin z
fiir reelle x ebenfalls reell sind, haben wir

cosxz = R(e'?), sinz = J(e'?).

Bezeichnet man 360° mit 27, so ist der Winkel ¢ in der Ab-
bildung gerade =x.
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An dieser Stelle kommt also das Bogenmaf} ins Spiel; z. B. sind

360°Z=2r, 180°Zm, 90°2

o

Ersetzt man in der Definition 3.6 jeweils z durch —z, so ergibt sich unmittelbar

sin(—z) = —sin z, cos(—z) = cos z.
Wendet man das in Satz 3.7 an, ergibt sich e™'% = cos z — isin z, also
2i

Hieraus folgen alle weiteren Eigenschaften von Sinus und Kosinus wie z. B.

Satz 3.8. Fiir z,w € C gilt

2

sin? z 4 cos? z = 1,

sin(z + w) = sin z cosw + cos zsin w,

cos(z + w) = cos z cosw — sin z sin w.

Beweis. Es gilt

9 5 eiz_e—iz 2 eiz+e—iz 2
sin“z+4+cos“z2=|—-—-| + | ———
2i 2
1
4

— (_e2iz +92— e—2iz + e2iz +24 e—2iz) -1

sowie
iz —iz iw —iw iz ,—iz iw L —iw
COs z cosw — sin zsinw = (% +e )ie te )+(e ¢ )ie )
ei(z+w) +e—i(z+w)
= = cos(z + w)
2
und analog fiir sin(z + w).
Des weiteren haben wir
ei(z+27r) _ efi(z+27r) elz — gz
sin(z 4 27) = 5 = 5 = sin z,
i(z+27) —i(z+42m) iz —iz
cos(z + 27) = © —i—2e = +2€ = cos z,

d. h. Sinus und Kosinus sind 27-periodisch.
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Graphen von Sinus und Kosinus fiir reelle x

Y

Yy =Ccosx

AWINWIAWAAWA

Aus der komplexen Periode von e* + e™* wird durch Vormultiplikation mit i, was einer

Drehung um 90° entspricht, eine reelle Periode von e'? 4 e 712,

Definition 3.7. Fiir z € C definieren wir des weiteren durch

COS 2 1
cot z := , secz:= , COSeCz := —
sin z

cos z’ sin z CoS 2

tan z :=

den Tangens, Kotangens, Sekans und Kosekans.

Fiir reelle x ergeben sich folgende bekannte Bilder:

Y1 Y1
y =tanx y =cotx
I I I } } }
_z g 3 T — T s ™
2 2 2
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3.5 Hyperbelfunktionen

Diese Funktionen sind eigentlich unnétig, bisweilen aber durchaus praktisch.

Definition 3.8. Fir alle z € C sind der Hyperbelsinus und Hyperbelkosinus defi-
niert durch

- ©  2ntl +23+z5+z7+
Sinn z i= —— =z — — - cee
= (2n+1)! 31 5 7
®©  _9n 2 4 6
z z % z
Es gilt €* = sinh z + cosh z und e™* = —sinh z 4 cosh z, also
4 —Zz
coshz:i,
2
e% — g~ %
heo & ¢
sinh z 5
:.)\3 : L \5 3 5
sin(iz):iz(léz') +(15Z') :F-":iz+i%+i%+---=isinhz,
: )2 )4 2 4
) iz iz z z
COS(IZ)_l_(zl) _|_(4') :F:1+§+E+:008hz

Insbesondere sind dann

sin(x +1iy) = sinz cos(iy) + coszsin(iy) = sinx coshy +icoszsinhy,

cos(z +1iy) = cosxcos(iy) —sinxsin(iy) = cosx coshy — isinz sinhy.

Des weiteren gilt cosh? z — sinh? z = 1.
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In der nebenstehenden Abbildung sind die Graphen YA
der Hyperbelfunktionen fiir reelle x zu sehen. Der y =coshz
Graph von y = coshx ist eine sogenannte Ketten-

linie. Aber woher kommt eigentlich die Bezeichnung

»2Hyperbel“? Betrachten wir dazu die Bilder einer El-

lipse (links) und einer Hyperbel (rechts):

-
NS

gy

y =sinhzx

Man interessiert sich nun fiir die Parameterdarstellungen dieser beiden, ndmlich

1. fiir die Hyperbel:

a) linker Ast: x = —acosht, y = bsinht,
b) rechter Ast: x = acosht, y =bsinht,

jeweils fiir ¢ € R.

Hierin tauchen die eben besprochenen Funktionen auf.

2. fiir die Ellipse:
x =acost, y=bsint, 0=t 27

Entsprechend kénnte man also die Winkelfunktionen auch Ellipsenfunktionen nennen.
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Funktionengrenzwerte & Stetigkeit

Efleé Poussin

P. Ts®sebyscheff

Aus a, = a(n), n — oo wird nun f(x), x — xo.

4.1 Reelle Funktionen auf reellen Intervallen

Definition 4.1. Seien f: (a,b) — R eine Funktion (Abbildung) und x¢ € (a,b]. Man
sagt, dass f in xg den linksseitigen Grenzwert g_ habe und notiert

flao=0)= lm f@)=g-,
wenn fiir jedes € > 0 ein § = §(xg,€) > 0 existiert mit

‘f(x)—g_|<6 Vaz € (a,b) mit zop — 0 < z < xp.

71
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Ist analog xo € [a,b), so sagt man, f habe in xy den rechtsseitigen Grenzwert g

und schreibt
f(wo+0)= Tim f(z) =gy,

T—xo+

wenn es zu jedem £ > 0 ein 6 = 6(xg,e) > 0 gibt mit

|f(@)—g+| <e  Vae(ab) mitzg <z <z0+0.

z2: —-1l<z<l,

Beispiel 4.1. (1) f: (-1,4) = R, f(z) =<3 r =1,
J—x: 1<z<4
Esgilt f(1-0)=1#2=f(1+0), f(4—-0)=—-1und f(-1+0)=1.

(2) f: RA{0} = R, f() = -

f(0+0) und f(0 — 0) existieren nicht bzw. f(0+ 0) = oo, f(0 —0) = —oc.

(3) f: R\ {0} — R, f(z) = sin%.
f(0 4 0) existiert nicht.

y“ yl

L

/

gy
Ky
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Definition 4.2. Seien f: (a,b) — R und xo € (a,b). Man sagt, dass f in zo den
Grenzwert g habe und schreibt

lim f(z) =g,

T—x0

wenn gilt:

Ve > 036 =6(zo,e) >0 mit |f(x) —g| <eVa € (a,b) mit 0 < |z — x| <.

Satz 4.1. Seien f: (a,b) — R und z9 € (a,b). Der Grenzwert lim f(x) existiert und
T—xQ

ist gleich g genau dann, wenn f(xg—0) und f(xo+0) beide existieren und gleich g sind.

Beweis (nicht vorgetragen). ,=“: Gilt lim f(x) = g, so bedeutet das

Ve>036=0d(zo,e) >0: |f(z) —g| <eVa € (a,b):z € Us(xo) \ {zo}-

Damit gilt insbesondere auch |f(z) — g| < € fiir alle z € (xo — §,20) C Us(zo) \ {0} und
fiir alle x € (zo — d,20) C Us(zo) \ {zo}. Nach Definition 4.1 existieren dann der links-
und rechtsseitige Grenzwert f(xg —0), f(zo + 0), die beide gleich g sind.

,<=“: Gibt es zu beliebigem & > 0 ein § = d(zg,e) > 0 mit ‘f(a;) - g‘ < ¢ fiir jedes
z € (wo — b,w0) C (a,b) und jedes x € (zg,z0 + &) C (a,b), so gilt |f(z) — g| < € auch
fiir alle € Us(xo) \ {zo} C (a,b). Daraus folgt die Behauptung. O

Definition 4.3. Fine Funktion f: (a,b) — R heifit stetig im Punkt g € (a,b), wenn
gilt:
lim f(z) = f(zo).

T—x0

Sie heifit stetig im Intervall (a,b), wenn sie in jedem Punkt aus (a,b) stetig ist.

Mit anderen Worten ist f genau dann in z stetig, wenn der Grenzwert lim f(x) existiert
T—x0

und gleich dem Funktionswert f(xg) ist. Anschaulich bedeutet die Stetigkeit von f in
(a,b), dass man den Graphen von f in (a,b) zeichnen kann, ohne den Stift absetzen zu
miissen.
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Beispiel 4.2. (1) Die unten abgebildete Funktion f: (a,b) — R ist in o nicht stetig,
da lim f(x) nicht existiert. In allen anderen Punkten aus (a,b) ist f stetig.
T—T0
(2) Die Funktion g¢: (a,b) — R aus der unteren Abbildung ist in xo nicht stetig, da
lim g(z) zwar existiert, aber von g(zg) verschieden ist.

T—X0

2. <0
x* x=0,, . :
o ~ st in zg = 0 unstetig, da h(0+0)
sin2: x>0,

nicht existiert. In allen anderen Punkten ist h stetig.

(3) Die Funktion h: R — R, h(x) =

yt yt yh
f \

I —
[l T
a 2o

]
1
b a zo b7

Unstetigkeitsstellen werden wie folgt klassifiziert:

1. Hebbare Unstetigkeiten: Es gilt f(xq — 0) = f(xo + 0) # f(x0). Andert man
f(x0), kann man Stetigkeit von f in z( erreichen.

2. Unstetigkeiten 1. Art (Spriinge): f(zo — 0) und f(zo + 0) existieren, sind aber
verschieden.

3. Unstetigkeiten 2. Art: f(zo — 0) oder f(zo + 0) existiert nicht.

Beispiel 4.3. Die DIRICHLET!-Funktion

1: zeq,

x: R — R, X(:z:)::{o: reR\Q

ist in jedem Punkt xzg € R unstetig, da weder x(xg — 0) noch x(xg + 0) existieren.
Betrachtet man andererseits eine modifizierte Form der DIRICHLET-Funktion

'Peter Gustav Lejeune DIRICHLET (1805 - 1859), deutscher Mathematiker. Arbeitete vorwiegend auf
den Gebieten Analysis und Zahlentheorie. Machte erstmals 1825 auf sich aufmerksam, als er mit
Adrien-Marie LEGENDRE die FERMATsche Vermutung fiir n = 5 bewies. Trat 1855 in Gottingen als
Nachfolger von GAUSS die Professur fiir hohere Mathematik an.
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so ist diese nur im Punkt zg = 0 stetig und fiir jedes x # o unstetig. Auf diese Weise
kann man Funktionen mit einer beliebigen Anzahl von Stetigkeitsstellen konstruieren.

Satz 4.2. Seien f,g: I := (a,b) — R und xg € I. Sind f und g in xq stetig, so gilt dies
auch fir f +g, f-g und S (falls g(zo) # O).
g

Beweis (nicht vorgetragen). Sei {z,} eine Folge aus I mit lim z, = x¢. Da f und ¢ in
n—oo

xg € I stetig sind, gilt lim f(x,) = f(xo) und lim g(x,) = g(x¢). Gemif den Regeln
n—oo n—oo
fiir Folgengrenzwerte (Kapitel 2, Abschnitt 3) gilt dann

i (7 £.0)(en) = (/£ 9)(aw), tim () = (7 9)Cao), tim (1)) = (L) oo
woraus die Behauptung folgt. O

Korollar 4.1 (zu Satz 4.2). Polynome sind dberall stetig. Rationale Funktionen sind
tberall dort stetig, wo ihr Nenner nicht verschwindet.

Beweis. fo(z) = a (a € R) ist stetig, fi(x) = x ist stetig. Satz 4.2 liefert dann die
Stetigkeit von hy(z) = ax, ho(z) = bxx, ho(z) = ax + bz x usw. O

Satz 4.3. Die Summe einer Potenzreihe ist im Inneren ihres Konvergenzintervalls stetig.

o0
Beweis. Sei f(x) = > a,z™ absolut konvergent fiir
n=0 p
|T

x € (—R,R) und sei z9 € (—R,R) beliebig. Wir — %
—R —x¢ 0 |zo

wollen zeigen, dass f in x( stetig ist. Es existiert ein R
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p mit |xo| < p < R. Wir haben

9 ) [e's)
Y an (@ —ap)| £ lan| 2" — 25| = |an| 2" — xf
n=0 n=0 n=1

oo
Z lan| |z — xo| |zt + 2" 2 2o+ - + 1;6“1
n=1

|[f(@) = f(=o)| =

*

oo
= |z — x| Z |ap| |2 4+ 2" 2 xg + - - - —}-x871|
n=1

oo
< |z — ol Y lan| (21" + a2 |zol + - + || ")

n=1

n Summanden

a® —b"

=a" P4 a2+ @32 + ... 4 b* L Multipliziert

a
man die rechte Seite dieser Gleichung mit a — b, erhélt man

unter Verwendung von :

(a—b) (an71+anf2b+an73b2+”__i_bnfl)
=a+a" ' b+a" 2V - Fab" = b =P "
=a" —b".

Ist nun |z —zo| < o mit hinreichend kleinem 8y > 0, so ist |z| < p (2. B. fiir dg = p—|zo|).
Dann erhalten wir

|f(z) = fzo)| £ |z — 2o Z lan|np" ™t £ M|z — 20|

n=1

=M

~ o
mit M < oo, da fiir den Konvergenzradius R von Y. |a,|n p" ! gilt

n=1
~ 1 1 1
limsup {/|ap|n  limsup({/|an| ¢/n)  limsup {/|an|
n—oo n—oo n—oo
Also ist | f(x) — f(wo)| < e, falls nur |z — 20| < & := min(do, ) gilt. O

Daraus folgt unmittelbar, dass e”, sinz, cos x, sinh x, cosh x auf ganz R stetig sind.

Satz 4.4. Seien f: (a,b) — (¢,d) und g: (¢,d) — R zwei Funktionen. Sind f in xo und
g in f(xo) stetig, so ist auch go f in xy stetig.
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Beweis. Zu beliebig vorgegebenem & > 0 haben wir ‘g(f(x)) —g(f(a:o))} < ¢ fiir ‘f(x) —
f(@o)| < &, da gin f(zo) stetig ist. Weil f in zg stetig ist, gilt |f(z) — f(zo)| < &' fiir
|z — x0| < 4, also ist

l9(f(@)) — g(f(z0))| <& fiir |z — xo| <0,
d.h. go f ist in x( stetig. U
Demnach sind auch e_ﬂ’?Q7 sine”, etc. auf ganz R stetig.

Bemerkung (e-9-Definition der Stetigkeit). Eine Funktion f: I — R ist genau dann
im Punkt xg € I stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 so gibt, dass

|f(@) = f(wo)| < e Veel:|x—xg <d
gilt.

Beweis. ,=“: Sei f in x¢ € I stetig, d.h. es gilt lim f(x) = f(x¢) (%). Annahme: Es
T—x0

gibt ein € > 0, so dass es kein > 0 mit | f(z) — f(zo)| < € fiir alle 2 € I mit |z — x| < 0
gibt. Zu jedem ¢ > 0 existiert dann ein 2’ € I mit |2/ — x| < 6, aber |f(2') — f(20)| Z &.
Wegen () gibt es nun eine Folge z,, in I mit

‘xn _370| < % und ‘f(xn) - f(xO)‘ i .

Dann ist lim x, = z¢ und, da f in z( stetig ist, auch lim f(z,) = f(x¢). Letzteres
n—oo n—oo

steht aber im Widerspruch zur Annahme |f(z,) — f(zo)| = € fiir jedes n € IN.

.= Seien e, > 0mit | f(z)— f(wo)| < € fiir alle z € I mit |z—wo| < J. Fiir jede Folge z,

aus I mit z,, — xo gibt esein N € R mit |x,—x¢| < ¢ fiir alle n = N. Nach Voraussetzung

ist dann | f(zn)— f(z0)| < € fiirallen = N, also gilt lim f(z,) = lim f(z) = f(zg). O
n—o00 T—T0
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4.2 Zwischenwertsatz

Definition 4.4. Eine Funktion f: [a,b] — R heifit stetig auf [a,b], wenn sie in (a,b)
stetig ist und auferdem f(a+ 0) = f(a) sowie f(b—0) = f(b) gilt.

Beispiel 4.4. Die dargestellten Funktionen f, g und h sind in (a,b) stetig, aber auf
[a, b] unstetig.

yk
‘ ’/ \\\
yt | f yt | | ”’
Y
° \ )’ ’u /
‘ ‘ / I\ /\
t | —— b | il
a b €T a ¥ Y ?
T
p 3

Definition 4.5. FEine Funktion f: [a,b] — R heifit beschrinkt, wenn ein M € R
existiert mit ‘f(az)! < M fir alle x € [a,b].

So sind beispielsweise die Funktionen g und h aus Beispiel 4.4 beschrénkt; f ist unbe-

schrankt.

Satz 4.5 (WEIERSTRASS). Ist f: [a,b] — R auf [a,b] stetig, so ist f beschrinkt und die
Menge {f([a, b])} besitzt ein Minimum und ein Maximum, d. h. es existieren p,q € [a, b]

mit
f) = f@) = flg) Vz€lab]

Beweis. a) Wir nehmen an, dass f nicht beschrénkt ist. Zu jedem n € IN gibt es dann
ein p, € [a,b] mit |f(zn)| > n. Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS gibt es
eine Teilfolge {zn, } von {z,} und ein g € R mit z,, — z¢ (denn infolge z,, € [a,b]
fiir jedes n € IN ist {x,} beschréinkt). Aus a £ x, £ b folgt z¢ € [a,b]. Da f stetig
ist, ergibt sich f(zn,) — f(w0), was wegen |f(zn,)| > ni aber nicht méglich ist —
Widerspruch. Die Menge f ([a, b}) ist also doch beschrinkt.
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b) Wir zeigen jetzt, dass { f([a, b])} auch abgeschlossen ist. Sei dazu yg ein Hiufungs-
punkt von { f ([a, b])} Dann gibt es Punkte x,, € [a,b] mit f(z,) — yo. Erneut ergibt
sich nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS die Existenz einer konvergenten
Teilfolge von {z,}, d.h. z,, — x¢ mit 2 € [a,b]. Da f in x( stetig ist, erhalten wir
f(zn,) — f(xo). Dies ergibt yo = f(x0), da der Limes einer Folge im Existenzfall
eindeutig bestimmt ist. Damit ist yg € {f([a, b]) }

Offensichtlich gilt {f([a, b])} # &. Nach Satz 2.12 besitzt {f([a, b})} als beschrinkte,
abgeschlossene und nichtleere Menge ein Minimum und ein Maximum. O

Satz 4.6 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R auf [a,b] stetig und gelte f(a) < 0 und
f(b) > 0. Dann gibt es ein c € (a,b) mit f(c) = 0.

Die Aussage ist intuitiv klar (vgl. nebenstehendes YA

Bild). Der exakte Beweis erfordert aber dennoch et- f

was Geschick.

Beweis. Sei m := %2 die Mitte des Intervalls [a, b). a c b T

Dann ist entweder f(m) = 0 (und wir sind fertig)

oder f hat in den Endpunkten von [a, m] oder [m, b]
verschiedene Vorzeichen (Bild rechts unten):

Waéhle nun das Intervall, indem verschiedene Vorzei- YA
chen auftreten und halbiere es, usw. Damit erhalten fliam)
wir eine Folge [ay,, b,] von Intervallen mit b, —a, — 0

sowie f(a,) < 0 und f(b,) > 0. Nach Satz 2.10 % | —
C/c :

(BOLzZANO-WEIERSTRASS) besitzt {a,} eine konver-
gente Teilfolge, etwa {ay, } mit a,, — ¢, wobei c €
[a,b]. Wegen b, — a,, — 0 gilt dann auch b,, — c.
Da f in c stetig ist, ergibt sich

fle)= kli_)m flan,) £0, fle) = klim f(bn,) 20,

also in der Tat f(c) = 0. O

Abwandlung von Satz 4.6. Ist f: [a,b] — R auf [a,b] stetig, so nimmt f jeden Wert
zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis. Dies ist trivial fur f(a) = f(b). Sei nun f(a) < d < f(b), d € R. Wendet man
Satz 4.6 auf die Funktion g(z) := f(z) — d an, folgt die Behauptung. O
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4.3 Umkehrfunktionen elementarer Funktionen

Definition 4.6. Sei I C R ein offenes, halboffenes oder abgeschlossenes Intervall. Eine
Funktion f: I — R heifit

monoton wachsend flz) = fy)
streng monoton wachsend falls f(z) < fy)
monoton fallend ’ f(z) =2 f(y)
streng monoton fallend f(z) > f(y)

fir alle x,y € I mit x <y gilt.

Beispiel 4.5. (1) Die Funktion p: R — R,

r — 2, ist auf (—o00,0] streng mono-

Y ton fallend und auf [0,00) streng mono-
ton wachsend.

(2) Die Funktion p: R — R, x +— 23, ist auf
ganz R streng monoton wachsend.

8y

(3) Die Funktion aus Abbildung links ist mo-
noton wachsend, aber nicht streng mono-
ton wachsend.

Satz 4.7. Sei f: [a,b] — R auf [a,b] stetig und streng monoton wachsend. Dann ist
[ la,b] — [f(a), f(b)] bijektiv und die Umkehrfunktion f~: [f(a), f(b)] — [a,b] ist auf
[f(a), f(b)] stetig und streng monoton wachsend.

Analoges gilt auch fiir eine auf [a, b] stetige Funk-
tion f: [a,b] — R, die streng monoton fallt.

monotonen Wachstum. Die Surjektivitdat von f
folgt aus der Stetigkeit auf [a,b] und dem Zwi-
1 ¥ 1 schenwertsatz. Dass die Umkehrfunktion f1
a f (c;)xb f (b)x streng monoton wéchst, ist offensichtlich. Von der
Stetigkeit von f~! auf [f(a), f(b)] iiberzeuge man
sich selbst. O

f(®)
b1 // y=f""(z) Beweis. Die Injektivitit von f folgt aus dem streng
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Wir betrachten jetzt die Exponentialfunktion exp: R — (0,00), = + €®. Die Stetigkeit
von exp ist uns bereits bekannt. Thr streng monotones Wachstum folgt fiir x,y € R mit
T <y aus

xn yn

— <= Vn2l1l=¢e"<ev.

n!  nl
Wendet man Satz 4.7 auf ein beliebiges abgeschlossenes Teilintervall von R an, ergibt sich
die Bijektivitdt von exp und die Existenz einer stetigen und streng monoton wachsenden

Umkehrfunktion exp=!: (0,00) — R.

Definition 4.7. Die Umklehrfunktion der Exponentialfunktion heifit natiirlicher Lo-
garithmus und wird mit log (In oder lognat) bezeichnet.

Wir hatten e* fiir jedes z € C definiert. Wir betrachten logx aber nur fiir x € (0, 00).
Die Ausdehnung auf komplexe Argumente ist Gegenstand der Funktionentheorie.

Der Logarithmus hat folgende Eigenschaften:
xlingo log z = oo, IEH}FO logx = —o0, log1l =0,
loge =1, z=e%8% Vg >0, loge® =x Vz € R.
Insbesondere gilt die Funktionalgleichung

log(xy) =logx + logy Ve,y e R:xz,y > 0.

Beweis. Unter Verwendung der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion bekommen
wir
log(z y) = log(elogz elogy) = log (elogac—Hogy) =logz + logy.
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Wir wissen, was a” fiir a > 0 und = € Q bedeutet:

p
q

a1 = vap, fﬁrngmitpEZ,qE]N.
q

Definition 4.8. Die Exponentialfunktion zur Basis a ist fir a > 0 und z € R
definiert durch

a® = ea:loga.

Yta>1 . e . ..
Wie fiir e kann man zeigen, dass fiir x € Q der

Wert von e*1°8¢ der iibliche Wert von a® ist, d. h.

a% _ e% loga.

Wir vermerken noch a* = (elog“)x. Daraus kann
O<a<l man die Potenzgesetze folgern. Fiir 0 < a < 1
sowie fiir ¢ > 1 kann Satz 4.7 angewandt werden.
Das macht folgende Definition sinnvoll:

Ky

Definition 4.9. Die Umkehrfunktion von exp,: R — (0,00), x +— a*, fiir0 < a < 1 oder
a > 1, heifit Logarithmus zur Basis a und wird mit log, x (oder *log ) bezeichnet.

Wichtige Fille sind a € {2,e,10}. Man setzt
ld z := logy z, log z := log, x, lgx :=logy .

Es gilt folgende Beziehung fiir den Basiswechsel:

log x

1 = .
08a ¥ loga

Daher reicht es, sich auf Logarithmen zur Basis e zu beschranken.

Beweis. Wir haben

&= al%%a® = elo8aTlose s 1500 — Jog_ 1z - loga.

Wir betrachten nun noch Winkel- und Hyperbelfunktionen.
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Satz 4.8. Die Funktion sin: [—g, 5| — [-1,1], x > sinz, ist stetig und streng monoton
wachsend. Die Funktion cos: [0,7] — [—1,1], x — cosx, ist stetig und streng monoton
fallend.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Die Sétze 4.7 und 4.8 ermdglichen folgende Definition:

Definition 4.10. Die Umkehrfunktion von sin: [—5,%] — [~1,1] bzw. cos: [0,7] —

[—1,1] heiffen Arkussinus bzw. Arkuskosinus und werden mit arcsinz bzw. arccos
bezeichnet.

Yy = arccosx

Y

(SE
|
—_
p— 4
8

y = arcsinx

Wie man leicht zeigt, sind die Bedingungen von Satz 4.7 auch fiir die Tangens-Funktion
erfiillt.

Definition 4.11. Die Umkehrfunktion von tan: (—%,
Arkustangens und wird mit arctan x bezeichnet.

ol

) — (—00,00), x +— tanx, heift
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Die Arkustangens-Funktion ist sehr beliebt, denn man kann mit ihr z. B. das Intervall
(—o00,00) auf beliebige andere offene Intervalle bijektiv abbilden.

yl

wol3

y = arctanx

wola

Analoge Uberlegungen zu den Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen sparen wir
uns.

Definition 4.12. Die Umkehrfunktion von sinh: (—oo,00) — (—o00,00), = + sinhz,
heifit Areahyperbelsinus und wird mit arsinh x bezeichnet. Die Umkehrfunktion von
cosh: [0,00) — [1,00), z + coshz, wird Areahyperbelkosinus genannt und mit
arcosh x bezeichnet.

y = arsinhx

y1 y = arcosh x

Sy

Woher kommen nun die Bezeichungen Arkus (lat. Bogen) und Area (lat. Fléche)?
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(cost,sint)

af (cosht,sinht)

Sy

1 T

Betrachten wir dafiir zunéchst die Parameterdarstellung x = cost, y = sint, t € [0, 27),
des Einheitskreises 22 + y? = 1. Darin ist ¢ der Winkel in der Abbildung (oben links),
welcher ausgedriickt im Bogenmafl gleich der Linge des griinen Bogens ist.

Die Einheitshyperbel hat die Gleichung 22 — y? = 1. Fiir ihren rechten Ast gilt mithin
= /14 y? und dessen Parameterdarstellung lautet * = cosht, y = sinht, t € R.
Man kann zeigen, dass t = 2F gilt, wobei F' die eingezeichnete Fliche (Abbildung oben
rechts) meint.
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4.4 Asymptotische Formeln

Wir wissen schon, was lim f(x) = g fiir g, ¢ € R bedeutet. Dies wollen wir jetzt auf
T—x0

die Fille ausdehnen, in denen zg oder g unendlich ist.

Definition 4.13. Wir schreiben

1.xli_>120f(x):g,g€R :<:>V€>OEIMEIR:‘f(x)—g|<£Vx>M,

2 E@wf(w):g,geﬂ :(:)V5>OEIME]R:‘f(x)—g’<er<M,
3thf(ac)=oo =Va>03IMeR: f(z) >aVe>M,

4 T i) = —ss .sVa<0IMER: f(z) <aV¥z> M,

513;101 flx) =00 =Va>03IMeR: f(z) >aVr < M,
6w£g1mf($):—w =Va<03IMeR: f(z)<aVz <M,

7 xli_)moj”(x)zoo, zw€ER = Va>035>0: f(z) >a Vo € Us(xo) \ {z0},
8 :li_)nEZf(a:)z—oo, o ER:&Va<035>0: f(z) <aVxzy € Us(xo) \ {z0}-

Definition 4.14. Mit R := R U {—o00, 00} bezeichnen wir die sogenannte Zweipunkt-
kompaktifizierung von R.

Fiir o € R ist eine punktierte Umgebung U§($0) eine Menge der Form
(xo — 0,20) U (z0, o + 9), falls 9 € R,
(M, ), M € R, falls zp = oo,
(=00, M), M € R, falls g = —oc0.

Definition 4.15 (LANDAU2-Symbole). Sei x € R und seien f und g zwei reellwertige
Funktionen, die in einer punktierten Umgebung U(xo) definiert sind. Sei weiter g(z) # 0
fir alle x € U(xp). Dann schreibt man

1. f(z) =0(g(z)) (z — mo) und sagt ,f(z) ist ein GroB-O von g(z)*, falls es eine
Konstante C' > 0 gibt mit

’g@) <C  VoeUl),
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2. f(z) =0(9(z)) (x — z0) und sagt ,.f(z) ist ein Klein-O von g(z)*, falls gilt:
im M =
o glo) ="

3. f(z) ~ g(x) oder f(z) < g(x) (x — x0) und sagt ,f(x) und g(z) sind asympto-
tisch von gleicher Ordnung*, falls es Konstanten ¢, C > 0 gibt mit

e

=@ <C Ve U(x),

4. f(x) ~g(x) (x — z9) und sagt ,f(x) und g(x) sind asymptotisch gleich“, falls

gilt:
i 7).
z—zo g()

5. f(z) = h(z) +0(g(x)) (z — z0) bzw. f(z) = h(z) +0(g(x)) (x — x0), falls h eine
weitere in U(zg) definierte Funktion ist mit

f(@) ~ h(z) =O(g(@)) (& — z0) baw. f(z) - h(z) = 6(9(z)) (z - 20).

Beispiel 4.6. (1) f(z) = (1) (z — x0) bedeutet einfach, dass f in U(zg) beschriinkt
ist. So gilt etwa

sinz = (1) (x — oo oder  — 0 oder z — 5),
1
5:0(1) (x — oo oder x — 5).

Die Aussagen £ =({1) (z — 0) und (1) = sinz (z — oo) sind falsch (die zweite ist
nicht einmal definiert).

Der Ausdruck e® + ((1) bezeichnet eine Funktion f(z) mit der Eigenschaft, dass
| f(x) — e”| fiir z — x¢ beschrénkt ist.

(2) f(x) =0(1) (x — x0) bedeutet einfach lim f(z) = 0. So gilt beispielsweise

T—x0

sinz =0(1) (x — 0), sinz=2x+0(1) (z — 0), % =0(1) (z — o0).

?Edmund Georg Hermann LANDAU (1877 - 1938), deutscher Mathematiker. Beitriige zur analytischen
Zahlentheorie. Er liebte die mathematisch exakte und strenge Beweisfiihrung ohne Erlduterungen,
was seinen Studenten das Leben oft erschwerte. Er machte die Symbole Ound 4 von Paul BACHMANN
(1837 - 1920) bekannt.
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Die Aussage sinz = 4(1) (x — o0) ist falsch.

(3) O(z™) ist eine Funktion, die wir nicht kennen oder die uns nicht interessiert, von der
wir aber wissen, dass sie nach Division durch z" beschrénkt bleibt. Es gilt z. B.

sinz =0(z) (z — 0 oder z — o0), sinz =0(z?) (z — o),

2n+1 I.2 1,4

sinx .
_*Z 2n—|—1)_1_§+§:‘: -+ —= 1 fiirz — 0.

Damit haben wir sinz ~ z (z — 0) gezeigt.

In der Physik gibt es auch f(x) = g(z) (x — o) im Sinne von , angenihert gleich®.
Diese schwammige Aussage ist in der Mathematik bedeutungslos.
Des weiteren gilt z. B. jeweils fiir x — 0
23
sinz =z +0(z?), sinz=x+0x%), sinz=2-— 5 + ().

Aber sin = O(x2) (z — 0) ist falsch. Der Ausdruck (O{z") macht iiberhaupt nur fiir
z — 0 oder x — +oo Sinn. Denn fiir x — 5 gilt beispielsweise f(z) = O(z") <
f(z) =0(1). Sinnvoll wére aber f(z) =0((z — 5)"). Dann gilt

f(@) =0 = 5) <= f(z) = O((x — 5)%) <= f(2) = O((x — 5)°) —

Je grofler n ist, desto schirfer ist die Aussage.

o
Satz 4.9. Ist f(z) = > anz™ eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius, so gilt
n=0

N
=3 ana" + 0@ (@ - 0).

n=0

Beweis. Ubungsaufgabe.

A O

Fiir # — 400 ist f(z) = 0(a™) eine Abschitzung fiir das Wachstum von f(z),
Cz™ fir alle z > M mit C, M € R. So gilt etwa

f(@)]

ap + a1z + az 2* = 0(2?) (z — 0), a; € R.

Aber ag + a1 x + az 22 = 0(2?) (z — 0) ist falsch.
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Fir z — 0 gilt
Fla) = Oe) = f(x) =0la®) = () = Ola*) = - -
Wir fithren das Beispiel 4.6 fort.
(4) f(z) = U(;) (z — x0) bedeutet |f(z)| < C':Ein fiir alle € U(xp). Dies ist nur

fiir xg = 0 oder oo interessant.

Fiir x — 0 wird die ,,Stérke einer Singularitdt® abgeschétzt:
y A

—_
Ky

Fiir £ — 0 haben wir beispielsweise

f(z) =O“<;> = f(x) :O“<;2> = f(2) :0(3}3) —_ ...

1 1
Fiir z — oo wird das Fallen von f(z) abgeschétzt, etwa ——— = 0 — |. Hierin
z2+5 22

. f(z) = O’(i) — f(x) = o*<$12) — f(x) = 0<;3) —_—

I

(5) f(x) = 0(2™) macht nur fiir z — 0 oder z — 400 Sinn und bedeutet ' .

Fiir x — 0 heifit das, dass f schneller als ™ gegen 0 geht. Z. B. ist fiir z — 0

2

0a®) = 6(x), ¢ =1+a+ 5 +0().
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2
Schérfer ist aber e* =1+ z + % +0(x3).

Fiir x — oo erhalten wir wieder eine Abschitzung fiir das Wachstum. So haben wir
z. B.

loza; =4(z) (r— o0).
Fiir beliebiges € > 0 ist aber die Aussage T o= (z17¢) (z — oo) falsch, denn es
€ ogx
gilt -2 o0

(6) Primzahlsatz. Fiir z € R, z > 0, bezeichnen wir mit 7(z) die Anzahl der Prim-
zahlen < z, z.B. (1) =0, n(2) = 1, n(2,4) = 1, 7(3) = 2.

Y

y = m(z)

DN &
S
(@
Sy

Betrachtet man den Graph von 7 aus grofier Entfernung, siecht man folgendes Bild:

Y y=mn(z) ~Liz
CE
106 ©
T
Der 15-jéhrige GAUSS vermutete 7(z) ~ ] (r — oo0) und TSCHEBYSCHOFF®
ogxT

3Pafnuti Lwowitsch TSCHEBYSCHOFF (1821 - 1894), russischer Mathematiker. Forschte auf den Gebieten
Interpolation, Approximation, Funktionen-, Wahrscheinlichkeits-, Zahlentheorie, Mechanik, Ballistik.
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4.4 Asymptotische Formeln

bewies 7(z) ~ loZa: (x — 0), d.h.

de,C>0: Clozx Sn(z) = Clozx'
Der Primzahlsatz besagt nun w(x) ~ 10256 (x — o0) (1896 von HADAMARD und
DE LA VALLEE PoussiNt). GAuss wiederum zeigte 7(z) ~ Liz := /2 xli; (Li
bezeichnet den sogenannten Integrallogarithmus). Es gilt Liz ~ (x — 00),

woraus mit dem Primzahlsatz m(x) ~ Lix folgt. 08T

Die (bis heute unbewiesene) RIEMANNsche Vermutung besagt

m(z) =Liz +0(Vzlogz) (z — o).

4Charles-Jean Gustave Nicolas Baron DE LA VALLEE PoUSSIN (1866 - 1962), belgischer Mathematiker.

Beitrige zu Differentialgleichungen, Zahlentheorie, Funktionentheorie, Potentialtheorie. Gilt als einer
der Begriinder der linearen Optimierung.
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4.5 Funktionen mehrerer Verdnderlicher (Felder)

Wir haben bisher Funktionen von R
nach R betrachtet. Nun interessieren
uns Funktionen von R™ nach R. Dies
sind sogenannte Skalarfelder, die i.
A. nicht auf ganz R"™, sondern auf
einer Teilmenge F C R", definiert
sind. Wir miissen zunéchst verstehen,
was

lim f(z) =g

r—x0
bedeutet. Dazu stellen wir uns als ers-
tes die Frage, in welchen Punkten xg
dieser Limes iiberhaupt Sinn hat.

Definition 4.16. Die EUKLIDische Norm von = = (z1,...,x,) € R" ist definiert
durch

lzll := /et + - + af.

Der EUKLIDische Abstand zweier Punkte © = (x1,...,2p), y = (Y1,--.,Yn) € R" ist
gegeben durch

d(z,y) ==z -yl =vV@E1—y1)?+ - + (@0 — yn)?

Fiir jede Norm, die man auf dem R” definieren kann
(und damit insbesondere fiir die EUKLIDische Norm),
y gelten folgende Regeln. Seien dabei z,y € R™ und

Yy—z=2x

d(y, z) = ||z a € R:
d(y, z) 1. Positive Definitheit: ||z]] = 0, ||z|| =0 < 2 =0,

\ 2. Linearitit: |az| = |o |z,
3. Dreiecksungleichung: |z + y|| < ||=|| + ||y]|.
z
Fiir den von einer Norm induzierten Abstand folgt
daraus

1.d(z,y) 20,d(z,y) =0z =y,
2. d(z,y) = d(y,z),

3. d(z,y) < d(z, 2) + d(z,y)
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fiir alle x,y, z € R™.

Definition 4.17. Fir ¢ > 0 verstehen wir unter der (offenen) e-Umgebung eines
Punktes xg € R™ die Menge

Ue(wo) := {z € R" : d(z, m0) < €}.

Offene e-Umgebungen sind im R! offene Intervalle der Form (z¢ — €, 79 + €), im R?
Kreise ohne Rand mit dem Mittelpunkt 2o und dem Radius € und im R? entsprechende
Kugeln.

Definition 4.18. Fine Menge E C R"™ heifit offen, wenn E mit jedem ihrer Punkte
auch eine e-Umgebung dieses Punktes enthdlt.
Eine Menge E C R™ heifft abgeschlossen, wenn E° offen ist.

Definition 4.19. Ein Punkt xog € R™ heifst Haufungspunkt einer Menge E C R",
wenn jede e-Umgebung von xo unendlich viele Punkte aus E enthdlt. Die Menge aller
Hiufungspunkte von E bezeichnen wir mit E’.

Die AbschlieBung von E ist definiert durch E := EU E'.

Satz 4.10.

1. Die einzigen Teilmengen des R™, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind, sind
& und R™.

2. FEine Menge E C R"™ ist genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Hdufungs-
punkte enthilt,
E abgeschlossen <= E' C E <= E = E.

3. Die Abschlieffung einer Menge E C R™ ist stets abgeschlossen und die kleinste
abgeschlossene Menge, die E enthdlt.

4. Die Vereinigung beliebig vieler und der Durchschnitt endlich vieler offener Teil-
mengen des R™ sind offen; die Vereinigung endlich vieler und der Durchschnitt
beliebig vieler abgeschlossener Teilmengen des R™ sind abgeschlossen.
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Beweis. 1. Wir nehmen das Gegenteil an, d. h. sei @ # E C R" offen und abgeschlossen.
Wir wahlen nun z; € E sowie x2 € E° und legen
eine Gerade g durch diese Punkte (sieche Abbildung).
Diese Gerade g wird durch die Gleichung x = x1 +
t (g — x1), t € R, beschrieben. Sei ty := sup{t :
x1+t(xg—11) € E} und sei x1 + tg (v — x1) € E.
Da E offen ist, gilt x1 + ¢ (xo —x1) € E fiir alle ¢t aus
einer Umgebung von ty3. Das steht im Widerspruch
dazu, dass tg das Supremum all dieser ¢ ist. Folglich ist x1 + to (zo — z1) € E°. Da E¢
offen ist, liegen die Punkte x1 + ¢ (z2 — 1) in E° fiir alle ¢ aus einer Umgebung von ¢y,
was wieder im Widerspruch dazu steht, dass ¢y das Supremum ist.

4. ist trivial: Seien E; C R™ offen (i € I mit beliebiger Indexmenge I) und sei z € |J E;.
iel
Dann existiert ein ig € I mit x € E;,. Da E;, offen ist, gibt es ein € > 0 mit U (z¢) C E;,,
und damit U (z9) C |J Ei.
el
m
Seien Fy,...,E, C R"™ offen und sei x € () E;. Dann gilt z € E; fiir alle ¢ mit 1 <
i=1
i < m, und somit U, (z) C E;. Fiir € := min(ey,...,en) gilt U-(x) C E; fiir alle i, also
m
Us(z) C N Ei.
i=1
Die Aussage fiir abgeschlossene Mengen F; C R™ beweist man analog.

Die Aussagen 2. und 3. zeigt man wie im R!. O

Definition 4.20. Seien f: (E C R") — R! eine Funktion und xo € E'. Man sagt, dass
f in xg den Grenzwert g hat und schreibt

lim flxi,...,xn) =g oder kurz lim f(z)=g,

(®1,0,2n)—(29,...,29) T—x0
wenn fir jedes 6 > 0 ein € > 0 existiert mit

|f(@)—g|<d VzeE:0<|lz—ml <e.
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Y

Beispiel 4.7. (1) Seien f: E — RY, f(z,y) = 2% +
1
a:sin; +4,und E = {(z,y) € R? : y # 0}. Es
gilt (0,0) € E/ und

1
lim <x2+xsin+4> =4,
(z,y)—(0,0) Y

—& g x
denn es ist ’(x2+xsin%+4)—4‘ < |+ |z < 4, \/
falls |z| < € := min(%, 1) gilt. Diese Bedingung

erfillen alle (x,y) € E, die in der Abbildung
gelb eingefirbt sind, und damit erst recht alle
(r,y) € E mit 2% + y? < £2.

(2) Esseien f: E — R, f(z,y) =
Der Grenzwert

e und E = R?\ {(0,0)}. Es gilt (0,0) € E'.

. 1
hm ORI
(z,y)—(0,0) T + ¥

existiert nicht bzw. ist co.
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(3) Wir betrachten die Funktion f: E — R!,
- Y : _ R2 5

Wieder gilt (0,0) € E’. Wir haben die Ab-
2., .2
YA Ay

schitzung |z y| < . Daher ist f eine be-

Weg 2 schriankte Funktion:

}f(xay)‘éé V(z,y) € E.

Die Funktion f hat keinen Limes fiir (z,y) —
Wegl /& 7 (0,0). Um dies zu zeigen, gehen wir vom Ge-
genteil aus; sei also g dieser Grenzwert. Dann
existiert ein € > 0 mit

Ty 1 .
——— —g| < — V(x,y) € U((0,0)).
Wandern wir in den Punkt (0, 0) lings des Weges
l,z=t, y=0firt— 0+ 0, so gilt

Ty t-0

2 +y? 2402 7

A
—-05 —-04 y 0.4 0.5
d.h. |g| < 1&5- Wandern wir andererseits entlang

des Weges 2, z = t,y = t,t — 040, in den Punkt

—0.4 0.4
\ / (0,0) hinein, ergibt sich
0 >
x
0.4 —0.4

/s
70

Hohenlinienbild von f

2+y2 242 2

d. h. ‘% — g‘ < 1—(1)0. Wir erhalten somit

9€ (=50 70) N (5~ 7003 + 100) = 2

also einen Widerspruch zur Annahme.

Definition 4.21. Seien f: (E C R") — R! eine Funktion und xo € R™ ein Punkt mit
Us(xzo) C E. Sei des weiteren £ € R™\ {0}. Man sagt, dass f einen Grenzwert aus

SEin gelungenes Schaubild dieser Funktion findet man z. B. in Analysis 2 von K. Konigsberger auf S. 15.
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Richtung ¢ besitzt, wenn

Jim  fzo+16) =t g

existiert. Die Zahl g heifit dann der Grenzwert aus Richtung £.

Die Funktion aus Beispiel 4.7 (3) besitzt in ¢
zo = (0,0) Grenzwerte aus allen Richtun-

gen. Sie zeigt aber anschaulich, dass aus

der bloflen Existenz der Richtungsgrenzwer-

te nicht die Existenz des Grenzwertes folgt.

Die Umkehrung stimmt aber:

Satz 4.11. Seien f: (E C R") — R! eine Funktion, o € R ein Punkt und U.(z) C E.
Dann folgt aus lim f(x) = g, g € R, dass in xo die Grenzwerte aus allen Richtungen
xr—x0

existieren und gleich g sind.

Beweis. Ubungsaufgabe.

Beispiel 4.8. Wir betrachten die Funktion f: R? —
1 1: y=2a?
RY, f(z,y) =
0: sonst.

Umgebung von zg = (0,0) die Werte 0 und 1 ange-
nommen werden, hat f in xg keinen Grezwert. Jeder
Richtungsgrenzwert ist aber 0.

" Da in jeder beliebigen




4 Funktionengrenzwerte & Stetigkeit 98

Definition 4.22. Sei f: E — R! mit E = {(:E,y) ER2:0<|z—a0| <@, 0<
ly — yo| < B}, o, B> 0, eine Funktion.

yo + B
(330,3/0)
Yo
yo — B
o — @ :L-O xo + o

Man sagt, dass der iterierte Grenzwert

lim lim f(z)
Yy—yo T—x0
existiert und gleich g ist, wenn fir jedes y mit 0 < |y — yo| < B der Grenzwert ¢(y) :=
lim f(z,y) existiert und lim ¢(y) = g gilt.
Y—Yo

T—x0

Beispiel 4.9. (1) Es gilt

hmhm@@+mw+5):h%5:5
y—>

y—0x—0

lim lim (22 + 22y +5) = lilr%(:lc2 +5) =5.
r—

z—0y—0

&2 aus Beispiel 4.7 (3). Es gilt

(2) Wir betrachten unseren neuen Freund f(z,y) = — n
T Y

lim lim —2— = lim 0 = 0,
y—0x—02° + Yy y—0

lim lim ;Uiy = lim 0 =0,
z—0y—0 x° + y2 xz—0

d.h. beide iterierte Grenzwerte existieren und sind gleich 0. Allerdings existiert

lim  f(z,y) nicht (siehe Beispiel 4.7 (3)).
(z,y)—(0,0)
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1
(3) Sei f: E— R, f(z,y) = xsin; mit £ = {(z,y) € R? : y # 0}. Hier gilt

1
lim axsin— =0 und lim lim xsin— =0,
(z,y)—(0,0) Y y—02—0 Y

e N .
aber lim lim z sin — existiert nicht.
z—0y—0 Yy

Satz 4.12. Gilt

1. lim f(z,y) =g und
(z.y)—(z0,y0)

2. lim f(z,y) = p(y) fir alley € Ue(yo),

T—T(
so folgt
lim lim f(z,y) = lim ¢(y) =g.
Y—yo T—o Y—Yo
Beweis. Z.B. Fichtenholz I, Nr. 168. (]

Das Beispiel 4.9 (3) zeigt, dass Bedingung 2. aus Satz 4.12 nicht aus Bedingung 1. folgt.

Definition 4.23. Seien f: (E C R™) — R! eine Funktion und zo € ENE'. Die Funktion
f heifit stetig in xo, wenn

lim f(z) = f(zo)

T—T0

gilt. Die Funktion f heifst stetig auf E, wenn f in jedem Punkt xo € ENE' stetig ist.

Beispiel 4.10. (1) Fiir eine endliche Menge E gilt E' = &. Daher ist jede Funktion
auf F stetig.

(2) Die Funktion f: R? — R}, f(z,y) = sin(z y), ist auf ganz R? stetig.

(3) Die Funktionen aus Beispiel 4.7 (1) und (3) sind nur auf R?\ {(0,0)} stetig, egal,
wie sie in (0,0) definiert werden.
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Ky

1: z+y >0,
(4) Die Funktion f: R? — RY, f(z,y) =<0: a24+y=0,
—1: x4y <0,

ist in R?\ {(¢, —t) € R?} stetig.
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4.6 Vektorfelder

Dies sind Abbildungen der Form f: (F C R™) — R™. Im vorangegangenen Abschnitt
war m = 1. Skalarfelder sind also spezielle Vektorfelder.

Definition 4.24. Sei f: (E C R") — R™ eine Abbildung und sei xg € E'. Man sagt,
dass f in xo den Grenzwert g hat und schreibt

lim f(z) =g,

T—XT0

wenn fir jedes 6 > 0 ein € > 0 existiert, so dass gilt

|f(x)—g|| <6 Ve eE:0<|z—ml <e.

Eine Funktion f: (E C R") — R™ hat m Komponenten, d.h.

fl(xl,...,a:n)
folxy,...,x,
flay = | R o)
fm(x1, .. Tp)

Dabei ist jede Komponente eine Abbildung

fi: (ECR") — R}, 1<

IA
3

Trivialerweise gilt:

Satz 4.13. Die Funktion f: (E C R") — R™ hat in z9 € E den Grenzwert a =
(a1,...,a,) € R™ genau dann, wenn jede Komponente fi: (E C R™) — R! in zq den
Grenzwert a;, 1 <1 < m, besitzt.

Definition 4.25. Seien f: (E C R™) — R™ eine Funktion und xy € E N E'. Die
Funktion f heifit stetig in g, wenn

lim f(z) = f(zo)

T—T0

gilt. Sie heifit stetig auf E, wenn sie in jedem Punkt xo € E N E’ stetig ist.
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Mit Satz 4.13 folgt unmittelbar

Satz 4.14. Seien f und xo wie in Satz 4.13. Die Funktion f ist genau dann stetig in
xo, wenn es jede der Komponenten f;, 1 <1 < m, in xq ist.

Veranschaulichung von Vektorfeldern

Wir betrachten nun einige Vektorfelder f: R? — R2. An jeden Punkt (z,y) € R? wird
also ein Vektor f(z,y) € R? ,angeheftet*.

1. Unstetige Vektorfelder:

S ,
S N A ’ ;o
A '\\ I/
~
~N |
—_ = = = — — — — — —ets 5
A AN
NN NN NN N /zlx\\’
NONON NN NN v l VN
NONON N N NN
Dieses Vektorfeld ist auf Alle Vektoren sind
der ,—“-Geraden unstetig. von der Lange 1.

2. Stetige Vektorfelder:

AN I
— s &\/\ /\/%
AT
—_ = — = = — — — e = =
/N
—_ — — — — — —
v N
NN NN NN l

Vektorfelder entstehen z. B. in der Physik. Dort schreibt man aber 7= r = ¢ statt  und
r statt ||z||. Vektorfelder sind dann Funktionen f(r) = f(7) etc.
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Beispiel 4.11. (1) Essei f(r) = (a,t) mit a = (a1,...,a,) und v = (21, ...,2,). Dabei
meint (a,t) das gewohnliche Skalarprodukt:

(a,t) = [|afl [t[| cos ¢

=a1T1 +a2T2+ -+ Qp Ty

A
a
)

Wir erhalten also ein Skalarfeld. Fiir
n = 2 konnen wir es durch nebenste-
hendes Hohenlinienbild darstellen. Die pis
Hohenlinien sind dabei durch ajz; + !
agxo = const gegeben.

(2) Zentralfelder f(t) = g(r). Der Wert f(t) ist also nur vom Abstand r zum Ursprung

M
abhéngig. Z. B. beschreibt g(r) = /sz
r

Gravitationskonstante und m, M die Massen betreffenden Korper). g(r) gibt also

den Betrag der Gravitationskraft an (nicht deren Richtung).

!

ein Gravitationsfeld (dabei bedeuten + die

3

(V)
Q
—

=
~

Die Gravitationskraft selbst wird beschrieben durch f(t) = —ym M ' Dann ist
r r
£ = 7m M5 = g(r).
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(3)

¥
I's
X
R
[ 3

In Koordinaten:

£(e) = ym M ym M ym M
v)=|— 5T, — 5 Y — 52| -
(22 +y? + 22)2 (22 +y? + 22)2 (22 4+ y2 + 22)2

Die Bewegung eines Planeten um die Sonne wird dann durch die Differentialglei-
chung mt = f(r) mit den Anfangsbedingungen t(0) = v und t(0) = ¥y beschrieben.

Betrachte das Vektorprodukt f: R?* — R3, f(t) = a x t. Es hat folgende Eigen-
schaften:

a
. (i) a x v steht senkrecht auf v und a,
— (ii) seine Lénge entspricht dem Wert der Fldche des
von a und t aufgespannten Parallelogramms,
o (iii) ,,Rechte-Hand-Regel“ (siehe Abbildung).
axet
In Koordinaten:
A
axtv=|ay a2 asg :(agxg—agxg,agxl—alxg,alxg—agxl)
Ty T2 X3

fir a = (a1, a2,a3) und v = (ry,r2,73).

Die Abbildung f: R? — R?, v — a x vt mit a L R?, d.h. a L v fiir alle v € R?, wirkt
wie folgt:
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taXxr

£\

R2 (von oben betrachtet)

Vektorfelder sind oft nicht im gesamten R”, sondern nut auf ,,diinnen* Teilmengen er-
klart:

AN /

N,

Ein Satz aus dem Kuriositéitenkabinett:
Satz 4.15 (Igelsatz). Sei 8% := {(z,y,2) € R? : 2? + y? + 22 = 1} C R3. Es gibt kein
stetiges Vektorfeld f: $% — R3 mit

|f@)|l=1, (f(),x)=0 Vres
Mit anderen Worten: Ein Igel ldsst sich nicht ohne Glatzenpunkt kdmmen.

Satz 4.16. Sei f: R™ — R™ eine Abbildung. Dann gilt:

1. Die Abbildung f ist genau dann auf ganz R™ stetig, wenn das Urbild jeder offenen
Menge offen ist.

2. Ist f stetig und ist E C R™ eine abgeschlossene und beschrinkte Menge, so ist
f(E) C R™ abgeschlossen und beschrinkt.
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Beweis. 1. ,=“: Seien V.C R™ und zo € f~1(V). Dann ist f(x9) € V und da V offen
ist, gibt es ein & > 0 mit U.(f(z9)) C V. Wegen der Stetigkeit von f in z¢ existiert
ein 6 > 0 mit f(Us(zo)) C Us(f(z0)), woraus Us(zo) C f~1(U(f(z0))) € f7HV)
folgt. Also ist f~1(V) offen.

»<="“: Sei g € R™ und betrachte U, ( f (:no)) zu gegebenem ¢ > 0. Nach Voraussetzung
sind Uz (f(z0)) und f~1(U-(f(20))) offen. Es gilt zg € f~1(U:(f(x0))), weswegen
ein § > 0 mit Us(zo) C f~1(U=(f(x0))) existiert. Dies liefert f(Us(zo)) C Us(f(w0)),
d.h. f ist in x( stetig.

2. Wir nehmen die Unbeschréinktheit von f(E) an. Dann gibt es 2, € E mit || f(xy,)|| >
n. Da E abgeschlossen und beschrénkt ist, existiert ein € E mit x,, — = (nach Satz
2.10, BOoLZANO-WEIERSTRASS). Aus der Stetigkeit von f ergibt sich f(z,,) — f(z),
was wegen H f (azn)H — 00 aber unméglich ist. Also ist f(E) doch beschrinkt.

Wir zeigen noch, dass f(E) abgeschlossen ist. Sei hierzu y, = f(x,) € f(E) und
yn — y fiir alle n 2 1. Wir miissen y € f(F) zeigen. Wieder nach Satz 2.10 besitzt
{z,,} eine konvergente Teilfolge {xy, } mit x,, — x. Aus der Stetigkeit von f ergibt
sich also f(xn,) — f(x). Wegen yp, = f(zn,) — y folgt y = f(z), d.h. y € f(E).

O

Ist f stetig, so werden nicht notwendigerweise offene Mengen in offene und abgeschlos-
sene Mengen in abgeschlossene iiberfiihrt. So bildet etwa die Kosinusfunktion das offene

Intervall (37”, %’r) auf das abgeschlossene Intervall [—1, 1] ab; die Arkustangensfunktion
bildet die abgeschlossene Menge R auf das offene Intervall (—g, g) ab.

Korollar 4.2 (zu Satz 4.16, WEIERSTRASS fiir Skalarfelder). Ist f: R" — R! stetig und
ist E C R™ eine nichtleere, abgeschlossene und beschrdinkte Menge, so besitzt f auf E
ein Maximum und ein Minimum.

Beweis. Nach Satz 4.16.2 ist f(E) nichtleer, abgeschlossen und beschrinkt im R!. Dass
solche Mengen ein Maximum und Minimum haben, wissen wir aus Satz 4.5. 0

Satz 4.16 gilt auch fiir Abbildungen f: X — Y zwischen metrischen (und sogar zwischen
topologischen) Rdumen. Statt Abgeschlossen- und Beschrinktheit muss man dann aber
Kompaktheit fordern.
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5.1 Lineare Abbildungen

Eine Abbildung A: R™ — R™ heifit linear oder auch linearer Operator, wenn fiir alle
z,y € R" und a € R

Alx+y)=Ax+ Ay, Alazr)=aAx

gilt. Bezeichnet F = {ej,...,e,} eine Basis im R", so lisst sich jedes x € R"™ in der
Form z =z1e1 4+ -+ xp e, mit z1,...,x, € R schreiben. Die Zahlen x1, ..., x, heiflen
Koordinaten von x beziiglich der Basis . Wir setzen

1
[Zlg=1| |,
Tn

d.h. [z]g ist die aus den Koordinaten gebildete Spalte. Die Basis E mit
e1 =(1,0,0,...,0), e2 =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,0,...,0,1)

heiit Standardbasis von R". Die Koordinaten von x € R"™ in der Standardbasis sind
gerade die Komponenten von z, d. h.

z1
[(xl cee 71'71)] {e1,en} =
In
Seien nun A: R™ — R™ eine lineare Abbildung, F = {ey,...,e,} eine Basis im R" und
F = {fi1,..., fm} eine Basis im R™. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Matrix,

die wir mit [A]g r bezeichnen und Matrixdarstellung von A in den Basen E und F'
nennen, so dass

[Aﬁ]F:[A]E,F [SU]E Vo eR"

gilt. Mit anderen Worten: Sind x1,...,x, die Koordinaten von x in der Basis F und
Y, - - -, Ym die Koordinaten von A x in der Basis F, so gilt
hn aip - Qin 1 aip 0 Qip
= : P | mit [Aler =
Ym m1 "+ Omn Tn Gml *°° Amn

Merkregel: Die j-te Spalte von [A]g i besteht aus den Koordinaten von Ae; in der Basis
F.

Ist m = n, so wihlt man i. A. E = F. Fiir verschiedene Basen F und E’ gilt dann

[Alg e =C-[Alpg-C (5.1)
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mit einer invertierbaren Matrix C'.

Eine lineare Abbildung A: R™ — R"™ heifit invertierbar, wenn sie bijektiv ist. Die
Determinante det A die definiert als det[A]g g, wobei E eine beliebige Basis des R
ist. Wegen (5.1) hingt det A nicht von der konkreten Basiswahl ab. Es gilt

A ist invertierbar <= det[A]g g # 0.
Fiir jede lineare Abbildung A: R™ — R™ gibt es eine Konstante M mit
JAz| £ Mz|  VoeR", (5.2)
z. B. gilt

2

aiy 0 Qlp T a1 x1+ -+ a1 Ty

R

1Az

Gm1 - Gmn In Am1 X1+ -+ Qmn Tp

= (an @14+ amn@n)® + -+ (@ T+ + A )

*
S (afy - ady) (@ b an) e (e ag) (2T an)

_ 2 2
—E agj- (#1 + -+ ay),
ij=1
=[|x[|?
=:M?2

unter Verwendung der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung (3~ a; a:i)2 <Saiy.
an der Stelle . Also gilt

|Az|? £ M?|z|® mit M :=

4,j=1

Man nennt M die FROBENTIUS!'-Norm von A. Das Infimum aller M, fiir die die Un-
gleichung (5.2) gilt, wird mit ||A|| bezeichnet und Norm (oder Spektralnorm) von A
genannt. Wir haben also

[Az| = Al [l V2 eR"
Fiir eine lineare Abbildung A: R" — R” gilt
A ist invertierbar <= 3m € (0,00) : m ||z|| < ||[Az| Vo € R™.

Mit £(R™,R™) bezeichnen wir die Menge aller linearen Abbildungen von R™ nach R™.
Zur Abkiirzung setzen wir L(R") := L(R",R").

!Ferdinand Georg FROBENIUS (1849 - 1917), deutscher Mathematiker. Sein Werk ist der Theorie der
Gruppen und ihrer Darstellungstheorie gewidmet. Er wurde 1874 zum auflerordentlichen Professor
berufen, ohne promoviert zu haben.
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5.2 Die Ableitung

Die Idee der Differentialrechnung ist die Linearisierung: Eine nichtlineare Abbildung
f: R™ — R™ soll in der Umgebung eines Punktes a € R™ moglichst gut durch eine
lineare Abbildung A: R™ — R ersetzt werden.

Seien G C R" eine offene Menge, f: G — R eine Funktion und a € G ein Punkt. Fiir
h € R™ mit hinreichend kleinem ||| ist dann auch a + h € G. Damit gilt

fla+h) = fa)+Ba(h) und ||Ba(h)]| — O fiir ] — 0
genau dann, wenn f in a stetig ist — mit anderen Worten:
fla+h)— f(a) =0(1) (h — 0) < f ist stetig in a.

In der Differentialrechnung geht es nun darum, dieses 4(1) zu prézisieren.

Definition 5.1. Seien G C R" offen, f: G — R™ und a € G. Die Funktion f heifit
differenzierbar in a, falls es eine lineare Abbildung A € L(R™,R™) so gibt, dass gilt:

fla+h)=fa)+ Ah+aq(h) mit ||aa(h)|| =o(IA]) (A — 0).

Man schreibt oft aq(h) = o(||h]) (h — 0) statt ||aa(h)|| = o(|Al) (2] — 0). In
Zukunft werden wir selbst (h — 0) weglassen. Wir haben also

aa(h) = o (|[hl]) (h—0) <=

Satz 5.1. Ist f: (G C R™) — R™ in a differenzierbar, so ist die lineare Abbildung A
aus Definition 5.1 eindeutig bestimmit.

Beweis. Angenommen, es gibt zwei derartige Abbildungen A, B mit Ah + U(Hh”) =
Bh+0(||h]). Fir C := A — B gilt dann auch C'h = 4(]|||). Wihlt man Basen in R"
und R™, so kénnen wir Matrizen statt der linearen Abbildungen betrachten. Seien also

c11 -+ Cip hi
C=1 : : und h =

Cml *° Cmn I,
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Withle speziell h = (0,...,0,¢,0...,0)" mit ¢ € R an j-ter Stelle. Dann ist ||h|| = |¢|
und wir haben
Cljt

ch=| : |,

ij t

d.h. ||Chl| = |t c%j +- 4 a72nj. Aus f}jﬁ” — 0 erhalten wir

[t/ 4+ ey
t]

— 0 fir t — 0,

also ¢1; = -+ = ¢y = 0. Da j beliebig gewidhlt war, folgt €' = 0, d.h. in der Tat
A= B. O

Definition 5.2. Ist f: (G C R") — R™ in a € G differenzierbar, so nennt man die
eindeutig bestimmte lineare Abbildung A € L(R™,R™) aus Definition 5.1 die Ableitung
von f in a und bezeichnet sie mit

f'(a) = df(a) = Df(a).

Im Fall der Differenzierbarkeit gilt also

fla+h) = f(a)+ f'(a) h+(|h]) oder f(z) = f(a) + f'(a) (x — a) + 0(]|z — al]).

Definition 5.3. Eine Abbildung f: (G C R™) — R™ heifit differenzierbar in G, wenn
f in jedem Punkt a € G differenzierbar ist.

Ist f in G differenzierbar, so erhalten wir also eine neue Funktion
(G CR") — L(R",R™), a— f'(a).
Ist f’ ebenfalls in G differenzierbar, so erhalten wir eine Abbildung
/" (G CR") — L(R", L(R™, R™)),  ar— f"(a),

USw.
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Funktionen aus R! in R!

Seien also G C R! ein offenes Intervall und f: (G € R') — R! eine Funktion. Laut
Definition 5.1 heifit f in a € G differenzierbar, wenn gilt:

JAe LRY): f(z) = f(a) + A(z — a) + o(jz — a]).

Lineare Abbildungen von R! nach R! sind stets von der Gestalt Ay = cy, c € R!, also
gilt:

f differenzierbar in a <= 3c € R' : f(z) = f(a) + c(z — a) + 0(|z — a|)

PSPPI (Ol {0 NI Canl)
‘ —a T —a

<:)Elcelalzf(giz:g(a)=c—i—0(1)

= limM =: ¢ existiert.

T—a Tr—a

Man nennt dieses ¢ ebenfalls Ableitung von f in a und bezeichnet ¢ mit

f'a) = df(a) = S @)

_4f

dz|,_,

etc. Fiir Funktionen aus R! nach R' haben wir streng genommen also zwei Ableitungs-
begriffe: f/(a) als lineare Abbildung von R! nach R! und die Zahl c. Da man aber £(R!)
mit R! identifizieren kann, konnen wir auch f’(a) und ¢ miteinander identifizieren.

Geometrische Veranschaulichung der Ablei-
tung fiir Funktionen aus R! nach R!:

/4
fz) T / Die Gerade s durch die Punkte (a, f(a)) und
7 (x, f (x)) heifit Sekante. Sie hat den Anstieg

f _ f@) — f(a)
fla) T tanp = rT—a

Fiir x — a geht die Sekante in die Tangente
iiber.
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Der Anstieg dieser Tangente ist (im Falle der Dif- Y '
ferenzierbarkeit) gerade /
y
Y,
tang = f'(a). //

Die Tangentengleichung lautet f
fla) yﬁ

y=t(x) = fla)+ f'(a) (z — a).

Sy

a

Physikalische Veranschualichung der Ableitung fiir Funktionen aus R!' nach R':

Ein Massepunkt bewege sich auf einer Geraden nach dem Weg-Zeit-Gesetz = = f(t),
wobei z den Ort des Massepunkts zur Zeit ¢ meint. Dann ist f(t) — f(a) der im Zeitin-

f(t) = f(a)
t

—a
die Durchschnittsgeschwindigkeit. Fiir ¢ — a erhalten wir die Momentangeschwindigkeit

(@) = f(a).

tervall [a, t] zuriickgelegte Weg und t — a die dabei verflossene Zeit, d. h. ist

Berechnung von Ableitungen

An dieser Stelle sollen lediglich zwei Beispiele gebracht werden.

Beispiel 5.1. (1) Sei f: R' — R!, f(z) = 2™, n € N. Wir haben

n n

lim =% = lim (z" P+ 2" Pa+a"Pat o+ a ) =na"h
r—a T — Q r—a
Also ist f in jedem Punkt a € R! differenzierbar mit f/(a) = na™!. Man schreibt

auch
f'(x) =nz""! oder (z") =na"L.

(2) Affin-lineare Abbildung. Sei f: R" — R™, z — ¢+ Az, mit ¢ € R™ und
Ae L(R",R™). Es gilt

fla+h)=c+A(a+h)=c+Aa+Ah= f(a)+ Ah,
d.h. f ist in jedem Punkt a € R™ differenzierbar mit f’'(a) = A.

(0.0

Satz 5.2. Hat die Potenzreihe f(x) = > a,x"™ einen positiven Konvergenzradius R, so
n=0

ist f(x) in x = 0 differerenzierbar mit f'(0) = a;.
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Beweis. Wir haben

fx)=ap+az+aza®+ - =ag+arxr+a*(aza+azz+aga® +--)
mit
lag + azx +as2® + | < |ag| + |az x| + |ag 2®| + - - < |ag| + |ag| p + |aa| p* + - -
= M < o0,
o
x| < p < R, da der Konvergenzradius der Potenzreihe anio| ™ nach CAUCHY-
p g +

n=0
HADAMARD ebenfalls R ist. Also folgt f(z) = ag + a1z +0(2?) (z — 0), vgl. Satz 4.9.
Damit erhalten wir

fz) — f(0) _ (a0 + a1z +0(2?)) — ao — a1 +0@) (z = 0) — a1 (x — 0).

x—0 T
O
Noch einige Beispiele:
Beispiel 5.2. (1) f: R' — R}, f(z) = e®. Wir haben
T _ aa at+h _ ,a h _ .0
m —— = Jim % — % Jim = = e?,
rT—a T —a h—0 h h—0 h—20
oh _ 0
denn }llinb 0 - "(0) = a1 = 1 (zweiter Koeffizient der Exponentialreihe,
vgl. Satz 5.2).
(2) f:R! = R, f(z) =sinz. Es gilt
sin(a + h) —sina  sinacosh +cosasinh —sina . cosh—1 sin h
= =sina ———— +cosa
h h h h
~—_——— ~——
—0 (%) —1 (%)

— COS a

((*): Jeweils nach Satz 5.2 gilt ©=h=1 — (cos az)"zzo bzw. S (sin x)”mzo =1

fiir h — 0), d.h. es gilt (sinz)’ = cosz. Analog zeigt man (cosz)’ = —sinz.
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5.3 Partielle Ableitungen & Jacoei-Matrix

Definition 5.4. Seien f: (G C R™) — R™ und a ein Punkt der offenen Menge G. Ist
die Abbildung

t— f(ala'” y Ak—1, Ak +taak+15"'7an)
mit a = (a1,...,an) in t = 0 differenzierbar, so wird die Ableitung dieser Abbildung
(interpretiert als Zahl) die partielle Ableitung von f nach zx genannt und mit
of
8—3%(@) = Ok f(a) = fa,

etc. bezeichnet.

Beispiel 5.3. Betrachte die Funktion f: R? — R!, f(z,y,2) = ¢ 22 + sin z. IThre par-
tiellen Ableitungen sind

of of 2 Of
I 9e¥ YV
or o oy TG,

Beispielsweise ist dann f,(3,0,4) = 2¢° - 3 = 6.

Definition 5.5. Seien f: (G C R") — R™ und a € G. Besitzt jede der Komponenten

von f = (f1,..., fm) in a simtliche partielle Ableitungen, so wird die Matriz
o CAONEE 0
i@ = (@) | -
J g=1 m m
v @) - ?;n( )

die JACOBI?-Matrix von f in a genannt.

Beispiel 5.4. Seien f: R® — R2, f(z,y,2) = (22 + 3y z,ey3), und a = (0,1,2). Die
JACOBI-Matrix fiir einen beliebigen Punkt (z,y, z) € R? lautet
of1

_(F@wn) R Rew) (2 323y
(Jf)(x,y,z) — | 9f2 dfa Ofa = z 3 T .9 .
Ox1 (I‘7y, ) Oxo (I‘,y,Z) T(Jj Y,z ) €y 3e Y 0

2Car]l Gustav Jacob JACOBI (1804 - 1851). Entwicklung der Theorie elliptischer Funktionen, Untersu-
chungen zur Differentialgeometrie, zu partiellen Differentialgleichungen, Variationsrechnung, mathe-
matische Physik.
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Damit ist

0 6 3
i =unoean=(] 5 ).
Die Standardbasis im R* ist die Basis Ej = {e1,...,ex} mit (e;); = 8;5, 1 4,5 < k.

Satz 5.3. Ist f: (G C R™) — R™ ina € G differenzierbar, so besitzen alle Komponenten
von [ in a sdimtliche partielle Ableitungen, und es gilt

[f/(a)]En,Em = (Jf)(a),

d. h. die JACOBI-Matriz ist die Matrizendarstellung der Ableitung in den Standardbasen.

Beweis. Wir haben
fla+h) = f(a) = f'(a) h+0(||])
nach Definition der Differenzierbarkeit von f in a. Fiir h:=te;, 1 < j < n, gilt
fla+te;) = fla) = f'(a) (tey) +o(lte;l)
= fla+te;) — fla) =t f'(a)e; +0(|t])
fla+tej) — f(a)

. . = f'(a)e; + (1)
. fi(a%—teg)—fi(a) = (f'(a) ej)l,—kﬂ(l).

Die linke Seite konvergiert also mit dem Grenzwert (f’(a) ej)i. Nach Definition 5.4 be-
deutet dies, dass f; in a die j-te partielle Ableitung besitzt. Somit hat f; in a sdmtliche
partielle Ableitungen und es gilt

afz /
5o (@)= (F'@)es),

Der (i,j)-te Eintrag der Matrixdarstellung von f’(a) ist aber die i-te Koordinate von
f'(a)e; in der Basis Ey,, d.h. die i-te Komponente von f'(a) e;. O

Skalarfelder

Seien f: (G C R") — R! und a € G. Die JACOBI-Matrix ist dann die Zeile

(5h@ - lw).
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Wihlen wir in R und R' die jeweiligen Standardbasen und identifizieren wir lineare
Abbildungen aus £(R™, R!') mit Matrizen, so erhalten wir

h1
(- (2 or N[ Zor o1
ran=(sr@ o L) || = L@mss @
Schreibt man df(a) statt f’'(a), so entsteht
of of
df(a)h = O 1( a)hy + - 87%(@) hn. (5.3)
Wir wenden diese Formel auf den Spezialfall an, in dem f = ¢3,: R” — R, op(21,...,2,)

= 1z}, die Abbildung ist, die aus (z1, ..., z,) die k-te Koordinate auswahlt. Damit haben
wir

k
ok ok {
— R = (0,... 1,0,...
(%@ - 2250) = 00100,
und somit dgg(a) h = hy. Setzen wir dies in (5.3) ein, so ergibt sich
_of of
dfa)h =5 ~(a)dpi(a) b+ -+ 57=(a) dpn(a) h.
Bezeichnet man ¢y, einfach mit xy, entsteht
_of of
df(a)h = Py (a)dzy(a)h + -+ pr. (a) dzn(a) h.

Durch Weglassen von h und a ergibt sich schliellich

OF 4y r1+ - 8f day,.

d
f ox T Gxn

Dies ist also eine 100 %-ig exakt definierte Gleichheit, zu deren Erkldrung es nicht notig
ist, mit ,,unendlich kleinen Gréflen® zu arbeiten.

Definition 5.6. Man nennt die Ableitung bzw. die JACOBI-Matrixz eines Skalarfeldes
auch den Gradient und bezeichnet ihn mit

grad f(a) := Vf(a) := f'(a) = (Jf)(a).

Z.B. schreibt man dann grad f(a) = (883{1( ) - gxf (a )>
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Differenzierbarkeit & Existenz der partiellen Ableitungen

Satz 5.3 impliziert, dass aus der Differenzierbarkeit die Existenz aller partiellen Rich-
tungsableitungen folgt. Der Witz ist, dass die Umkehrung nicht gilt wie folgendes Beispiel
zeigt:

Ty . 2
Beispiel 5.5. Sei f: R?2 — R, f(z,y) = 4 19" (z,9) € B2\ {(0,0)}
0: (z,y) = (0,0).
(0,0) bekanntlich nicht stetig ist, kann f dort auch nicht differenzierbar sein. Allerdings
existieren alle partiellen Ableitungen von f. Fiir (z,y) # (0,0) ist das auch klar. In (0, 0)
selbst gilt

" Da f in

f(t,O);f(O’O) _ OZO —>0:fx(0a0)7

£(0,1) - £(0,0) 0 - U 0= 4,00.0).

Satz 5.4. Wenn f: (G C R") — R! in G stetig ist und dort simtliche partielle Ablei-
tungen besitzt, welche ebenfalls in G stetig sind, so ist f in G differenzierbar.

Den Beweis findet man in der Literatur. Dabei wird der Mittelwertsatz der Differential-
rechnung (Abschnitt 5, Korollar 5.1) gebraucht.

Noch einmal zur Sprechweise:

Mathematik Physik

Differenzierbarkeit totale Differenzierbarkeit
Existenz der partiellen Ableitungen Differenzierbarkeit
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5.4 Rechenregeln fiir Ableitungen

Satz 5.5. Sind f,g: (G C R") — R™ in a € G differenzierbar, so gilt dies auch fiir
fEtgund af mit « € R und wir haben

(f£9)(a) = f'(a) +4'(a), (af)(a)=af(a)

Das Bilden der Ableitung ist also ein linearer Operator.

Dies ist offensichtlich (betrachte die Ableitung als lineare Abbildung bzw. als Matrix).

Satz 5.6 (Produktregel). Seien f,g: (G C R") — R! ina € G differenzierbar. Dann ist
die durch (f g)(x) := f(x) g(x) definierte Funktion ebenfalls in a differenzierbar, wobei
gilt:

(f 9)'(a) = g(a) f'(a) + f(a) g'(a).

Andere Schreibweisen sind

(J(f9))(a) = g(a) (Jf)(a) + f(a) (Jg)(a),
grad(fg) =g-grad f + f - grad g,
V(fg)=gVf+[Vyg.

Beweis. Wir haben
fla+h) = fa)+ f'(a)h+o(|nl]), gla+h)=g(a)+ g (a)h+0(|h]).
Multiplikation ergibt

fla+h)gla+h) = f(a)g(a) + f(a) g'(a) h+ g(a) f'(a) h+ f'(a) hg'(a) h+u(||h]])
=A(|[Rll)

= f(a) g(a) + [9(a) f'(a) + f(a) g'(a)] b+ o ([|]),

d.h. f g ist in a differenzierbar und die Ableitung ist der Operator in eckigen Klammern.
O
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Satz 5.7 (Quotientenregel). Seien f,g: (G C R") — R! ina € G differenzierbar und sei

g(a) # 0. Dann ist die durch (g) (x) := g((g definierte Funktion in a differenzierbar
mat
(f)’(a) _ 9(a) f'(@) ~ f(a) g'(@)
9 [9(a)]”

Andere Schreibweisen sind

(ﬂ“) (a) = —— (9(a) (Jf)(a) — f(a) (Jg)(a)),

g [9(a)]®
1
Vﬁ gﬁ(gvf fVg).
Beweis. Es ist g(a+ h) — g(a) = ¢’(a) h + ¢ (||h]|). Dann gilt
11 _gla—glath) g'(a) h +o(||Al])
gla+h) gla)  gla+h)g(a) [9(a)]” + g(a) g'(a) h + o (||h])
=4(1)
_ g’(a)h+0(|!hH) + g@h+o(|n]) 1+0(1
[9(a)]* (1 + (1) W)
=~ (i) + o).
[9(a)] —
=A(|l)

1
= 1+ 0(1) gilt. Mithin ist — in a
o) (1) g s

(5) 0=

Die Produktregel liefert schliefilich

@'(a) _ ( 3 ;) (a) = (;) (@) £'(a) + f(a) (;)'m)

R O RTA (9(a) /(@) + f(a) d'(a)).

g(a) [9(a)] @)’

unter Verwendung an der Stelle *, dass
differenzierbar und es gilt
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Satz 5.8 (Kettenregel). Gegeben seien Funktionen
f: (GCcR™ —=RF g:(HCR") —R™

mit g(H) C G. Seien g ina € H und f in g(a) € G differenzierbar. Dann ist die durch
fog:R» - RF, (fog)(zx) = f(g(:r)), definierte Funktion in a differenzierbar und es
gilt

(fo9)(a) = f'(9(a) - ¢'(a)
bzw.

(J(fo9)(a) = (Jf)(g(a)) - (Jg)(a).

Beweis. Wir haben
flgla+h)) = fg(a))

f9(a) + g'(a)h +o(|Ih]]) — f(9(a))

=/
= f(9(a)) + ' (g(a)) ¢ +o([lEl)) — £ (9(a))
f'(9(a))g'(@)h + f'(g(a))o(lIRll) + (] -

=A([Ir)

d

Beispiel 5.6. (1) Wir betrachten die Funktion h: R! — RY, h(z) = ¢, und setzen
g(z) =22, f(z) :== e~%. Dannist ¢’'(z) = 2z und f'(z) = —e %, und die Kettenregel
liefert

()= (f(9(x) = f(9(2)) - g (x) = == - 22,
(2) Seien z = f(xz,y), v = x(t) sowie y = y(t), also z = f(x(t),y(t)). Uns interessiert

%.Wirhaben
dt
fiR?— R (3,y) — f(z,y),
g:IRl—>]R2, t»—>( ,yt),
fog:R' — R, te— f(2(t),y(t)).

Nach der Kettenregel ist %(t) = (J(fog9)(t)=(Jf)(9(t) - (Jg)(t). Es gilt

dx
0
) = (G Fewn). (ngt)(%())'
—(t
dt
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Damit ergibt sich

%(t) = g‘;(a:(t),y(t)) %(t) + g‘;(x(t),y(t)) Cdl—g;(t) oder kurz

dz_0fde 0f dy
dt — Ox dt = Oy dt’

(3) Seien z = z(x,y), z = x(r,s) und y = y(r, s). Dann ist

z=2z(rs) = z(:c(r, s),y(r, s))

Uns interessieren gi und gi Nach der Kettenregel gilt (Jz)(r,s) = (Jf)(z(r, s),
y(r, s)) < (Jg)(rys) mit f(z,y) = z(z,y) und g(r,s) = (.T}(T', s),y(r, s)) Wir haben
Ox Ox
e = (L L o[ 5
I = (Gt ). o) = i By
(J2)(r,s) = (gi(r, 5) 2'2(7“, 3)>

und somit

Go8) = 52 (1 9),08)) G 8) + 5 (w(r,9),(r,5)) 5200, ),

5o08) = 5 (0(1,9).0(r,9) G (1) + 5 (00,9, () 509

oder kurz

0z 0z 0x 0z0y 0z 0z0x 0z0y

or oz or oyor 0s 0w ds  oyos



123 5.5 Differenzierbare Funktionen einer Verdnderlichen

5.5 Differenzierbare Funktionen einer Veranderlichen

Definition 5.7. Seien f: (a,b) — R! eine Funktion und xo € (a,b). Man sagt, dass f in
zo ein lokales Maximum bzw. ein lokalem Minimum hat, wenn es eine e-Umgebung
Ue(zo) C (a,b) gibt mit

f(z) = f(zo) Y € Ue(mg) bzw. f(z) 2 f(zo) YV € Ue(mo).

1,83 ... lokale Maxima,
& ... lokales Minimum,
£ ... beides

S
o
7%
I
i
(Y]
A
w

>~ 4+

Sy

Satz 5.9 (FERMAT?). Ist f: (a,b) — R! in xg € (a,b) differenzierbar und besitzt dort
ein lokales Extremum (d. h. ein lokales Minimum oder Mazimum), so gilt f'(xz¢) = 0.

Beweis. Habe f in z( etwa ein lokales Maximum (betrachte im Falle eines lokalen Mini-
mums die Funktion — f). Sei also f(x) < f(=z¢) fiir alle x € Us(zg). Fiir z € Uz(xg) mit

T > x¢ ist dann
f(@) = fwo) _
T — Tg =

0.

Im Grenzwert z — x liefert dies f/'(zo) < 0. Fiir z € Uz(x0) mit 2 < z¢ gilt
x—x9

also f’(x¢) = 0. Insgesamt ergibt sich demnach 0 = f'(z¢) = 0, d.h. f'(z) = 0. O

3Pierre de FERMAT (ca 1606 - 1665), franzdsischer Mathematiker und Jurist. Beitriige zur Zahlentheorie,
Wahrscheinlichkeits- und Differentialrechnung. Fermats letzter Satz: Die diophantische Gleichung
" +y" = 2" mit x,y,z € N ist fir kein n > 2 erfillt. (Literatur: Fermats letzter Satz von Simon
Singh)
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Die Umkehrung von Satz 5.9 gilt jedoch keineswegs. Z.B. hat f: R! — R!, f(z) = 23,
in zp = 0 kein lokales Extremum, obwohl f’(xg) = 0 gilt.

Satz 5.10 (RoLLE?). Sei f: [a,b] — R! auf [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar. Ist
f(a) = f(b), so gibt es ein & zwischen a und b mit f'(§) = 0.

Beweis. Nach Satz 4.5 (WEIERSTARSS) hat f
auf [a,b] ein Maximum, etwa in x = . Ist £ €
(a,b), so ist f'(£) = 0 nach Satz 5.10.

Sei nun ¢ = a. Dann ist f(a) = f(x) fir alle

7\4 z € [a,b]. Nach Satz 4.5 besitzt f auf [a, ]

auch ein Minimum, etwa in x = n. Ist n €

(a,b), so sind wir fertig. Sei also n = a. Dann

% ~  folgt f(a) = f(z) fir alle z € [a,b]. Also ist

« & AL f(z) = f(a) = const und damit f'(§) = 0 fur

alle £ € (a,b). Bleibt noch der Fall n = b. Dann ist f(z) = f(b) = f(a) fiir jedes z € [a, b]
und wir erhalten wieder f(z) = f(a) = const, d.h. f/(£) = 0 fiir alle £ € (a,b).

Der Fall £ = b geht analog. O

] ] ]
T T T

Korollar 5.1 (zu Satz 5.10, Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f: [a,b] — R!
auf [a, b] stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein & € (a,b) mit

f®) = f(a) = £'(€) (b —a).

yl

Anschaulich ist dies vollkommen klar.

fb) T Geometrische Deutung: Es gibt mindestens
eine Stelle &, in der die Tangente parallel
zur Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und
(b, f(b)) verlduft,

1 b) —
(a) oS0~ S
—a
e
b) —
Physikalische Deutung: /( l)) f(a) = \zivjf = Durchschnittsgeschwindigkeit. Es gibt
—a i

“Michel ROLLE (1652 - 1719), franzosischer Mathematiker. Der Satz von Rolle geht aus seiner Theorie
der Kaskaden hervor. Rolle lehnte die Infinitesimalrechnung ab, die seiner Meinung nach fehlerhaft
sei.
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einen Punkt, in dem die Momentan- gleich der Durchschnittsgeschwindigkeit ist.
Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion

g(z) == f(x) — W (z —a) — f(a).

Dann ist g(a) = g(b) = 0. Nach Satz 5.10 gibt es also ein £ € (a,b) mit ¢'(§) = 0 und

wir haben

Satz 5.11 (iiber Monotonie). Ist f: (a,b) — R! in (a,b) differenzierbar, so gilt:

i) f ist genau dann monoton wachsend auf (a,b), wenn f'(x) = 0 fir alle x € (a,b)
gilt.

ii) Ist f'(x) > 0 fir alle z € (a,b), so ist f streng monoton wachsend in (a,b).

iii) Ist f auferdem stetig auf [a,b] und gilt f'(x) > 0 fir jedes x € (a,b), so ist die
Umkehrfunktion in (f(a), f(b)) differenzierbar.

Die Funktion f: R' — R!, f(x) = 23, zeigt, dass die Umkehrung von ii) nicht gilt.

Beweis. 1) ,,<“: Seien x,y € (a,b), x < y. Nach dem Mittelwertsatz der Differential-

rechnung gibt es ein £ € (z,y) mit f(y) — f(z) = f'(§) (y — x). Es folgt f(z) < f(y)
fiir f/(£) 2 0 bzw. f(x) < f(y) fir f/(§) > 0, was auch ii) zeigt.

»,=“: Wir haben f’(z) = lim ‘}W
y— -
Jy) = /() =0, also f/(z) = 0.
y—x
iii) Nach Satz 4.7 existiert die Umkehrfunktion g: [f(a), f(b)] — [a,b] von f. Fiir
xo, € (a,b) ist f(z)— f(zo) = f(x0) (x —x0) +0(x —2x0), da f in g differenzierbar
ist. Es folgt

.Firy > xist f(y) 2 f(z) und somit

1
f'(@o)
Seien y,yo € (f(a), f(b)) mit z = g(y) und yo = g(z0). Wir erhalten

(f(@) = f(z0)) + (2 — x0).

r — Ty =

o) =9(0) = e (£ (0(0)) = (9(u0)) +( =20) £ 2 (v=0) +0(y =)
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unter Benutzung von x*: Infolge des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung exis-
tiert ein & zwischen z und xg mit

f(x) = f(wo) vy —yo

x—;voz =

f'(€) 1)

also ist v(x — xo) = 4 (y — yo)-
O

Der Beweis von Satz 5.111iii) bietet einem die Moglichkeit, die Ableitung der Umkehr-
funktion g einer Funktion f zu bestimmen. Dazu startet man mit f(g(z)) = =.

Beispiel 5.7. (1) Logarithmus.
08T — g i %% (logx) = 1 = (logz)' = E
~—~— T

=T

(2) Arkussinus. Es ist sin(arcsinz) = z, also cos(arcsin ) - (arcsinz)’ = 1, d. h.

1 1 1

cos(arcsinz) \/1 — sin®(arcsin ) V=22

(arcsinzx)’ =

1
V1—22

(3) Analog zu (2) erhélt man (arccosz) = —

(4) Arkustangens. Wir haben

1 2
= = =1+ tan”x.

cos? z cos? z

. ! .
sin x cos® z + sin? z
COS X

(tanz)" = <
Es ist tan(arctanz) = z, also

1
1+ 22

(1+ tan?(arctan z)) - (arctanz)’ = 1 = (arctanz)’ =

Satz 5.12 (Regel von DE L’HOSPITALY). Seien f,g: (a,b) — R in (a,b) differenzierbar
und sei ¢'(z) # 0 fiir jedes x € (a,b). Gilt f(a+0) =0, gla+0) =0 und

s0 ist auch
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Beweis. Setzt man f(a) = g(a) =0, so sind f und g in [a, b — €] stetig und in (a,b —¢)
differenzierbar. Wir waéhlen ein ¢ € (a,b — ) und betrachten die Funktion

f(t) = f(a)
9(t) —g(a)

Wegen ¢'(x) # 0 fiir alle z € (a,b) ist g streng monoton und damit g(t) # g(a). Wir
haben ¢(a) = ¢(t) = 0. Nach Satz 5.10 existiert also ein & € (a,t) mit

£ - fa)
gt —gla) ¢ &)

p(x) = f(z) = fla) — (9(x) — g(a)).

0=¢'(&) = f'(5) -

Somit ist

0 SO O L )

tiﬁo g(t t—}(?—ll-o g(t) — g(a) T t5ato0 Jg' (&) " t—at0 g' (&) ¢

O]

Satz 5.12 ist auch bei rechtsseitigen Limites anwendbar. Sie gilt auch im Falle von unbe-
stimmten Ausdriicken der Form 22 fiir rechts-, linksseitige und normale (d. h. beidseitige)
Grenzwerte.

Beispiel 5.8. (1) lim v = lim ——— = 1.
x—0 z—0 1

. 1—-cosx . sinzx . cosT 1
(2) lim ——— = lim = lim =_.

r—0 1}2 z—0 2x z—0 2 2

« a xafl
(3) Sei a > 0. lim = lim —5— = lim ar® = o0
T—00 log x T—00 P T—00

Definition 5.8. Ist f: (a,b) — R! in (a,b) differenzierbar, und ist die Ableitung
I’ (a,b) — R in zq € (a,b) differenzierbar, so nennt man (f') (xo) die zweite Ablei-

tung von f in xg und bezeichnet sie mit
d 2
Lo @)
T=x0
etc. Analog definiert man héhere Ableitungen
f"(z0), FO(wo), ..., f™ (o).

®Guillaume Francois Antoine, Marquis DE L’HOSPITAL (1661 - 1704), franzosischer Mathematiker. Autor
des ersten Lehrbuchs iiber Differential- und Integralrechnung. Die Regel von DE L’HOSPITAL wurde
eigentlich von seinem Lehrer BERNOULLI entdeckt.

d? d?
(o) = d—aj;(ﬂfo) = d_a;);
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Sie werden entsprechend bezeichnet:
d"f d\"
..., (@) 7

dz”
Beispiel 5.9. (1) Wir betrachten die Funktion f: R — R, f(x) = 23. Es gilt
(%) =322, (%) = 6, (23)" =6, (*)D =0, (2*)™ =0 (n > 4).

T=x0

Dann gilt beispielsweise

(x?))/‘x:Q _ 127 (xS)//‘ _ 127 (1’3)”/‘

s =6.

=2

(2) Sei x = z(t) ein Weg-Zeit-Gesetz. Dann bedeuten = den Ort zur Zeit ¢, & = 2/(t)
die Geschwindigkeit und & = 2”(t) die Beschleunigung,.

Definition 5.9. Eine stetige Funktion f: (a,b) — R! heifit konvex auf (a,b), wenn

qilt:
2 2
bzw. konkav auf (a,b), wenn gilt:
(B2 M0 e
2 2
yt Y1
f(a:o—gxl )*
f(xo);rf(xl)* \f
flzo)+f(z) | \
2
f(xo-gan )*
\
.'})0 ﬁle .’}}1‘% :I;O @21‘1 511'1 i
f konvex f konkav

Lineare Funktionen sind sowohl konvex als auch konkav.
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Satz 5.13 (Interpretation der zweiten Ableitung). Fiir f € C%(a,b), d. h. fir eine zwei-
mal stetig differenzierbare Funktion f: (a,b) — RY, gilt: f ist auf (a,b) genau dann
konvez bzw. konkav, wenn f"(x¢) =2 0 bzw. f"(x¢) £ 0 fir alle x € (a,b) ist.

Wir wollen dies nicht beweisen; anschaulich ist der Satz aber klar:

f konvex <= Tangente dreht sich nach links <= Anstieg
von f wiichst <= f/(z) wichst <= f"(z) = 0.
Physikalisch bedeutet das: f konvex <= Bewegung erfolgt
beschleunigt <= & = 0.

Ein Punkt zy € (a,b) heilt Wendepunkt von f, wenn
in ihm Konvexitdt in Konkavitdt (oder umgedreht) um-
schldgt. Es gilt die JENSENsche Ungleichung;:

yl

8y

f konvex <= f<m +”‘+$”> = f($1)+"‘+f($n),
n n
f konkav<:>f<x1 +-~-+xn) 2 f(1’1)+--~—|—f(a;n)'
n n
Beispiel 5.10. Sei f(z) = 2P, x > 0. Dann ist
()= (p—1)paP=2 =0, falls p = 1. Also gilt ;0/> 1
<$1+“'+$n>p£le)+“'+x£. p=1
Insbesondere fiir p = 2 erhélt man die Aussage
v+, o Jaf 4t ad
n = n ’
d.h. das arithmetische Mittel ist kleiner oder gleich T

dem quadratischen Mittel.

Satz 5.14 (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema). Seien f € C%(a,b) und xq €

(a,b). Dann gilt:
1) f'(zg) =0, f"(xg) < 0= z0 ist lokales Mazimum,

i) f'(xg) =0, f"(xg) > 0= xq ist lokales Minimum.
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Der Beweis wird im folgenden Abschnitt nachgeholt.

Auch das ist wieder anschaulich klar: Fiir
' (x0) = f"(z0) = 0 kann man ohne wei-
tere Untersuchungen keine Aussage tiber
Existenz und Art eines lokalen Extre-
mums treffen.

>0
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5.6 Tavior-Entwicklung

Seien I C R ein offenes Intervall und a € I ein Punkt. Sei ferner f: I — R! eine
Funktion, die in I hinreichend oft differenzierbar (man sagt auch glatt) ist. Wir schreiben
fec™(I), wenn f(™ existiert und stetig in I ist.

Unser Ziel ist es, f in einer Umgebung von a moglichst gut durch ein Polynom zu
approximieren, etwa

Pyx)=po+pri(x—a)+- - +p,(x—a)

vielleicht klappt es sogar mit einer Potenzreihe

f(@) =po+p1(x—a)+ps (z—a)’

also einem Polynom vom Grad oo.

_|_...’

Nehmen wir an, wir hétten solch eine Reihe und diese liefe sich gliedweise differenzieren.
Dann folgt f(a) = pg sowie

f'(x) = p1+2p2 (x — a) + 3ps (v — a)2 +4py (z — a)3 + - = f'(a) = p1,
f"(x) =2p2 +3-2p3(x —a) +4-3py(x—a)*+--- = f"(a) = 2po,
f"(x)=3-2p3+4-3-2ps(x—a)+--- = " (a) = 3! ps,

usw. Allgemein erhélt man f((a) = n!p,. Versuchen wir es also mit der Reihe

"(a (k) (q
f@+ @) -+ T @ ap =3 T o

Py(z) = f(a) + f'(a) (w —a) + -+ ——— (=

n!

(g . " R (g
@ (g =3~ 1Y@
dem sogenannten TAYLOR-Polynom von f in a.

Satz 5.15 (TAYLOR-Formel mit Restglied von LAGRANGE"). Seien f € CtY(I) und
a € 1. Firz el gilt dann

" f*)(a (n+1)
r@) =Y I - a4 L8 o

mit & zwischen a und x.

5Brook TAYLOR (1685 - 1731), britischer Mathematiker. Singulire Losungen von Differentialgleichun-
gen, Potenzreihenentwicklung differenzierbarer Funktionen.
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Fiir n = 0 erhélt man den Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Korollar 5.1) f(z) =

fla) + f'(€) (z —a).

Beweis. Wir setzen

(k) (g
Bﬁp:}jf()a—@k (5.4)

M

(n+1)! a)"™!

(z —

gilt. Wir miissen also zeigen, dass ein ¢ zwischen a und z mit f(+1) (§) = M existiert.
Dazu setzen wir

916) = £ = Polt) =

Wir haben ¢+ (t) = £+ () — M. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei > a.
Wir zeigen, dass es ein & € [a, x] gibt mit ¢tV (&) = 0. Es gilt

00=f@) Pa(a) =0,

f'(a) = Pi(a) =0,
#'(a) — P"(a) = 0,

(t _ a)n+1

g™ (a) = f™(a) — P{M(a) = 0,

und aulerdem ist g(x) = 0. Nach Satz 5.10 (ROLLE) gibt es ein & € [a,x] mit ¢'(§1) = 0.
Wieder nach Satz 5.10 ergibt sich die Existenz eines & € [a,&1] mit ¢”(&2) = 0. Dann
finden wir ein &3 € [a, &) mit ¢”’(£3) = 0 usw. Schliellich existiert ein &, 41 € [a, &,] mit
gt (&,41) = 0. Der Satz gilt also mit & := &,41. O

Beispiel 5.11. (1) Ist ‘f("“)(az)’ < M fiir x € I, so liefert Satz 5.15 die Abschétzung

~ [®)(a) M n
f(l')—_ k! (J}—CL) <(n+1)"+1‘

Sei z.B. f(z) = e Bs ist f®)(z) = ¢® und f*)(0) = 1. Setzen wir a := 0, so
erhalten wir als TAYLOR-Polynom (5.4)

2 "

Poa)=14a+ o+ 4

"Joseph-Louis DE LAGRANGE (1736 - 1813), italienischer Mathematiker und Astronom. Begriinder der
analytischen Mechanik. Beschiftigte sich mit der Variationsrechnung, der Theorie komplexer Funk-
tionen, Algebra (Gruppentheorie), dem Dreikérperproblem der Himmelsmechanik.
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und
M
¢® — Py(z)| £ ——— |1, M :=supe”.
o~ o)l £ xg;
Sei etwa n = 5 und wéhle
a) I =(—1,1). Dann gilt [e* — Ps(z)| < % .26 = 0.0034,
b) I=(—3,3), so gilt e — Ps5(z)| < 7\;;’) — 0.000 036.

(2) TAYLOR-Polynome sind hervorragend fiir lokale Approximation geeignet, nicht aber
fiir globale. Betrachte beispielsweise die TAYLOR-Polynome von f(z) = sinz in

a=0:
YA Pi(z)  P5(x)
y=sinz
p . 5r %
2 2 2

Ps3(x) Py5(x)

Sehr suggestiv ist auch die Schreibweise

flz+ Ax)

fOtD(z + 6 Az)
(n+1)!

— @)+ P @ et 8 (g L gy

2 nl (Az)"*?

mit einem 6 € (0,1). Hier tibernimmt = + Az die Rolle von z, = die Rolle von a und
x 4+ 0 Ax die Rolle von £ in der urspriinglichen Fassung aus Satz 5.15.

TAYLOR-Polynome mit Entwicklungspunkt a = 0 werden manchmal MACLAURIN®-
Polynome genannt.

Wir holen jetzt den ausstehenden Beweis des letzten Abschnitts nach.

8Colin MACLAURIN (1698 - 1726), schottischer Mathematiker. Beitriige zur theoretischen Geodisie, Geo-
physik. Untersuchte die theoretische Erdfigur, definierte Trisektriz (ermoglicht Drittelung beliebiger
Winkel).
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Beweis von Satz 5.14. Nach Satz 5.15 haben wir mit n =1

) (a2

f(z) = fla) + f'(a) (& —a) + —;

Wegen f'(a) = 0 ergibt dies f(z) = f(a) + f”2(£) (r — @)% Ist nun f’(a) > 0, so

ist f7(£) > 0 fiir alle &, die hinreichend nahe bei a liegen, und damit auch fiir alle x

hinreichend nahe bei a. Fiir diese x gilt also f(z) = f(a), d.h. in a liegt ein lokales
Minimum vor. Analog erhalten wir ein lokales Maximum im Falle f”(a) < 0. O

Satz 5.16 (TAYLORsche Formel mit Restglied von PEANO?). Sei f: U.(a) — R, f €
C"Y(U.(a)), und mége f™(a) existieren. Fiir v — a gilt dann

n k) (g
f@) =3 LD @ - a)f + 0((@ — a)").

k=0 ’

Beweis. Wir betrachten die durch

definierte Funktion. Es gilt g(a) = ¢'(a) = --- = ¢ (a) = 0. Wir wissen, dass f und
damit auch g in C"~! in einer Umgebung von a sind. Satz 5.15 mit n — 2 liefert also

"2 (), (n—1) (n—1)
o) =3¢ ol S oyt = O
(n—1)

und da g differenzierbar ist, entspricht letzteres gerade (verwende Definition 5.1)

9" (a) + g™ (a) (x — a) + 0(£ — a)
(n—1)!

(z—ay" = jﬁ])? (& — )t = o((€ — a)"),

da & zwischen a und z liegt. O

9Giuseppe PEANO (1858 - 1932), italienischer Mathematiker. Logik, Axiomatik der natiirlichen Zahlen
(PEANO-Axiome), Differentialgleichungen erster Ordnung.
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Was passiert im Grenzwert n — co? Wir betrachten die TAYLOR-Reihe von f in a:
"
a
f ( )(.’L’*a)2+"'

0)(q
E0 - = )+ F@ e -+ 2

o0
>
— k!

Diese Reihe konnen wir blof} fiir unendlich oft differenzierbare Funktionen aufschreiben.

Sei also f € C* in einer Umgebung von a. Dann ergeben sich zwei Fragen:

1. Konwvergiert die TAYLOR-Reihe?

2. Was ist gegebenenfalls ihre Summe?
Wir erwarten, dass sie gleich f(x) ist. Das ist leider nicht notwendigerweise so.

eV g 40,

Beispiel 5.12. Wir betrachten f(z) =

0: z =0.
Es gilt f € C®(R). Dass foo(R \ {0}) ~ )
gilt, ist klar. Wir miissen dies also nur =/
noch fiir x = 0 untersuchen. Es ist

e—l/ac2 <_ 0>

. fl@) = f(0)
alrli% z—0 a ;:IE%) x 0
o e—l/:l)2 . 2.%’_3
Py 1
2—1/x2
= lim =7
z—0 3

Dies fiihrt also zu nichts. Besser ist es,
vor Anwendung der Regel von DE L'HOSPITAL eine Substitution auszufiihren:

_ —1/a* .1 42
lim f@) = /() — lim © Y27 lim & = lim % <: E)
z—0 -0 z—0 T y—oo L y—oo eV o0

Also ist f in 0 differenzierbar mit f’(0) = 0. Des weiteren gilt
2r—3e-1/2° _ —1/22
r e = 21lim

’ o
i £ @) = FO) _
z—0 z—0 z—0 x4
3
m Lo

z—0

Ky
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d.h. fist in 0 zweimal differenzierbar, f”(0) = 0. Insgesamt kann man zeigen, dass f in 0
beliebig oft differenzierbar ist und sémtliche Ableitungen dort 0 sind. Die TAYLOR-Reihe
von f in 0 ist also

= £®)(0) 0 0
kz X zk —O+Oﬂz+ax +§x +-
=0

Sie konvergiert fiir alle € R, hat aber die Summe 0 und nicht f(x).

In der Funktionentheorie wird gezeigt:

Satz 5.17 (iiber Konvergenz der TAYLOR-Reihe, WEIERSTRASS). Sei Z b (z — b)k

=0
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0 und sei f(x) mit x € (b — R b+ R) ihre
Summe. Dann gilt:

i) f st in (b— R,b+ R) unendlich oft differenzierbar.

oo f(k)
ii) Fir beliebiges a € (b— R, b+ R) konvergiert die TAYLOR-Reihe ) f k'(a) (x—a)"
k=0 K

firz € (a—r,a+r) mitr =min(a— (b— R),b+ R — a).

n
I
b—R a b

+ =
=]

iii) Es gilt f(z) = >,

Wendet man dies auf a = b an, so folgt

*)(q (k)
Zbk (x —a) :>f ka x—a)kjbk:fk(a).

Beispiel 5.13. TAYLOR-Reihe von e” in & = a.

= /d 1
e’ = Z <ex>( ) — i (x — a)k (Satz 5.17 mit b = 0, R = oo anwenden)
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0o (g _ K
Anders: e¥ = e%e? @ Z @=af a)

Die Berechnung von TAYLBR Relhen per Definition, d.h. iiber f'(a), f”(a), usw. ist
oftmals ungiinstig. Man geht daher meist anders vor. In vielen Féllen reicht das Folgende:

Satz 5.18 (Rechnen mit Potenzreihen).

i) Ist f(z) = Zofj 27, |z| < R, und g(z) = Eogj 2, |z| <7, so gilt
= j=

(0.0)
Z (fj +g5) 2, |z| < min(R, )
7=0

und . .
0= (367) (Sost). ol <mintr
=0 k=0

(durch Ausmultiplizieren und Ordnen nach Potenzen).

ii) Sind f(z) =Y f;27, g(z) = Z gk 2 (9(0) = 0), und haben beide Reihen positive
j=0

Konvergenzradien, so ergibt szch die Reihe fir f(g(:c)) in x = 0 durch formales
Finsetzen der Reihe fiir g in die Reihe fir f.

Beispiel 5.14. (1) Es gilt

e 2?2 a3 b
efsinzg=(1+2+ —+ —+--. r——+—F---

2 "6 6 120
1'3 $5
= R P ..
6 120 T
+a? - Lz
. s Ea N
6 120
L v +
2 12
4 1‘6
r L +..
MG 36
3 5
— 2 T _r 026
r 4z + 3 30 +0(2°)

(2) Fir |z| <1 gilt
l1-—z)(Q4+z+22+--)=Q+z+22+-- )= (z+22+23+-- ) =1,
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1
alsoist —— =14z + 22+ ---
1—2

(3) Es gilt
2
; 3 2P (x_%s+%5oq:"'>
sinz _ q _ Rt ..
¢ * (x 6 120 T ) 2l *
2 4
x x
-1 ¥ _r 5y
tot o -3 +0(x?)
FEinige wichtige TAYLOR-Reihen:
X n 2 3
e N1 _ Tz
1. e—zn. 14+2x+ +3'+ r € R,
n=0
& 2n+1 3 5
x x x
2. e )=z =+ — eR
S nz_;)( VG IR reR
0 2n 2 4
- R ”’;
3. cosw—nz:o( 1) an)! =1- 51 +—=F- r € R,
20l B
4. inhz = —_— — 4+ — R
sinhx = ;(2714—1) —|—3'+5‘+ T € R,
2n 2 4
D. coshx—Z(Qn)!—1+—+Z+ , r €R,
n=0
© n 2 3 4
—x x x x
. log(l—z) = =—x—-———— — — -1< 1
6 og(l —x) nz::l - T - 3 1 ) Sx<l,
= (a « Q
7. (1+m)azz<n>x":1+a9@+(2>m2+(3>x3+---, lz] <1, o € R.
n=0
Zu 6. Ersetzt man —x durch z, so erhélt man die Potenzreihe
o0 " 22 g3 g
log(1+z) =) (- n+1——x—?—|—§—zi 1<z < -1

n=1

Zu 7. Man setzt

(Z) _ala-1 --#!(a—n+1)7 <g> -
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Fiir o € {%, —%} bekommt man

Gaap=vize=3 (Vo142 2 7
T o NP S S A
2\ n 58 16
) 1 > [—1/2 r  3z2 522
14+2) 7 = — n_q_Z 2t 2
Wre)™ =7 %( n >x 278 T 16

1
I—x
Ist @ € IN, so bricht die Reihe mit dem (a + 1)-ten Glied, wegen (aik) =0 fir k € N,
ab. Man erhilt also den binomischen Satz.

Ersetzt man darin x durch —z, so bekommt man die Reihen fiir v/1 — x bzw. fiir

Definition 5.10. Seien G C R"™ offen und f: G — R'. Falls g—f in G existiert und in
Lk

a € G nach x; partiell differenzierbar ist, so bezeichnet man die letzte partielle Ableitung
mit

82f (CL)_ iif (a)—ﬂ

0z Oxy, B Oxj Oxy, B Oz Oxy,

und sagt, dass f in a die zweite partielle Ableitung nach x; und dann nach x; hat.
I
0x¢ 0x; Oxy,

héherer Ordnung, wobei die Ordnung die Zahl der auftretenden Ableitungen meint.

= kaxj(a) = (Dijf)(a) — ooo

r=a

Analog definiert man (a) usw. Man nennt dies partielle Ableitungen

Mit C™(G) bezeichnet man die Menge aller Funktionen f: G — R!, fiir die alle partiellen
Ableitungen bis einschliellich der Ordnung m existieren und stetig sind.

. . of of o N
Beispiel 5.15. 1. A. gilt ((9:Cj 8%) (a) # (E?xk 8%) (a). Beispielsweise fiir
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ergibt sich

2 —qy? 2z (22 + y?) — 2z (22 — y?)
24y (22 4 y?)
2 _ .2 2,2
e —y 4y .
=y 5 fiir (2, y) # (0,0),

4y’ (@2 4y
f(@,0) = £(0,0) _ . 0-0 _

fx(o’o):i% z—0 :ili%x—o_o’
f2y(0,0) = lim 12(0,9) = 12(0,0) — lim 4 =1

y—0 Yy — 0 y—0 Yy

Analog zeigt man f,;(0,0) = +1.

Satz 5.19 (iiber die Gleichheit gemischter partieller Ableitungen, ScHwaRrz?). Fiir

f € C3(Q) ist ) )
(8xj gx,) (a) = < e ng > (a).

Allgemeiner ist fir f € C™(G) beim Bilden der partiellen Ableitungen bis zu Ordnung
einschlieflich m die Reihenfolge der Differentiation belanglos.

Satz 5.20 (TAvLORsche Formel fiir Funktionen zweier Verinderlicher). Sei G C R?
offen und sei f € C™TY(G). Sind (a,b), (z,y) € G und liegt die Strecke zwischen (a,b)
und (x,y) ganz in G, so gilt

j+k )
fan = ¥ ot (g ) (@b @ - (-0 + Bio)

mit dem Restglied

R(z,y) =
j+k=m+1

wobei (§,m) auf der Strecke zwischen (a,b) und (z,y) liegt.

"Hermann Amandus SCHWARZ (1843 - 1921). Beschiftigte sich insbesondere mit Funktionentheorie,
Arbeiten zur hypergeometrischen Differentialgleichung.
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—Hcf aj+kf
D 7 .
abelist & o0k = 9x - 0z 0y - By

J mal k mal

Beweis. Wende Satz 5.15 auf g(t) := f(a+t (z—a), b+t (y—b))
an. O

Die TayLORsche Formel lautet fiir

m=0: f(z,y) = f(a,b) + fz(&n) (z — a) + f,(&n) (y = b),

m=1: f(z,y) = f(a,b) + fo(a,b) (x — a) + fy(a,b) (y — D)
% (&, )(x—a) +fzy(€,77) (r—a) (y—b)+%fyy(£ﬂ7) (y_b)Qa
(

m=2:  f(z,y) = f(a,b) + fu(a,b) (x —a) + fy(a,b) (y = b) + 3 fuz(a,b) (z — a)®
+ fay(a,b) (x — a) (y = b) + 3 fyy(a,0) (Y = 0)* + § fawe (1) ( — @)
+ 5 faay (&) (& — a)? (y = b) + 5 fayy (1) (x — @) (y — b)?
+ %fyyy(fan)( )

Definition 5.11. FEin Element o = (ou,...,0p) € Z} := (Z4)" heifft Multi-Index
und man setzt

la] == a1 + -+ + anp, al = aq! - ap!,
D= (i)al... (i)a" L
0x1 Oz, oxt ... dxar
Fir x = (x1,...,2,) € R" und a € Z'} definiert man
w = T

Beispiel 5.16. Fiir a = (3,2) € Z2 gilt

1 1 a2/ 9 \2
(3 2) (D(3 Z)f)(x7y) (x7y)(3’2) - ﬁ [(&U) (ay> ] (x,y) 1'3?}2-
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Satz 5.21 (TAYLORsche Formel fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher). Seien G C R™
offen, f € C"(Q) und a,x € G mit der Eigenschaft, dass die Strecke zwischen a und
x ganz zu G gehort. Dann gilt

f(l') _ Z (Da(;éf')(a) (I . a)a + Z (Daaf‘)(é.) (SC _a)a
la|<m |a|l=m+1

mit & auf der Strecke zwischen a und x.

Der Beweis gelingt ebenfalls mittels Satz 5.15.

Definition 5.12. Sei f: (G € R") — R! eine Funktion, deren partielle Ableitungen
zweiter Ordnung ezistieren mdgen. Fir a € G heiffit dann die Matrixz

92 02
92 f n Wé;?(a) m(a)
@)= (@) =| :
axj 8$k j,k=1 2 "
’ 8;1 gxl (a) e azi gxn ( )

die HESSE'!'-Matrix von f in a.

Aus Satz 5.19 folgt sofort, dass fiir f € C*(G) die Matrix [f”(a)] symmetrisch ist. Setzen
wir noch

Ty —a

sl =(Zw - L) wa ema=| .

Ty — Qp

so lautet der Anfang der TAYLOR-Reihe von f in a

1Otto HesSE (1811 - 1874). Befasste sind v.a. mit analytischer Geometrie und Determinanten.
Einfithrung der HEsSE-Matrix und der HESSEschen Normalform der Ebenengleichung.
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2 2
1 69681 gmg (@) - 8x81 gmn (@) 1 —ay
—1—5(161—@1 e Tp — ap) : : :
2 2
396(1 gm (a) T 8:):2 gzn (a) Tn — an
:;Q
+ -
wobei gilt:
1 0%f
©=3 ~ Oz 8:ck( ) (@5 = aj) (ox = ax)
L§- o2 s~ O
9 @(a) (zj —a;)”" + 2 9 ; Oy, ) (@5 — az) (T — ag).
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5.7 Skalarfelder

Skalarfelder konnen wir uns fiir n € {1,2} so vorstellen:

yh 23t 3 = f(a1,22)
y=f(z)
/
/2
a |
( \ ——— -
\ a ) T I
n=1 n=2

Fiir n = 3 stellt man sich z. B. ein Temperaturfeld vor: Jedem Punkt den z € R? wird
eine Temperatur T'(z) zugeordnet.

Seien f: G — R! ein Skalarfeld, a € G sowie v € R" ein
Vektor mit [|v]| = 1. Fiir t € (—¢,¢) ist auch a + tv € G.

Definition 5.13. Wenn die Abbildung (—¢,e) — RY, t — f(a+tv), int =0 differen-
zierbar ist, so heift

d
< fla+tv)
dt t=0

Ableitung von f in a in Richtung v und wird mit g—i(a) = (0uf)(a) etc. bezeichnet.

Fiir n = 1 bedeutet das
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)
Sy

IS
Sy

v =41

of . d
5o @ = g/ @+n)

= flla+t)|,_, = f'(a)

= tana

3

0
Fir n = 2 ist 8—f(a) der Anstieg
v
léngs des eingezeichneten Weges auf der
Fliache f(x1,x2) in Richtung v.

x1

Beispiel 5.17. Fiir f: R?2 — R, f(x,y) = 22 + 3y sowie a = (0,0) und v = (v1, v2) ist

0 d
f(0,0) = E((O+tvl)2+3(0+tvg)1) = (2u1t + 3vy
t=0

ov

)’t:O = 32}2.

=f(0+tv1,0+tv2)

Satz 5.22. Ist f: G — R! in a € G differenzierbar, so gilt

%(a) = <gradf(a),v> = ggl(a) v e ;i(a) Uy,
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Dabei ist (-,-) das Standard-Skalarprodukt.

Beweis.
of d d
%(a) = af(cﬂ—tv) o af(a%—tvl, cey Gt toy) »
= (aajl(a +tv)vg+---+ 88:;;(& +tv) vn) » = (grad f(a),v).
]
Fiir das Beispiel 5.17 bedeutet das
of
5(0,0) = ((22.3)] ) (v1.22) ) = ((0.3), (v1,02)) = 32,
Satz 5.23 (CaAucHY-SCHWARZsche Ungleichung). Fir x = (z1,...,2,) und y = (y1,

<y Yn) aus R™ gilt
(@1y1+ -+ Tayn)® S (@] -+ 2p) (G + - )

mit Gleichheit genau dann, wenn x und y (oder besser die Ortsvektoren 0z und 0—3)/)
parallel sind.

y= (U1, yn) Parallelitiit von 0z und O_g)/ meint:
— = — — — —
— 0x || 0y & IX € R: 0z = A0y oder Oy = A0z
% (o o) IAER Ay; Vj od AV
0_) - S 1T = AY; V) oder Yy = Ax; V).
x

Beweis. Anschaulich: Es gilt 1 y1 + -+ + 2 yn = (x,y) = ||z|| ||yl cos ¢, wobei ¢ den
— —
von Oz und Oy eingeschlossenen Winkel bezeichnet. Damit ist

(@, )% = |l2]* lyl|* cos® ¢ < ||| |y ]|
wegen 0 < cos? ¢ < 1.
Rechnerisch: Es gilt

Y @jue—zry)® 2 0= (@F R + 2y} 22 @iy wn

j<k i<k i<k
n n
2,2 2,2 2,2
O SATED AR DLV EAT
i=1 ik j=1 ik

= (3] (Eet) = (S (o)
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Der Gleichheitsfall ist beim anschaulichen Beweis klar. Beim rechnerischen erfordert er
eine kleine Zusatziiberlegung. O

Satz 5.24. Seien f: (G C R") — R! in a € G differenzierbar und v € R™ ein Vektor.
Dann gilt

grad f(a) = 0= 92 (a) =0 ¥v € R,
grad f(a) #£ 0 = %(a) wird maximal genau fir v = HEEZEH,
grad f(a) # 0 => g—v(a) wird minimal genau fir v = m

Mit anderen Worten: Der Gradient zeigt stets in die Richtung des steilsten Anstiegs.

Beweis. Satz 5.22 liefert gf(a) = 0 fiir grad f(a) = 0. Sei also grad f(a) # 0. Nach Satz
5.23 ist !
of

O (@] = (grad f(a), 0}] < lsrad #@)] 1ol = [lsrad (@)
Letzteres gilt wegen |[v] = 1. Gleichheit tritt genau fiir grad f(a) = Av oder v =
A grad f(a) fiir ein A € R ein.

Im ersten Fall ist ngadf H = Al Jv| = A, d.h. A = +ngadf H oder A =
—ngadf H Fir A = —i—ngadf )H ist

_grad f(a) _ grad f(a)

A |lerad f(a)||’
und fiir A = —ngadf H ist dann
~ grad f(a) ‘
ngad f(a)”
Im zweiten Fall haben wir 1 = |jv|| = |A|[|grad f(a)||, d.h. A = —i—; oder
1 grad f(a) [grad £(a)|
A= —7——— woraus wieder v = folgt. Schliefllich ist
lerad f(a) [lgvad f(a)]]
grnd fia), EAL@N _ erad F@l
lerad f(a)]|
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0
Der Beweis zeigt, dass der Maximalwert von —f(a) gleich H grad f (a)” und dessen Mi-
nimalwert gleich —H grad f (a)” ist. v

Definition 5.14. Seien f: G — R! und a € G. Man sagt, dass f in a ein lokales
Minimum bzw. ein lokales Maximum hat, wenn es eine offene Umgebung U(a) C G
gibt mit

fa) £ f(x) Yz €U(a) bzw. f(a) 2 f(z) Va € U(a).
Wenn f in a differenzierbar ist und grad f(a) = 0 gilt, so heif$t a stationér oder auch
kritischer Punkt von f.

Satz 5.25. Ist f: G — R in a € G differenzierbar und besitzt dort ein lokales Extre-
mum, so ist grad f(a) = 0.

Beweis. Wir betrachten die durch ¢(t) := f(a1,...,aj-1,a; +t,aj41,...,a,) definierte
Funktion. Diese hat fiir ¢ = 0 ein lokales Extremum, weshalb

_of

J

(a)

gilt. O

Definition 5.15. Eine Matriz A = (aij);fj:l € R™"™ heifst positiv definit, falls A
symmetrisch ist und
zTAz >0 VYzeR"\{0}

gilt.

Wir haben

aip -+ Gln T

n

x Ax = (a;l xn) : : = g Qij T Tj.
—

anl DY ann "Ijn 17]

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass folgende Bedingungen dquivalent sind:

i) A ist positiv definit.
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ii) A= AT und alle Eigenwerte von A sind positiv.

iii) Satz von SYLVESTER'?: A = AT und Ay > 0 fiir alle k¥ mit 1 < k < n, wobei

aix - a1k
A = det

Satz 5.26. Sei f: (G C R") — R! aus C*(G). Fiir a € G gilt dann:
1. grad f(a) = 0 und [f"(a)] positiv definit = f hat in a ein lokales Minimum.
2. grad f(a) =0 und — [f”(a)] positiv definit = f hat in a ein lokales Mazimum.

3. grad f(a) =0, [f"(a)] hat sowohl positive als auch negative Eigenwerte => f hat
i a kein lokales Extremum.

Beweis. Mit Satz 5.21 (TAYLORsche Formel fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher)
ergibt sich

f(x) = f(a) +grad f(a) (z — a) + 5(x — )" [f"(&)] (z — a),
=0

wobei ¢ wie in Satz 5.21 gewahlt ist. 0

Punkt 3. aus Satz 5.26 liegt
z. B. bei Sattelpunkten vor.
Das Bild zeigt die Funktion
f(z,y) = 22 — y? aus zwei
verschiedenen Richtungen. il
Der rot markierte Punkt i m
Fun R
(x,y,2) = (0,0,0) ist ein il
Sattelpunkt.

‘i
i

i
I
|

i

12 James Joseph SYLVESTER (1814 - 1897), englischer Mathematiker. Erfinder geometrischer Instrumen-
te. Theorie von Matrizen und Determinanten (zusammen mit Arthur CAYLEY). Auf ihn geht die
Bezeichnung ,,Matrix“ zuriick.
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5.8 Implizite Funktionen

y4 Gegeben sei eine Funktion f: (G C R?)
— R! und ein Punkt (zg,10) € G mit

y = o(z) f(xo,50) = 0. Sei ferner f € C*(G).

G Frage: Kann man die Gleichung f(zo, y0)
Vv = 0 in einer Umgebung von (xg, yo) nach
y auflosen? Genauer: Existieren offene Um-
YoT (70, Y0) gebungen U von xg und V von yg sowie
eine C*-Funktion ¢: U — V mit

UxV CG, ¢(xg)=yo und
[z, p(z)) =0Va e U?

AT~

Sy

Beispiel 5.18. (1) Die Funktion f moge wie in folgender Abbildung sein:
z y

yl

8y

KY

Im Punkt A: f(x,y) —c; = 0, wobei ¢; die Héhe in A = (xq,yo) bezeichnet. Diese
Gleichung l&dsst sich in einer Umgebung von xy nach y auflésen, so dass y in einer
Umgebung von yg liegt. Damit erhalten wir y = ¢(z), wobei ¢ glatt und eindeutig
bestimmt ist.

Im Punkt B: f(x,y) — c¢1 = 0 lésst sich rechts von z( nicht nach y auflésen.

Im Punkt C: f(x,y) — ca = 0, wobei ¢z die Héhe von C' = (z9, yo) meint, ldsst sich
fiir x # xo nicht nach y auflosen.

Im Punkt D: f(x,y) — c1 = 0 besitzt tiberabzihlbar viele Lésungen y = ¢(x) mit
x € U, y € V (genau vier stetige und genau zwei glatte Losungen).
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(2) f(z,y) = 3x + 2y — 1 = 0 definiert implizit die Funktion f: R — R, y = f(z) =
1

(3) f(z,y) =eY+1y>+23+22—1=0. Die Funktion f: R — R, y — e¥ + 97>, ist streng
monoton wachsend und stetig. Fiir jedes x € R gibt es also genau ein y € R mit
eV +1y3 =1-22—-23 d.h. f(x,y) = 0. Wir erhalten so eine Funktion y = ¢(z), die
sich jedoch nicht iiber elementare Funktionen explizit angeben lésst.

(4) f(z,y) =22 +y?>—1=0. Ob und wie sich diese Gleichung in einer Umgebung von
xo nach y auflosen ldsst, hingt von der yo-Koordinate des Punktes (xg, yo) ab:

yo>0: y=+V1-—22
Yo <0: y=—1-— 22,

yo = 0: geht nicht.

Satz 5.27 (iiber implizite Funktionen von R! nach R!). Seien G C R? offen, f: G — R}
aus C*(Q) fiir k 2 1 und (zo,y0) € G mit f(xo,y0) = 0. Ist gi(xo,yo) # 0, so existieren

offene Umgebungen U von xo und V von yy sowie eine C*-Funktion ¢: U — V mit
UxVCG, o¢)=yo, f(z,0(x)=0vVzel.

Die Funktion ¢ ist eindeutig bestimmt in folgendem Sinne: Sind ¢1: Uy — Vi und
w2: Uy — Vi zwei Funktionen mit obigen Eigenschaften, so gilt o1|v,nu, = w2|u,nu,-

Fiir das Beispiel 5.18 (2) gilt gf(a:o,yo) =2#0.
Y

Zusatz zu Satz 5.27.

£ p(@) =05 o 14 £, (@) = 0 e (o) = —L2(2#D)
Flople) =05 e 1 fy ¢ = 0= ¢ == 6 o)

Zuriick zum Beispiel 5.18 (3). Es gilt

of
@(anyO) = (e + 3y2)}(xo,yo) >0,

d.h. Satz 5.27 liefert die Existenz einer impliziten Funktion y = ¢(z) fiir alle z € R
sowie deren Eindeutigkeit. Wir haben

322 + 22

w3 mit y = ¢(x)

o' (z) =
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nach dem Zusatz zu Satz 5.27. Es gilt ¢/(z) = 0 < x = 0 oder z = —Z. Des weiteren ist

<0: z<-2

o Br+2)x _ 9
SD(:E)__W >0: —§<33‘<0,
<0: x>0.
In x = 0 liegt also ein lokales Maximum und in z = —% ein lokales Minimum vor.

0
Nochmals das Beispiel 5.18 (4). Fiir 8—f(xo, yo) = 2yp # 0 geht alles gut, fiir yp = 0 indes
Y
nicht.

Beweisidee von Satz 5.27. Die TAYLOR-Entwicklung

f(@,y) = f(zo,y0) +fx(20,v0) ( — 20) + fy(w0,90) (v —yo) +--- =0
=0

lasst sich fiir fy(xo,yo) # 0 eindeutig nach y auflésen.
Satz 5.28 (iiber implizite Funktionen von R™ nach R™). Seien G C R"™ x R™ offen,
f: G — R™ aus C*(G) fir k 2 1 und (z0,y0) € G (also g € R™ und yo € R™) mit

f(zo,y0) =0, d. h. die Gleichungen

f1($1,---71‘my1»---aym):0

fm(‘rlw"axnvyla”'?ym) =0

sind fir x = (29,...,2%) und y = (49, ...,9%) erfillt. Gilt nun
Ofi m
det <8f($0’y0)> # 07
Yj ij=1

so existieren offene Umgebungen U C R™ von xg und V. C R™ won yy sowie eine C*-
Funktion ¢: U — V mit

UxV CG, ()= yo, f(:r,cp(a:)) =0Vxel.

Die Funktion ¢ ist eindeutig bestimmt in folgendem Sinne: Sind ¢1: Uy — Vi und
po: Uy — Vi zwei Funktionen mit obigen Figenschaften, so gilt v1|u,nv, = Y2|UinU, -
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Beispiel 5.19. Sei f(z,y,2) = zcosy +ycosz + zcosx — 2 = 0. Es gilt £(0,0,2) = 0.
Wegen

of _of _ . —
det<az(0,0, 2)) = 5(0,0,2) = (—ysinz + cosx)}(o’og) =1#0
ist z = ¢(x,y) in einer Umgebung von (0,0). Es ergibt sich
f(@y,0(z,y)) =0 (5.5)

und
a

(55) 2> fo-l+fy-0+ for0a=0
<= cosy — zsinx + (—ysinz +cosz) p, =0
zsinx — cosy
= a1, y) = —————
cosx — ysin z

insbesondere gilt ¢,(0,0) = —1.

)
(5.5) =% fo -0+ fy - 14 fo- 0y, =0
<= —uxsiny+cosz+ (—ysinz+cosx)p, =0

rsiny — cos z

<~ =
#u(@.y) cosz — ysinz’

insbesondere ist ¢, (0,0) = — cos2. TAYLOR-Entwicklung liefert uns also

o(x,y) = ©(0,0) + ©z(0,0) z + ©,(0,0) y + 0a”) + Az y) + Ay?)
=2—x—cos2-y+0a®) + Az y) +0y?).

Satz 5.29 (iiber die Umkehrfunktion). Seien G C R"™ offen und g: G — R" ei-
ne Ck-Funktion, k = 1. Wenn fir xo € G die Ableitung ¢'(xq¢) invertierbar ist

<<:> det((Jg)(z0)) #0 & det(ggj, (xo))?jzl # 0), so existieren eine Umgebung V C G

von xg und eine Umgebung U von g(xg) sowie eine C*-Funktion ¢: U — V mit

9(e) =y VyeU, o(gx))=xVzeV.

Mit anderen Worten: Das Gleichungssystem

gl(xl, . ,xn) =

gn(xla .. aSUn) = Un
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lasst sich auflosen als
rT = Qol(yla"'ayn)a

Tpn = (pn(yla"'ayn)?
falls det(%)é; £ 0 gilt,
i,7=1

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 5.28 mit f(x,y) := g(x) —y und z als impliziter
Funktion von y. O
Wir betrachten noch Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen. Seien dazu

G C R” eine offene Menge und

g7f17"'7fm: GC_l)Rl

Wir setzen N := {a: €eG: filx)=0,151i < m} Gesucht werden lokale Maxima und
Minima von g auf N.

Beispiel 5.20. (1) Von allen Rechtecken gegebenen Umfangs U ist das mit grofitem
Flacheninhalt gesucht.

9(z,y) = vy — max,
Nebenbedingung: 2(z +y) = U.

Aus der Nebenbedingung ergibt sich
Yy Yy y = ¥ — 2. Setzt man dies in g(z,y)
ein, so wird

fa)ima (G —a) - max,

Es folgt
U U
f’(x):§—2a::0<:)xzz, f"(z)=-2<0,
d.h.inz = % liegt ein lokales Maximum vor. Die gesuchte Losung ist mit x = y = %
das Quadrat.

(2) g(x,y) = 22 + 4y — max, Nebenbedingung: f(z,y) =e¥ + 3% + 23 +22 -1 = 0.
Hier lésst sich die Nebenbedingung nicht so einfach nach einer Variablen auflsen.

Wir vermerken noch, dass dieses Problem nur fiir m < n sinnvoll ist. Ansonsten erhélt
man fiir N typischerweise eine endliche oder gar die leere Menge.
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Satz 5.30 (Multiplikatorenregel von LAGRANGE). Seien g, fi,..., fm wie oben und
sei m < n. Wenn fir jedes © € N die Vektoren grad fi(z),...,grad f,(z) linear un-
abhingig sind und g auf N in a € N ein lokales Mazimum bzw. Minimum hat, so gibt
es A, ..., Am € R (die sogenannten LAGRANGEschen Multiplikatoren) mit

grad g(a) + A1 grad fi(a) + - - - + Am grad fp(a) = 0.

Wor kommt dies her? Wir betrachten den Fall n =2, m =
1, also

g(z,y) — max /min, Nebenbedingung: f(z,y) = 0.
Die Nebenbedingung beschreibt eine Kurve in der Ebene

und diese sei durch die Parameterdarstellung x = x(t),
y = y(t) gegeben. Wir haben also das Extremwertproblem

g(z(t),y(t)) — max / min.

Es ergibt sich

d

ag(iﬁ(t),y(t)) =0T+ gyy=0,

d.h.
(92, 9y), (#,7)) = 0 <= grad g | Tangentialvektor.

Wir haben auBerdem f(z(t),y(t)) = 0, also

EH@00(0) = o+ i =0

und damit
((fs fy), (&,9)) = 0 <= grad f L Tangentialvektor.

Insgesamt folgt
gradg|| grad f = gradg = pgrad f, p € R = gradg + Agrad f =0 fiir A := —p.
Dies funktioniert auch fiir allgemeines n und m < n.

Aus Satz 5.30 ergibt sich folgende Vorgehensweise fiir das Losen von Extremwertaufgaben
unter Nebenbedingungen.
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1. Man bilde die Hilfsfunktion
L(T1,. . Tpy A,y Am) = g(z1, ..., 2p) +Z/\ifi($17~--7$n)~
i=1

Dies ist eine Funktion von n + m Verdnderlichen.

2. Man bilde die n + m partiellen Ableitungen von £ und setze diese gleich Null:
oc 0 oL 0 oc oL

— = ceey,  — = — =0, ..., —=0.
0xy ’ " Oz, )N ’ B ) W
Lose das entstandene Gleichungssystem in den n + m Unbekannten zi,...,z,,
Aly ...y Ay zumindest in xq, ..., 2,.
3. In den Losungen x1, ..., x, aus 2. untersuche man, ob lokale Maxima oder Minima

vorliegen.
Erlduterung zu Schritt 2:

oL 15} af 6fm
b = 791 + )\171 + o+ Ay L= 0
oL . 9 of Ofm
L = Tg + )\1731 4+ - 4+ )\m% 0

< gradg+ Agrad fi + -+ A grad f,,, =0

und or
TM = fl(l'l,...,xn) = 0
: <= Nebenbedingungen.

% = fm(xl,...,a:n) =0

Nochmals Beispiel 5.20 (1). Die Hilfsfunktion ist £L(x,y,A\) = zy+ A (22 + 2y — U). Das
Gleichungssystem aus Schritt 2 ist

%: y + 2A =0
% = =z + 2\ =0
9 = 20 + 2 - U =0

Daraus folgt unmittelbar x = y, dass also unter den gesuchten Rechtecken das Quadrat
die Losung sein muss. Eine rechnerische Uberpriifung (Schritt 3), dass tatsichlich ein
Maximum vorliegt, gelingt z.B. so: Sei § > 0. Mit «x = % +4,y = % — ¢ ist die
Nebenbedingung erfiillt und es gilt

_ U2 62 U2
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Daher ist die gefundene Losung ein Maximum.

Nochmals das Beispiel 5.20 (2). Es ergibt sich £(z,y, \) = 22+ 3y+A (e¥ +y° +a3+22—1)
und damit

9% = 2 4+ A(32Z+2y) =0 (1)
% = 3 4 A +3y7) =0 (2
98 = -1 + e+ +3+y? = 0.
Es gilt
2
)= A=———
(1) 322 + 22’
3
Ne= A= —— .

Damit erhalten wir das Gleichungssystem

ey + + ¥+ 2? -1 =0
2eY + 6y - 922 — 6z = 0,

was der Computer in Null Komma Nix auf 20 Nachkommastellen genau 16st.
Beispiel 5.21. Wie grofl kann ein quaderférmiges Eigelb in einem Osterei sein? Oder

anders: Man beschreibe einem FEllipsoid einen achsenparallelen Quader maximalen Vo-
lumens ein.

Quadervolumen: g9(z,y,z) = (2z) (2y) (22) = 8z y z — max,
22 g2 2
Nebenbedingung: flx,y,2) = ol + 2 + i 1=0.

Die Hilfsfunktion lautet

2 2 2
['(xuyaz,)\)=8xyz—|—)\(22+y+z_1)

b2 - c?
und es gilt

2\ 2

8—E:Syz—i-—ac: <:>—8xyz:2)\x—,

Ox a? a?

oL 2\ y?
a—y:8x2+ﬁy:0 <:>—81:yz:2)\b—2,

oL 2\ 2

=8zy+ —2=0 <:>—8xyz:2)\z—,

0z c2 c2

oL x> 2 2P
e ete 170
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Wir erhalten also T % — 2. Setzt man dies in die Nebenbedingung ein, ergibt sich
a c

a c 8
und y = —. Das maximale Volumen ist also g(z,y,z) = —=abe.

b
IRCARE V3 3v/3

4
Das Volumen des Ellipsoids ist T abe Unabhéingig von den Halbachsen a, b und c ergibt

Vi

sich also, dass der maximale Quader ~ 36.8% des Gesamtvolumens einnimmt.



Das unbestimmte Integral

In diesem Kapitel sei stets I = (a,b) C R ein Intervall.

6.1 Die Stammfunktion

Definition 6.1. Sei f: [ — R eine Funktion. Eine Funktion F: I — R heif$t Stamm-
funktion (oder auch primitive Funktion) von f, falls F in I differenzierbar ist und

F'(z) = f(x) Veel

gilt.

Die Theorie der unbestimmten Integrale befasst sich also mit der Losung der Differen-
tialgleichung ' = f.

Beispiel 6.1. Die auf ganz R definierten Funktionen Fy(z) = % 2% und F» = 1 23 sind
beide Stammfunktionen von f(x) = 2.

Es entstehen u. a. folgende Fragen:
1. Ezistiert iberhaupt eine Stammfunktion?

0: z<0,
1: 221,
tion F', wenn I die Null enthélt. Denn F”(0) wiirde nicht existieren, da F in x = 0
nicht glatt wére.

Ist beispielsweise f: I — R, f(z) = so besitzt F keine Stammfunk-

2. Wenn eine Stammfunktion existiert, inwieweit ist sie dann eindeutig?

3. Wie bestimmt man im Existenzfall alle Stammfunktionen zu einer gegebenen Funk-
tion?

159
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Die erste Frage ist am schwierigsten zu beantworten. Damit beschéftigen wir uns spéter.
Die zweite Frage erledigen wir gleich, und der dritten sei dieses Kapitel gewidmet.

Die Antwort auf Frage 2 liefert folgender Satz.

Satz 6.1. Sind Fyi, Fo: I — R Stammfunktionen von f: I — R, so gibt es eine reelle
Konstante C' mit

Fy(z) = Fi(z)+C Vel

Beweis. Wir setzen g(z) := Fy(x) — Fi(z). Fir o, 8] C I ist dann ¢ in (o, §) differen-
zierbar und auf [«, ] stetig. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert

9(8) —g(a) =¢'(§) (B—a) =0
fiir ein € € (o, 3), d.h. g ist auf I konstant. 0

Die Umkehrung dieses Satzes ist trivial.

Definition 6.2. Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f: I — R bezeichnet

man mit
JECTLE

und nennt sie das unbestimmte Integral von f auf I.

Die Abhéngigkeit des unbestimmten Integrals von I wird in der Bezeichnung unter-
driickt. AuBerdem ist das Symbol [ f(z)dz an dieser Stelle noch durch nichts motiviert
(dies wird erst bei der Behandlung bestimmter Integral plausibel). Daher hitten wir
genauso gut UB(f) oder %; nehmen kénnen.

Besitzt f: I — R keine Stammfunktion, so gilt

/f(m) dz = @.

Hat f anderenfalls eine Stammfunktion F': I — R, so ist
/f(:z)da::{F—f—C:C’EIR},

wofiir man kurz [ f(z)dx = F(x) + C notiert.
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6.2 Grundintegrale

Jede Differentiationsformel, z. B. (f:—:), =z, liefert eine Formel fiir Integrale, hier also
n+1
/ e = & +C.
n+1

Einige dieser Formeln fiir Integrale (die sogenannten Grundintegrale) sollte man sofort
parat haben, was einem die durchaus lastige Suche in Integraltabellen erspart.

xa+1
) [2%de= ~1.
1)/:1: dz a+1+C’,a7é

Der Integrationsbereich [ ist dabei wie folgt von « abhéngig:

a€{0,1,2,3,...}: I C R beliebig.
a€{-2,-3,-4,-5,...}: IC (—00,0) oder I C (0,00),
acR\Z: I C (0,00).

1
ii) /Edm:10g|x|+C, z # 0.
Es gilt

1
/dwzloga?+C fiir I C (0, 00),
T
1 )
/xdx = log(—x) + C fiir I C (—00,0).
1 . : dz : :
Statt / — dz und dergleichen schreibt man auch / —. Der Physiker schreibt oft
x x
auch [dz f(x).

ear
111) /e‘”dw=7+0’, 067'50

xT

Daraus folgt sofort /a”" dz = /ex loga gy — +C fira>0,a#1.

loga

d

dzx _1 14z
v) 1_x2—§log 1—=2

Es gilt

+C, [z # 1.
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3 log|1Z| = Jlog 12 fiir I C (—o0, 1),
%long—ﬂ = %log%f—fc fir I C (—1,1),
5 log|1£2| = Jlog XL fiir I C (1, 00).
: dz .
Vl) ﬁ=arcsmx+c, ’Z“ < 1.
Hingegen gilt
dx
——— =loglz + V22 —-1|+C, |z|>1,
/m d | o
dx
——— =log(z+V1+2?%) 4+ C.
/\/1+a:2 s )

vii) /sina:da:=—cos:1:-|—C,/cosdm=sina:+C’.

viii) /sinhxdx=coshx+C,/coshxdx=sinhx+C.
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6.3 Integrationsregeln
Linearitat

Besitzen die Funktionen f,g: I — R auf I eine Stammfunktion, so gilt trivialerweise

J @) + @) dz = [ @)@+ [ g(a)da,
/af(a:)dx:a/f(a:)dx, a € R.

11 1 N 1
1—22 2\1—-2 14z

/dx_/l 1+1d_1/dx+1/dx
1—22 Jo\i—z"1+2)" "2 ) 1-2"2) 1+=

= —1log|l — x|+ log|l + x|+ C.

d
Beispiel 6.2. Das Grundintegral / 17:62 ergibt sich nach der Partialbruchzerlegung

SO:

Variablensubstitution

Seien J C R ein Intervall, g: J — I differenzierbar und f: I — R. Es gilt

/f@@»d@Mx=F@@»+c,

falls die Stammfunktion F' von f existiert.

Beweis. Das ist die Umkehrung der Kettenregel. Differentiation der rechten Seite ergibt

(F9(@) +C)' = (F(g()))" = F'(g(x)) ¢'()-

Man wendet diese Formel meist in der Form
[ Hot@) dglw) = Flg(@) + €
mit ¢'(z) de = dg(x) an.

Beispiel 6.3. (1) /esm cosxdr = /eSi“dsinx =M 4 .
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(2) /(logxaz)de = /(logaz)leogx = (10g31:)3 +C.

Oftmals ist es giinstiger wie folgt vorzugehen, um das unbestimmte Integral [ f(z)dx
zu bestimmen.

1. Fiihre die Substitution x = ¢(t), t = 1(x) durch, also

/f(@(t))dw(t) = /f(tp(t))tp’(t) dt =: /h(t) dt.

2. Berechne /h(t) dt=H(t)+C.

3. Mache die Substitution aus 1. mit ¢ = ¥ (z) riickgéingig:
H(t)+ C = H(¢(z)) + C.

Nochmals Beispiel 6.3 (1). Setze ¢ := sinx < x = arcsint. Wegen cosxz = /1 — 22 folgt

1
damit cosx = /1 — t2. Infolge (arcsinz) = —— gilt dz = 2’ dt, also
v ge ( V==t
. dt .
e’ cosxdw—/et 1—1t2 —/etdt—et—l—C—esmx—i—C.
/ =t
Nochmals Beispiel 6.3 (2). Mit ¢ := logx ist x = e, also dz = de! = e’ dt. Damit ergibt
sich ) ) 5 5
1 t t 1
/(Oggj) dx:/etdt:/tht:+C: log2)” | ¢
x et 3 3
d
Beispiel 6.4. (1) Es soll /2_?2, a # 0, bestimmt werden. Wir setzen t := ¥ &
a?+x
x = at. Dann ist dx = a dt, also
/d:c / adt 1/ dt 1 tant 4 C 1 tx—i—C
= =~ [ —— = ~arctan = —arctan — .
a? + x2 a?(1+t?) a) 1+t a a a

dz
2) Berechnung von / ——  _ Mitt:= ¥z e 2 =15 dr = 6t°dt, ergibt sich
(2) s vz (1+ ¢/z) Ve s

/ da _/ 6t° dt _/ 62 dt—6/1+t2_1dt
Vr(l+¢z) ) B1+82) ) 1+22 1412
dt
:6/dt—6/1+t2=6t—6ar0tant+c
= 6/x — 6arctan ¢z + C.
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(3) Mit t := arcsint < = = asint, do = acostdt, folgt

1 2t
/\/ —xde—/\/ —a2sin?tacostdt = a® /cos tdt = /JFCOS()dt

2
t 2 sin(2t a? arcsin 2
:2+a251né )+C:2+Zsm<2arcsinz>+0
o a? T
= - arcsin — + Va2 —-z2+C,
a a

unter Verwendung von
* (Verdopplung des Winkels): Es gilt cos(2t) = 2cos?t — 1,

e . X . . X . T 2z x?
+': Es gilt sin (2 arcsin —) = 2sin (arcsm —) cos (arcsm —) =—\/1-=
a a a a a

Partielle Integration

Hat man keine andere Idee ein Integral zu bestimmen, so hilft einem in den meisten
Féllen die partielle Integration. Sie lautet

/uv’dz=uv—/u’vdx

oder in der gebriiuchlichen Form [udv =uv — [vdu.
Beweis. Es handelt sich um die Umkehrung der Produktregel:
(wv) =v'v+ur = uv= /u'vdx + /uv’dx.
O
Beispiel 6.5. (1) /accosxda: = /xdsinx = a:sina:—/sinxda: =zsinz+cosx+C.

(2) /m2sinxdx:—/332dcosx:—:z:2cos:£+/cos da?

= —g%cosz+2 | xcoszdx

= —2?cosz + 2zsinz +2cosx + C nach (1).

(3) /loga:da::xlogx—/a:dlogx:xloga:—/dx::c(loga:—1)+C’.
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(4) / Tsin(bz)dr = /sm(bx)deaz gSm bx) —dsm(bm)
:ismbm b/e cos(bx)dx
= ﬁsm bx) b /cos
Ca
= ? sin(bz) — b2 e’®cos(bz) + ﬁ /ea‘”dcos(b x)

ax
a a

Daraus ergibt sich

b2 wr ea® ) b ,
1+ — e’®sin(bzr)dr = — [ sin(bz) — o cos(bz) | + ",
a

a

also
ax

/e‘” sin(bzx)dz = a2e+ 72 (sin(bx) — beos(bx)) + C

. 2
mit C/: agai_"_bQC.

Ubergang ins Komplexe

/(u—i—i’u)dx ::/udx—i—i/’ud:v.

Dies hilft, falls sich v + iv ,geschlossen® integrieren lésst.

Man definiert

Nochmals Beispiel 6.4 (4). Wegen el®® = cos(bx) + isin(bx) ergibt sich

/e‘w sin(bx) dx

I
<%

e?" (cos(bx) +isin(bx)) (a —1ib
( (cn(h2) + i) >)+C

ax

= (asin(bz) — beos(bx)) + C.

a

Man bekommt folgendes Integral dazugeschenkt:

ax axr  ibx e” :
/e cos(bz)dr = §R</e e d:[;) =21 (acos(bx) + bsin(bz)).

_c (sin(ba:) - bcos(bx)) - f; / ¢ sin(bx) da.

a+ib)x
%(/ea:veibzdx> _ S(/e(a-i—ib)xdx) _ %<e( + )
a+ib
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6.4 Integration rationaler Funktionen

Eine rationale Funktion ist bekanntlich von der Gestalt

px) _potprz+--+pma™
q(z) q+qaz+--+guan’

pi, qj € R.

Wir wollen / pga:; dz bestimmen und nehmen dazu an, dass p(x) und ¢(z) keine ge-
q(z

meinsamen Nullstellen haben (ansonsten kiirzen), und des weiteren sei degp < deggq,
also m < n (ansonsten Polynomdivision mit Rest, z. B.

3 Ptr—z w@*4+1)-z T

2+1  22+1 241 _w_aﬂ—i—l

ausfithren). Die Integration erfolgt dann unter Verwendung des folgenden Satzes:

Satz 6.2 (iiber die Partialbruchzerlegung). Sei q(z) = (x—a)* (x—B3)" --- die Zerlegung
p(z)

des Nennerpolynoms von -~ in Linearfaktoren. Seien dabei o, (3,... € C paarweise
verschieden und k, /0, ... deren Vielfachheiten als Nullstellen. Dann existieren eindeutig
bestimmte komplexe Zahlen A, ..., Ay, B1,...,By, ... mit

p(JZ) 1 < A1 Ak Bl Bg >

— = — qFooodF aF oo gp =———= g ooc Vo eR.

a(x) @ \7 -« (z—a)f -8 (z = B)*

Der Beweis wird am einfachsten mit Mitteln aus der Funktionentheorie gefiihrt.

1
Beispiel 6.6. (1) Fiir macht man den Ansatz

(z—1)(z—2)(z-3)

1 _ 4 B C
(r—1)(z-2)(xz—-3) z—-1 -2 z-3

Multiplikation mit (z — 1) (z — 2) (x — 3) ergibt

1=A(z-2)(z—-3)+Bz-1)(z—3)+C(z—1)(z—2)

6.1
=(A+B+C)a?+ (-5A—4B—3C)z + 6A+ 3B+ 2C. (6.1)

Koeffizientenvergleich: Wegen 1 = 022+ 0x+1 ergibt sich aus (6.1) nun folgendes
lineares Gleichungssystem in den Unbekannten A, B und C:

A+ B + B =0

—5A — 4B - 3C = 0
6A + 3B + 20 = 1.
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(2)

(3)

Eleganter ist hier die Einsetzungsmethode: Setzt man in (6.1) die Nullstellen von
(x — 1) (z — 2) (x — 3) ein, ergibt sich sofort

r=1: 1=A(1-2)(1-3)=24 = A=1,
=2: 1=B(2-1)(2-3)=-B = B=-1,
r=3 1=C(3-1)(3-2)=2C = C =1

2
1
Fiir ( * 1—3356(+ %) setzt man geméifl Satz 6.2
T — T —
24z +1 . Aq n Ao " Az " B
(x—183@x-2) 2-1 (x—-12 (z—-13 2z2-2

Multiplikation mit (x — 1)3 (x — 2) liefert
rrrl=A1(x-1)2@@-2)+A(x—1)(z—2)+A3(x—2)+B(z—1)3. (6.2)
Setzt man hier x = 1 und x = 2 ein, erhélt man

x=1: 3=A43(-1) = A3 = -3,
r=2: 7=B — B=T.

Man konnte jetzt beispielsweise noch z = 0 und = = 3 einsetzen und bekdme zwei
Gleichungen fiir A; und As. Stattdessen leiten wir (6.2) ab:

20+1 =241 (z—1) (2—2)+A; (x—1)?+ Ay (x—2)+ Ay (—1)—34+21(z—1)2. (6.3)

Setzt man = = 1 ein, ergibt sich 3 = —Ay — 3, also Ay = —6. Ableiten von (6.3)
bringt

2=241(x—2)+241(x—1)+241(x—1) -6 -6+ 42(x — 1).

Einsetzen von x = 1 liefert 2 = —2A4; — 12, also A; = —T.

1 1
Fir CEEmE = ( V(@ 1) liefert Satz 6.2 folgenden Ansatz:
T z—1)2(z+1i
1 N Al AQ B1 BZ
r—i)2(z+1i)2 z-—i T —1i x+i x+1i)?’
) 5 + 5+ + 5
also

1=A (z—1)(z+1)2+ Ay (x+1)>+ By (x —1)? (x +i) + B (z —1)%.  (6.4)
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Setzt man

Ableiten von (6.4) ergibt
0= A (z+1)*+24;1 (z—1) (z+1) — L (z+1) +2B1 (z—1) (x+1)+ B1 (z—1)* — 3 (z—1).

Setze .
r=1i: 0=A;(-4) —1i — Ay =1

4
r=—i: 0=Bi(-4)+i = Bi=1.

Jetzt kann man (wegen der Linearitdt des Integrals) die einzelnen Partialbriiche inte-
grieren. Dazu benotigen wir:

d
/x_xa—log]x—ozH-C’, aeR,
d _ —k+1
/(a:—xa)k:(x—kajrl +C  a€C k22

Fiir a € C setzen wir zunéchst / = log(x — a) + C. Fiir log(x — o) bendtigen wir

die Zauberformel. oo

Wir integrieren die Ausdriicke aus Beispiel 6.6.

W /(az—l)(xd—xQ)(:E—?)):/<2(1:1—1)_xi2+2($1—3)>dx

:%log|x—1|—log|m—2\—|—%log|x—3|+0
:%log - D@—3) z;)_(;); 3)'+C.
® /<mi21+>3x<;—12>d"“’_/(x_—71‘<a:—61>2‘<x—31>3+xi2>dx
:—7log|x—1]—6(x__1)_l—3<x:;)_2+7log]x—2]+0
= Tlog x:1‘+xfl+2(1’il)2+c

(3)/ dx _/ _i 1 +i 1 _1 1 _1 1 q
2+ 1)2 Az -1 4dz+1 4@—-12 4@+2)"
: 1

i . i ) i
——EIOg(ﬂc—l)Jerog(erl)—z — — - +C
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i log & +i n 1 n 1 L
= -lo
1% -1 4z —1) " 4z +1)
mit Zauberformel _ ;Va:
T2 2241
Die Zauberformel besagt
_ i _
ilog w — 2arctan < ¢ C, «,6,C€R. (6.5)
r—a—id

z 41

i 1
Damit ist ilog =5 arctanx + C. Wir haben also

r—1i

dx 1 x o
7@2_’_1)2:5 arctanx+x2+1 + C.

Die durch die Partialbruchzerlegung entstandenen komplexen Zahlen sind nach der

Integration auf mysteriose Weise verschwunden. Die Schummelei mit der Zauber-
formel ist erlaubt, denn der Erfolg gibt uns Recht: Differenziert man 1(arctanx +

2

In der Funktionentheorie wird logz fiir komplexe z eingefithrt. Dazu wahlt man die
EULERsche Darstellung z = re'¥ mit r = |z| und ¢ = arg z,

log z = log(re'¥) = logr + logel? = logr + 1.

Beweis der Zauberformel (6.5). Bildet man die Ableitung der linken und rechten Seite
von (6.5), so ergibt sich

og T @10 /—i 1 B 1 25
8 —a+is) \z—atis z-—a—1io T (z—a)?+62

9 arct r—a) 2 1 20
arctan = - = .
) 1+(%)25 (x — a)? + 62
. L r—oa-+1id T — .
Nach Satz 6.1 unterscheiden sich ilog T a_is und 2 arctan 5 also nur um eine
r—oa—1

Konstante C. O
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6.5 Weitere Klassen elementar integrierbarer Funktionen

Eine Funktion f: (D C R) — R heifit elementar, wenn sie sich durch eine endliche
Anzahl von Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen, Divisionen und Kompositio-
nen aus rationalen, Exponential-, Winkel-, Logarithmus-, Arkus- und Area-Funktionen
erhalten lédsst.

1 esin(—l)) U

e’

.. ) logac—i-{‘/f—i-e*"’“"2 )
Beispiel 6.7. f: D — R, f(x) = sinh 1 n(logz) |’ mit D = [
(eSin(*l),e] ist elementar. +arcsin{log ¥

Die Ableitung einer elementaren Funktion ist wieder elementar. Dies gilt i. A. nicht fiir
die Stammfunktion einer elementaren Funktion.

Betrachtet man die Menge aller Funktionen, so ist die Menge der elementaren Funktionen
eine winzig kleine Teilmenge davon.

Gegeben seien n Funktionen f;: (D C R) — R, = — fi(z), 1 £ i < n. Mit R(fl(ac),
.., Jn(2)) bezeichnet man die Menge aller Funktionen, die sich aus reellen Zahlen und

den Funktionen f; bis f, durch eine endliche Anzahl von Additionen, Subtraktionen,
Multiplikationen und Divisionen gewinnen lassen.

Die folgenden drei Klassen von Funktionen haben elementare Stammfunktionen.

1. Die Menge R(x) aller rationalen Funktionen. Deren Integration wurde im Abschnitt
6.4 besprochen.

1+ 3sinz + 5sin®z - cosz

1+20sin’ z - cos!® x
elementare Stammfunktion. Der Trick, der hier immer hilft, ist die Substitution ¢ :=

2. R(sinz,cosx). Z.B. fithrt die Integration von (*) auf eine
x
tan —.

In der Tat, betrachten wir
/ r(sinz, cos ) dz

mit einer rationalen Funktion r von zwei Veréinderlichen (fiir () wére r(u,v) =

1+3u+5ufv
14-20u7 v18

= tan 5 Weiter gilt

2
), so haben wir x = 2arctant und dox = T infolge der Substitution

+ 12

. 2sin § cos 5 2tan 5 2t

ST = 2 x 22 2z 27
cos® 5 +sin” 5 1+ tan“ 5 1+1¢
COSZ%—SiH2% 1—tan2% 1—¢2

cosx = — = e = 5-
cos?% +sin*E  1+tan®g 1+t
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Wir erhalten damit

' 2t 1—t*\ 2dt
r(sinz,cosz)dr = [ r T+£2°1+2) 142

. 2t 1—¢2 . . . . .
wobei 7"(1 el ﬁ> eine rationale Funktion in ¢ ist.

Beispiel 6.8.

dz 1+¢2 2d¢ dt 1 1
= =2 —— = — + —— | dt

CoS T 1—1t2141¢2 1—1¢2 1—¢t 1+t
1+t 1+tan2
:—10g|1—t|+log]1+t|+Czlog‘1+t +C:log‘n2

+C.

l—tang

3. Elementar integrierbar sind auch Funktionen aus

R(x,\/ax—l—b,\/cx—i—d), R(x,\/xQ—i—aa:—l—b), R(a:, \k/aijb) .

cr+d
Zu deren Integration findet man geeignete Substitutionen in der Literatur.

Keine elementaren Stammfunktionen haben beispielsweise

_g2 sinz " 1 1 1
S ) ) W)

x x’ logz’ /1—cosz 1+at

Man definiert in solchen Fillen neue Funktionen, etwa

Siz = / et dx, Si0:=0, (Integralsinus),
x

2
d(x) = NG /e_“”2 dz, ®(0) := 3, (Fehlerfunktion),

d
Liz = /lx, Lil:=0, (Integrallogarithmus, siehe Beispiel 4.6 (6)).
ogx
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7.1 Das Riemannsche Integral

Seien [a,b] C R ein beschrénktes Inter- 20 Tl T w1 @ mey @
vall und f: [a,b] — R eine beschrénkte % — 1 ey
Funktion. Unter einer Zerlegung von a Ax; b
[a,b] versteht man eine Menge P = {zg, y! Vo
:El,...,xn} mit

a=x0<x1 < - <xpp =0

Man setzt Ax; := x; — x;—1 und nennt
w(P) = max Az; den Durchmesser
15i<n

(auch die Feinheit oder Maschenwei-
te) der Zerlegung P. Man wéihlt schlief3-
lich in jedem Teilintervall [z;_1,z;] C
[a, b] einen Zwischenpunkt &;. Die Sum-
me

AP

T
[
I

|

T T

\
\
\
\
\
%
a & 1 &2 g3
n

I(f,P) =Y f(&) Az

i=1
heifit (RIEMANN!sche) Integralsumme.

174 TS S
N

S

8

Definition 7.1. Man sagt, dass die Integralsummen I(f, P) fir p(P) — 0 konver-
gent sind mit dem Limes g € R, wenn fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass
|I(f, P)— g’ < ¢ fiir alle Zerlegungen P mit u(P) < 6 und fir jede beliebige Wahl der
Zwischenpunkte gilt.

—

Die Abhéngigkeit von den Zwischenpunkten = := {§;}7 ; wird in der Bezeichnung
I(f, P) unterdriickt. Préziser wére das Symbol I(f, P, Z). Damit liee sich Definition
7.1 so schreiben:

I(f,P,Z) —g Ve >036 >0 mit
fiir — I(f,P,E)—g| <e
w(P)—0 VP mit p(P) <dund V=

Beispiel 7.1. (1) Fiir die auf [0, 1] eingeschriankte DIRICHLET-Funktion

1: zeq,

X:[Oal]—>R7 X($):{O: .%'GR\Q

'Bernhard RIEMANN (1826 - 1866), deutscher Mathematiker. Wesentliche Beitriige zur Analysis, Dif-
ferentialgeometrie, mathematischen Physik, analytischen Zahlentheorie. Er war Mitbegriinder der
Funktionentheorie. U.a. seine Riemannsche Geometrie erméglichte EINSTEINs allgemeine Relati-
vitatstheorie.
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gilt, da fiir jede Zerlegung P von [0, 1] Zwischenpunkte = = =] C Q oder = = =5 C
R\ Q gewihlt werden kénnen,

I(f,P,21) =) x(&) Az =0, I(f,P,52) =) x(&)Ax; = 0.
i=1 i=1

Die Integralsummen konvergieren nicht.

(2) Wir betrachten die Funktion

f:0,1] — R,

=

8

S~—

Il
—
= O
= O

A A
KR 08

IA A
g

Sei P irgendeine Zerlegung von [0,1]. Dann gibt es ein k € {1,2,...,n} mit § €
[zr—1, ) und es gilt

I(f,P) =" f(&) Aw; = f(&) Amp + Y f(&) Azi = f(&) Azp+ (1 — zp) —
i=1

1=k+1

| =

fiir u(P) — 0.

Definition 7.2. Wenn die Integralsummen I(f, P) fir u(P) — 0 konvergieren, so
nennt man den Grenzwert RIEMANNsches Integral oder bestimmtes Integral im
RIEMANNschen Sinne von f auf [a,b] und bezeichnet ihn mit

b
/ )

Die Menge aller auf [a, b] RIEMANN-integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit R[a, b].
Dass hier dieselben Zeichen [ und dz wie beim unbestimmten Integral verwendet werden,
ist vorerst durch nichts motiviert.

Hierbei ist x eine Integrationsvariable, die wie ein Summationsindex in einer Summe
letztendlich wegfallt. Daher gilt

/bf(x)dwz/bf(t)dtz---

Unser néchstes Ziel besteht darin zu zeigen, dass jede auf [a, b] stetige Funktion zu &[a, b]
gehort.
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Definition 7.3. Sei I C R ein Intervall. Fine Funktion f: I — R heifit gleichmaflig
stetig auf I, wenn fir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert mit

|f@)—fy)| <e Va,yel:|lz—yl <o

Was ist der Unterschied zur gewShnlichen Stetigkeit? Eine Funktion f: I — R ist stetig
auf I, wenn sie es in jedem Punkt x € [ ist, wenn also zu jedem € > 0 und z € I ein
§ = 0(e,z) > 0 mit | f(z) — f(y)| < e fiir y € I mit |z — y| < J(¢,z) existiert. Bei der
gleichméfigen Stetigkeit wird gefordert, dass é nur von &, nicht aber von x abhéngt.

1
Beispiel 7.2. (1) Die Funktion f: (0,00) — R, f(z) = —, ist auf (0,00) stetig, aber
x
nicht gleichméfig stetig.

‘ 1
Y §1 Denn wiihle zu € := 1 die Folgen x,, = — und 2}, :=
‘ n
1
%‘* —. Dann gilt zwar
“ 2n
102
€ 1 1 1 3
|2n — | = » o =%=:5n—>0furn—>oo,
01 aber
€ -1
- 5 ‘f(fvn)—f(x/n”:\n—2n|:n§5 Vn € IN.

1
(2) Die Funktion f: (0,00) — R, f(z) = sin —, ist auf (0, c0) stetig, aber nicht gleich-
z 2
méfig stetig. Denn wéhle zu € := % die Folgen z, := — und 2}, :=

Dann gilt zwar nr (2n+1)m

o] 2 |1
"o 2n+ )7 n@n+1)7

|zy, — =: 6, — 0 fiir n — oo,

aber

}f(l‘n) — f(x;)‘ = ’Sin(nﬁ) - sin((2n+ 1)%)! = }sin(nw + g)}
= ]sin(nﬁ) cos%+sin%cos(n7r)} =1>eVneN.

-~

=0 :(_1)77,
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Satz 7.1 (HEINE-CANTOR?). Ist f: [a,b] — R auf [a,b] stetig, so ist f auf [a,b] auch
gleichmdfSig stetig.

Beweis. Wir nehmen an, dass f auf [a,b] nicht gleichméBig stetig ist. Dann gibt es zu
einem ¢ > 0 Folgen x,, x], aus [a,b] mit

|2 — 2| =000 — 0 und [ f(zn) — fa7,)] 2 €

n

fiir alle n € IN. Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS besitzen die beschrankten
Folgen {z,,} und {z;,} konvergente Teilfolgen {xy, } und {7, } mit x,, — rundz; — z,
x € [a,b], wegen ‘ajnk - l‘{nk’ — 0. Da f stetig ist, folgt damit

|f(@n,) = flan,)| = [f(2) = f(2)] =0,

was im Widerspruch zu |f(z,) — f(},)| Z € fiir jedes n € N steht. Also ist f auf [a,b]
doch gleichmé&fig stetig. O

Die néchsten drei Folgerungen aus Satz 7.1 sind trivial.

Korollar 7.1. Sei f: [a,b] — R auf [a,b] gleichmdfSig stetig. Dann ist auch jede FEin-
schriankung f|r von f auf ein Intervall I C [a,b] gleichmdfig stetig.

Korollar 7.2. Sei f: (a,b) — R in (a,b) stetig. Ewvistieren die Grenzwerte A :=
lim 0f(gc) und B := liinof(x), so ist die Erweiterung f von f auf [a,b],
z—b—

r—a+

A: T = a,
f@)=1{f@): =z€lab),
B: = b,

auf [a,b] gleichmdfsig stetig.

?Dieser Satz wurde 1872 von Eduard HEINE bewiesen, war aber wohl schon Karl WEIERSTRASS bekannt.
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Korollar 7.3. Aus der gleichmdfSigen Stetigkeit von f: I — R folgt die (gewdhnliche)
Stetigkeit von [ auf I.

Satz 7.2. Ist f: [a,b] — R auf [a,b] stetig, so gilt f € R|a,b].

Beweis. Fiir eine Zerlegung P = {x¢, z1,...,%,} von
[a, b] setzen wir
M; .
m;:= min f(z), M;:= max f(z)
z€[wi—1,24]

T€[Ti—1,%;]

und betrachten die

Untersumme  U(f, P) := Z m; Az; und

|

|

]

?

| =1
1

i

Obersumme O(f,P) := ZMZ Ax;.
i=1

f(&)
Sind &;, 1 £ i < n, irgendwelche Zwischenpunkte, so
;i gilt wegen m; < f(&;) £ M; trivialerweise
e & " U(f,P)SI(f,P)SO(f,P).  (T.1)

Fiir zwei beliebige Zerlegungen P; und P> von [a, b]

haben wir
Uf,P)2U(f,PAUR) SO(f,PLUR) = O(f, ).

Wir betrachten dazu das Teilintervall [x;_1, z;] C [a,b], wobei x;_1,z; € P; gelte. Seien
nun yi, Y2, ..., Y € Pomit 2,1 <y1 <y2 < -+ <y < . Wir setzen Ay; :=y; —yj—1
fiir alle j mit 2 < j < k sowie Ay := y1 — ;-1 und Ayg1 := z; — yk. Setzt man noch

fly)fir2<j<kund gy := min  f(y), gg+1 := min ]f(y), so gilt

fj = min
yE[ri—1,y1 YE[Yr,Ti

YE[Y;,yj—1]
p1 Ayt + po Ay + -+ + prpr1 Ayg1 = my Ay

Dabei steht die linke Seite in U(f, Py U P») und die rechte Seite in U(f, P1). Jede Un-
tersumme ist also kleiner oder gleich jeder Obersumme. Damit ist die Menge der Unter-

summen von oben beschrankt, d. h. es existiert

I, :=supI(f,P).
P
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Analog ergibt sich die Existenz von [* := iI}f O(f, P). Damit haben wir

U(f,P)<I,<I*"<O(f,P) VP (7.2)

Sei nun ¢ > 0 beliebig. Da f nach Satz 7.2 auf [a, ] gleichmifig stetig ist, gibt es ein
§ > 0mit |f(z) — fy)| < 3= fiir alle 2,y € [a,b] mit |z —y| < 6. Ist u(P) < 4, so folgt
M; —m; < 3= und es ergibt sich

n

O(f,P) ~U(f.P) = Y (M; — m;) Ax; < Zﬁmi - ﬁ(bw) = (7.3)
i=1

=1

Ober- und Untersummen kommen sich also beliebig nahe, was I, = I* impliziert. Wir
bezeichnen den gemeinsamen Wert von I, und I* mit 1.

Aus (7.1), (7.2) und (7.3) folgt |I(f, P) —I| < € fiir p(P) < 6, d.h. I(f, P) — I fiir
p(P) — 0. -

Es gibt auch unstetige Funktionen in ®[a, b]. Dazu brauchen wir folgende Definition.

Definition 7.4. Eine Menge E C R heifst Menge vom Maf3 0, wenn fir jedes € > 0

hdchstens abzdhlbar viele offene Intervalle Iy, Io, I3, . .. existieren, die E tberdecken,
EFECchulhbulsU--.,

und dabei |I1| + |I2] + |I3| + - - - < € erfiillen.

Beispiel 7.3. (1) Endliche Mengen haben das Ma8 0. Besteht diese aus n Punkten, so
wihle Intervalle I; mit [I;| = £ fir 1 < j < n.

(2) Abzéhlbare Mengen haben ebenfalls das Maf§ 0. Wéhle fiir 1 < j < oo Intervalle I;
mit
L =5, |Ll=% ..., |Ll=%,

Dann ist

o0
L]+ L] + I3 + - =
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(3) Es existieren sogar iiberabzihlbare Mengen vom Ma#f 0, z. B. das sogenannte CAN-
TORsche Diskontinuum € (auch CANTOR-Menge genannt). Die CANTOR-
Menge wird wie folgt gebildet:

Man startet mit
¢y := [0,1]. Im i-ten
€0 Tterationsschritt ent-

| |

|O | | T fernt man das mittlere
6 . 5 161 Drittel jedes der 2°
l | | ? ? | | ‘ Intervggle. Setze nun
b1z 1 I

9 9 3 3 9 9 k=0

— — e B — ¢3  Stellt man die Zahlen
0 3 3 3 3 9 ) 1 aus [0,1) im Drei-

ersystem dar, x =
0.x1x0x324 ... mMit z;
€ {0,1,2}, so werden
in €; genau diejenigen mit x1 = 1 gestrichen, in € die mit x5 = 1, usw. Die Menge €
besteht also genau aus den Zahlen, die nur mit den Ziffern 0 und 2 gebildet werden.
Die Méchtigkeit von € ist gleich der Méchtigkeit aller Zahlen in [0, 1), da man diese
im Zweiersystem durch Folgen der Ziffern 0 und 1 darstellen kann, also |€| = ¢. Das
Komplement von € hat folgende Lénge:

1 1 1 1 1 2 2\ 2 2\ 3 1 1
Z49. 492, 493 L. .=Z|142 Z Z =2 =1.
PR PR R Vi 3( +3+<3) +<3) * ) 312

Daraus folgt leicht, dass € das Maf3 0 hat.

¢,

Satz 7.3. Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R gehért genau dann zu R[a,b], wenn
die Menge der Unstetigkeitspunkte das Maf O hat.

Den Beweis findet man in jedem besseren Analysisbuch.

Korollar 7.4 (zu Satz 7.3). Jede monotone und beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist
RIEMANN-integrierbar.

Beweis. Monotone Funktionen haben hochstens Spriinge als Unstetigkeiten und deren
Anzahl ist hochstens abzihlbar. O
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7.2 Eigenschaften des Riemannschen Integrals

Seien f,g € ®[a,b] und o € R. Dann sind auch f + g sowie o f RIEMANN-integrierbar

und es gilt
b

/b(f(fv)Jrg(x))dx = /f(:v) dx+/bg(:t) dz,

/baf(a:) dz — a/f(x) dz.

a

Man definiert

a

/af(x)d:c =0, /f(x)d:c ::/bf(m) dz, a <b.

b

Des weiteren gilt: f € R[a,b], f € R[b,c] = f € R]a, c], wobei

/Cf(x)da::/bf(;v)dx+/cf(m)dx.
a a b

Sind auBerdem f, g € R[a,b] mit f(z) < g(x) fiir alle z € [a,b], so gilt
b b
/f(x) dz < /g(x) dz.
Gilt insbesondere m < f(x) £ M fiir jedes x € [a,b], f € R[a,b], so ist
b
m(b—a) < /f(x)dx S M((b-a).
Gilt darin |f(z)] < M, so folgt fiir f € R[a, b]

b
/f(:c)da; S M((b-a).

Kurz gesagt: Das RIEMANN-Integral ist ein lineares, monotones Funktional auf dem
Raum der RIEMANN-integrierbaren Funktionen.
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Satz 7.4. Ist f € Rla,b] mit m < f(z) £ M fiir alle x € [a,b] und Konstanten m, M €
R, und ist p € C[m, M], so ist po f € Rla,b].

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Setze & := ﬁ mit K := max‘gp(az)‘. Da ¢ auf
[m, M] auch gleichmiBig stetig ist, gibt es ein 6 > 0 mit 6 < ¢’ und ‘go(xl) - go(acg)‘ <é
fiir |x1 — 22| < §. Wegen f € Ra, ] finden wir eine Zerlegung P = {z¢, z1,...,2,} von
[a, b] mit

O(f,P)-U(f,P) < &
Seien schlie3lich

m; = inf  f(z), M;:= sup f(x)
z€[Ti—1,%;5) z€[Ti—1,T4)
und
mii= _inf h(z), Mj:= sup h(x),
TE[Ti—1,74)] z€[Ti—1,%5)

wobei h := o f gesetzt wurde. Sei nun A die Menge aller ¢ mit M; — m; < § und B die
Menge aller ¢ mit M; —m; 2 6. Fiir i € A gilt dann M —m] < &’ und fiir ¢ € B haben
wir
63" Awy £ 37 (M; — my) Az, £ O(f,P) — U(f, P) < &2,
i€B i€B
d.h. Y Ax; < 6. Insgesamt erhalten wir
1€EB

O(h, P) —U(h, P) =Y (M; —m}) Aw; + Y _ (M —m}) Aw;

€A 1€B
<) A 4+2K> Ar Sl (b—a)+2K5 <€ (b—a) +2K¢
€A i€B

=(b—-a+2K)e <e.
Damit folgt wie im Beweis von Satz 7.2, dass h € R[a, b] gilt. O

Satz 7.5.
1. f,9 € Rla,b] = fg € Rla,b].
b

[ f(@)dz| =

a

2. f eRa,b] = |f| € Rla,b] und
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Beweis. 1. Sind f und g aus ®[a, b], so auch f + g und nach Satz 7.4 mit ¢(t) = t? auch
(f £ 9)%. Also gehort auch

[(f+9)°—(f—9)°]

»Mr—‘

fg=
zu R[a, b].

2. Satz 7.4 mit ¢(t) = [t| liefert |f| € Rla,b]. Wegen —|f(z)| £ f(z) < |f(z)| und der
Monotonie des Integrals folgt

—/blf(w)\dx§ /bf(w)dx < /b\ﬂxﬂdwa

was gerade der behaupteten Ungleichung entspricht.
O

Die Umkehrung von 2. aus Satz 7.5 gilt jedoch nicht. So ist z.B. die durch f(z) :=
x(z) — § definierte Funktion, wobei X( ) die DIRICHLET-Funktion meint, auf [0, 1] nicht
RIEMANN-integrierbar, aber |f ‘ =3 1st auf [0, 1] RIEMANN-integrierbar. Die Umkeh-
rung gilt aber fiir das LEBESGUE- Integral In der Mafltheorie werden wir sehen, dass
eine Funktion f in (a,b) LEBESGUE-integrierbar ist, falls f messbar und |f| in (a,b)
LEBESGUE-integrierbar ist.

Satz 7.6 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,g € Cla,b] mit g(z) = 0 fir
alle x € [a,b]. Dann existiert ein & € [a,b] mit

/bf(fﬁ)g(w) dz = f(&)/bg(w) dz

Insbesondere ist

Die Formel f; f(x)dz = f(&) (b — a) aus Satz 7.6 y f
kann wie rechts dargestellt veranschaulicht werden. N\ /
Es gibt ein £ € [a,b] so, dass der Flidcheninhalt des
Rechtecks mit der Hohe f(§) und der Lénge b — a !

gleich dem Inhalt der Fliche unter dem Graph von f l

in [a,b] ist. a 3 b

Sy
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Beweis. Seien m := In[lnb]f(x) und M := m[a}z]f( x). Dann gilt m = f(z) £ M und
xE|a, cla

somit mg(z) < f(z) g(x) £ M g(x), woraus sich

o foons [renes oo

wegen der Monotonie des Integrals ergibt. Folglich ist

b
/f :U—c/g(:c)dx fiir ein ¢ € [m, M],
und nach dem Zwischenwertsatz (Satz 4.6) existiert ein £ € [a, b] mit f(&) = c. O

Satz 7.7 (Hauptsatz der Differential- & Integralrechnung, Teil I). Sei f € R[a,b] und
sei F': [a,b] — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt

Beweis. Sei P = {zg,x1,...,z,} irgendeine Zerlegung von [a, b]. Wir haben dann einer-
seits

n

> [F(a) = Fwia))]

=1

= (F(xn) - F(xn—l)) + (F(xn—l) - F(xn—2)) + -+ (F(xl) - F(x0>)
= F(zn) — F(xo) = F(b) — F(a),

und andererseits nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Korollar 5.1)

n

. b
> [F(zi) = F(xi1) ZF' (&) (@i —wic1) = Y _ f(&) Ay — /f(l’) dz
i=1 J

i=1

fiir u(P) — 0. Daraus folgt F(b) f f(z O

Satz 7.7 erlaubt die Berechnung bestimmter Integrale, wenn man in der Lage ist, unbe-
stimmte Integrale auswerten zu kénnen.
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Satz 7.8 (Hauptsatz der Differential- & Integralrechnung, Teil II). Sei f € R[a,b] und
T
= /f(f) dz fir x € [a,b)].

Dann ist F' stetig auf [a,b]. Ist auflerdem f in xo € [a, b] stetig, so ist F' in xq differenzier-
bar und es gilt F'(xg) = f(xo). Ist insbesondere f € Cla,b], so ist F eine Stammfunktion
von f auf |a,b].

Beweis. Da RIEMANN-integrierbare Funktionen beschréankt sind, gibt es ein M € R mit
|f(x)] £ M fiir alle = € [a,b]. Dann ist

() — F(y)] = /f(f)df—/f(é)dé - /f(é“)df < /!f(é)\df

SM/df =Mlz—y|<e

Yy

fiir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < 6 := 5. Also ist F auf [a,b] (gleichm&Big) stetig®.

Sei nun f in zg € (a,b) stetig (falls zg € {a,b}, betrachtet man analog zum Folgenden
links- bzw. rechtsseitige Ableitungen). Zu gegebenem & > 0 finden wir dann ein § > 0
mit

{f(:z:) —f(:z:o)‘ <e Vze(a,b):|x—mxzo <.

Fiir s,t mit zg —d <s S 29 St <xp+0, a < s <t <b, haben wir also

F(t) — F(s)
t—s

— f(=o)

/f €)de — f(wo)| = /f 5—/fwod€

*F ist sogar LipscHiTz-stetig mit der LiPSCHITZ-Konstanten M, denn es gilt | F(z)—F(y)| £ M |z—y|
fiir alle z,y € [a, b].
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— | O - raw)dg| = 2 [17(0) - s ag

t—s
S
t

1
dé =e.
t_s/ag €

S

[IA

Setzen wir erst s := xp und dann t := xg, so folgt, dass F' in xy von links und
von rechts differenzierbar ist und dass die links- und rechtsseitigen Ableitungen dort
iibereinstimmen. Also ist F' in z differenzierbar und es gilt F'(x¢) = f(z0). O

Mit Satz 7.8 wird die Berechnung unbestimmter Integrale auf die Berechnung bestimmter
Integrale zuriickgefiihrt. Dies liefert auch eine Antwort auf die erste Frage aus Abschnitt
7.1: Stetige Funktionen besitzen stets eine Stammfunktion.

Die Sdtze 7.7 und 7.8 beinhalten die Formeln

b T
/iCF(x)dz:F(b)—F(a) und CiB/F(f)dsz(aj)

a

Deshalb spricht man auch vom Hauptsatz der Differential- & Integralrechnung.

Die beiden Sétze rechtfertigen a posteriori auch die beidmalige Verwendung des Symbols
[ beim unbestimmten und bestimmten Integral.

Wir hatten in Beispiel 7.3 die CANTOR-Menge € kennengelernt. Mit ihr lésst sich eine
Funktion F': [0,1] — [0, 1] wie folgt konstruieren.
Wir setzen F(z) := § fiirz € [, 2], d. h. fiir
x aus dem Komplement von €;, dann F(x)
oo = I fir x € [§,3], F(z) :== 3 fir 2 €
’ [g, g], und haben so F' auf dem Komple-
ment von €, erklédrt. Zum Komplement von
&3 sind es dann noch vier Intervalle der Lan-
ge 2%, auf denen wir F die Werte %, %, %
04 und g geben. So fortfahrend wird F' in al-
len Punkten von [0, 1]\ € erklért. Man kann
zeigen, dass sich F' in den Punkten von € so
definieren lasst, dass letztendlich F' auf ganz
[0,1] stetig ist. Die konstruierte Funktion
0 02 04 06 08 10 F (Oder ihr Graph) heilt CANTORsche

Treppe oder auch Teufelstreppe.

1,0

0,6

0,24

Aus der Konstruktion ist ersichtlich, dass F'
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in den Punkten aus
12 12 7 8
I=(33)Y(535) U(5g) U
differenzierbar und die Ableitung dort 0 ist. In Beispiel 7.3 wurde |I| = 1 gezeigt. Also: F’
ist eine stetige Funktion auf [0,1], die auf einer Menge I mit |I| = |[0,1]| = 1 horizontal
verlduft, aber dennoch einen Hohenunterschied von 1 iiberwindet. Etwas anders gesagt:

Man kann sich stetig so fortbewegen, dass man eine Stunde in Ruhe bleibt, im Verlauf
dieser Stunde aber eine Strecke von 1km zuriicklegt.

Die Funktion F' zeigt, dass die Formel

b

d

/dIF(a:) dz = F(b) — F(a)
a

nicht mehr zu halten ist, wenn man lediglich fordert, dass F' nur fast iiberall (d.h. bis

auf eine Menge vom Maf} 0) differenzierbar ist. Fiir unser F ist %F (x) = 0 fast iiberall

und somit

Odz =0#1=F(1) — F(0).

I
o —

1
d
/ aF(m) dz
0

Die Formel
d

= [ F©de=F@)

St~

hingegen gilt fiir beliebige stetige Funktionen F' und damit auch fiir die CANTORsche
Treppe.

Variablensubstitution in bestimmten Integralen

Sei ¢: [, B] — [a, b] eine bijektive C'-Funktion und sei f: [a,b] — R stetig. Dann gilt

»(B) B
[ 1@a= [ 160) s 0
o(a) o

Beweis. Sei F': [a,b] — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt
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Da F(¢(t)) eine Stammfunktion von f(¢(t)) ¢'(t) ist, ergibt sich

a
Beispiel 7.4. Berechnung von /\/ a? —z2dx. Mit x = ¢(t) = asint, ¢t € [0,7], gilt
0

dz = acostdt. Fiir die neuen Integrationsgrenzen t; und o ergibt sich t; = ¢~1(0) = 0
und ¢y = ¢~ 1(a) = 5. Damit ist

/2 w/2

a
/ Va2 —z2dx = / Va2 —a2sin?t - acostdt = a® / cos® t dt
0 0 0
t sin(2t)\|™? 2
=a’( =+ sin(2¢) =4 (nach Beispiel 6.4 (3)).
2T T4 )|, 1

Partielle Integration in bestimmten Integralen

Fiir u,v € C'{a, b] gilt
b

b
/uv’dz:uvﬁ—/u'vda:.
a

a

Eine andere Schreibweise ist f; udv = uv|b — f; v du.

Beweis. Sei F = uv. Dann ist F/ = uv’ + ¢/ v und somit

b b
/uv'dx—i—/u'vdx:F\Z = uv’.
a a
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w/2 /2
Beispiel 7.5. Man berechne / sin?"! 2 dz. Wir suchen also S, := / sin” x dz, n € IN.
Es ist 0 0
w/2 w/2
Soz/dx:g, Slz/sinxdx:—cosxgﬂ:l
0 0

Die unbestimmten Integrale

. 9 x  sin(2z)
de = - — C
/sm x dx 5 1 + C,

3
) cos® x
/81n3xdx: 3 —cosz + C,

) 3z sin(2z) = sin(4x)
4 —_ -
/sm rdx = 3 1 + 39 +C,

) 5cosx  Hcos(3z)  cos(bx)
5

de = — — C, ...
/sm x dx 3 + 1R 30 +C,

ergeben sich mittels partieller Integration. Damit kommt man nicht zum Ziel (bzw. muss
man viel Zeit einplanen). Partielle Integration fiir bestimmte Integrale liefert

w/2 w/2 w/2
Sp = /sin”azdx = /sin”_lxd(— cosz) = —sin”_lxcosx|g/2+ / coszdsin" !z
0 0 -0 0
w/2
= /(n —Dsin" 2zcos?zdr = (n—1)S, o — (n—1)5,.
0
—1
Daraus ergibt sich S,, = L S,—2, also?
g, _@k—Dir  (2k-1)2k-3) 1=
TR 2T 2k(2k—2) -2 2

g o (RN 2k(2k-2)---2
AT Rk T k1) (k1) - 3

2010-2008- --- -2
I i = .
nsbesondere ist S5011 50112000 .3

4Daraus folgert man leicht (WaLLissches Produkt): g =11 1
=1 -
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7.3 Einige Anwendungen

7.3.1 Kurvenlinge

Sei ¢: [a,b] — R™ eine C'-Funktion. Dann nennen wir ¢([a,b]) C R™ eine Kurve.
Gesucht ist die Lénge ¢ dieser Kurve. Wir haben ¢(t) = (¢1(t),...,¢n(t)) und das
Ergebnis ist

b b
€:/Hgb(t)Hdt:/\/gbl(t)2+~-'+¢n(t)2dt.

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall n = 2. Die Kurve sei gegeben durch x = z(t),
y = y(t) fiir t € [a,b].

Wir approximieren die Kurve durch einen Polygonzug
I, mit n Abschnitten [t;—1,¢], 1 < i < n, d.h. wir
betrachten die Strecken As; := f(tl,l) f(ti):

P = (x(ti71)7y(tifl))7
Py = (x(ti), y(t:))

= Z &(&)? + y(m)? (t
=1

An der Stelle  ist der Mittelwertsatz der Differential-
rechnung (Korollar 5.1) eingegangen. Fiir n; = & wére
die letzte Gleichung eine reine Integralsumme, die fiir
n — 00 gegen

b
= / VEO? + 02 dt

strebt. Es gilt aber i.A. 7, # &, was dennoch unproblematisch ist. Da f(t,s) :=
z(s)? + y(t)? auf [a,b] x [a,b] gleichmifBig stetig ist, gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0
mit

e

‘\/ZU i)+ 9(m)? \/:E (&i)* +9(&)? ’ 2(b — a)
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fiir alle Zerlegungen P mit u(P) < 4. Ist § klein genug, so gilt

N Vi€ + &) At~ 1| < -

=1

I, — (&)? +9(&)?

M:

d.h. |I,, — I| < ¢ fiir u(P) < 6. Daher gilt In—>Ifi'1r,u( ) — 0. O

@
Il
—

Beispiel 7.6. (1) Kreisumfang. Ein Kreis mit Radius 7 und Mittelpunkt (0,0) wird
bekanntlich durch z = rcost, y = rsint, t € [0, 27], beschrieben. Die Linge dieser

Kurve ist
2 2 2
(= / Va2 +yg2dt = / V/(=rsint)? + (rcost)2dt = 7“/ dt =27 r.
0 0 0

(2) Linge des Graphen einer Funktion C![a,b] > f: [a,b] — R. Diese kann man in der
Form z =t, y = f(t), t € [a,b], angeben. Dann haben wir

b b
E:/\/12+f(t)2dt:/\/mdx.

(3) Kurve in Polardarstellung. Die Punkte (z,y) auf der Kurve r = r(¢), ¢ € [, 5],

Y
(z,y)
r(p)
o 12
] 6 ] >
a b *
konnen in der Form = = r(p) cos ¢, y = r(p) sin ¢, angegeben werden. Damit ist

Ty =Ty cosp —r(p)sing, Yo = Ty sinp + r(p) cos @,
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B
2 2 _ .2 .2 ) [r2 4 22
also zg, +y; =r —|—7‘(pundesglltﬂ—/ 2+ g do.
o

Nochmals der Kreisumfang. Der Kreis kann durch r(¢) = r, ¢ € [0, 27], beschrieben

21
werden. Dann ist £ = / Vr24+02de =2mr.
0

(4) Archimedische Spirale: () = ap, ¢ = 0.

Es soll die Léange der ersten Windung berechnet
werden. Es gilt

27 2

\/a2<p2+a2dgo:a/\/1+<,02dgo

0

27
[¢\/1 T2 —i—log(go—i— V1T g02>] ’0
[2m/1 ¥4 4+ 10g<27r V1T 471'2)] .

! =

S

a

NN

h
(5) Zylindrische Spirale: = rcost, y = rsint, z = o t, t €0,2m].
T

Lénge einer Windung;:

2
Ez/\/ﬂmdt
0

2m
B 2
:/\/r2sin2t—|—r20082t+<> dt
2m
0

21
1
=5 V(2rr)2 + h2dt = /(27 r)? + h2.
T
0
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Dies kann man auch elementar berechnen. Man i
betrachte dazu den abgewickelten Zylinder. Es
gilt /2 = (27 7)% + 2.

2rr

(6) Elliptische Integrale.
Es sei der in der Abbildung dargestellte Ellipsenbogen

zu bestimmen. Die Parameterdarstellung der Ellipse ist
x = acost, y = bsint, t € [0,27]. Zum eingezeichneten
Winkel o gehort der Parameter ¢ mit

Yy
1 tana:g:ftant,
T a
b also ¢t = arctan (¢ tan ) =: . Damit ist ¢ € [0, ¢]. Es gilt
©
o . :/\/ /\/a2sm t+ b2cos?tdt
———
a 0
©
:/\/ b2 — a?)sin® tdt
0

)
b/\/ 1—— sin?tdt
0
©
= b/ V1 —e2sin?tdt = bE(p,¢)
0
(#:e?:=1- ‘g—; nennt man die Exzentritét der Ellipse) mit
©
= / V1 —e2sin?tdt.
0

©
Weiter setzt man F'(¢, e / . Dies sind sogenannte unvollstindige
1—¢2 sm2 t

elliptische Integrale. Sie bes1tzen keine elementaren Stammfunktionen.
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Soll der Ellipsenumfang berechnet werden, so ist 4b E (¢, €) mit ¢ = 7 zu bestimmen.
Dies gelingt durch folgende Reihenentwicklung:

Vi-z=(1-2)2= i (1/2>(—1)”x" fiir || < 1.

n=0 "
Dabei ist
12y _3G-0 - (ot ()08 (=)
n n! n!
(-t @2n-3)2n—-1)---3-1 (—1)m-1 (2n — 3)!
oo n! B (2n)!!
Damit gilt

1 1 1-3 1-3-5
(i B e B 3 _ 4
v 274" T9.4.6" 24687

Setzt man hierin z := &2 sin? ¢, erhiilt man die Reihe fiir F (%, 5), die wegen |52 sin? t’
< 1firt e [O, g] konvergiert. Da man im Inneren des Konvergenzgebiets auch
gliedweise integrieren darf, ergibt sich

/2 /2 7r/24 A /2
1 1 int ¢ 1 [1-3
E(g,&?):/dt—2/€281n2tdt—2/6 Sjln dt_2/465651n6tdt
0 0 0 0
w/2
1 [1:3-6 4 . 4
-5 Sin®tdt — - - - .
2/4688 S1n
0

w/2
- !
Im Beispiel 7.5 hatten wir / sin" tdt = w g fiir gerade n. Damit erhalten
nl!
0

wir letztendlich

4 2 6 2:4-6 2 -6-
(W e (L3N (1.3.5)\%5 (1.3.5.7\¢
2 2) ¢ " \2a) 37 \246) 5 \246.8) 7 '

Man nennt E(g,s) und F(g,s) vollsténdige elliptische Integrale.
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7.3.2 Kriimmung ebener Kurven

Die Kriimmung x einer Kurve beschreibt die /
Anderung des Winkels ¢ im Verhéltnis zum

zuriickgelegten Kurvenstiick, d. h. A
S

A Y+ Ay

Ist k > 0, so beschreibt ¢ eine Linkskurve, fiir
k < 0 eine Rechtskurve.

Eine Kurve sei gegeben durch z = z(t), y = y(t), t €
[a,b], wobei x,y € C'[a,b] mit 2% + §? > 0 fiir alle ¢ €
[a, b] gelte. Der Vektor (&(t),y(t)) ist der Tangentialvektor
(in der Physik: Geschwindigkeitsvektor) an die Kurve im
Punkt P = (z(t),y(t)).

s = 3
(&(t)2 +y(t)?)?
Beweis. Wir haben
'QD w(t‘f’AAt)*w(t)
— i IR A A
w=pim s T A HEEVER

wobei s(tp) die Linge der Kurve zwischen t = a und ¢ = ¢y meint. Wegen s(t) =
f(f Va2 4+ g2 dr ist $(t) = /22 + 2. Des weiteren ist tan) = %, wie aus obigen Abbil-

dungen hervorgeht, d. h. v = arctan g, also
T

1 i —gi  d@j—iy
1+4 @2 @2gg?

x

=

9
(1)

Die Behauptung folgt nun mit x =
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Beispiel 7.7. (1) Eine Kurve sei gegeben durch y = f(x). Setze x := t, y = f(t).
Dannist =1, 2 =0, y = f'(t), § = f"(t), also

f'(@)
(1+ (r®)°)

R =

(NI

2
Fiir die Parabel y = 22 ergibt sich z.B. k(z) = ——.
(14 422)2
(2) Fiir die Ellipse * = acost, y = bsint, t € [0,2x], haben wir & = —asint, & =
—acost, y =bcost, j = —bsint. Damit gilt
absin®t + abcos? t ab

H(t) = . 9 3 = . 9 3 -
(a?2sin”t + b2 cos?t)2  (a?sin®t + b2 cos? )2

Da der Kreis eine spezielle Ellipse mit a = b = r ist, ergibt sich fiir ihn x = % Der
Kreis beschreibt also eine Kurve mit konstanter Kriimmung.

Der Kriimmungskreis ist
der Kreis, der sich an eine ge-
gebene Kurve in einem gege-
benen Punkt am besten an-
schmiegt. Der Radius dieses

1
Kreises ist r(t) = o) Dies
K

erlaubt eine andere Interpre-
tation der Kriimmung.

Wir haben zwei Funktionen
s = s(t) und Kk = k(t), t €
[a,b]. Wegen § = /@2 + ¢
> 0 ist s(t) streng monoton
wachsend. Daher existiert die
Umkehrfunktion ¢ = (s).

Dies ergibt k£ = x(1(s)) =: f(s).

Satz 7.10 (Hauptsatz fiir ebene Kurven). Fir jede stetige Funktion f: (0,s0) — R gibt
es bis auf Kongruenz, d.h. Verschiebung und Drehung der Ebene, genau eine Kurve mit
K= f(8)7 s € [0750]'
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Beweis. Z.B. Fichtenholz, Nr. 332. U

Ist beispielsweise f(s) = r = const, so ist die Kurve ein Kreis vom Radius r.

Dieser Sachverhalt ist u.a. auch fiir den Straflenbau bedeutsam: Fahrt man entlang
einer geradlinigen Strafle, die irgendwann eine Linkskurve durchlauft, so entspricht diese
keinem Kreisbogen (denn sonst wiirde die Kriimmung der Fahrbahn plétzlich von 0
auf % ansteigen und man miisste ruckartig lenken). Man durchfihrt eine sogenannte
Klothoide, deren Kriimmung stetig von 0 auf c¢s, ¢ € R, anwéchst.

7.3.3 Fliacheninhalte

Fiir f € R[a,b] mit f 2 0 definiert man den 4,
Flacheninhalt A der Menge {(z,y) € R? :
a§x§b,0§y§f(x)}durch /

b
A::a/f(iﬁ)dx- /f(x)dm

o>
K

Satz 7.11 (Sektorensatz). Gegeben sei eine Kurve K durch x = z(t), y = y(t), t € [a,b],
mit C'-Funktionen x und y, so dass jeder Strahl aus dem Koordinatenursprung die Kurve
hochstens einmal schneidet (Abbildung unten links). Der Flicheninhalt des durch K
gegebenen Sektors ist

b
A= [160y® - ) i)

Ist K durch die Polardarstellung r = r(¢), ¢ € |a, B8], gegeben (Abbildung unten rechts),

so 1st
B
[rierde,

yl

A=

N

Ky
Ky
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Beweis. Der Flacheninhalt des links gezeichneten kleinen Sektors ist ungeféhr gleich der
Fldche des von v und At gebildeten Dreiecks.

< . .

J 1 1 { J k

+ AA =~ §|t><At| xr Yy oz

= Az Ay Az

T

1
5‘(0096Ay yAx)’ (da z =0 und Az =0)
1

5 [z Ay —y Azl,

also im Grenzwert
b

A= /dA—/\xdy ydz| = /|x@)—ya’;\dt,

a

unter Verwendung von *: dy = ¢y dt und dx = & dt.
Exakt: Wir haben

AA;

Q

N =N -

() (y(t:) — y(tir)) — y(ta) (x(t:) — 2(tir))]
|w(ti) (&) Aty — y(t:) @ (n;) Ati.

An der Stelle " wurde der Mittelwertsatz der Differentialrechnung (analog zum Beweis
der Formel fiir die Kurvenlidnge) benutzt. Nun ist

«

A %Z‘x(ti) 9(&) — y(ts) & (mi)| At
=1

Die Funktion (¢,s,u) — (t)5(s) — y(t) 2(u) ist auf [a,b]® gleichmiiBig stetig. Fiir jede
Zerlegung P von [a,b]? gilt also

h‘EozZ\w —y(t)E(w)] At = lim S Z\x (&) 9(&) — (&) 9(6)| Aty
1 b
:2/|$Q—iy|dt.

a

Formel in Polardarstellung: Wir haben = = 7(¢) cos ¢ = r(t)cost, y = r(t)sint,
t € [a, (). Es gilt & = 7(t) cost — r(t)sint, y = 7(t) sint + r(t) cost. Damit ist

gy —xy = (r(t)cost —r(t)sint) r(t)sint — r(t) cost (#(t) sint + r(t) cost) = —r(t)?,

also |2y — z 5| = r(t)?, woraus die Behauptung folgt. O
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Beispiel 7.8. (1) Flicheninhalt der Ellipse, x = acost, y = bsint, t € [0, 2x]. Es gilt

2w 2w
1 1
A= 2/|(acost) (bsint) — (—asint) (bsint)| dt = 2/abdt:7rab.
0 0

(2) Archimedische Spirale, r = a ¢, ¢ = 0. Flidcheninhalt der ersten Windung;:

27
1 a? (2m)® 4
A = - 2 29 _ 4 — 3.2
1 2/“ prdp =5 g =gma
0
Flécheninhalt der zweiten Windung:
4m 9 3 0%
1 a®m
A = = 2p%dp = — — (64 — 8) = — ¥’
2 2/@ prde =5 3 (64 —18) g 7o
27

Es gilt Ay = 7TA;, was sogar schon ARCHIMEDES bekannt war.

7.3.4 Volumeninhalte
Gegeben sei ein Kérper wie in der Abbildung.
z

A Y

Dieser wird senkrecht zur Abszissenachse in diinne Scheiben
zerschnitten. Der Inhalt der Schnittfliche sei A(x). Fiir das
Volumen einer Scheibe gilt Az

AV =~ A(x) Ax.

Die Uberlegungen, die wir zur Bestimmung des Flicheninhalts angestellt haben, funk-
tionieren in entsprechender Weise. Es ergibt sich ein Gesamtvolumen von

b

V= / A(z) dz.

a
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Hierin steckt das sogenannte Prinzip von CAVALIERI’: Korper mit gleichen Quer-
schnittsfldchen in jeder Schnitthche haben das gleiche Volumen.

Beispiel 7.9. (1) Volumen unter der Fliche z = f(z,y).

Fiir den Inhalt der unter der Kur- - ~ o)
ve z = f(z,y), ¢ £ y = d, ein- R
gezeichneten Flidche gilt A(z) =
fcd f(z,y) dy, also ist
y fay) /) L]
b/ d
d &
V= / f(z,y)dy | da. P
a C c
Analog gilt auch a T b T
d /b
V= / /f(w,y) dz | dy.
(2) Kegel mit Hohe h und Grundradius r.
\
0
2
Der Strahlensatz liefert zunéchst % = % Damit ist A(z) =7r2 =7 <% x) , also

h h
2 2
V:/T('(]:.T) dazzwhg/ﬁdx:g?gh.
0 0

®Bonaventura CAVAVLIERI (1598 - 1647), italienischer Mathematiker. Beitriige zur Geometrie, Berech-
nung von Oberflichen und Volumina nach seinem Prinzip der Indivisibilien, in dem z. B. Fliachen
als Packung unendlich vieler Linien ohne Breite verstanden werden (in Analogie zur anschaulichen
Vorstellung der Infinitesimalrechnung).
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(3) Kugel mit Radius 7.

Es gilt 7, = V72 — 22 und damit A(z) = w72 =
7 (r? — x?), also

r

V:2/7r(r2—a:2)da:
0

3N\ | 4
= 27 <r2x—x3> =Ty,

o 3

ARCHIMEDES berechnete das Kugelvolumen rein elementargeometrisch wie folgt: Einem
Zylinder mit Hohe r und Radius r sei, wie in folgender Abbildung zu sehen, eine Halb-
kugel mit Radius r und ein Kreiskegel mit Hohe » und Radius r einbeschrieben:

PR e L Ll L L Y
P e e T T~ <
e A ——= = < S
- ~
/7 , N \
4 \
| .
\ /
\ N . 4 4
N \\\ S~ _—- /,/ 7z T
~ae SN\ T - ~ -
_______________________ =
________ -
- ~o
- ~
- ~
- ~
V2 \
i \]

Dieses Gebilde wird in der Hohe x parallel zur Grundfléiche zerschnitten. Die so entste-
henden Schnittflichen haben folgende Inhalte:

Schnittfliche des Kegels: Ag = wa?,

Schnittfliche der Halbkugel: Ay = 7 (r? — 22),

Schnittflache des Zylinders: Ay = mr.
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Es gilt also Ay — Ak = Apy in jeder Schnitththe z. Das CAVALIERIsche Prinzip (was
damals schon bekannt war) liefert also
T 3 2T 4

VH:VZ—VK:’/T?"S—g?” —?7"

wobei V;, i € {H (Halbkugel), Z (Zylinder), K (Kegel)}, das i-Volumen meint, d. h.

VKugel =2V = ?T .
Zyliner- und Kegelvolumen waren ebenfalls bekannt. Ersteres ergibt sich aus dem Prisma
und das zweite wie folgt aus dem Pyramidenvolumen. Man zerlegt ein dreiseitiges Prisma
in drei gleichgrofie Stiicke, indem man es entlang der eingezeichneten Ebenen zerteilt:

Es ergibt sich Vpyramide = %Vprisma-
Die Zahl 7 definierte man als Fliache eines Kreises mit Radius 1.

Die Kugeloberfliche bestimmte ARCHIMEDES wie folgt. Er fasste eine Kugel (siche Ab-
bildung unten) als Vereinigung von Kegeln mit Hohe r auf. Damit gilt

4
Vikugel = ?ﬂ rd = g . Z Grundflachen = g - Axugel,

also Akygel = 4 r2.
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7.3.5 Rotationskorper
Eine Kurve y = f(x) 2 0, z € [a, b], erzeugt bei Drehung um die z-Achse einen Rota-
tionskorper.

Y

A

Jede Querschnittsfliche (siehe Abbildung) ist ein Kreis mit Radius f(x), hat also den
Flicheninhalt A(z) = 7 f(x)2. Damit ergibt sich das Volumen des Rotationskérpers zu

V= W/bf(:z:)2d:c.

Beispiel 7.10. (1) Nochmal das Kugelvolumen. Ein Kreis vom Radius r und Mittel-
punkt im Ursprung wird durch 22 4 y? = 72 beschrieben. Der im ersten Quadranten
liegende Kreisbogen kann durch y = v/r2 — 22 ausgedriickt werden. Lisst man die-
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sen um die z-Achse rotieren, ergibt sich die Hilfte des Kugelvolumens V' zu

r

Vv 2 r 22\ |"
o 2 _ 2 — 2 _ .2 — 2,._ _
5 W/(T x)dx w/(r z®) dx 7r<r:c 3)

0

0

(2) Torus (Rettungsring). Dieser entsteht, wenn man einen Kreis vom Radius r mit
Mittelpunkt (0, R) um die z-Achse rotieren ldsst.

Die obere Kreishilfte wird durch y = R + v/r? — 22 und die untere durch y =
R — V/r? — 22, jeweils fiir |z| £ r, beschrieben. Die Hélfte des Torusvolumens V
ergibt sich also zu

T T

Z:nO/[<R+\/W)2— <R+M)1 dx:47rR/\/de

0
2

:47rR% =72 Rr2.

Wir wollen nun die Mantelfliche eines Rotati-
onskorpers berechnen. Dazu zerlegen wir diesen
in lauter angeniherte Kegelstiimpfe.

Die Mantelfldche eines Kegels ergibt sich geméf
folgender Abbildung als Fliche eines Kreissek-
tors.
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2rr
. MKege]l = TS° —— =77 8.
s cee 21 s

M, Kegel

2mr

Fiir die Mantelfliche des Kegelstumpfs ergibt sich
nun M = 7 (rg o — 71 $1) mit sg := s1 + As. Nach
dem Strahlensatz gilt o

T2
—, d. h. T2 81 =T1 82,
51 82

also
M =7 (res2 — 1251 + 7182 —7151)
=m(roAs+r; As) = (r; +rq) As.

Fiir die Mantelfliche eines Rotationskérpers er-
h&lt man damit

M~ Y 7w (f(z) + fzi + Axy)) As;

M-

=1

2
mit As; = /Az? + Ay? = A1+ ﬁzg Ax;. Grenz-

iibergang liefert mit der Néherung f(z + Ax) ~
f(x) dann

b
M:27T/f(x)\/1—|—f’(x)2d1:.

Beispiel 7.11. (1) Kugeloberfliche M.

T T
M / —2z  \?
— =21 [Vr?Z—2a2 1+<> dwz?w/rdx:%rrg,
2 / \/ 2v/r? — a2 ,

also M = 4xr2.
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(2) Torusoberfliche M.

T

Y=o [ [ner 1 Rer + py 1+ ] 0

0
r
= R+ —xQ) (R— r2—x2>]dx
0/[( Vi — 22 —x2 2 _ 2
::% r rdt . .
=4t Rr ="4r Rr | —— = 4w Rr (arcsin 1 — arcsin 0)

dx
O/M | Wie

:47TR7“% = 2772Rr,

also M = 472 Rr.

7.3.6 Schwerpunkt

Y Das dargestellte Quadrat sei mit Masse der Dichte p(z,y)

b W belegt. Wir suchen die Koordinaten x; und ys des Schwer-
I punkts.

vt = = = H - - Das Drehmoment eines Massepunktes bzgl. einer Achse

i ist definiert als Masse mal Achsenabstand. Fiir das Dreh-

moment des eingezeichneten Teilquadrats ergibt sich
p(xi,y;) Ax; Ay;y; unter der Annahme, dass die Masse
darauf ndherungsweise gleichverteilt ist.

Das gesamte Drehmoment des Quadrats ist damit

Zyz xuy] szAy]—)/ /yp:cy d.f dy.

i,j=1

Andererseits ergibt sich das Drehmoment bzgl. der z-Achse als Gesamtmasse mal Ab-
stand der Schwerpunkts von der z-Achse, also m ys. Nun ist

b

m & Z p(xi,y;) Az Ay;,  d.h. m:/ /p(m,y)dx dy.
ij=1 0
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Es ergibt sich also

Ys =7 7% b (b
S\ Jo@y)de |dy [ | [p(x,y)dy|da
0 \0 0 \0
und analog
b [0 b [b
[ [op@de)ay [ {[apley)dy)de
0 \0 0 \0
Ty = = .
b [ b [0
I\ [ p,y) dx) dy J (f p(z,y) dy) dz
0 \0 0 \0
y y Beispiel 7.12. Gesucht ist der Schwer-
A A punkt (zs,ys) der mit Masse der kon-
stanten Dichte p(xz,y) = 1 ausgefiillten
14 y=cosa 0 Fliche zwischen dem Graph der Funk-
tion f: [O, g] — R, f(x) = cosx, und
o 1 o der x-Achse. Wie in der Abbildung
T " dargestellt, erweitert man sich diese
2

Fldche gedanklich zu einem Quadrat, wo-

bei die zusétzliche Fliche mit Masse der Dichte 0 belegt sein soll. Nun gilt

w/2 [ 7/2

7'1'/2 COos I 7'1'/2

m:/ /p(az,y)dy d:c:/ /dy d:czo/cosxdx

0 0
=1,
Tl'/2 7T/2 7'('/2 COS T

/ /yp(:v,y)dy drv:/

0 0

w/2

2
/ydy dx:/cozxdx

0 \0 0 0 0
/2
1 1 in(22)\ |2
1 /(1+cos(2x))da:: 1 <x+s1n(2 x>> . —%
0

7'1'/2 7'1'/2 7'('/2 COosS T
/xdy dx:/xcosxdx

[ [erwwa dx:o/

0 0 0

w/2

0
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/2 w/2
= /xdsinx:xsinaz|g/2—/sinzdx:;r—l.
0 0

Also gilt (zs,y5) = (5 — 1, ).

ool

7.3.7 Arbeit

Seien G C R™ ein Gebiet und I C G eine C'-Kurve, die durch z(t) = (21(t), ..., zm(t)),
t € [a,b], gegeben ist, und sei F': G — R™ eine stetige Funktion (das sogenannte
Kraftfeld). Liuft ¢ von a nach b, so wird auf der Kurve I" eine Orientierung erzeugt.

Dann verrichtet das Kraftfeld eine Arbeit W lings der Kurve I' (und —W ist die Arbeit,
die wir gegen das Feld verrichten, wenn wir uns entlang I" bewegen). Fiir eine zeitlich kon-
stante Kraft und einen geradlinigen Weg in Richtung der Kraft gilt Arbeit = Kraft- Weg.

Wir erhalten AW =~ (F(z(t;)),Az) mit F = (F,...,F,)" und Az = (Azy, ...,
Az,,)". Dabei meint ( , ) das (kanonische) Skalarprodukt. Er ergibt sich also
AW ~ Fy (m(tz)) Axy+---+ F, (:B(tz)) Az,
= Fi(2(t;)) @1(€15) Aty + - + Foo (@(t:)) & (Emi) Aty

durch Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung (Korollar 5.1), und im
Grenziibergang

b
W = /[F1 (z(t)) &1(t) + -+ + Fop (x(t)) @ (£)] dt.

Beispiel 7.13. (1) Wir betrachten das Kraftfeld F: R? — R2?, F(z,y) = (Fl(m,y),
Fy(z,y)), mit Fi(z,y) = —y, Fo(z,y) = z, und bewegen uns darin entlang I
bzw. I5.
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1,
-7

I3

,_.
-
P

J

Ky

Die Kurve I'7 wird durch = = z(t) = cost, y = y(t) = sint fiir ¢ € [0, 27] parame-
trisiert. Es gilt £ = —sint, y = cost. Die vom Feld léngs I} verrichtete Arbeit W;
ist
27
Wy = /[Fl (cost,sint) &(t) + Fp(cost,sint) y(t)] dt

21
= /[(— sint)® + cos®t| dt = 2r.
0

Die Parameterdarstellung des Kreises I ist x = x(t) = %—l—% cost,y = y(t) = Lsint,
t € [0,2x]. Liangs I verrichtet das Feld also die Arbeit

27
1.\ /1 1 2N
Wg—/[(—Qsmt) +<2+2008t> <2cost>] dt
0

21

1 1
:4-27T+4/Costdt:
0
—_——
=0

In diesem Beispiel ist die Arbeit also wegabhéngig.

(2) Sei F: {(x,y) ceR?:y +# 0} — R?, F(x,y) = (0, —%), ein Kraftfeld. Léngs einer
beliebigen Kurve I' mit x = xz(t), y = y(t) mit ¢ € [a,b] verrichtet das Feld die
Arbeit

= [ o0 - ] o= 50—t e
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ool
L)

Dieses Kraftfeld F' entspricht bis auf
einen konstanten Faktor mg (m =
Masse des im Feld bewegten Korpers,
g = Erdbeschleunigung) dem Gravi-
tationsfeld eines Zylinders (oder einer
zweidimensionalen Erde). Wenn wir
darin etwas von der Hohe h; auf die
Hohe ho lidngs eines beliebigen Weges
heben, so verrichten wir stets die Ar-
beit W = log #2. In diesem Fall ist die
Arbeit also wegunabhéngig.
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7.4 Uneigentliche Integrale

Diese sind eigentlich wichtiger als eigentliche Integrale. Sie spielen eine wichtige Rolle in
der Physik.

Bisher haben wir vorausgesetzt, dass [a, b] ein beschrianktes Intervall ist und dass f: [a, b]
— R eine beschrénkte Funktion ist. Unter diesen Voraussetzungen spricht man von ei-
gentlichen Integralen. Wird eine dieser Bedingungen verletzt, hat man es mit unei-
gentlichen Integralen zu tun.

Wir beginnen unsere Betrachtungen mit unbeschrénkten Intervallen.

Definition 7.5. Sei f: [a,00) — R eine beschrinkte Funktion und sei f € Rla,b] fir

jedes b > a. Wenn die Integrale f; f(x)dx fir b — oo gegen einen Grenzwert streben,
so nennt man diesen das uneigentliche Integral von f dber [a,00) und bezeichnet ihn

mit -
/ f(x)de.

Im Existenzfall gilt also
b

/f(:z) dz = blim f(x)de,

und man sagt dann, dass das Integral konvergiert.

Beispiel 7.14. (1) Es gilt
/ d
/; = log x|} = logh — oo fiir b — oo.
1

Die Fliche zwischen dem Graph von f(z) = 1 und der a-Achse auf [1, 00) ist also
unendlich grof.

(2) Fiir a # 1 gilt

b
dz w*(x+l
¢ —a—+1

b 00 : a<l1,
7\ 1
1 a—1 coa> 1.
Fiir o > 1 ist also die Fléche, die vom Graph von f(z) = - und der 2-Achse in
[1,00) eingeschlossen wird, endlich. Fiir aw < 1 ist sie unendlich grof}.
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Ahnlich wie fiir Reihen gibt es bei uneigentlichen Integralen Konvergenzkriterien, z. B. das
folgende Vergleichskriterium: Sind f,g € ®[a,b], b > a, mit 0 £ f(z) < g(z) fiir alle
x € [a,00), so gilt

o0

/ () dz konvergent —> / f(x) dz konvergent,

/ f(x)dx divergent —- / ) dx divergent.

Beispiel 7.15. Wir betrachten eine unendliche Glasrchre, die entsteht, wenn y = %,
M

x € [1,00), um die z-Achse rotiert. Uns interessieren Volumen V und Mantelfliche
des Rotationskorpers.
y}\

Es gilt

1

Vzﬂ]of(x)zdx:ﬂ/oo;lf =
1

oo
* dx

M:27r/f(x)\/1+f’(x)2dx:27r/;\/ da:227r - =
1 1

1

(* nach obigem Vergleichskriterium). Die Oberfliche der Glasréhre ist unendlich, ldsst
sich also nicht mit endlich viel Farbe anstreichen. Ihr Volumen ist aber endlich und

Farbung erreicht man durch Hineinfiillen von Farbe.
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Analog zur Definition 7.5 setzt man

a

/ f(z)dx := blim f(x)dz.
e 7

Das Integral von —oo bis 400 wird wie folgt erklért:

7 fz)da = /“ f(z)de + 7]‘(90) dz,

o0
wobei a beliebig gewihlt werden kann. Das Integral [ f(x)dz existiert also genau
a o0 —00
dann, wenn die beiden Integrale [ f(z)dz und [ f(z)dz existieren, d.h. wenn zwei
—0o0 a
Grenzwerte existieren. Wir haben

/ flx)de = blim /f(a:) dz + Clggo f(x)dx
—o0 —b a

und dafiir schreibt man einfach

C

/ f(z)dz = bli}n(r)lo f(z)dz.

c—00 T

Wenn der Grenzwert

b
lim / f(x)dz
b—oo

—b
existiert, so nennt man diesen den CAUCHYschen Hauptwert des Integrals und
schreibt

V.p./f(l‘)dl’ oder p.v./f(m)d;v.

Wenn das Integral [ f(z)dx existiert, so natiirlich auch der CAUCHYsche Hauptwert.
—0o0
Aus der Existenz des Hauptwerts folgt aber nicht die Existenz des Integrals.

[e.e]

Beispiel 7.16. (1) Das Integral /cos:z:d:n.
—00

0o b

cosxdx = lim | cosxdx = lim sinb
b—oo b—o0

0 0
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o0
existiert nicht, also ist [ cosz dz nicht konvergent (man sagt auch divergent). Der

—00
CAucHysche Hauptwert

o0 a
p.v. / cosxdr = lim [ coszdzr = lim sinz|®, = lim 2sina
a—0o0 a—00 a—0o0
—0oQ —a
existiert ebenfalls nicht.
o0
(2) / sin z dz existiert auch nicht, denn
—0o0
b
/Sinxdx = —coszly =1—cosh
0
hat fiir b — oo keinen Grenzwert, aber der Hauptwert existiert:
o0 a
p.v. / sinzdr = lim [ sinzdx = lim —cosz|*, = 0.
a—00 a—0o0
—0o0 —a

Wir betrachten nun den Fall, dass der Integrand unbeschrankt ist.

Definition 7.6. Sei f: [a,b) — R aus R[a,b — €] fiir alle hinreichend kleinen & > 0.
Existiert der Grenzwert

e—0

b—e
lim / f(x)dx,

so heifst dieser uneigentliches Integral von f dber [a,b) und wird mit f; f(z)dz be-
zeichnet. Man spricht dann auch von Konvergenz des Integrals, ansonsten von Diver-

genz.

)
o>~ 4+
8y
g =+
S~ 4
Sy
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Fir f: (a,b] — R definiert man entsprechend

/f d:v_hm/f

a+d
Fir f: [a c) U (c,b] — R ist das uneigentliche Integral definiert als

/f da:—/f dx+/f dx—hm/f dm+hm/f

c+6
Es existiert also genau dann, wenn diese beiden Grenzwerte existieren. Der CAUCHYsche
Hauptwert ist
b

p.V./f(x do = lim /f dx+/f()d

a
Beispiel 7.17. (1) Es ist
/ d / d
x x
/ ” 513(1)/ — = limlog[; = lim(~log d) =
0 1

Die Fliche zwischen y = 1, 2 € [0,1] und der 2-Achse ist also unendlich.

1
d
(2) /i Fiir a # 1 haben wir
x

1 1

dz m—a—i—l
/:UO‘_ —a+1|;s

67

Cl-« l—«

1 sl 50 {11: a <1,

o0 : a>1,

d.h. [ g—ﬁ konvergiert fiir &« < 1 und divergiert fiir « > 1. Was das fiir die Fliachen
0

zwischen y = x% und der z-Achse bedeutet, ist klar.

3

dz

(3) Wir wissen, dass / T divergiert. Wir untersuchen, ob der CAUCHYsche Haupt-
I’ —

0
wert existiert. Es ist
1—e

/:l:—l / log\m—lHO + log |z — IHH =loge + log2 — loge
0 1+€

= log 2 0, log 2,
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3

d.h. p.v./ dz = log 2.
z—1

0

Es diirfte auch klar | 1 Y
sein, wie man bei un- I
beschrénkten  Funk- ,;
|

tionen auf unbe-
schriankten Intervallen /
vorgeht. Um im dar- — : i %

|
oy
:)>A.7
=

gestellten Fall [ f(z)

dx zu berechnen, sind
zehn Grenzwerte zu
bestimmen.  Sobald / \
aber einer  dieser
Grenzwerte nicht existiert, existiert auch das Integral nicht.

Oft kennt man die Werte uneigentlicher Inte-
grale, von denen keine elementaren Stammfunk-
tionen existieren, etwa

z Yy

[e.0] o

/e_xQ dz = —ﬁ, /Sinxdx .
2 2
0 0

Die Beweise gelingen mittels der Residuentheo-
rie in der Funktionentheorie. Fiir das erste dieser
beiden unbestimmten Integrale gibt es auch fol-
genden schonen Beweis (der allerdings Anleihe

x aus der Theorie der Mehrfachintegrale macht):
Das Volumen des Kérpers unter der links abge-
bildeten Fléche ist

(o oy e o} (o oy e o} o0 oo

V= / /e_"’CQ_y2 dy | dz = / /e_"’”2 eV dy | do = /e_y2 dy /e_m2 dx

0 0 0 0 0 0
=: J?

Geht man in der z-y-Ebene zu Polarkoordinaten iiber, x = rcosy, y = rsing fir
0<7<o0,0<¢p<F,so0istdrdy = rdrdy (das ist unsere Anleihe). Fiir besagtes
Volumen erhalten wir also

T/2 [ oo %) %)

V:/ /e_rzrdr dgpzg/e_ﬂrdr:—;ﬁ/e_ﬂd(—?ﬂ).

0 0 0 0
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Folglich ist I? = T

Uneigentliche Integrale und Reihen

| N

T T T T T

1 2 3 ... n—1n% 1 2 3 - n—1n%

Sei f: [1,00) — (0,00) eine monoton fallende Funktion. Wir haben dann
FQ)+ FE) 4+ ) S [ fa)do S JO) + Q)4+ S D).
1

Wir erhalten also

Z f(k) konvergent <= / f(z) dz konvergent.

k=1 1
So ist beispielsweise
=1 Ooda:
Z o konvergent <= pors konvergent <= a > 1.

1

k=1

Wir erhalten auch "

dx
~ | — =logn.

x

3

T =

Diese Abschétzung ist nicht schlecht, denn nach EULER gilt

1
ZE =logn+ C + 0(1)
k=1
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mit der EULER-MASCHERONI-Konstante C = 0.577215... Z.B. durch vollstdndige In-
duktion kann man

2
123 and= |:n(n—|—1)]
2
zeigen. In abgeschwichter Form ergibt sich
" an 4
13+23+---+n3%/$3dx: i PR
4|, 4
1
oder auch .
a+1
1a+2a+'--+na%/:cadx% n+17 a > 0.
o

Dies ldsst sich durch eine RIEMANNsche Integralsumme (%) exakt abschétzen:

(CRORENOIES O ERy e

j=1
~————
(%)
d.h. 5 5 5 .
1 2 1
lim + + Tn :7<:>13+23+...+n3r\4n7‘
n—oo n4 4 4

Definition 7.7. Das uneigentliche Integral [ f(x)dz heifit absolut konvergent,
wenn faoolf(:c)} dz konvergiert.

o0

sin x
So ist z. B. / dz konvergent, aber nicht absolut konvergent.
x
0

Wie bei Reihen ist das Rechnen mit absolut konvergenten Integralen relativ gefahrlos,
ansonsten ist Vorsicht geboten.

Die Gamma-Funktion

Dies ist eine der wichtigsten nichtelementaren Funktionen. Sie ist durch

o0
I'(z):= /tx_l e ' dt, x>0,
0
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also ein uneigentliches Integral, definiert. Man stellt leicht fest, dass es im Unendlichen
und in der Null keine Probleme bereitet, d. h. fiir alle z > 0 konvergiert, denn es gilt
0 < t*~Le~t < e /2. Das Vergleichskriterium fiir Integrale liefert damit die Konvergenz
im Unendlichen. Fiir ¢ — 0 haben wir eine Singularitéit, falls 0 < z < 1 gilt. Beispiel
7.17 (2) liefert mit o := 1 — 2 Konvergenz.

Wir haben
o0 oo ¢ oo
/t”et dt = /tﬂ’ ds = _twet\gw/et de”
-1 ~——

0 —0 0

[e.e]
= x/tzl e tdt =z I'(2),

0

d. h. es gilt die Funktionalgleichung I'(x 4+ 1) = = I'(x) fiir alle > 0.

Mit I'(1 f e tdt = —e 7 =1 folgt damit

re)=1r1)y=1, r@=2r@e)=2-1, r4)=3r@ =3-2-1, ...,

also I'(n) = (n — 1)! fiir jedes n € IN.

Des weiteren haben wir

also

) () (-
(3 (-9

_(@2n)@2n—-1)----3-2-1 —  (2n)!
on on pl 2n \/7?_7.\/7?’

4n !

fir n € IN. Die Gamma-Funktion ist (fiir > 0) die Erweiterung der Fakultét I'(n) =
(n — 1)! auf positive reelle Argumente.
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Die Gamma-Funktion tritt oft bei bestimmten Integralen auf, z. B. gilt

1

/:Ua—l (1-— x)ﬁ—l dz = Im =: B(a, ) (Beta-Funktion)
0

fir o, 8 > 0.

Beweis. Etwa Fichtenholz Nr. 531 oder auch
w/2

/ (sin2)*! (cos 2)7~! dz =

0

I'(3) I
or (48

g —37(35)

dt

Der Nachweis gelingt durch die Substitution ¢ := sin? z < 1= 2 cos xsinx wie folgt:
x

\./ w\m

w/2 1
B B dt
el lge= [V Wi
/ (sinz)* " (cos ) z / V)" (Vi-#) 2coszsinx
0 0
; d
a—1 —1 t
= [t Q-t)7F ——
0/ (1) 2v/1 — 1/t
1
1 [ o r(s)r(s
Zz/tz—lut)?—ldt: (2>a+52>
) 2I(%5°)

Insbesondere ist damit

/2

/Sinnxdx:F(T)F(%) _ s vr
2

J 25 (242) r(s+1)

Im Beispiel 7.5 hatten wir dafiir eine Rekursion gefunden und mussten das Endresultat
aufteilen in n = 2k und n = 2k + 1. Diese ist natiirlich dquivalent zu diesem Ergebnis,
wie man sich leicht {iberlegt.

Die Gamma-Funktion wiichst schnell. Fiir 2 — oo gilt die STIRLING%sche Formel”

F(m+1):xme_wm< +—+ ! +6<1>)

28872 3

6James STIRLING (1692 - 1770), schottischer Mathematiker. Beitriige zur Theorie der Kubiken, New-
tonschen Interpolationstheorie und zu verschiedenen Reihenentwicklungen.
"Man findet auch I'(n + 1) = n! ~ v2mn(2)" fiir n — oco.
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bzw. in logarithmischer Form

1 1 1
log I'(x) = (x - 2) logz —x + ilog(%r) +O<x> .

Die Gamma-Funktion kann auf negative reelle (und sogar auf komplexe) Argumente
erweitert werden. Graph fiir reelle z: y
| ‘ /i'

U \ /

_,} 0.9

Ky

1.4




7 Das bestimmte Integral 222

7.5 Das Riemann-Stiectses-Integral

Hierbei handelt es sich um Integrale der Form ff f(x)dg(z), wobei g nicht notwendiger-
weise differenzierbar ist. Das RIEMANN-STIELTJES®-Integral ist definiert als Grenzwert
der Integralsummen

D F(&) Agis Agi = g(i) — glwi).

=1

Fiir g(z) = x ergibt sich also das gewohnliche RIEMANN-Integral.

Satz 7.12. Sei f € Cla,b] und sei g eine Funktion auf [a,b], die in
a=c<c<-<cpmi1<cn=2>b
maoglicherweise Spriinge hat und in
[co,c1], [e1,¢2], vy [Em—1,Cm]

(in den Randpunkten jeweils einseitig) stetig differenzierbar ist. Dann existiert das
RIEMANN-STIELTJES-Integral f; f(z)dg(x) und es gilt

b b
/f(x) dg(z) = /f(ﬂf) g'(x)dz + f(a) (9(a+0) — g(a))
+> fles) (9(e; +0) = glej = 0) + £(b) (9(b) — g(b—0)).
j=1

Den physikalischen Beweis dieser Formel liefert das folgende Beispiel.

Beispiel 7.18. RIEMANN-STIELTJES-Integrale treten dort auf, wo Groflen sowohl kon-
tinuierlich als auch diskret verteilt sein konnen. Man stelle sich z. B. einen Stab vor, auf
dem Masse der Dichte p(z) ,verschmiert® wurde und in den Punkten ¢; Massepunkte
der Masse m; (das konnen Schweiipunkte sein) sitzen:

8Thomas Jean STIELTJES (1856 - 1894), niederldndischer Mathematiker. Sein Interesse galt der Analysis
und Zahlentheorie. Wenige Jahre vor seinem Tod wurde er Professor fiir Differential- und Integral-
rechnung.
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} >~ T
0 cl co c3

Gesucht ist nun das Drehmoment M (auch statisches Moment) im Urpsrung, wenn man
diesen Stab an einem seiner Enden in der Wand verankert. Nimmt man an, dass in
[;, zi11] die Dichte konstant p(x;) ist, so ergibt sich

n k
M =~ Zazz p(x;) Azx; + ch my
i=1 j=1

und nach Ubergang zum Grenzwert

und im Grenzwert
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7.6 Das Lesescue-Integral

Fiir den Hausgebrauch reicht das RIEMANN-Integral vollig aus. Verldsst man seine vier
Winde, so stellt man aber fest, dass das RIEMANN-Integral eine Reihe schwerwiegender
Defekte hat. Deshalb hat man nach anderen Integralbegriffen gesucht und mit dem
LEBESGUE-Integral einen verniinftigen gefunden.

Motivation 1
In R gilt das CaucHYsche Konvergenzkriterium (Satz 2.14):
{a,} ist konvergent <= {a,} ist eine CAUCHY-Folge.

Dies besagt, dass R vollstidndig ist (z. B. sind R\ {2} oder Q nicht vollsténdig, denn wir
finden darin konvergente Folgen, deren Limites nicht in R \ {2} bzw. in Q liegen).

Es gibt den Begriff des metrischen Raums. Dies sind Mengen X, in denen der Abstand
d: X x X — R zweier beliebiger Elemente x,y € X definiert ist, wobei gewisse Axiome
(positive Definitheit, Symmetrie, Dreiecksungleichung) gelten. Z. B. sind X = R oder @
metrische Rdume mit d(z,y) = | — y|. In solchen metrischen Rdumen X definiert man

{a,} aus X ist konvergent :<—= Ja € X : d(a,a,) — 0
und
{a,} aus X heifit CAUCHY-Folge :<—= Ve > 03N € R : d(ayp,an) <eV¥n,m > N.

Fin metrischer Raum heifit vollstindig, wenn in ihm das CAUCHYsche Konvergenzkri-
terium gilt.

Man kann zeigen, dass es fiir jeden metrischen Raum eine im Wesentlichen eindeutig
bestimmte sogenannte Vervollstdndigung gibt. Dies ist ein vollstdndiger metrischer
Raum X mit Abstand d, so dass gilt:

a) X C X und c?(:l:,y) =d(z,y) Ve,y € X,
b) X ist dicht in X, d.h.Vie X Ve>03z e X :d(z,7) <e.
Wir betrachten nun die Menge X = C[a, b] mit dem Abstand

b
d: X x X — R, a(f,q) ::/}f(:v)—g(:z)‘dm.

Dass eine Folge {f,} aus X gegen f konvergiert, f, — f, bedeutet also f;‘ flx) —
fn(z)| dz — 0 (Konvergenz im Mittel). Ist nun (C[a, b], d) ein vollstéindiger metrischer
Raum? Die Antwort ist nein. Man betrachte etwa die Folge {f,} in der Abbildung;:
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T T 1 T
Diese ist zwar eine CAUCHY-Folge,
A f) <4 (2 + 1) S0
S — — | —
A ="\ 20 2m ’
aber die Grenzfunktion f:
Yi
1x ° *—e
%

ist kein Element von

Cla,b]. Erweitern wir Cla,b] also zu ®a,b]. Ist (R[a,b],d) ein

vollstidndiger metrischer Raum? Nein, immer noch nicht. Erweitert man aber ®|a, b] zur
Menge £(a,b) aller LEBESGUE-integrierbaren Funktionen, so ergibt sich ein vollstindiger
metrischer Raum. Man kann sagen: £(a,b) ist fiir ®[a, b] das, was R fiir Q ist.

Allerdings folgt in £(a,
man alle Funktionen, d

b) aus d(f,g) = 0 noch nicht f = g (positive Definitheit). Packt
ie voneinander den Abstand 0 haben, in eine Aquivalenzklasse, so

bildet die Faktormenge einen vollstéindigen metrischen Raum, der mit L!(a,b) bezeich-

net wird.

Motivation 2

Fiir jede Funktion f €

R[a, b] kann man die sogenannte FOURIER-Reihe,

FO)~ Y fuet

k=—o00
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2m
1 .
bilden (dazu spéter). Dabei ist fj := o / f(x) e *tdt. Man fasst f(t) als Darstellung
T

0
von f im Zeitbereich auf und die Folge {f}32
ten Frequenzbereich.

_oo als Darstellung von f im sogenann-

27
. . . 1 2 > 2 .
Es gilt die PARSEVALsche Gleichung By | f (t)! dt = Z | fx|°. Insbesondere ist
7r
0

k=—o00

S| fx]? < oo fiir jede Funktion f € R0, 27].

Es entsteht folgende Frage: Gibt es fiir jede Folge {f} mit > |fx|?> < oo eine Funktion
f € R®la, b], so dass {fi} die Folge der FOURIER-Koeffizienten von f ist? Die Antwort ist
nein. Die Frage kann aber mit ja beantwortet werden, wenn man Funktionen zulésst, de-
ren Betragsquadrat LEBESGUE-integrierbar ist. Die Menge dieser Funktionen bezeichnet
man mit L2(0, 27). Bezeichnet man weiter die Menge aller quadratsummierbaren Folgen,
d.h. Folge {fi}?2 . mit Y |fk|> < oo, mit ¢2, so gilt also L? = ¢2. Die Quantenme-
chaniker SCHRODINGER bzw. HEISENBERG arbeiteten in L? bzw. ¢2. Die Formel L? = ¢?
besagt nun, dass beide Theorien dasselbe aussagen.

Grundgedanke des LEBESGUE-Integrals

Das RIEMANN-Integral erhélt man durch Zerle-
gung der x-Achse, Wahl von Zwischenpunkten &;
und anschlieBender Bildung der Integralsummen

S (&) A,

Zur Bestimmung des LEBESGUE-Integrals unterteilt
man stattdessen die y-Achse, wihlt Zwischenpunk-
te 7; und bildet die Integralsummen Y n; pu(f~(1;)),

wobei p(I;) die Liange bzw. das Mafl von I; (siehe
Abbildung) ist.

>~ 4+
KY
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Das Problem hierbei ist, dass man zunéchst verstehen muss, was pu(E) fiir sehr kompli-
zierte Mengen FE ist. Z. B. ist die DIRICHLET-Funktion

1: R 1
x(w)—{(]: ey el ’

nicht RIEMANN-integrierbar. Bezeichnet man aber 71
mit I die irrationalen Zahlen aus [0,1] und mit R 1
die rationalen Zahlen aus [0,1], so gilt fiir die LE-
BESGUEschen Integralsummen

o

Ky

mu() +nopu(R)=m-1+n-0=mn — 1,
d. h.

1
(L)/X(x) dz =1.
0

Das genannte Problem fiihrt in die Maftheorie. Gesucht ist eine Abbildung p: P(R) —
(0, 00), wobei P(R) die Potenzmenge von R bezeichnet, mit folgenden Eigenschaften:

M([aﬂ b]) = N([aab)) = /‘((a7 b]) = M((CL, b)) =b—a,
M(G An> = io:,u(Az), falls Al ﬂAj = @ fiir ¢ 7éj,
n=1 n=1
wE+a)=uE) Va € R.

Man kann zeigen, dass es solch eine Abbildung nicht gibt.

LEBESGUE hat aber eine grofie Teilmenge 9 C P(R) gefunden, so dass es genau eine
Abbildung p: 9t — [0, co] mit obigen Eigenschaften gibt. Die Mengen aus 9t nennt man
LEBESGUE-messbar und ;4 das LEBESGUE-Maf.

Eine Funktion f: [a,b] — R heiit LEBESGUE-messbar, wenn f~1(I) € 9 fiir jedes
Intervall I C R gilt. Die Menge der messbaren Funktionen ist riesig. Man muss sich sehr
anstrengen, eine Funktion zu konstruieren, die nicht LEBESGUE-messbar ist.

LEBESGUE zeigte, dass fiir jede messbare Funktion f = 0 die Integralsummen ) n; ,u( f!
i

(I;)) gegen einen Grenzwert aus [0,00] streben, falls max|l;| — 0. Fiir jede messbare
(2

Funktion f: [a,b] — R mit f = 0 ist also das LEBESGUE-Integral

©) [ f(e)da

a
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definiert. Fiir eine beliebige messbare Funktion f: [a,b] — R setzt man
f+ ::max(f,O)go, f* :_mln(fvo)zo

Dann gilt f = fy — f— und man definiert

(L) /b f(@)de = (L) /b f+(@)de — (L) /b J-(x) da.

Dies ist bis auf den Fall co — oo stets definiert.

Funktionen aus ®[a, b] sind immer auch LEBESGUE-integrierbar und es gilt



Funktionenfolgen und Funktionenreihen

Sei E C C eine Menge. Eine Funktionenfolge auf E ist eine Folge { f,}°2; von Funktio-
oo

nen f,: E — C, und eine Funktionenreihe auf F ist eine Reihe der Gestalt » wu,(x)
n=1

von Funktionen u,: £ — C.
o0
Beispiel 8.1. Die Ausdriicke {2"}7°; bzw. > 2™ beschreiben eine Funktionenfolge

bzw. -reihe mit f, = u,: C — C, fy(z) = 2™ "=

8.1 Punktweise und gleichmiBige Konvergenz

Definition 8.1. Man sagt, dass eine Funktionenfolge {f,} auf E punktweise gegen
eine Funktion f: E — C konvergiert, wenn

fn(z) — f(x) Ve e FE
gilt, und dass diese Folge gleichm&fig auf E gegen f konvergiert, wenn

sup| fo(2) — £(z)] — 0

zeE
o0
gilt. Fine Funktionenreihe >, un(x) auf E konvergiert punktweise bzw. gleichmdfig, falls
n=1

dies auf die Folge ihrer Partialsummen {Sg} mit Sy = w1 + ug + - -+ + ug zutrifft. Bei
gleichmdfSiger Konvergenz schreibt man oft f, = f.

Satz 8.1. Fine auf E gleichmdf$ig konvergente Funktionenfolge oder -reihe konvergiert
auch punktweise.

229
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Diese Aussage ist trivial, denn gilt sup}fn(x) - f(x)} — 0, so gilt ’fn(m) - f(x)’ — 0
el
insbesondere fiir jedes einzelne x € E.

Beispiel 8.2. (1) Die Folge {f,} mit f,(x) = 2™ auf E = [0, 1] konvergiert punktweise

gegen f mit
0: z€][0,1),
y flx) =

1+ 1: z=1.

I3
fi Es liegt aber keine gleichmiBige

fa Konvergenz vor, denn es gilt

— sup ‘xn—f(x)lzl Vn 2 1.
17 z€(0,1]

1 1 1
(2) Fiir die Folge {f,} mit f,(z) = L auf £ = (0,1] gilt f,, = f mit f(z) = =
denn

z 1
sup [fu(z) = f(z)| = sup = =—-—0
2€(0,1] ze(0,] T
(3) Sei f,, wie in der Abbildung auf E = [0, 1] erklért:
Yi
n2t
I i :

Es gilt f, — 0, aber f,, = 0 ist falsch, denn

sup |fn(z) — 0| = n? — oco.
z€[0,1]

Wir haben
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(4) Betrachte die Funktionenreihe Z z"auf E =D := {z € C: [z] < 1}. Fiir die

=0
Partialsummen dieser Funktlonenrelhe gilt bekanntlich

5 JEE DU Sk SV
sp(z) = Z4- 420 = — z .
F 1—-2 1-=2
Die Reihe konvergiert in ID punktweise, aber nicht gleichméflig gegen =, denn
k+1 k
1 |2|F+1 11— 7] ( 1> ( 1
sup |sg(z) — = sup > =k|1-— 1—-) - o0
zeD t(2) 1-2 zeD |1 — 2| ‘1_(1_%)’ k k
—_—

el —1

fiir k — oco. Fiir alle z € rD := {z € C : |2| < r}, r € (0,1), liegt aber auch
gleichméfige Konvergenz vor, denn

1
su(2) = 17—

n+1

= sup < =0(1).
zEr]D|1 | I—r ()

sup
zerD

Satz 8.2 (Majorantensatz). Es seien {c;}72, eine reelle Folge mit ¢, > 0 fir alle k,

o0

ugp: B — C und gelte ‘uk(a:)’ < ¢ fir alle x € E und alle k. Ist die Reihe ) cx
konvergent, so konvergiert die Reihe Y ui(x) auf E gleichmdfSig. =1
k=1

Beweis. Betrachte die Partialsummen S, := i ¢, und fp(x) = i ug(z). Sei e > 0
gegeben. Da {S,,} konvergiert, also eine CAUC];{:\}—Folge ist, existier]g:elin N = N(e) mit
e> S, —Spl=cn+-+emy1 YnomeN:n>m=N.

Fiir diese n und m gilt dann also
5a0) = )] = i) -+ 1] £ n@)] -+ i @)
Sent ot emyr <e

o0
Nach Satz 8.2 konvergiert { f,(z)}, also die Reihe Y ui(z), gleichméBig. O
k=1
Beispiel 8.3. Die Reihe Z sin(n at) ist infolge
n=1
> |sin(n x) < =1
Z 2 = Z ) < 0 VreR
n=1 n=1

auf ganz R gleichméfig konvergent.
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8.2 Eigenschaften der Grenzfunktion bzw. der Summe

Seien die Funktionen f,,: E — C stetig (integrierbar oder differenzierbar) und gelte
fn — f.Ist dann f ebenfalls stetig (integrierbar oder differenzierbar)?

Zur Stetigkeit

Seien die Funktionen f,: £ — C in xg € F stetig und gelte f, — f. Dann gilt
f ist stetig in g <= lim f(x) = f(x0)
T—T0
< lim lim f,(z) = lim f,(x0)
Tr—To N—00 n—oo
<= lim lim fy(z) = lim lim f(x).

T—Ty N—00 n—00 T—TQ

Das Problem, ob f in xzqg stetig ist, ist also das Problem, ob zwei Grenzwertprozesse
vertauscht werden konnen.

Beispiel 8.4. Wir betrachten f,(z) = 2™ auf [0, 1]. Dann gilt f, — f punktweise mit

0: z€][0,1),
1: z=1,

siche Beispiel 8.2 (1). Es ist f,, auf [0, 1] stetig, f jedoch nicht.

Punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge ist also zu schwach, um die Stetigkeit auf
die Grenzfunktion hiniiber zu retten.

Satz 8.3. Seien die Funktionen f,: E — C in xg € ENE' stetig. Gilt f, = [ auf E,
so ist f in xg ebenfalls stetig.

Beweis. Seien §,¢ > 0 gegeben. Wir haben

|f(@) = f(zo)| £ |f(z) = fa(@)] + | fulz) = falz0)| + | fal2o) — f(z0)]

it
. |f(@) = fa(z)] £ 5§  Va € Eundn=ng (wegen fr, = f),
| fu(xo) — f(xo)| £ 5 fiir n = ny,
|fa(@) = fu(@o)| £ 5 firn=noundVz € E: [z — z0| <.

Fiir alle € E mit |z — 0| < & ist somit | f(z) — f(20)| < e. Nach dem e-6-Kriterium
der Stetigkeit ist f also in xg stetig. O
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Korollar 8.1 (zu Satz 8.3). Seien die Funktionen u,: E — C in xg € ENE’ stetig.
oo

Konvergiert die Reihe Y un(x) gleichmdfig auf E, so ist ihre Summe s in xq stetig.
n=1

n
Beweis. Man wende Satz 8.3 auf die Folge der Partialsummen S, := ) ug(x) an. O
k=1

Zur Integrierbarkeit
Seien f,, € R[a,b] und gelte f,, — f auf [a,b]. Ist dann auch f € R[a, b] und gilt

b b

b
tin [ fo(e)do = [ f@)do = [ lim fuo)d

n—oo

a a

d. h. kann man Integration und Limesbildung vertauschen?

Beispiel 8.5. Betrachte die in der Abbildung dargestellte Funktion f,, auf [0, 1]:

Y4
a(n) T

1 x

S =

Es gilt f, — 0 punktweise auf [0, 1]. Es ist aber fiir

1 1
11 1
a(n) =n fn(x)d$:2n:%/f($)d$zo,
n

0 0

; 11
a(n):n2 fn(x)dx:iﬁnQZg—)OQ

0

1 o
a(n) = (=1)"n: /fn(x) dz = % konvergiert nicht.

0
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Punktweise Konvergenz ist also wiederum zu schwach.

Satz 8.4. Seien f, € R[a,b] und gelte fr, = f auf [a,b]. Dann ist f € Rla,b] und es gilt

b b
/fn(x)dxﬁ/f(x)dx.

Beweis. Wir zeigen zunéichst f € Ra, b]. Dazu sei € > 0 vorgegeben. Nach dem Beweis
von Satz 7.2 reicht es zu beweisen, dass es eine Zerlegung P von [a,b] mit O(f, P) —

U(f,P) < e gibt. Sei hierzu § := ﬁ Wegen f, = f auf [a,b] gibt es ein ny mit
—a

| fao () = f(x)| < & fiir jedes z € [a,b], d.].

fro(x) =6 < f(x) < fao(x) +6  Va € la,b].
Fiir jede Zerlegung P von [a, b] folgt daraus

O(f, P) = O(fng; P) + 0 (b= a) = O(fny, P) + 3
und analog U(f, P) 2 U(fng, P) — £, d.h.

O(f, P) = U(f, P) £ O(fng, P) = U(fugs P) + %.

Wegen fn, € R[a,b] gibt es eine Zerlegung P von [a,b] mit O(fn,, P) — U(fny, P) < 5,
also
O(f,P)-U(f,P)<:+%=c.

Damit ist f € R[a, b] gezeigt. Schlieflich ist

b b b

[ @y = [ f@ras| = | [ (sula) = £(a) o] < /b Fal@) — f(2)] da

a a a

A

sup ‘fn(az) — f(:c)} (b—a)—0.
z€[a,b]
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Korollar 8.2 (zu Satz 8.4). Seien w, Funktionen aus R[a,b] und mdge die Reihe

o0
> up(x) auf [a,b] gleichmdfig konvergieren. Dann gehdrt auch ihre Summe s zu R[a, b]

n=1
und es gilt
b o b
ftaraa=3 fute
o n=1
Beweis. Man wende Satz 8.4 auf die Partialsummen der Funktionenreihe an. O

Zur Differenzierbarkeit

Seien die Funktionen f,, in E differenzierbar und gelte f, — f. Folgt daraus schon die
Differenzierbarkeit von f und

lim if (z) :if(a;) i lim f,(z)?

n—oo dx dz dx n—oo
Es geht also um die Vertauschbarkeit eines Grenzwertprozesses mit Differentiation.

Beispiel 8.6. Fiir f,(z) = sin(n2)

giert nicht fiir jedes z € [0, 1].

auf [0, 1] gilt f,, = 0, aber f] (z) = cos(n x) konver-

Hier ist also sogar die gleichméfiige Konvergenz zu schwach.

Satz 8.5. Seien f, € Ct[a,b] und gelte
a) {fn(xg)}zozl konvergiert fir ein xo € [a,b],
b) {fl}>2, konvergiert gleichmdf$ig auf [a,b] gegen eine Funktion .
Dann gilt
1. {fn}22, konvergiert auf [a,b] gleichmifig gegen eine Funktion f € C'[a,b],

2. fl =1
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Beweis. Sei a der Grenzwert von f,(xq). Setze f(x) := f;o ©(t) dt + «. Nach Satz 8.4 ist
¢ € Cla, b] und nach dem Hauptsatz der Differential- & Integralrechnung gilt f € C![a, b]
sowie f' = . Damit ist auch 2. gezeigt. Wir haben

T

| fal@) = f(2)] = /(fé(t) — (1)) dt + fa(zo) — o < /}fé(t) — ()| dt + | fu(zo) — af

Z0

< tzl[lpb]lfé(t) —(t)] (b—a) + | fa(zo) — af = 0(1),

woraus sich 1. ergibt. O

Satz 8.5 gilt auch, wenn man statt der stetigen Differenzierbarkeit nur die Differenzier-
barkeit der f, fordert. Dann ist der Beweis aber aufwindiger.

Korollar 8.3 (zu Satz 8.5). Seien u, € Ct[a,b] und gelte

a) Die Reihe Y, un(xo) konvergiert fir ein xo € [a, b,
n=1

b) die Reihe Y ul (x) konvergiert gleichmdfig auf [a,b] und hat die Summe o.
n=1

Dann gilt

1. Die Reihe ) up(z) konvergiert auf [a,b] gleichmdf$ig und hat die Summe s €
n=1
Clla,b],

2. io: ul (z) = §'(x) fir alle x € [a,b].

n=1

Beweis. Wende Satz 8.5 auf die Partialsummen der Reihe an. O



Fourier-Reihen

-

P. du Bois-Reymond

D. Jackson ‘ \ P.Laplace
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9.1 Der Begriff der Fourier-Reihe

Definition 9.1. Funktionen der Gestalt

a - = .
30 + ;ak cos(kx) + ;bk sin(k x) (9.1)

oder der Gestalt

n

> cpelhT (9.2)

k=—n

mit ag, b, cx, € C heiffen trigonometrische Polynome (vom Grad n).

Satz 9.1. Die Menge aller Funktionen der Gestalt (9.1) ist gleich der Menge aller Funk-
tionen der Gestalt (9.2).

Beweis. Wir haben

ikx —ikx ikx —ikx
e"" +e . et —e
cos(kx) = —y sin(kx) = —
fiir £ € Z und
eth® = cos(kx) +isin(kx), e *% = cos(kx) —isin(kz)
fiir k = 0. a

Satz 9.2. Ist f(x) durch (9.1) bzw. (9.2) gegeben, so gilt

2 2
1 1
ar = /f(l‘) cos(kx)dx, b= /f(:r:) sin(k x) dz
s s
0 0
bzw.
1 2m
ck = /f(x) e FTdg,
2m
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Beweis. Es gilt

1 T 1 n 2m 1 n 2w
%/f(m) e kT gy — Py Cg/eiecn e~ kT 34 — o Z Cg/ei(é—k)z
0 l=—n 0 {=—n 0
27
ck/cmzce e
l#£k 0
Analog zeigt man die Formeln fiir a; und by. ]

Definition 9.2. Funktionenreihen der Gestalt
+ Zak cos(kx) + Y by sin(k x) (9.3)
k=1

oder
Z ¢y eth® (9.4)
k=—0o0

mit ag, by, cr € C heiffen trigonometrische Reihen. Die Summen der Reihen (9.3)
und (9.4) definiert man als die Grenzwerte von (9.1) bzw. (9.2) fir n — oc.

Definition 9.3. Sei f € R[a,b]. Die in Satz 9.2 angegebenen komplexen Zahlen ay, by
und ¢, nennt man die FOURIER!-Koeffizienten von f und die mit diesen Koeffizienten
gebildeten Reihen (9.3) und (9.4) nennt man die FOURIER-Reihen von f in reeller
bzw. komplexer Darstellung. Man schreibt dann hdufig

oo
~ —1—2 ag cos(k x) + by sin(kz)), f(z) ~ Z cp etk
k=1 =

Wir halten folgende Analogien fest:

1Jean Baptiste Joseph FOURIER (1768 - 1830), franzosischer Mathematiker und Physiker. Beschiftigte
sich u.a. mit der Warmeausbreitung in Festkorpern. In diesbeziiglichen Abhandlungen tauchten
erstmals seine FOURIER-Reihen auf.
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(algebraische) Polynome
Potenzreihen
TAvLOR-Koeffizienten
TAYLOR-Reihen

Es stellen sich folgende Fragen:

11117

trigonometrische Polynome,
trigonometrische Reihen,
FouRrIER-Koeffizienten,
FouRrIER-Reihen.

1. Fir welche x konvergiert die FOURIER-Reihe einer Funktion f und in welchem

Sinne (punktweise, gleichmifig, etc.)?

2. Wenn die FOURIER-Reihe konvergiert, was ist ihre Summe? Ist die Summe gleich

f(x)?

Die Konvergenz von FOURIER-Reihen ist weitaus delikater als die von TAYLOR-Reihen.
Konvergenz trigonometrischer Polynome entspricht etwa der Frage nach der Konvergenz
einer Potenzreihe auf der Konvergenzkreislinie (denn 3 ay, 2¥ wird fiir z € C mit |z| =1

zu Yy ayelh?).
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9.2 Orthogonale Funktionensysteme

Wir bezeichnen mit ®L?[a, b] den linearen Raum ®[a, b] mit dem Skalarprodukt

b
(fg) = /f(sc)g(m)dx Vf.g € Ra, .

Ein System {p} von Funktionen aus ®R[a,b] heit ein Orthogonalsystem bzw. ein
Orthonormalsystem, wenn {¢;} ein solches in RL2[a, b] ist, wenn also (o, @) = O fiir
k # £ bzw. (o, pe) = Ope gilt.?

Beispiel 9.1. (1) In ®L?[a, b] sind

1 0o
{ eikx}
V2T k=—o00

(gt oo}

Orthonormalsysteme.

oder auch

oo

(2) Die LEGENDRE-Polynome {Pn(x)}n:() mit

1 dm
Pol) =5l @

(2> —1)"], =ze[-1,1],

bilden ein Orthogonalsystem in RL2[—1, 1].

Definition 9.4. Sei {¢r} ein Orthonormalsystem in ®RL%[a,b]. Fir f € ®la,b] heifen
die Zahlen

b
fio 1= (fr 00) = / f(2) on(@) dz

die FOURIER-Koeffizienten beziiglich des Systems {¢i} und die Reihe ) fi pr(x)
nennt man FOURIER-Reihe von f beziiglich des Systems {¢x}. k

Wir haben also f ~ > (f, o) vk.
k

1: i=k
20 = {0 Z y k7 bezeichnet das sogenannte KRONECKER-Symbol.
) ,
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9.3 Die Approximationseigenschaft der Fourier-Reihe

Sei {¢r }72, ein Orthonormalsystem in RL?[a, b]
und sei V;, := span(p1, ..., ¢pn) der von {@;}72
erzeugte lineare Unterraum. Fiir gegebenes f €
R[a,b] interessiert man sich fiir die bestmog-
liche Approximation durch eine Funktion aus
Vn, d.h. durch eine Linearkombination der
{vr}32, (siehe Abbildung) mit

A(f.V) = If = 1"l = inf 1f =gl

wobei || - || = \/{-;-).

Beispiel 9.2. Sei {¢1,...,0m+1} = {eim/\/QW}Z:,n- Man interessiert sich fiir die
bestmdgliche Approximation einer Funktion f € ®[a,b] durch ein trigonometrisches Po-
lynom vom Grad n.

Satz 9.3. Sei {pr}22, ein Orthonormalsystem in RL%[a,b], sei f € Rla,b] und setze

n n
Snf = > {f,or) pk- Ist pp := > Ok @i ein beliebiges Element aus Vi, so gilt
k=1 k=1

b b
/mw—&ﬂwﬁug/w@—mmfm,

und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn 8, = (f, o) fir jedes k mit 1 < k < n ist.

In Bezug auf obiges Problem besagt dieser Satz, dass

Hf - San2 é Hf _pn||2 an € Vn

gilt, mit Gleichheit genau fiir p, = S, f. Also existiert f* und ist eindeutig bestimmt
durch f*=S,f.
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Beweis. Mit [ := fb und ) = i haben wir Folgendes:
a k=1
J15=palde= [(£=p) =) da
= [1sas— [ s~ [Foodo+ [l a.
[ o= [ Sgar = Y5 [ erde = S h i)
[Fode =3 0T,
/pn\Zdﬂﬁ:/pnmdxz/(Zéksok) <Z5€W> =000 (k1)
k l ke,
:Zék@7

/’f _pn‘Qde
= [P ae = Y5 o) - Y0 o + 3 0
I o) |” + > (fs o) (Fs on)

und somit

=0
- / A =S hon? + STI0 ) — o] [ on) — 0]
=/\f|2dx—Z!<f,sok>\2+2\<f,sok>—5k|2.

Fiir p, = Snf ist 0 = (f, o) fiir alle k£ und somit

17 = sufirar= [11Pas =3 |is o0l (9.5)
Also ist
J17=paPde= [17=SurPaz+ Ylison -0 2 [ 17 = SuffPdo
mit Gleichheit genau fir (f, o) = 65, 1 < k < n. 0

Aus Gleichung (9.5) folgt sofort
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Korollar 9.1. Fir f € Rla,b] gilt die BESSELsche Ungleichung

o b
SR s [ 1P ds
k=1 @

und damit das RIEMANNsche Lemma

fr — 0 fiir k — oo.

Ist das Orthonormalsystem {¢}7°, vollstandig (was das bedeutet, kommt in der Funk-
tionalanalysis), und die Orthonormalsysteme aus Beispiel 9.1 (1) sind vollstindig, so gilt
in der BEssELschen Ungleichung sogar Gleichheit, d.h., dann gilt die PARSEvVALsche
Gleichung

o b
5P = [ 12 e

Sie gilt sogar fiir f € L2(a,b). Das RIEMANNsche Lemma gilt auch fiir f € L(a,b)
(RIEMANN-LEBESGUEsches Lemma).
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9.4 Elementare Konvergenztheorie

Wir betrachten

n
D, (x) := Z ethe (DIRICHLETscher Kern),
k=—n
1 ,
K,(x) = i (Do(z) + Di(x) + - - - + Dp()) (FEJER3scher Kern).

Satz 9.4. Es gilt

O P (et Y PSP

] z
sSin b

1 1—cos((n+1)z)

2. K = K,(0) = 1
n(®) n+1 1—cosz , Ka0)=n+1,
™ ™
1 1
3. — | Dy(x)de = — [ Ky(z)dz =1,
2 2

4. Kp(z) 20 Ve |[—m,m],

2 1
n+11-—-cosd

5. Ky(x) < fir0<é < |z S .

Beweis. 1. Wir haben

(eix _ 1) Dn<l‘) — (eix _ 1) (e—inz R T einx)
— efi(nfl)x 4t ei(n+1)m o efinx . inz _ ei(n+1)x _ —inx

und Multiplikation mit e~1%/2 liefert

(eim/2 - e_im/Q) Dy (x) = ol(nt3)z _ —(n+3)z
Y——

=2isin 7 =2i sin((n—i—%)x)

Dass D,,(0) = 2n + 1 gilt, ist trivial.

3Leopold FEJER (1880 - 1959), ungarischer Mathematiker. Forschte auf den Gebieten harmonische
Analysis und FOURIER-Reihen.
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2. Wir haben weiterhin

(n+1) K,(x) (e —1) (e71% — 1)

n n
_ (n + 1) — ZDk(x) (eix - 1) (e—iaz N 1) _ Z(ei(k-‘rl)x _ e—ik:x) (e—ix - 1)
k=0 k=0
— (ei(n+1):p _ o inz + elne _ efi(nfl)x NI eldr _ o—i2e + el2r _ iz + el _ 1)
i (e—ix _ 1)
:einm + ei(nfl)x 4ot ein + eix +1— efi(n+1)x o efina: .
_ei3z _ 22 —iw ei(n+1)z _eTinz _ i3z _ i2e  Jlx

+ e~ inT + e—i(n—l);r 4o e 127 + e i +1
-9 _ ei(n—i—l)a} o e—i(n—f—l)x’

d.h.

9 _ intl)z _ g—i(n+l)z 2 — [el(ntD)e | g=i(nt1)a]
Ky (r) = D) (e —1D(eie—1) (nt1) [1— (6® +ei7) + 1]
2 2cos((n+1)z)
(n+1)[2—2cosx]’

AuBerdem ergibt sich mit der Regel von DE L’HOSPITAL

Ko (0) = 1 lim 1—cos((n+1)x) _ 1 fim (n+1)sir.1((n+1):c)
n+1z-0 1—cosx n—+1z—0 sin x
1 1
. (n+1)cos((n+1)z) —
z—0 CcoS X
3. Mit
™
ik g 27 k=0,
= ikx i o e -
/e xT eiI; _ 2151?k(k ) —0: k # 07
- -7
folgt
1/ 1< T
o D, (z)dz = o Z /e‘]”dx— 1
—T k=—n_",
und somit
17 1 N1 1 &
— | K, dz = — | D dz = 1=1.
27 n(z)de n—i—lkzo%r/ k() dz n+1k—0
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4. Das ist klar wegen cos((n +1) x) <1,cosxz < 1.

1 1
5. Schliellich gilt 1 — cos((n +1) :B) < 2 und . < . 5 fir0< o6 = x| S
— oS T — cos
O

Wir bezeichnen mit Ko, die Menge der 27-periodischen Funktionen auf R, die auf [0, 27]
RIEMANN-integrierbar sind, und mit Ca, die auf R stetigen 27-periodischen Funktionen,
z. B.

yt y1

LU,
/]

fea{,gﬂ f€C271'

a+2m
Lemma 9.1. Fir f € Ror ist [ f(z)dz von a unabhingig.
a

Beweis.
a+2r 0 at2m
/ f(g;)dgc:/f(x)dH/ )da + / flz
yi=z— e
—/Of(x)dx—i-/ dx+/f(y+27r) dy-?f(m)dx
a 0o = 0
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Satz 9.5. Seien f € Rox und (Spf)(z) = Y. fre'*® die n-te Partialsumme beziiglich
{eikx/\/27r}zoz_oo. Dann gilt k=—n

(Snf)(@) = o / f(x — 1) Do(t) dt.

21 ™

Beweis. Wegen fi, = 5= [ f(r)e *7dr = & [ f(r)e "*7 dr (nach Lemma 9.1) ist

0 -

- 1 [ —ikT ikx 1 i - ik(z—T1
(Snf)(x):k;n%/f(ﬂe kT dr etk :%/f('r) Z olk (z=7) 4

k=—n

:;fr/f(T)Dn(x—T)dT [t:=2—7=dr = —di]

_ _% / Fl@— ) Dy(t)dt = ;ﬂ/f(x—t) Do(t) dt.

T+

Satz 9.5 besagt, dass S, f die Faltung von f mit dem DIRICHLETschen Kern ist:

Dy,

Satz 9.6 (RIEMANNsches Lokalisierungsprinzip). Das Konvergenzverhalten wvon
{(Snf)(x)}zozl fiir f € Rox hingt nur vom Verhalten von f in einer beliebig kleinen Um-
gebung von x ab. Prdziser: Sind f, g € Ror und gilt f(£) = g(€&) fiir alle € € (x—¢e,x+¢),
so konvergieren (S, f)(x) und (Spg)(x) beide, und zwar mit demselben Grenzwert oder
beide konvergieren nicht.

Diese Tatsache ist erstaunlich, da man ja zur Berechnung der FOURIER-Koeffizienten die
Funktion f auch iiberall auflerhalb dieser Umgebung von x kennen muss.
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Beweis. Setze h := f — g. Dann ist h(z —t) = 0 fiir |t| < . Nach Satz 9.5 ist

(50)@) = (Su0)(x) = (Suh)@) = = [ hla—0) Dty

1 1
= [ -0 Dyt o / h(z — ) Dn(#) dt
ri<e e<fil<n
1 / h(z — t) Dy(t) dt
Cor . " ’
e<fil<n

0: t|<e
Setze H(t) := { h(z—t) g € Ror. Wir erhalten

sm(t/2) © € Sftf=m

L / h(z — ) Da(t) dt

2w "
<<

= QL /H(t) sin((n+ 3)t)dt (nach Satz 9.4)
T

1 i(n+3)t _ —i(n+)t
S O (0) |
2 2i
—T

_ QL H(t;.eit/Z it gy 2i / H(t);it/Q int gy
™ 1 ™ 1
-7

_ [H(t) eit/?] B

2i

H(t) e it/2
21 '

Letzteres ist die Differenz des —n-ten FOURIER-Koeffizienten von 4 H(t)e'"/? und des
1

n-ten FOURIER-Koeffizienten von - H(t) e”1*/2 die nach dem RIEMANNschen Lemma

gegen 0 strebt. 0

Satz 9.7 (Konvergenzkriterium von DINI*). Es sei f € Ron und fiir ein 6 > 0 gelte

dt < oo.

/5 F(@+1) + fl@ — 1) — 2£ ()]

t
0
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Dann gilt (S, f)(x) — f(z).

Beweis. Es gilt

(S.0)(a) = §() = o [ [Fla =) = @) Dalt) dt
o :

:%/[f(x—t)—f(x)] dt+/ fl@—1t) = f(x)]Dy(t)dt

0
(%)

- 5 [lUe—0-1@)D, / Flar+1) — f@)] Da(t) dt
0 0

— o [ [f@ 0+ 1@ =) = 2 @] Dafe) e
0 —g(2)

((): Substituiere s := —¢ und nenne s wieder ¢). Fiir ein £ mit 0 < & < § ist also
($.0)w) — £() = 5 [ o) Dat) e+ o [ o(t) Dafe)at

mit

€ £

1 L (o) t . 1

— Dy(tydt = — [ 22 1)t) dt,

o / (1) D)t = - / R CRIDL
0 0

und der Betrag hiervon ist nicht grofler als

—0 fiir e—0
mit einer Konstanten C fiir ein hinreichend kleines € = €9 = £¢(n). Setzen wir

Hb) {0: -7 <t < g,
a: t
sif(gs/)Q) D g <tsm,
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so wird das zweite Integral mit € = ¢

L [ ety Datyar= = [ H@sin(n+ 3)1)at,

€0 -7

und da H € oy, folgt, dass dieses fiir n — oo gegen 0 geht (RIEMANNsches Lemma).

Dieses Integral ist also fiir alle n 2 ng(n) betragsméfig kleiner als 3. Insgesamt ergibt

sich
[(Snf)(z) = f)| <3 +3=n  V¥nZmno(n)
fiir beliebig vorgegebenes n > 0. U

Definition 9.5. Eine Funktion f: [A, B] — C heifit HOLDER®-stetig, wenn es a €
(0,1] und M € (0,00) gibt mit

[f@) = fW) =Mz —y|* Va,yelAB]

Die Zahl o heifst HOLDER-Exponent.

Im Fall a = 1 spricht man von LIPSCHITZ%-Stetigkeit.
Seien f: [A,B] - Cund 0 < a < # < 1. Dann gilt:
f LipscHITZ-stetig = f HOLDER-stetig mit § = f HOLDER-stetig mit a« = f stetig.
In der Tat, aus | f(z) — f(y)’ < M |z —y| fiir alle z,y € [A, B] folgt
[f(@) = fW S Mz —y" Ple—ylP =M (B-A)" |z -y’
=M’
fiir alle z,y € [A, B]. Analog zeigt man die anderen Implikationen.

Geniigt f einer HOLDER-Bedingung mit « > 1, so ist f automatisch konstant, denn
|[f(@) = fy)| < Mz —y|'"* Va,ye A B
= ‘f(l‘)—f(y)' S Mz —y|*—0firz —y (y € [A, B] fixiert)
r—=y

= f'(y)=0 Vyel[A D]
—> f = const.

5Otto HOLDER (1859 - 1937), deutscher Mathematiker. Er lieferte grundlegende Beitrige zur Gruppen-
theorie.

SRudolf LipscHITZ (1832 - 1903), deutscher Mathematiker. Forschte in vielen Gebieten der reinen und
angewandten Mathematik.
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Beispiel 9.3. (1) Die Funktion f(z) = \/x, z € [0, 1], ist stetig, aber nicht LIPSCHITZ-
stetig. Denn wiirde f einer LiPSCHITZ-Bedingung, etwa

VE = VB £ M — o = MV + VBlVE -V

fiir alle 2,y € [0, 1], geniigen, so folgte daraus der Widerspruch

1
Mé\/fqt\/gﬂOfﬁrx,yHO.
Diese Funktion ist aber HOLDER-stetig mit o = %, denn fiir x > y gilt

0: =0
(2) Betrachte f(z) = r=0 .
1/logz|: 0<z= 3.

Geniigte sie einer HOLDER-Bedingung, so wiirde insbesondere

Diese Funktion ist nicht HOLDER-stetig.

|f(55) _f(o)‘ < M|x—0]% also < M z™

log x|

gelten, woraus sich der Widerspruch

1
Méxa [logz| — 0 fiir v — 0

ergidbe. Aber f ist natiirlich stetig.

Satz 9.8. Sei f € Rar in einer (beliebig kleinen) Umgebung von © HOLDER-stetig. Dann

gilt (Snf)(x) — f(z).

Beweis. Wir haben ‘f(tl) - f(tg)‘ < M |tp — t2|® und damit

|flx+t)+ flx—t) — 2f(2)] Uw+w—fwﬂ+kﬂ@—f@—ﬂ\
' M ¢ %M“_2M '
t * t el

A

[IA

6
dt
Wir wissen aber, dass / prrs < oo gilt. Die Behauptung folgt also aus Satz 9.7. ]
0
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Ist also f ein , bisschen“ besser als stetig, so konvergiert die FOURIER-Reihe. Stetig-
keit allein reicht nicht aus (dies wurde 1876 von DU BoIS-REYMOND’ bewiesen). Ein
funktionalanalytischer Beweis dessen:

($.0)0) = 5= [ (=0 Dafe) e

definiert ein Funktional Sy: Car — C fiir jedes n. Wére nun {(S, f)(())}:;o fiir alle
/€ Car konvergent, so wiirde nach dem Satz von BANACH-STEINHAUS sup ||.S,|| < oo

n=0

folgen. Wir haben aber

1 T 1 T 1 T sin((n—i—%)t)
5= o= [1Dat0]a =2 [Ipaojar=1 [0 20,
J / J

S1n 5

T

1 |sin((n+ %)t)‘ 1
gﬂ/tdt [a}::(n+§)t]
0 2
(n—i—%)ﬂ (n—&-%)w
2 i 1 2 i
= - / ’SH;CE’ de = — / |sinz| dz — oo fiir n — oo.

Bei Funktionen, die nur stetig sind, hilft folgender Trick. Anstelle von (S, f)(z) betrach-
tet man die sogenannten FEJERschen Mittel

ruf)e) = SN T ENE -+ Eu)

Der Hintergedanke ist die CESARO®-Summation:

. . artax+---+a
lim a, = a = lim " —a.
n—oo n—oo n

n

Beweisidee. Man zeigt zunéchst, dass b, = % > ap gegen 0 geht, falls a,, — 0. Gelte
k=1

dann a,, — a fiir ein beliebiges a € R, und betrachte a), := a,, — a. Dann folgt b/, :=

"David Paul Gustave bu Bois-REYMOND (1831 - 1889), deutscher Mathematiker. Theorie der Diffe-
rentialgleichungen. Zeigte in einer Arbeit aus dem Jahre 1873 die Existenz einer stetigen Funktion,
deren FOURIER-Entwicklung in einem Punkt divergiert (und widerlegte damit eine Vermutung von
DIRICHLET). Gab als erster einen strengen Beweis des Mittelwertsatzes der Integralrechnung.

8Ernesto CESARO (1859 - 1906), italienischer Mathematiker. Abhandlungen zu Themen aus Arithmetik,
Funktionentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie und Differentialgeometrie. Er interessierte sich auch
fiir Zahlentheorie und trug zur Verbreitung der MAXWELLschen Elektrodynamik bei.
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n
LS a, =b,—a—0.
k=1
aiy+ax+---+ay

Es kann aber sein, dass fir n — oo konvergiert, obwohl die Folge

n
{a,} divergiert.
o0
Beispiel 9.4. Wir betrachten die Reihe »  (-1)" = 1—-1+41— 14 ---. Die Folge
n=0
ihrer Partialsummen {1,0,1,0,...} divergiert, aber ihre CESARO-Mittel sind ungefihr
In 1
n 2 2

Satz 9.9 (FEJER). Fiir f € Cor gilt (00 f) = f auf R.

Beweis. Wir haben

1 n
ESPS (Skf)(x

1 n 1
:Qﬂ(nm_/ﬁf(x—t) kZ:ODk(t) dtz%_/ﬁf(ar—t)Kn(t)dt

~—
=(n+1)Kn (1)

(onf) () = n+1§:%ﬂ/fx—tDk

und damit nach Satz 9.4, Punkt 4

™

/[f(x—t)—f(x)] 1 dt </\f ) f()| Kalt) dt.

™

1

[(onf) @)~ ()] = 5

Sei € > 0 gegeben. Dann existiert ein § > 0 mit
’f(x—t) - f(x)} < § fir [t| <6 und Vo € R,

da f auf R gleichméfig stetig ist. Es folgt

8 5
1 1
%/mwﬂamme@;%/m Jar<Sa=%
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Nach Satz 9.4, Punkt 5, ist des weiteren

1 2M
Py /|f(:r—t)—f(m)‘Kn(t)dt§2 / K, (t)dt mitM::ma]E}l(f(a:)
T i z€
[t|>0 [t]>0
M 2 1
< — — ——dt
- o / n+11-—-cosd
[t]|>d
M 2 1 €
< . (2r—-2) < -
_7rn—|—11—(:os<5(7T )<2

fiir alle n = no(e). Somit ist |(onf)(z) — f(x)| < ¢ fiir jedes z € R und fiir alle n =
no(e). O

Korollar 9.2 (zu Satz 9.9). Besitzen f,g € Cor die gleichen FOURIER-Koeffizienten, so
qgilt f =g.

Beweis. Dies folgt wegen o, f = 0,9 aus Satz 9.9 O
Korollar 9.3 (zu Satz 9.9). Ist f € Cor und gilt fr, = 0 fiir alle k € Z, so ist f = 0.
Beweis. Wende Korollar 9.2 mit g = 0 an. O

Korollar 9.4 (zu Satz 9.9). Sind f,g € Cor, so gilt

1. Konvergenz der FOURIER-Reihe im quadratischen Mittel:
2
J1r@ = (Sup) @[ do =0 fir n - o
0

2. PARSEVAL?sche Gleichung:

27
o [ f@5@dz =Y fa
3 keZ
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und insbesondere

/\f P de = 571l

kez

Beweis. 1. Nach Satz 9.3 gilt

7\]‘(:6)— (Suf) ()P dz < /}f — (onf) (@) da
0

und aus Satz 9.9 folgt

2m
/{f — (onf)(x ‘ do £ xg[l(?g(w ‘f (o’nf)(x)}z/dx
—0 fiir n—oo0 ELV’/
=27
2. Dies folgt aus
2m
- 0/(5 W) dx—gjnf / e ) dm—k_znfk/ eihv gr) da
= Z i
k=—n
und
] 27 ] 21
o [ f@5@ e~ o / (5.0)(@) 5@ da| < o= [17(0) = (SuF)(@)g(o)] do
0 0
- 2m % 27 %
<ol [l =@l | [lo@) e
0 0
—0 fiir n—oo %Eo

0(1) (n — o0)

(*: Anwendung der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung).
O

9Marc-Antoine PARSEVAL (1755 - 1836), franzosischer Mathematiker. Veroffentlichte seine PARSE-
VALsche Gleichung ohne Beweis, da er die Aussage fiir offensichtlich hielt.
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Die Korollare 9.2 und 9.3 gelten sogar fiir f € L(0,27), das Korollar 9.4 gilt auch fiir
f € L2(0,2m).

Schliellich noch zwei Sitze, die wir hier nicht beweisen wollen.

Satz 9.10 (DIRICHLET, JORDAN). Ist f € Roy stiickweise C*, so gilt

flx—0)+ f(z+0)

(Snf)(@) >

Vz € R.

Dieser Satz gilt auch fiir Funktionen von beschrinkter Variation. Sei f auf [a, ]
definiert und sei a = zy < 1 < -+ < x, = b eine beliebige Zerlegung von [a, b]. Ist nun

die Menge aller Zahlen v mit v := > ‘ flay) = f (azi_l)‘ fiir alle moéglichen Zerlegungen
i=1

von [a,b] von oben beschrinkt, so heift f in [a,b] von beschréinkter Variation (siche
z. B. Fichtenholz, Nr. 567).

Satz 9.11 (LipscHITZ). Ist f € Ror und ist f HOLDER-stetig auf [A, B], so konvergiert
Snf gleichmdfig gegen f auf jedem Intervall [a,b] C (A, B).



9 FOURIER-Reihen 258

9.5 Beispiele

Ist f € Koy gerade, f(z) = f(—x), so ist b, = % f f(x)sin(nx)dz = 0, d. h. wir haben

[e.@] 1 7r
) ~ % +) ancos(nz),  an = = / f(z) cos(nz)dx
n=1 -

Gerade Funktionen lassen sich also in eine Kosinuareihe entwicklen. Fiir ungerade Funk-

tionen, f(z) = —f(—=x), aus Ro, ist a,, = f f(z)cos(nz)dr = 0 und wir erhalten eine

reine Sinusreihe

x) ~ Z by sin(n ), by, = % / f(x)sin(nx) dz
n=1 -

Beispiel 9.5. (1) f(z) =z fir -7 <z < 7.

Y
1 Die 2m-periodische
T %
Fortsetzung f von f
ist ungerade und es
1 1 L gilt f € Rox \ Cor. Sie
/ ‘ 7} g lasst sich also in eine
Sinusreihe entwickeln.
Wir haben
1 1 -
by, = — / zsin(nx)dr = —x cos(n z)
7r 7 n
—Tr
r 2 1" 2
_ o) + — [ cos(nx)dr = Jam (=D (=)™ =,
nm . N7 nm n

Fir —7m < # < 7 ist die Bedingung aus Satz 9.7 (DinI) erfiillt,

; t) t) —2 ;
/\x+ (x—t) — a;\ /Odt:O’
0

0
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d.h. die FOURIER-Reihe konvergiert fiir alle z € (—m, ). Wir erhalten
g9 (sinx _ sin(22) n sin(3z)  sin(4z) L. > ‘

1 2 3 4
Fir x = 7 ergibt dies

1 1

E =1 } + 1 _ 1 +

4 3 5 7 9 11
Dies zeigte LEIBNIZ 1673 (als 27-Jéhriger) auf anderem Wege. Dies faszinierte ihn
dermaflen, dass er seinen Anwaltsberuf an den Nagel hing, um sich fortan der Ma-

thematik zu widmen.

(2) f(z)=2?%fir -7 <z <.

Die 27-periodische Fortset-
zung f von f ist gerade \ 7T /\ /
und aus Cor. Fiir x # 7 ist

T
<{

[(z+ )2+ (z — 1)? — 22|
t

= 2t, und fiir x = 7 ist

Flw+1t) — flz—t) — 2f — )2+ (7 —t)2 — 272
FECRR e [ Gty G e
Damit ist das Kriterium von DINI {iberall erfiillt. Fiir die FOURIER-Koeflizienten
gilt

s

1 2?2

aoz/x2d:n:7T

T 3
-7

und fiir n = 1 ist

K s s
1 1 i 1
an = — /332 cos(nz)dr = — /m2 dM =—— [ 2zsin(nz)dz
™ ™ n nm
— —T -7
2 2 4
= S (-1 S = (—1)
2y 2=
Also gilt
22 12 _4fcosT _ cos(2z) | cos(3z)  cos(4z) L)
3 12 22 32 42
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(3)

Fiir x = 7 erhalten wir

= ”2—1+1+1+1+
6 32 2

Die Frage nach der Summe von Z n% =1+ 2% + 3% + 4% + .-+ trat erstmals
n=1

1644 bei Pietro MENGOLI (1626 - 1686, italienischer Mathematiker) auf. Nachdem

o0
LEIBNIZ 1673 die Summe der Reihe ) (2n le berechnete, behauptete er 6ffentlich,

n=0
jede beliebige Reihe aufsummieren zu konnen. Dies kam auch John PELL (1611

- 1685, englischer Mathematiker) zu Ohren, welcher LEIBNIZ nach der Summe der
o

Reihe ) n% fragte. LEIBNIZ konnte das Problem nicht 16sen und zog daraufthin seine

n=
Ankiindigung, jede Reihe aufsummieren zu konnen, wieder zuriick. Erst 1733 gelang

es dem damals 25-jahrigen EULER Z %2 (allerdings auf anderem Wege) zu

zeigen.

f(z) =z fir 0 £ < 7. Man kann f zu einer geraden Funktion f € Cay fortsetzen.
Diese geniigt iiberall der DiNI-Bedingung (und ist auf ganz R sogar LIPSCHITZ-
stetig). Die FOURIER-Koeffizienten sind

/f /xdx—ﬂ'

und fiirn =21

™ ™

2 2 sin(n x 2
/xcos nx)dr = /xd() :—/sin(naz)dx
T T n nm
0 0 0
2 T 0: n gerade,
= ——cos(nz)| = 4
n‘m 0 —-2— 1 n ungerade.

Fiir 0 £ z < 7 ist also
w4 (cosx cos(3x) = cos(bx)
+ +on ).

T\ T 52

Fiir x = 7 erhalten wir

T 4( 1 1 1
”:2_7r<_12_32_52_"'>’
772_1 1 1
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1 1 1 2
1 =45 = —.
+ 5+ o3 3 + P + - 5
Im Folgenden soll dargestellt werden, wie L. EULER Z % = 1% + 2% + 3% +- .- bestimmte
n=1

(i.A. nennt man ¢(s) = {5 + 5 + 3= + - Zeta-Funktion, wir wissen (1) = o0). Wir
versuchen den Wert von ((2) durch Aufsummieren zu erraten. Summiert man die ersten
n Glieder, ergibt sich der Fehler

(0.9]
1 n 1 i dx 1
(n+1)2  (n+2)? T ) a2 x

n

Wollen wir nun ¢(2) bis auf 20 Stellen nach dem Komma berechnen, so muss % = 10%,

d.h. n = 10%° sein. Nehmen wir an, dass ein Computer in der Lage ist, pro Sekunde 10°
Summanden zu addieren, so benétigt dieser eine Rechenzeit von 10! Sekunden (3170
Jahre). Da wir nicht so viel Zeit zur Verfiigung haben, investieren wir etwas Mathematik.
Dazu betrachten wir die Reihe

i L + L + L + —1—1+1—1—|—1—1i =1
:n—i-l “1.272.373.1 1 2 2 3 3 4 -

Dann haben wir

und

n2 nmn+1)) n\n n+1) n?(n+1)
= n=1 n=1
Brechen wir jetzt die Summation nach dem n-ten Glied ab, ist der Fehler

oo
1 1 dx 1]~ 1

1P mrop )@ T Twe

n

55
n 2n

Mit # = 10% ergibt sich n = 10'9/1/2 ~ 0.7-10'° und der Computer braucht nur noch
0.7 -10'°/10” = 7 Sekunden.
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EULER besafl aber keinen Computer. Er ging stattdessen so an die Sache heran:

1 1
O N N !
Y=ty [t [ L
n=1 n=1 0 0 n=1
1424224
/ 1 1/21 / 1
;/_Og(l_m)dx:/_Og(l_x)dm—i—/_Og(l_x)d:c,
x x x
0 0 1/2

*)

unter Verwendung der TAYLOR-Reihe von log(l — z) an der Stelle x. Das Integral

“log(1 —
M dz besitzt leider keine elementare Stammfunktion. Fiithrt man aber in
x
(%) die Substitution y := 1 — x aus und bezeichnet y wieder mit z, so ergibt sich
1 1/2 1/2
—log(1 — -1
/Og(x)dm:/ ngda::/—logxd[—log(l—x)]
T 11—z
1/2 0 0

1/2

= logzlog(1 — z) (1)/2 - /log(l —xz)dlogx
0

1/2
« —log(1 —
_(logé)Z_i_/og(x)dx’
x
0
unter Verwendung von *’:
1 1 1 1 1
lim log  log(1 — ) = lim log ~log(1— = ) = — lim 1 S
sy log wlog(1 =) yggoogyog( y) yggoogy< y 292 393 )

1 1
= lim logy (+O<2>> =0
y—oo Y Y

(der letzte Limes ist 0, da logy fiir y — oo langsamer als jede Potenz von y gegen oo
strebt).

Wir erhalten also

1 9 —log(1 —=x 9 x"”
Zﬁ:(log% +2/xdx—(1og2) +2 [ > —da
n=1 0 o n=1

o0 o0
111 1
= (log2)* +2 EgQ—n:(log2)2+ZW-
n=1 n=1
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Soll der Fehler wieder 10%0 sein, ergibt sich

7 7 (—log2)z o
1 :/ dz 1 (o) dp= = & ") L
1020 x22% = n? n? —log?2 n2log2 - 2"
n n n

Nimmt man hierin ,,~“ statt ,,<“, so erhiilt man n%log2 - 2" ~ 10%°, was fiir n = 56
oo

erfiillt ist. EULER summierte also etwa 56 Glieder der Reihe ) 7122% auf und erhielt
n=1

¢(2) = 1.644934066 848 226 4364 . ..

Er konnte die Berechnung tatséichlich so durchfithren, da er die Mittel der Differential-
und Integralrechnung (dank NEWTON und LEIBNIZ) schon zur Verfiigung hatte.

Das war Vorgeplinkel. Nun zu EULERs Beweis. Bekannt war ihm der VieTa%sche Wur-
zelsatz: Sind a, b die Nullstellen des quadratischen Polynoms z? + Az + B, so gilt
A+B=—-aund ab= B, denn 2> + Az + B = (xr —a)(xr —b) = 22 — (a + b)z + ab.
Wissen wir also, dass das quadratische Polynom z? + Az + B zwei Nullstellen a und b
hat, so kennen wir

a+b, ab und a®+b* = (a+0b)*>—2ab= A% —2B.

EULER versuchte, dies auf Polynome unendlichen Grades auszudehnen. Da diese aber
keinen hochsten Koeffizienten haben, normieren wir das Absolutglied zu 1. Fiir Polynome
dritten Grades gelingt das wie folgt. Sind a, b und ¢ (ggf. mehrfache oder komplexe)
Nullstellen von z2 + Az? + Bz + C, so gilt

2?4+ Az + Ba+C=(x—a)(zr—0)(z—c)

und (—a) (=b) (—¢) = C. Setzen wir C' # 0 voraus und dividieren obige Gleichung durch
C, so bekommen wir

T T e Ly (A Y (R Y (WA )

C C C —a b —c a b c
Setzt man noch « := g, 8= % und v := %, so ergibt sich
1+1+1 1 n 1 + 1 3 1
— — — = — e _— —_— = — = 7.
a b c " ab ac bc " abce 7

Das klappt fiir Polynome beliebigen Grades. EULER nahm den Grad oo, d. h. er betrach-
tete
l+az+pa?+ya3+---

OFrancois VIETE (1540 - 1603), franzosischer Mathematiker. Wichtige Beitrige zur Trigonometrie, wert-
volle Vorarbeiten zur Infinitesimalrechnung, beschrieb als erster 7 in Form eines unendlichen Pro-
dukts.
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(wir nennen das heute eine Potenzreihe) und erhielt, dass fiir die Nullstellen a, b, ¢, ...
dieses Polynoms gilt:

1 1 1 1 1 1

54_54_24_...:_05’ %4_%4_%4_...:5
und damit
1 1 1 1 1 1 2 1 1 1
4 4= S — 4 4 ) =a%2=25. (9.6
2 Eptat <a+b+c+ > (ab+ac+b + ) o”—=206. (96)

Als Polynom vom Grad oo wéhlte EULER

. 2 a2
1781nx:17x+§fa+ﬁq:~-. (9.7)

)

A

|
_ 9o s
2

Alle Nullstellen dieses Polynoms unendlichen Grades treten doppelt auf. Nach Gleichung
(9.6) ist also

4/1 1 1 1 )
2-<1Q+32+52+ +~->=(—1) —2.0=1,

2 72
d.h.
L1 1.1 LS
1232 52 72 -8
Wie im Beispiel 9.5 (3) ergibt sich daraus
'S L R B B
it 12022 32 6

Gegen EULERs Beweis sprechen z. B. folgende zwei Einwénde:
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1. Um den Wurzelsatz von VIETA derart auf Polynome beliebigen Grades erweitern
zu kénnen, muss man sicher sein, alle Nullstellen des Polynoms erwischt zu haben.
Insbesondere bedeutet das, dass man ggf. auch alle komplexen Nullstellen kennen
muss. Aus heutiger Sicht ist das aber kein Problem, denn fiir alle z =z +iy € C

gilt
iz —iz
sinz:lzcosz:%zo
el @HiY) 4 o=i(@HY) oY (cosx +isinz) + ¥ (cos — isinx)
— = = O
2 2
———cosT —1i———sinx =0
2
:‘;rR =:1
Letzteres ist aber genau dann 0, wenn R = I = 0 gilt. Setzt man nun R = 0,
o e’ +e Y - :
so ergibt sich wegen — % 0 fiir jedes reelle y, dass cosz = 0 sein muss.
Setzt man nun I = 0, so ergibt sich wegen sinz = /1 — cos? x cosz=0 1, dass
ey — e_y
— = 0 gelten muss, und das ist nur fiir y = 0 erfiillt.

Damit ist gezeigt, dass (9.7) nur reelle Nullstellen besitzt.

2. EULER benutzt
1 1 1 1 1 1 2 1 1 1
g+*+cf2+“': E‘F*‘F*‘F"' -2 —t — 4+ — 4

mit der Reihe

1 1 1 11 11
pretatTIT3 s

die nicht absolut konvergiert. IThm war aber noch nicht bekannt, welche schlimmen
Ausmafle das Rechnen mit nicht absolut konvergenten Reihen haben kann. Damit

beschiftigten sich erst spater CAUCHY und WEIERSTRASS.

1
=+
a

Diese (und andere) Einwénde dndern aber nichts an der Genialitéit des Beweises.

o0

EULER untersuchte > - = ((s) auch fiir s > 2 auf gleichem Wege. Es stellt sich heraus,
n=1

dass dies nur fiir gerade s funktioniert. Fiir ungerade s ist der Wert von ((s) bis heute

unbekannt. Man weif nur, dass ¢(3) irrational ist.

s=2n| 2 4 6 8 10 12
SO [l Nl I B BV
6 90 | 945 | 9450 | 93555 | 6825 -93555
B T T[_L[L[_L[ 5 | _®r
6 30 | 42 30 66 2730
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Welche GesetzmiiBigkeit steckt dahinter? Das sind die BERNOULLI'!-Zahlen B,,. Diese

tauchen z. B. in der TAYLOR-Entwicklung von f(z) = mx 1 auf:
e —_—
> 2n
x x
=1-= 1)+
et —1 2‘*25:( ) " (2n)!
n=1
EULER zeigte spéter
2m)2n
on) = (—1yt - ¢ :
C@n) = (=07 g P

Er nahm die Einwédnde gegen seinen Beweis sehr ernst und reparierte ihn, indem er die

smx:xH

Formel

bewies. Es gilt

n=1
Andererseits ist aber sinz =z — 5; L 23 + ... Koeffizientenvergleich liefert
[e.e] o0
1 1 I R
DD RO Uil
n=1 n=1

Spiter lieferte EULER sogar noch einen vollig anderen Beweis. Dazu betrachtete er
zunéchst die TAYLOR-Reihe von —=

Via?
1 B 2 7%_ - _1/2 _p2)n
e e = ()
wobei
() 1 R R G ) B O C R )
n n! 2" n (2n)!!
Damit ist

1 @n—11
e e

1 Jakob BERNOULLI (1654 - 1705), schweizer Mathematiker und Physiker. Trug wesentlich zur Entwick-
lung der Wahrscheinlichkeitstheorie, Variationsrechnung und zur Untersuchung von Potenzreihen
bei. Bearbeitete und verbreitete die LEIBNIZsche Infinitesimalrechnung zusammen mit seinem Bruder
Johann.
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Integrati / dr +§: (Qn_l)”/ 2 4z ergibt
ntegration — =X —_— X T ergl
g V1 —a? = (2n)! &

m — 1)” x2n+1

C.
el 2n+1

arcsinz = = + g

Setzt man darin x = 0, erhilt man C' = 0. Dividiert man nun durch 1 — 22 und
integriert von 0 bis 1, bekommt man

1 1 1
arcsin x z o — 1 .
[t g [ S G
=1 =1, ::13
Dabei ist
1 o 2
: . arcsin” x T
I = /arcsmxdarcsm$ =22 =2
2 0 )
0
p2n+l /2
/ ! costar = / sin2rH ¢ qp BTs 2t
(2n + 1)
0 0

mit der Substitution *: x = sint = ‘é—f = cost < dx = costdt. Das Integral I ergibt
sich fiir n = 0 aus I3. Also gilt

= i ~ Ll ly
- 12n+1 12732 7 52 '
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0.6 Glattheit der Funktion und Abfallen der

Fourier-Koeffizienten

Satz 9.12. Seien f, f',...,f" D € Cor und f™ € Rorx, m = 1. Dann gilt

I =”<|kl|m> b [ =

Beweis. Wir haben
e—ika:

2w 2
1 : 1
fi=ge [f@ye e = o [ payat
0 0
2

e—ik’x 27

—ik

=0

Ll
2rik

1
= gf(ﬂf)

/em i (@)

0
0

und fiir m = 1 liefert das die Behauptung, denn nach

2

[ r@eitas,

0

_ 1
C orik

dem RIEMANNschen Lemma gilt

2
1 —ikx
[k = %/f’(x)e R dyz — 0.
0
Fiir m = 2 ist analog
7 1
_ / —ikx _
Ji= 27rik:/f (w)e™de = 5 iy
0
2w
=...= L /f(m)(x) e kT dy
27 (k)™

Satz 9.13.
Cor.

Seien m = 2 und f, = O<\k\m

) fiir |k| — oo. Dann ist f, f',...

7f(m—2) =
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o0 .
Beweis. Setze g(x) := Y. fie'*?. Differentiation ergibt

k=—o0
s .
g(x)= Y ik fie*?,
k=—o00
s .
)= 3 (R fidh
k=—00
- 1
Wegen ‘(1 E)"=2 f e”””‘ = 6(“‘32) konvergiert die letzte Reihe nach dem Majoranten-
satz von WEIERSTRASS gleichmifig. Wir erhalten also g, ¢/, ..., f™ 2 € Cor. Aus g = f
fiir alle k € Z folgt schlieBlich f, f/,..., g™ 2 € Cox. O

Der Zusammenhang dieser beiden Sétze ist nicht perfekt. Das liegt aber in der Natur
der Sache.
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0.7 Das Gisessche Phanomen

Hat f € PC}_ (stiickweise C! und 27-periodisch) in = einen Sprung, so gilt

(Snf)(x)

 J@ =0+ f(z+0)

2

nach Satz 9.10 (DIRICHLET, JORDAN). Es ergibt sich dabei folgendes Bild:

Uberschwinger

Immer entsteht eine Beule von etwa 18 %
mal 3 Sprunghohe (Uberschwinger), die
sich mit wachsendem n auf die Sprung-
stelle zubewegt. Dies nennt man das
G1BBS'?sche Phiinomen.

Wir machen uns das an einem Beispiel
klar. Sei

|
T

r

S~ 4
Ky

Boo s oo L
TR

s

4 (sinz

Es handelt sich um eine ungerade Funk-
tion. Fiir ihre periodische Fortsetzung f
gilt nun
I
b = — / f(x)sin(k z) dzx
m
2} 2 cos(kz)|°
5 =— /sin(k z)dr = — cos(k )
%4 m 7r k -
0
B % :  k ungerade,
0:  k gerade,
d.h. f($) N %(% + Sing3$) + sin(55x) +
o ) Wir betrachten die Partialsumme
sin(3x) sin((2n — 1) z)
3 2n—1

12 Josiah Willard G1BBS (1839 - 1889), US-amerikanischer Physiker. Arbeitete in den Gebieten statistische
Mechanik, Vektoranalysis, elektromagnetische Theorie des Lichts.
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und bestimmen deren Extremwerte. Wir haben

2T, (z) = cosx + cos(3x) + - -+ + cos((2n — 1) z)

el + e iz e3iT + e 3iT e(@n—1)iz + e—(2n-1)iz
2 2 2
el 2z 2(n—1)iz e —2iz —2(n—1)iz
=5 (e 4t )+ (1+e™ 74 te )
eim 1— e2ni:p e—ia: 1— e—2ni:v
T2 1—efir | 2 l_e 2w

ix 1— e2n1z e~ iz 1— e—2n12:

€
2 elw (e—ia: _ eix) + 92 e-iz (eiaz _ e—iz)
1— eQnim 1— eanix e2ni:1: _ eoni:):

_ 2isin(2nz)  sin(2nz)

—4isinx 4isin x 4isinx 4isin x 2sinx

genau dann, wenn 2nx = km, k # 0. Die erste positive Nullstelle von 7, ist damit

r = 5, und der Wert von T}, an dieser Stelle ist

s
k=1

2%k — 1 o
k=1

T 4 < sin (2k—1) 4 2 <. sin (2k—1) 5
Tn< ): Z ( 3) Z ( 7)

7 — T
2n 2n—-1)g. n

Das ist eine RIEMANNsche Integralsumme. Fiir n — oo erhalten wir

s
5 T
n(l) = /Smx do ~ 1.18.
2n T T
0

Das GiBBssche Phénomen ist damit auch fiur allgemeine Funktionen o + 3 f(t — ) +
g(t —z), o, 0,t € R, f(x) wie oben und (S,g)(t) — ¢(t), die in = t einen Sprung
haben, gezeigt.




9 FOURIER-Reihen 272

9.8 Die WEeiersTrassschen Approximationssatze

Satz 9.14 (2. WEIERSTRASSscher Approximationssatz). Ist f € Cor, So existiert eine
Folge {T,,}2° | trigonometrischer Polynome mit T, = f auf R, d. h.

max }f(a:) — Tn(z)| — 0.

z€[—7,7]

Beweis. Man nehme fiir T}, die FEJERschen Mittel o, f. O

Satz 9.15 (1. WEIERSTRASSscher Approximationssatz). Ist f € Cl,y), so existiert eine
Folge {P,}o° ; von Polynomen mit P, = f auf [a,b], d. h.

max ’f(:v) - Pn(a:)‘ — 0.

z€[a,b]
Beweis. Seien zunéchst a = —m, b = 7 und f(—7n) = f(«). Dann kann f zu einer
Funktion aus Cy, fortgesetzt werden. Sei € > 0 vorgegeben. Nach Satz 9.14 existiert
m .
ein trigonometrisches Polynom Tj,(z) = Y ¢p e mit |f(z) — Tru(2)| < § fiir alle
m k=—m . .
x € [—m,m]. Wir setzen C := Y |cg|. Die Reihe !* =1+ iz + (lg!)Q + - - - konvergiert
k=—m

auf [—mm, m 7] gleichméBig gegen ihre Summe. Ist nun 7 hinreichend grof, so ist also

iz i _
le Sn(a:)‘<20 Vo e [-mm, mn]
mit Sy, (z):=1+iz+ (151)2 +-F (12# Es ergibt sich also
_ . _ S ke < % e _¢€
T () Z ¢k Sn(k ) Z c (e Sp(kx))| < Z ek 50 = 5
k=—m k=—m k=—m
fiir jedes x € [—m, 7]. Setzen wir P,(z) := >, ¢k Sn(kx), so ist damit
k=—m

max |f(z) — Pa(z)| <e.

z€[—m,7]
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Seien nun @ = —7, b = 7 und f(—7) # f(w). Wir setzen 6 := f(—7r)2;f(77) und
betrachten g(z) := f(x) + dx. Damit gilt g(—7) = g(n) = M Nach dem

2
eben Bewiesenen gibt es Polynome R,, mit R,(xz) = g(z). Es folgt R, (z) —dz = f(x).
Seien schliellich a und b beliebig. Die Abbildung

(b—a)y+(a+b)r

o ’

e [-m, 7] — [a,b], Y —

ist bijektiv. Wir finden also Polynome R,, mit R,(y) = f(¢(y)) fiir y € [—7,7]. Die
Umkehrabbildung von ¢ ist
1 2nx — (a+b)w

2 a, b —
2 [(l,]—>[ 7T77T]7 T b—a 9

womit P, (z) := R (¢~ (2)) = f() fiir z € [a,b] gilt. O

Wir bleiben im Kontext von Satz 9.14, d.h. bei trigonometrischen Polynomen. Man
definiert

Fa(f)i= inf |f = Tulle,

wobel ||g||oc 1= IF&X }’ f (1:)| und 7, der Vektorraum aller trigonometrischen Polynome
xe|—m,T

vom Grad < n seien. Die Zahlen E,,(f) beschreiben also die bestmégliche Approximation
von f durch ein trigonometrisches Polynom vom Grad n. Satz 9.14 besagt, dass E,(f) —
0 fiir alle f € Cor gilt.

Die Geschwindigkeit, mit der F,(f) gegen 0 strebt, hingt von der Glattheit von f ab
(das wird in der Approximationstheorie untersucht). Ohne Beweis fithren wir dazu noch
folgenden Satz an. Darin bezeichnet Cy-“ die Menge der 2m-periodischen Funktionen,
deren m-te Ableitung zu Cy, gehort (aw = 0) bzw. deren m-te Ableitung zu Ca, gehort
und einer HOLDER-Bedingung mit dem Exponenten «, 0 < o < 1, geniigt, d. h.

|f™(z) = ™M) S Mz -y  Va,yeR.

Satz 9.16 (JACKSON'3).

1

nera

1. Aus f €Cy2®, 0 < a £ 1, folgt En(f) = U( > fiir n — oo.

1
2. Aus E,(f) = fiirn — oo und 0 < a < 1 folgt f € Co2®.
nmto 2m
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Satz 9.17. Fiir f € Cor gilt ||f — Snflloo = (Ln + 1) En(f) mit Ly, := 5= f | Dn ()| da,

wobei Dy (x) den DIRICHLET-Kern meint.

Es kann L, = % logn + (1) gezeigt werden.

Beweis. Man kann zeigen, dass das Infimum in der Definition von E,(f) angenommen
wird, also ein Minimum ist. Sei T,, € 7, die bestmdogliche Approximation von f. Wir
schreiben f = T,, + ¢g und haben ||g||cc = E,(f). Daraus folgt

If = Suflloo = 1Tn + 9 — SuTn — Snglloo = [19lloe + [|1Snglloo

und wegen (S,9)(z) = 5= [ g(z —t) Dy (t)dt ist

—T

1 ™
< _
IS0l < lalle 5 [ 1Datt)] .

g -
]
Satz 9.18. Sei f € Cor mit ||f — 0nflloo = 0(31) fiir n — oo. Dann ist f konstant.
Beweis. Wir haben
S S c (S,
(onf) () = (Sof)(z) + ( 1f;<i)1+ + (Snf)(x)
_ f0+(f—1e_ix+f0+f1€im) —|—"'+(f_ne_im”+"'+f0+"'+fnei”"”)

n+1
(n+1D) fo+rnfaie @4nfiel ... f e iPT 4 f eine
n+1

Z ”+1—|k\ —ikz
= ke .
n—+1

3Dunham JACKSON (1888 - 1946), US-amerikanischer Mathematiker. Seine Forschungsgebiete waren
Approximationstheorie und Statistik.
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Es folgt

T

1
2

—Tr

il kK

n+1 n—i—lfk'

(f(z) = (onf)(x)) e *"da = fi, —

Andererseits ist

™

[ (@) = @) e as| < ;ﬂ/ @) = (o) @)z = ().

—T

1
2

Damit ergibt sich

|| _ (1 n|k| _
Ml =l ) (n—e0) = = fil = 0 (n — 00) = K| |fi] = 0,
d.h. fr =0 fiir alle k& # 0. Also ist f konstant. O

Fazit. Die FEJERschen Mittel konvergieren fiir jede Funktion aus Co,, aber eben nur
langsam. Die Partialsummen der FOURIER-Reihen konvergieren nicht fiir alle f aus Cay.
Ist aber f ein , bisschen®“ besser als stetig, so konvergiert .S, f, und zwar um so schneller,
je glatter f ist.
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9.9 Die schwingende Saite

}f Folgende Uberlegung stammt von

Daniel BERNOULLI'* aus dem Jah-

re 1753. Wir betrachten eine

schwingende Saite (siehe Abbil-

dung links). Dabei sei u(x,t) die

Auslenkung dieser Saite an der Stel-
> le z € [0,7] zum Zeitpunkt ¢t =
0 s 0. Im schwingenden Zustand wirkt
auf die Saite an den Stellen = bzw.
z + Az die Kraft F' (Abbildung
links unten). Die Kraft F}, mit der
die Saite nach oben gezogen wird,
ergibt sich also zu

uk
F Fy = Fsina — Fsin 3
7 g o éFtana—Ftanﬂ
! = Fugz(x + Az, t) — Fuy(z,t)
| ,
;c aé—l—Ax — = Flug,(€,t) Ax
T

~ Fug,(z,t) Ax.

Die Naherung x gilt fiir kleine Win-
kel a,, 3. An der Stelle " ging der
Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung ein.

Andererseits ist F} = Masse - Be-
schleunigung nach oben. Ist p die Dichte des Materials der Saite, so ist also

Fy = p Az uy(x, t).
Es ergibt sich F uy,(x,t) Az = p Az uy(x,t), und im Grenziibergang
F
up(z,t) = n Uge (2, 1) =: ¢ Uge(x, 1).
Wir erhalten also eine partielle Differentialgleichung (die sogenannte Wellengleichung):

2
Utt = C Ugy-

Daniel BERNOULLI (1700 - 1782), schweizer Mathematiker, Physiker und Mediziner. Arbeitete u. a. zu-
sammen mit EULER an den nach ihnen benannten Gleichungen.
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Wir probieren es mit dem Ansatz
u(z,t) = v(x) w(t). (9.8)

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt mit uy = v(z) w”(t), g, = v”(z) w(t) die Glei-
chung

w//(t) B 'U”(Q?)

w(t) wv(z)’

v(z) w”(t) = A" (z) w(t) <=

Die linke Seite héngt nicht von x und die rechte Seite nicht von ¢ ab, also existiert eine

Konstante A\ mit
w’(t)  V(x)
= =: -\
2 w(t) v(x)

Wir betrachten zunéichst die erste Differentialgleichung v”(z)+Av(z) = 0. Die allgemeine
Losung dieser ist

v(z) = Acos(\f)\x) + Bsin(\f)\ ).
Nehmen wir an, dass die Saite fest eingespannt ist, so haben wir die Randbedingungen
u(0,t) = 0, u(m,t) = 0. Dies wird nach Gleichung (9.8) fiir v(0) = v(w) = 0 realisiert.
Wir haben

v(0)=A, d.h v0)=0<A=0

und
v(m) = Bsin(ﬁﬂ), d.h. wv(r) =04 B=0oder VAT =nm.

Fiir B = 0 bekommt man nur die triviale Losung v = 0, also u = 0, in der die Saite in
Ruhe ist. Im uns interessierenden Fall B # 0 und A\ = n? erhalten wir die nichttriviale
Losung

vp(z) = sin(n ).

Die zweite gewohnliche Differentialgleichung ist nun w! (¢) + n? ¢ w,(t) = 0. Die allge-
meine Losung dieser ist

wy(t) = Ay cos(net) + By sin(nct).

Eine spezielle Losung fiir die fest eingespannte Saite ist somit

u(z,t) = Z(An cos(nct) + By sin(nct)) sin(nz).

n=0
Jetzt kommen noch Anfangsbedingungen zum Tragen:

Ausgangslage: u(z,0) = f(x),
Ausgangsgeschwindigkeit: ug(x,0) = g(x).
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Wir haben damit

u(x,0) = ZA" sin(n ) = f(x),
n=0

ug(x,t) = Z(_A” nesin(nct) + Bynccos(nct)) sin(nx),
n=0

u(x,0) = ZBnncsin(nx) = g(z).
n=0

Setzen wir also f und ¢ ungerade auf [—m, 7] fort, so sind A, und B,nc gerade die
FouriEr-Koeffizienten.
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9.10 Integraltransformationen

Sie verallgemeinern die Philosophie
Zeitbereich «—— Frequenzbereich

und sind von der Form
ThH / 0

Dabei ist A die Frequenz und ¢ die Zeit. Mogliche Integraltransformationen sind bei-
spielsweise

1. diskrete FOURIER-Transformation:

7 e—int
= t dt Z
[0 —a nez.

2. FOURIER-Transformation:

FHN /f Je Mdt, AeR,
oder [ f(t)etrtdt oder [ f(t) 2 4t oder f f(t)
3. LAPLACE!®-Transformation:
(LHHN) /f ye Adt, A >0.
0
Beispiel 9.6. Einige LAPLACE-Transformationen sind
n At |
1
(1) (£1)(A) = /1e_’\tdt: I I
Ao A
0
7 Y Y 1 7
(2) ( /te—“dt: tds— = / e Mt =
-A 0 )\
0 0 0

15Pierre Simon Marquis DE LAPLACE (1749 -1827), franzdsischer Mathematiker, Physiker und Astronom.
Erkldrte Entwicklung des Sonnensystems (KANT-LAPLACE-Theorie). Begriinder der Potentialtheorie,
Entwicklung der LAPLACE-Gleichung und der LAPLACE-Transformation.
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n!

(3) Allgemein gilt (£¢")(\) = )\T;-l’

kann.

wie man z.B. durch vollstdndige Induktion zeigen
Etwas mehr zu LAPLACE-Transformation.

Definition 9.6. Man sagt, eine Funktion f: R — R habe exponentielles Wachstum
der Rate hdchstens A\g > 0, wenn es ein reelles C > 0 und ein tg > 0 mit

78] < CeMt

fiir alle t 2 to gibt.

Satz 9.19. Sei f eine auf [0, 00) stickweise stetige Funktion von exponentiellem Wachs-
tum der Rate hochstens Ng. Dann existiert die LAPLACE-Transformation (£f)(X) fir alle
A > Ao und st absolut konvergent.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein A\g > 0 mit ’f(t)’ < C et fiir jedes t 2= tg. Da
f auf [0, 0] stiickweise stetig, also dort beschrénkt ist, gibt es ein K > 0 mit ‘ f (t)‘ <K
fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < tg. Infolge der Beschrinktheit der Menge {e’\ot 0S5t to} gibt
es ein M > 0 mit | f(¢)] £ M e*? fiir alle ¢ > 0. Damit gilt

A A
M A M
ft)ye AMldt < /Meo‘o_)‘)tdt = LA e —— e VR |
0/ | s e et )

Fiir A > Mg und A — oo gilt somit

r M
t)e M|dt <
Jlrwyears 2
0
Also konvergiert (£f)(A) fiir A > Xg absolut. O

Satz 9.20 (Linearitéit). Habe f bzw. g die LAPLACE-Transformation (£f)(\)
bzw. (£9)(N\), und konvergiere diese fir X > Ao bzw. A\ > Xj. Dann konvergiert
die LAPLACE-Transformation (£(af + B9))(A) von o f + Bg, a,8 € R, fir alle
A > max(Ag, \j) und es gilt

(Ll f +B9)(A) = a(Lf)(N) + B (£9)(N).
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Dies ergibt sich sofort aus der Linearitdt des Integrals.

Satz 9.21. Sei f auf [0,00) differenzierbar und von exponentiellem Wachstum der Rate

héchstens N, und sei f' stiickweise C' auf [0,00). Dann gilt

(EF)N) =A(LHN) = £(0)  VA> Ko

Beweis. Wir haben

:/f/(t)e—)\tdt:/ )\tdf _At‘o /f
0 0
Mit | f(t)| £ Ce™0" fiir alle ¢ > to ergibt sich
thm }f )\t‘ = tlim ‘f(t)‘ e M < Ctlim e~ (ot Nt 0,

also tlim f(t)e ' = 0 und damit
—00

(&) (N) = —£(0) + A / (e tdt = A(e)(N) - £(0).
0

Mit vollstandiger Induktion kann man auflerdem zeigen:

Korollar 9.5 (zu Satz 9.21). Ist f € C"10,00), sind f, f',..., fD von exponen-
tiellem Wachstum der Rate héchstens Ao und ist f) stickweise stetig auf [0,00), so

gilt
(SFP)N) = A (£ — 3 Ak 1 o)
k=0

fir alle X > Ag.
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Satz 9.22 (Faltungssatz). Die Funktionen f und g seien auf [0,00) stickweise stetig
und von exponentiellem Wachstum der Rate hochstens \o. Fiir ihre Faltung

O/f (t—=x)g :L‘:O/f(x)g(t—x)dm

gilt dann

(E(f *9)(N) = (£HN) - (Lg)(N).

Beweis. Setzt man f und g auf (—o0,0) durch die Nullfunktion fort, so ergibt sich

o0

(LH)N) 7f e Mds- /g(t)e—”dt /(/f ’\Sds) g(t)e A dt
0
o/o/f e M) s dt = //f (s —t)g(t)e **dsdt
/ f(s—t)g(t)e rdsdt = O/(O/f(st)g(t)dt) e M ds

= /(f *g)(s) e N ds = (E(f *g))(A)

0

unter Verwendung der Substitution s := s — ¢t an der Stelle x, der Nullfortsetzung von
f auf (—o00,0) bei + und der infolge der absoluten Konvergenz von (£f)(s) und (£g)(t)
erlaubten Vertauschung der Integrationsreihenfolge bei x”. O

Beispiel 9.7. Es sei die Differentialgleichung 2. Ordnung

/

' +y —2y=3¢e",  y(0)=1y'(0)=0,

zu 16sen. Wendet man auf sie die LAPLACE-Transformation an, so ergibt sich

(LW + 9 —2y)) () = (£(3¢%)) ()
(Ly")N) + (Ly)(N) = 2(Ly)(N) = 3(Le)(N)
)(N)

(Le
N (Ly) (V) + A (Ly)(N) — 2(Ly)(A) = 3(Le”)(A

(Satz 9.20)

—
= (Satz 9.21, Korollar 9.5),
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also
3 i 1 1 N
(Ly)(A) = m(ﬂe )(A) = A1 rt2 (Le”)(A)
(2 - (e - (L)), A>T
I (g((e" — e %) x e?) ) (V)
wegen
(e} o
(=)t 1
_ € <A
(£607) = /eo‘te Mg &0 s (9.9)
) a—A 0 A—a
Die Faltung (e® — e~2%) * e” ist
x z z —3y | -2z x
/(ey —e W) et Vdy = ex/dy—em/e_?’ydy —ref— e | =gt T
=3 |, 3 ' 3

0

Also ist y(x) = ze® + %6_290 + %ex die gesuchte Losung der Differentialgleichung.
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E', 36
E° 35
Ue(a), 26
2], 108
li li 71
zﬂlzl?fof(x)’ szI?Jrof(x)’
lim f(x), 73
T—T0
N.Z,Q,R,C, 5
Og(x)), 0(g(x)), 86

o0

an, 40
n=1
Ng, 13
arcsin x, arccos x, arctan x, 83
o, 10
U, N, 6
degp, 55
Us(xo), 86
e, 61
exp z, €%, 61
idg, 10
i, 22
[ f(z)dz, 160
P f(x)dz, 175
L(a,b), 225

liminf a,, lim a,,, 37
n—oo

lim sup a,, lima,, 37
n—oo

log z, lognat x, 81
cm(1), 131
P(A), 6

7, 273

T, 12

max F, min F/, 21
Lix, 91, 172

Six, 172

arsinh z, arcosh z, 84
ldz, logx, lgx, 82
E, 93

R, 86

of /0xy, 115

m, 63

Index

+o00, 28

Rla,b], 175

Rox, 247
RL?[a, b], 241
L2(a,b), 225

sec z, cosec z, 67
\, A4, 7

~, 11, 87

~ 87

sin z, cos z, 65
sinh z, cosh z, 68
sup F, inf E, 21
tan z, cot z, 67
X, 8

—, =, 9

z, 6
{an}gilv{an}725

an — a, lim a,, 27
o0

n—

f'(a), df(a), Df(a), 111
fo =3 £, 229
PCL_, 270

Abbildung, 9
affin-lineare, 113
inverse, 10
lineare, 108
invertierbare, 109
Ableitung, 111, 112
hoherer Ordnung, 127
partielle, 115
hoherer Ordnung, 139
zweite, 139
Richtungs—, 144
zweite, 127
Abschlieung, 93
Alter des Universums, 32
Area, 84
Areahyperbelkosinus, 84
Areahyperbelsinus, 84
Arkus, 84
Arkuskosinus, 83, 126
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Arkussinus, 83, 126
Arkustangens, 83, 126

Beschleunigung, 128
Beta-Funktion, 220
bijektiv, 9

Bild, 9

Bogenmaf, 66

CaucHY-ScHWARZsche Ungleichung, 109,
146
CaucHY-Kriterium, 44
CaucHy-Produkt, 52
Continuum, 16
—s-Hypothese, 17

DiricHLET-Funktion, 74
Definitionsgebiet, 9
Diagonalverfahren, CANTORsches, 14
Differenz, 7

symmetrische, 7
differenzierbar

in G, 111

in einem Punkt, 110

total, 118
direktes Produkt, 8
Diskontinuum, CANTORsches, 180, 186
Doppelreihensatz, 51
Dreiecksungleichung, 92
Durchmesser einer Zerlegung, 174
Durchschnitt, 6

EukLiDischer Abstand, 92
EULERsche Zahl, 61
Ellipse, 69
Exzentritat einer, 193
Flidcheninhalt einer, 199
elliptische Integrale
unvollstandige, 193
vollstéandige, 194
Exponentialfunktion, 61, 82, 136, 138
Funktionalgleichung der, 61

Exponentialreihe, 46
exponentielles Wachstum, 280
Extremwertaufgaben, 154

FouriERr-Koeffizient, 239, 241
Fourier-Reihe, 225, 239, 241
Faktormenge, 12
Faltung, 248
Faltungssatz, 282
Fehlerfunktion, 172
Folge, 25
alternierende, 25
beschrénkte, 29
CAUCHY—, Fundamental—, 38
divergente, 28
Doppel-, 50
explizite Angabe, 25
konvergente, 27
monotone, 33
fallende, 33
wachsende, 33
Null-, 29
quadratsummierbare, 226
rekursive Angabe, 26
Teil-, 34
Umordnung einer, 31
Formel, STIRLINGsche, 220
Fundamentalsatz der Algebra, 22
Funktion, 9
beschrankt, 78
DiricHLETsche, 174
elementare, 171
glatte, 131
monoton
fallende, 80
wachsende, 80
primitive, 159
rationale, 57
streng monoton
fallende, 80
wachsende, 80
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von beschriankter Variation, 257
Winkel-, 65

Funktionensystem
orthogonales, 241
orthonormales, 241

Gamma-Funktion, 218
Funktionalgleichung der, 219
Geschwindigkeit
Durchschnitts—, 113, 125
Momentan—, 113, 125
Gesetz, VERHULST, 26
gleichméchtig, 13
Gleichung, PARSEVALsche, 226, 244, 255
Gradient, 117
Gravitationsfeld, 103
Grenzwert, 27, 73, 94, 101
aus Richtung ¢, 97
iterierter, 98
linksseitiger, 71
oberer, 37
partieller, 34
rechtsseitiger, 72
unterer, 37
Grundintegrale, 161

Haufungspunkt, 36, 93
HOLDER-Exponent, 251
HEsse-Matrix, 142
Hauptsatz der Differential- & Integral-
rechnung, 184, 185

Hauptwert, CaAucHYscher, 213
Hyperbel, 57

—kosinus, 68, 138

—sinus, 68, 138

Einheits—, 85

Parameterdarstellung der, 69

Igelsatz, 105
imaginére Einheit, 22
Infimum, 21

injektiv, 9

insichkonvergent, 38
Integral
absolut konvergentes, 218
bestimmtes, RIEMANNsches, 175
konvergentes, 211
Linearitat des —s, 163
unbestimmtes, 160
uneigentliches, 211, 214
Integrallogarithmus, 91, 172
Integralsinus, 172
Integralsumme, RIEMANNsche, 174
konvergente, 174
Integraltransformation, 279
FourieERrsche, 279
diskrete, 279
LAPLACEsche, 279
Linearitat, 280
Integration
durch Ubergang ins Komplexe, 166
durch Variablensubstitution, 163, 187
partielle, 165, 188
Intervall, 6
abgeschlossenes, 6
halboffenes, 6
offenes, 6
Zerlegung eines —s, 174

JACOBI-Matrix, 115
JENSENsche Ungleichung, 129

KRONECKER-Symbol, 241
Kardinalzahl, 13
Kern
DiricHLETscher, 245
FEJERscher, 245
Kettenlinie, 69
Kettenregel, 121
Klasseneinteilung
Aquivalenzklasse, 12
Klothoide, 197
Komplement, 35
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komplexe (GAUSSsche) Ebene, 21
komplexe Zahlen, 21
Argument, 22
Betrag, 22
Imaginérteil, 22
Polardarstellung, 23
Realteil, 22
Komposition, 10
konkav, 128
Konvergenz
gleichméfig, 229
im Mittel, 224
im quadratischen Mittel, 255
punktweise, 229
Konvergenzkriterium, 40
notwendiges, 40
konvex, 128
Kosekans, 67
Kosinus, 65, 138
Kotangens, 67
Kriimmungskreis, 196
Kraftfeld, 208
Kreisumfang, 191
kritischer Punkt, 148
Kugeloberfliche, 205
Kugelvolumen, 200, 204
Kurve, 190
Kriimmung einer, 195
Lénge einer, 190
Polardarstellung einer, 192

LANDAU-Symbole, 86
LEBESGUE-Integral, 183, 224
LEIBN1Z-Kriterium, 42
Lemma
RIEMANN-LEBESGUEsches, 244
RIEMANNsches, 244
Limes, 27
inferior, 37
superior, 37
Logarithmus

natiirlicher, 81, 126, 138
zur Basis a, 82

Majorantenkriterium, 41
Majorantensatz, 231
Maximum, 21

lokales, 123, 129, 148, 149
Menge, 5

iiberabzéhlbare, 13

abgeschlossen, 93

abgeschlossene, 35

abzahlbare, 13

beschrénkte, 20

endliche, 13

hochstens abzdhlbare, 13

leere, 6

offen, 93

offene, 35

unendliche, 13

vom Maf} 0, 179

von oben beschrinkte, 20

von unten beschriankte, 20
metrischer Raum, 224

vollstandiger, 224
Minimum, 21

lokales, 123, 129, 148, 149
Minorantenkriterium, 41
Mittel

arithmetisches, 129

FEJERsche, 253

quadratisches, 129
Mittelwertsatz

der Differentialrechnung, 124

der Integralrechnung, 183
Multi-Index, 141

Norm
EukvLiDische, 92
FRrROBENIUSsche, 109
Spektral-, 109

Obersumme, 178
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Partialsummenfolge, 40

Polizisten-Regel, 32

Polynom, 55
Grad, 55, 238
LEGENDREsches, 241
lineares, 55
quadratisches, 56
trigonometrisches, 238

positiv definit, 148

Potenzmenge, 6

Potenzreihe, 58, 137
Konvergenzintervall einer, 59
Konvergenzkreis einer, 59
Konvergenzkreislinie einer, 59
Konvergenzradius einer, 59

Primzahlsatz, 90

Prinzip, CAVALIERIsches, 200

Produktregel, 119

Quotientenkriterium, 45
Quotientenregel, 120

RIEMANNsche Vermutung, 91
Rechte-Hand-Regel, 104
Regel, DE L’HOSPITALsche, 126
Reihe, 40
absolut konvergente, 44
alternierende, 42
bedingt konvergent, 48
binomische, 138
divergente, 40
Doppel-, 50
divergente, 50
konvergente, 50
Summe einer, 50
geometrische, 41
harmonische, 40
konvergente, 40
Summe der, 40
trigonometrische, 239
Umordnung einer, 48

unbedingt konvergent, 48
Reihenverdichtung, 46
Relation, 11

Aquivalenz-, 12

antisymmetrische, 12

Ordnungs-, 12

reflexive, 12

symmetrische, 12

transitive, 12
Restglied

LAGRANGEsches, 131

PEANOsches, 134

Sattelpunkt, 149
Satz

iiber die Partialbruchzerlegung, 167

iiber die Umkehrfunktion, 152

iiber implizite Funktionen, 151

BoLzANO-WEIERSTRASS, 34

DIRICHLET, JORDAN, 257

FEJER, 254

FERMAT, 123

Formel von CAUCHY-HADAMARD, 59

HEINE-CANTOR, 177

JACKSON, 273

Konvergenz der TAYLOR-Reihe, WEI-
ERSTRASS, 136

Konvergenzkriterium, DiIN1t, 250

LipscHITZ, 257

Lokalisierungsprinzip, RIEMANNsches,
248

Multiplikatorenregel, LAGRANGE, 155

ROLLE, 124

SCHWARZ, 140

SYLVESTER, 149

TAYLORsche Formel, 131, 134, 140,
142

WEIERSTRASS, 78

WEIERSTRASS fiir Skalarfelder, 106

WEIERSTRASSscher Approximations—
 1.& 2., 272
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Zwischenwert—, 79
Schranke, 20
grofite untere, 21
kleinste obere, 21
obere, 20
untere, 20
Sekans, 67
Sekante, 112, 124
Sektorensatz, 197
Singularitat, 57
Stéarke einer, 89
Sinus, 65, 138
Skalarfeld, 92, 116, 144
Skalarprodukt, gewchnliches, 103
Spirale
archimedische, 192, 199
zylindrische, 192
Sprung, 74
Stammfunktion, 159
stationédrer Punkt, 148
Stetigkeit, 73
e-0-Definition der, 77
auf E, 99, 101
auf einem Intervall [a, b], 78
gleichméBige, 176
HOLDERsche, 251
in einem Intervall (a,b), 73
in einem Punkt, 73, 99, 101
LipscHITZsche, 251
Summation, CESAROsche, 253
Supremum, 21
surjektiv, 9

TAYLOR-Polynom, 131
TAYLOR-Reihe, 131
Tangens, 67
Tangente, 112, 124
Teilmenge, 6

echte, 6
Teufelstreppe, 186
Torus, 204, 206

Trennungseigenschaft, HAUSDORFFsche,

29

Umgebung

offene, 26, 93

punktierte, 86
Umkehrabbildung, 10
Umordnungssatz, 48

grofler, 49

RIEMANNSscher, 48
Ungleichung, BESSELsche, 244
Unstetigkeit

1. Art, 74

2. Art, 74

hebbare, 74
Untersumme, 178
Urbild, 9

Vektorprodukt, 104
Vereinigung, 6
Vergleichskriterium, 41
vollsténdig, 39

WALLISsches Produkt, 189
Wellengleichung, 276
Wendepunkt, 129
Wertebereich, 9
Wurzelkriterium, 45

Zahlen, BERNOULLIsche, 266
Zauberformel, 170

Zentralfeld, 103

Zeta-Funktion, 261
Zweipunktkompaktifizierung, 86



