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Получены точные по порядку оценки ортопроекционных поперечников
классов BΩ

p,θ периодических функций многих переменных в пространс-
тве Lq для некоторых соотношений между параметрами p и q.

Obtained here are the exact order estimates of orthoprojective widths of
the classes BΩ

p,θ of periodic functions of many variables in the space Lq for
some relations between parameters p and q.

1. Вступ. В данiй роботi вивчаються ортопроекцiйнi поперечники
класiв BΩ

p,θ перiодичних функцiй багатьох змiнних в просторi Lq для
деяких спiввiдношень мiж параметрами p та q.

Наведемо спочатку необхiднi позначення, а також означення класiв
BΩ
p,θ та апроксимативних характеристик, якi будуть нами вивчатися.
Нехай Rd, d ≥ 1 — d-вимiрний евклiдiв простiр з елементами

x = (x1, ..., xd), y = (y1, ..., yd), (x, y) = x1y1 + ... + xdyd, i Lp(πd) —
простiр 2π-перiодичних за кожною змiнною i сумовних у степенi p,
1 ≤ p < ∞ (вiдповiдно суттєво обмежених при p = ∞), на кубi
πd =

∏d
j=1[−π;π] функцiй f(x) = f(x1, ..., xd), норма в якому визнача-

ється таким чином:

‖f‖Lp(πd) = ‖f‖p =

(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|pdx
)1/p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖L∞(πd) = ‖f‖∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.
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Для f ∈ Lp(πd) i h ∈ Rd покладемо

∆hf(x) = f(x+ h)− f(x) ,

i означимо за формулою

∆l
hf(x) = ∆h∆l−1

h f(x) , ∆0
hf(x) = f(x),

— кратну рiзницю порядку l ∈ N функцiї f(x) у точцi x = (x1, ..., xd) з
кроком h.

Означимо модуль неперервностi порядку l ∈ N функцiї f ∈ Lp(πd)
згiдно з формулою

Ωl(f ; t)p = sup
|h|≤t

‖∆l
hf(·)‖p ,

де |h| — евклiдова норма h.
Нехай Ω(t) — функцiя типу модуля неперервностi порядку l, яка

задана на R+ = {t, t ≥ 0}, тобто Ω(t) задовольняє такi умови:
1) Ω(0) = 0 , Ω(t) > 0 для t > 0;
2) Ω(t) неперервна;
3) Ω(t) зростає;
4) для всiх n ∈ N Ω(nt) ≤ CnlΩ(t) де l ∈ N, стала C ≥ 0 не залежить

вiд n i t.
Множину таких функцiй Ω позначимо через Ψl. Зауважимо, що

якщо f ∈ Lp(πd), то Ωl(f ; t)p ∈ Ψl.
Також будемо вважати, що Ω належить множинам Sα i Sl. Це озна-

чає наступне:
I. Ω ∈ Sα (α > 0), якщо функцiя Ω(τ)/τα майже зростає, тобто

iснує така незалежна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0, що

Ω(τ1)

τα1
≤ C1

Ω(τ2)

τα2
, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1 .

II. Ω ∈ Sl, якщо iснує γ, 0 < γ < l, таке що функцiя Ω(τ)/τγ майже
спадає, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2 стала C2 > 0, що

Ω(τ1)

τγ1
≥ C2

Ω(τ2)

τγ2
, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1 .

Умови належностi функцiї Ω до множин Sα i Sl часто називають у
лiтературi умовами Барi-Стєчкiна [1].
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Покладемо також Φα,l = Ψl ∩ Sα ∩ Sl.
Для наочностi наведемо приклад функцiї Ω ∈ Φα,l:

Ω(t) =

t
r

(
log+( 1

t )

)b
, t > 0 ,

0, t = 0 ,

де log+(t) = max{1, log(t)}, α < r < l, а b — фiксоване дiйсне число.
Тепер перейдемо безпосередньо до означення просторiв BΩ

p,θ (див.,
наприклад, [2]).

Нехай 1 ≤ p, θ ≤ ∞ i Ω ∈ Φα,l. Будемо вважати, що функцiя
f ∈ BΩ

p,θ, якщо вона задовoльняє такi умови:
1) f ∈ Lp(πd);
2) |f |BΩ

p,θ
<∞ ,

де |f |BΩ
p,θ

визначається спiввiдношенням

|f |BΩ
p,θ

=


(

+∞∫
0

(
Ω`(f ;t)p

Ω(t) )θ dtt

)1/θ

, 1 ≤ θ <∞ ,

sup
t>0

Ω`(f,t)p
Ω(t) , θ =∞.

Простiр BΩ
p,θ — лiнiйний нормований простiр з нормою

‖f‖BΩ
p,θ

= ‖f‖p + |f |BΩ
p,θ

.

Якщо Ω(t) = tr, то простори BΩ
p,θ збiгаються з просторами О.В. Бє-

сова Brp,θ [3] i, зокрема, при θ = ∞ отримаємо Brp,∞ = Hr
p , де Hr

p —
простори введенi С.М. Нiкольським [4]. Якщо ‖f‖BΩ

p,θ
≤ 1 будемо го-

ворити, що функцiя f належить класу BΩ
p,θ, зберiгаючи при цьому для

класiв цi ж самi позначення, що i для вiдповiдних просторiв BΩ
p,θ.

Надалi будемо вважати, що для двох невiд’ємних величин A i B
запис A � B означає, що iснують константи C3 , C4 > 0 такi, що C3A ≤
B ≤ C4A. Записи A � B або A � B, означають що CA ≤ B i B ≤
CA вiдповiдно. Всi константи Ci , i = 1, 2, ..., якi будуть зустрiчатися
у роботi, можуть залежати лише вiд тих параметрiв, що входять в
означення класу, метрики, в якiй оцiнюється похибка наближення, та
розмiрностi простору Rd.

Далi нам зручно буде користуватися означенням класiв BΩ
p,θ в дещо

iншому виглядi.
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Позначимо через Vm(t) , m ∈ N , t ∈ R, ядро Валле Пуссена
вигляду

Vm(t) = 1 + 2

m∑
k=1

cos kt+ 2

2m∑
k=m+1

(
2m− k
m

)
cos kt .

Багатовимiрне ядро Vm(x), m ∈ N, x ∈ Rd, означимо за формулою

Vm(x) =

d∏
j=1

Vm(xj) .

Для функцiї f ∈ Lp(πd) розглянемо оператор згортки Vm цiєї фун-
кцiї з ядром Vm(x), тобто

Vmf = f ∗ Vm = Vm(f, x) .

Таким чином, Vm(f, x) — кратна сума Валле Пуссена функцiї f(x).
Покладемо для f ∈ Lp(πd)

σ0(f, x) = V1(f, x) , σs(f, x) = V2s(f, x)− V2s−1(f, x) , s ∈ N .

В наведених позначеннях при 1 ≤ p ≤ ∞ (з точнiстю до абсолю-
тних сталих) класи BΩ

p,θ можна визначити таким чином (див., напри-
клад, [2]): BΩ

p,θ = {f ∈ Lp(πd) : ‖f‖BΩ
p,θ
≤ 1}, де

‖f‖BΩ
p,θ
�


( ∑
s∈Z+

(
‖σs(f,·)‖p

Ω(2−s)

)θ)1/θ

, 1 ≤ θ <∞ ,

sup
s∈Z+

‖σs(f,·)‖p
Ω(2−s) , θ =∞ .

(1)

Варто зазначити, що у випадку 1 < p <∞ можна записати еквiва-
лентне спiввiдношення для норм функцiй з класiв BΩ

p,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, ви-
користовуючи в (1) замiсть σs(f, x) "блоки" ряду Фур’є функцiї f(x).

2. Oртопроекцiйнi поперечники класiв BΩ
p,θ в метрицi про-

стору Lq, 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, (p, q) 6∈ {(1, 1), (∞,∞)} . Нехай {ui(x)}mi=1 —
ортонормована в просторi L2(πd) система функцiй ui ∈ L∞(πd). Вся-
кiй функцiї f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, поставимо у вiдповiднiсть апарат

наближення вигляду
m∑
i=1

(f, ui)ui(x), тобто ортогональну проекцiю фун-

кцiї f(x) на пiдпростiр породжений системою функцiй {ui(x)}mi=1. Тут
i далi (f, ui) = (2π)−d

∫
πd

f(x)ui(x)dx.
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Якщо F ⊂ Lq(πd) — деякий функцiональний клас, то величина

d⊥m(F, Lq) = inf
{ui(x)}mi=1

sup
f∈F

∣∣∣∣∣∣∣∣f(·)−
m∑
i=1

(f, ui)ui(·)
∣∣∣∣∣∣∣∣
q

(2)

називається ортопроекцiйним поперечником цього класу в просторi
Lq(πd). Поперечники d⊥m(F, Lq) введенi В.М. Темляковим [5].

Паралельно з поперечниками d⊥m(F, Lq) будемо розглядати величи-
ни dBm(F, Lq), також введенi В.М. Темляковим (див., наприклад, [6]),
якi означаються за формулою

dBm(F, Lq) = inf
G∈Lm(B)q

sup
f∈F∩D(G)

||f(·)−Gf(·)||q (3)

Тут через Lm(B)q позначено множину лiнiйних операторiв G, якi за-
довольняють умови:

а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить всi тригономе-
тричнi полiноми, а їх область значення мiститься в пiдпросторi роз-
мiрностi m простору Lq(πd);

б) число B ≥ 1 i для всiх векторiв k = (k1, ..., kd) виконується не-
рiвнiсть

||Gei(k,·)||2 ≤ B.

Зауважимо, що до Lm(1)2 належать оператори ортогонального про-
ектування на пiдпростори розмiрностi m, а також оператори, якi за-
даються по ортонормованiй системi функцiй за допомогою мультиплi-
катора, який означається послiдовнiстю {λl} такою, що |λl| ≤ 1 для
всiх l.

Легко бачити, що згiдно з означеннями величин d⊥m(F, Lq) i
dBm(F, Lq), вони пов’язанi мiж собою нерiвнiстю

dBm(F, Lq) ≤ d⊥m(F, Lq) (4)

З детальнiшою iнформацiєю стосовно дослiдження величин (2) i (3)
можна ознайомитися в роботi [7].

З нерiвностi (4) видно, що оцiнки знизу величин dBm(F, Lq) можуть
служити оцiнками знизу для ортопроекцiйних поперечникiв d⊥m(F, Lq)
i, навпаки, оцiнки зверху для поперечникiв d⊥m(F, Lq) можна викори-
стовувати для оцiнок зверху величин dBm(F, Lq). Цю обставину будемо
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використовувати при доведенi вiдповiдних тверджень. Вiдмiтимо та-
кож, що при доведенi оцiнок знизу величин dBm(BΩ

p,θ, Lq) будемо ви-
користовувати метод, який застосовував В.М. Темляков при встанов-
ленi оцiнок величин dBm(F, Lq) для iнших функцiональних класiв F
([5, 6, 8]). Суть цього методу полягає в побудовi функцiй з класiв BΩ

p,θ

якi "погано" наближаються за допомогою операторiв G.
При встановленi оцiнок зверху поперечникiв d⊥m(F, Lq) нам зна-

добляться вiдомi оцiнки для кубiчних сум Фур’є. Для формулювання
вiдповiдних результатiв наведемо необхiднi позначення та означення.

Для f ∈ L1(πd) i n ∈ N через S�2n
(f, x) позначимо кратну суму

Фур’є

S�2n
(f, x) =

∑
k∈�2n

f̂(k)ei(k,x), (5)

де �2n = {k = (k1, ..., kd) : |kj | < 2n, 1 ≤ j ≤ d} i f̂(k) — коефiцiєнти
Фур’є функцiї f , яку природньо назвати кубiчною сумою Фур’є.

Для f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

E�2n
(f)q = ‖f(·)− S�2n

(f, ·)‖q

i для функцiонального класу F ⊂ Lq вiдповiдно

E�2n
(F )q = sup

f∈F
E�2n

(f)q .

Зазначимо, що величини d⊥m(BΩ
p,θ, Lq) i E�2n

(BΩ
p,θ)q, де m � 2nd,

пов’язанi мiж собою нерiвнiстю

d⊥m(BΩ
p,θ, Lq) ≤ E�2n

(BΩ
p,θ)q. (6)

Тепер перейдемо до формулювання i доведення отриманих резуль-
татiв.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞ i 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ , (p, q) 6∈
6∈ {(1, 1), (∞,∞)} i функцiя Ω ∈ Φα,l, α > 0. Тодi

dBm(BΩ
p,θ, Lq) � d⊥m(BΩ

p,θ, Lq) � Ω(m−1/d). (7)

Доведення. Оцiнку зверху в (7) одержимо з оцiнок наближення
функцiй з класiв BΩ

p,θ їх кубiчними сумами Фур’є у метрицi простору
Lq [9] скориставшись нерiвнiстю (6).
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Переходячи в (7) до оцiнки знизу зауважимо, що вiдповiдну оцiнку
достатньо отримати для величини dBm(BΩ

∞,1, L1).
При оцiнцi знизу величин dBm(BΩ

∞,1, L1), не зменшуючи загально-
стi, будемо вважати, що оператори G належать множинi Lm(B)2. Ця
обставина детально обгрунтована у роботi [8].

Отже, нехай оператор G ∈ Lm(B)2 i для довiльного вектора
k = (k1, ..., kd)

Gei(k,x) =
m∑
l=1

akl ψl(x), (8)

де m — вимiрнiсть пiдпростору в L2(πd) значень оператора G, а
{ψl(x)}ml=1 — ортонормований базис в цьому просторi. Зауважимо, що
m ≤ m i для всiх k = (k1, ..., kd)

m∑
l=1

|akl |2 ≤ B2, (9)

а також для довiльного l ∑
k

|ψ̂l(k)|2 ≤ 1. (10)

Позначимо через µ(s), s = 0, 1, 2, ... пiдмножину цiлочислової решi-
тки вигляду

µ(s) = {k = (k1, ..., kd) : 2s−1 ≤ max
j=1,d

|kj | < 2s} .

Далi нехай n таке, що

|µ(n− 1)| < 4B2m ≤ |µ(n)|,

де |µ(l)| — кiлькiсть елементiв множини µ(l) ⊂ Zd.
Розглянемо наближення функцiй ei(k,x), k ∈ µ(n), операторами

G ∈ Lm(B)2. Позначимо

βk = (Gei(k,x), ei(k,x)).

Тодi з огляду на (8)

βk =

m∑
l=1

akl ψ̂l(k),



8 Н.В. Дерев’янко

i тому використовуючи (9) отримуємо

|βk|2 ≤
m∑
l=1

|akl |2
m∑
l=1

|ψ̂l(k)|2 ≤ B2
m∑
l=1

|ψ̂l(k)|2.

Далi, враховуючи спiввiдношення (10), будемо мати

∑
k∈µ(n)

|βk|2 ≤ B2
∑

k∈µ(n)

m∑
l=1

|ψ̂l(k)|2 = B2
m∑
l=1

∑
k∈µ(n)

|ψ̂l(k)|2 ≤ B2
m∑
l=1

1 = B2m.

Звiдси робимо висновок, що знайдеться вектор k0 ∈ µ(n) такий, що
βk0 ≤ 1

2 .
В такому випадку, оскiльки (ei(k

0,x), ei(k
0,x)) = 1, можемо записати

1

2
≤ |1− βk0 | = |(ei(k

0,·) −Gei(k
0,·), ei(k

0,·))| ≤

≤ ‖ei(k
0,·) −Gei(k

0,·)‖1 , (11)

де G ∈ Lm(B)2.
Нарештi, враховуючи, що для операторiв A ∈ Lm(B)2 та G ∈ Lm(B)1 i
тригонометричних полiномiв з вiдповiдним спектром виконується не-
рiвнiсть (див., наприклад, [8]):

‖t−At‖1 ≤ 3d‖t−Gt‖1 ,

згiдно з (11) будемо мати

‖ei(k
0,·) −Gei(k

0,·)‖1 ≥
1

2
3−d. (12)

Тепер розглянемо функцiю

g(x) = Ω(2−n)ei(k
0,x).

Використовуючи властивiсть 3) функцiї Ω(t), отримуємо

‖g‖BΩ
∞,1

=

n∑
s=0

Ω−1(2−s)‖σs(g, ·)‖∞ � Ω−1(2−n)‖σn(g, ·)‖∞ � 1 ,
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а це i буде означати, що g ∈ BΩ
∞,1. Далi, скориставшись оцiнкою (12),

можемо записати

‖g(·)−Gg(·)‖1 = Ω(2−n)‖ei(k
0,·) −Gei(k

0,·)‖1 � Ω(2−n).

Таким чином

d⊥m(BΩ
∞,1, L1) ≥ dBm(BΩ

∞,1, L1)� Ω(2−n) � Ω(m−1/d).

Теорему доведено.
У випадках (p, q) ∈ {(1, 1), (∞,∞)} вдалося отримати порядковi

оцiнки тiльки для величин dBm(BΩ
p,θ, Lq).

Теорема 2. Нехай 1 ≤ θ ≤ ∞, p ∈ {1,∞} i функцiя Ω ∈ Φα,l, α > 0.
Тодi

dBm(BΩ
p,θ, Lp) � Ω(m−1/d). (13)

Доведення. Встановимо спочатку оцiнку зверху в (13). Для цьо-
го достатньо отримати вiдповiдну оцiнку зверху для класiв HΩ

p .
По заданому m ∈ N пiдберемо число n ∈ N iз спiввiдношення
2nd ≤ m < 2(n+1)d i розглянемо для f ∈ HΩ

p наближаючий полiном ви-
гляду

tn(f, x) =

n∑
s=0

σs(f, x).

Зауважимо, що оператор G, який ставить у вiдповiднiсть функцiї
f полiном такого вигляду, належить Lm(1)2.

Оскiльки для f ∈ HΩ
p , p ∈ {1,∞}, виконується спiввiдношення

‖σs(f, ·)‖p ≤ Ω(2−s), то використовуючи нерiвнiсть Мiнковського, бу-
демо мати

‖f(·)− tn(f, ·)‖p =

∥∥∥∥ ∞∑
s=n+1

σs(f, ·)
∥∥∥∥
p

≤

≤
∞∑

s=n+1

‖σs(f, ·)‖p ≤
∞∑

s=n+1

Ω(2−s) =

∞∑
s=n+1

Ω(2−s)

2−αs
2−αs

Враховуючи, що функцiя Ω ∈ Sα, α > 0, з останньої нерiвностi одер-
жуємо

‖f(·)− tn(f, ·)‖p ≤
Ω(2−n)

2−αn

∞∑
s=n+1

2−αs � Ω(2−n).
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Звiдси отримуємо

dBm(BΩ
p,θ, Lq) ≤ dBm(HΩ

p , Lq) ≤ sup
f∈HΩ

p

‖f(·)− tn(f, ·)‖p �

� Ω(2−n), m � 2nd.

Необхiдна оцiнка знизу в (13) випливає iз вiдповiдної оцiнки вели-
чини dBm(BΩ

∞,1, L1), яка отримана при доведеннi попередньої теореми.
Теорему доведено.
Зауваження 1. Нехай Ω(t) = tr. Тодi в такому випадку вiдповiднi

твердження до теорем 1 i 2 встановлено в роботi [10].
Зауваження 2. В одновимiрному випадку результати теорем 1 i

2 одержано ранiше в роботах [11, 12].
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