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Numerik

Begriffliches

@ Numerik, numerische Mathematik, numerical analysis

o Teilgebiet der angewandten Mathematik

o Aufgabe der Numerik ist die Konstruktion und Analyse von
Algorithmen zur L&sung mathematischer Probleme.

@ Diese Probleme stammen urspriinglich aus Technik,
Naturwissenschaften, Sozial- oder Wirtschaftswissenschaften, liegen
aber in mathematischer Form, z.B. als Gleichungssystem,
Differentialgleichung oder Optimierungsproblem vor.

@ In den kommenden 3 Vorlesungen: drei Beispiele fiir numerische
Verfahren fiir mathematische Grundaufgaben.

@ Zuvor: Versuch einer Definition

“... the theory of constructive methods of mathematical
analysis.”

Peter Henrici, Elements of Numerical Analysis
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Numerik

Trefethen's Essay

@ Essay von L. N. Trefethen (Oxford University)
@ Computer spielen wichtige Rolle, aber keine bloRe Formelauswertung.

@ Algorithmen: Berechnungsmethoden zur Lésung mathematischer
Aufgaben.
@ Endlich vielen Schritte
o lineare Gleichungssysteme
o lineare Programmierung
o Problem des Handlungsreisenden
Unendlich viele Schritte, in jedem Schritt genauer
o Eigenwerte einer Matrix
e Minimierung multivariater Funktionen
o Bestimmtes Integral
e Losung von Differentialgleichungen

Fehleranalyse erforderlich, macht aber (entgegen landlaufige
Vorurteile) geringen Teil der Numerik aus.
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Einflihrendes Beispiel

Berechnung von m

7 = Umfang eines Kreises

mit Radius r = %

(cos(2mvn)/2,

sin(21/n)/2)

U,,= Umfang eines einbeschriebenen
regelmaRigen n-Ecks

= nsin(r/n). .
1/2
Klar: -
lim U, = lim nsin— == (unbrauchbar!)
n—00 n—oo n
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Einflihrendes Beispiel

Berechnung von 7: Ein Algorithmus

Setze

Ay = U»gn (Umfang des regelmiRigen 2"-Ecks).
Dann gelten:

A 2
Api1=2" 21— 1—[2—5] , n=23,...

d.h. wir kdnnen A,y aus A,, rekursiv berechnen.

[Archimedes von Syrakus, 287-212 v. Chr.]: A3 =3.06...,

Ay =312...,
As=3.14....
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Einflihrendes Beispiel

Berechnung von 7: Eine Fehlerabschatzung

Zunichst gilt fiir h > 0:

3
|sin(h) — h| < % (Taylorformel).

Setze h = w/N (und multipliziere mit N):

3

[N sin(w/N) — x| < TN

D.h. (mit N =2"):

3

™ — ..
|A, — 7| < (< 10710 fiir n > 18).
=647 =
Auf zum Rechner ...
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Einflihrendes Beispiel

Berechnung von 7: Erniichterung

10°
10°
107%
_i5| | —e— Fehler |A -1
1011+ Fenlerschranke U6 x (4™Y)

5 10 15 20 25 30

Die berechnete Folge { A, } verhalt sich vdllig anders als die ,wirkliche"
Folge {An}! Wie ist das moglich?
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Gleitpunktzahlen

Gleitpunktzahlen sind rationale Zahlen der Form

+ . d1d2d3 Ce dt - b° s wobei

e be N (b>1) Basis,

@ . dydads . . .d; Mantisse (zur Basis b) und

e t € N Mantissenlange genannt werden.
Die Ziffern dy,ds,ds, .. .,d; sind ganze Zahlen, die zwischen 0 und b — 1
liegen. Der Exponent e ist eine ganze Zahl, die zwischen m und M liegt.
Z.B.ist  =. 10101 - 27! eine Gleitpunktzahl zur Basis 2 mit dem Wert

21
(1-2—1+0-2—2+1-2—3+0-2—4+1-2—5).2—126—4:0.328125.

Gebrauchliche Basiswerte sind b = 2 (fast alle Computer), b = 10 (die
Standardbasis des ,taglichen Lebens”) und b = 16 (IBM-Mainframes).
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Gleitpunktzahlen

IEEE Formate

Der |[EEE-Standard (IEEE = Institute of Electrical and Electronics
Engineers), der auf fast allen Maschinen realisiert ist, rechnet mit der Basis
b = 2 und erlaubt i.W. zwei Datenformate:

Single (FORTRAN: REAL*4, C: float) = 1 Wort = 32 bits,

|+ | Exp. | Mantisse |

0 1 9 31
also 1 bit fiir das Vorzeichen der Mantisse, 8 bits fiir den Exponenten, der
zwischen 1 — 27 = —127 und 27 = 128 liegt, und 23 bits fiir die Mantisse
(ohne Vorzeichen).
Die Potenzen 2¢ decken also den Bereich von 27127 ~ 5. 10737 bis
2128  3.1038 ab. Der kleinste positive Wert der Mantisse ist
278 ~1.2.1077.
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Gleitpunktzahlen

IEEE Formate

Double (FORTRAN: REAL*8, C: double) = 2 Worte = 64 bits,

|+ | exp. | man- | tisse |

0 1 12 32 63
1 bit fiir das Vorzeichen der Mantisse, 11 bits fiir den Exponenten und 52

bits fiir die Mantisse.
Die Potenzen 2¢ bewegen sich folglich zwischen 21-2"" ~ 1.1 -1073% ynd
22" ~ 1.7 - 103%. Der kleinste positive Mantissenwert ist

2752~ 2210716,
Drei weitere |IEEE-,Zahlen":
NAN (not a number), z.B. 1/0 = INF, —1/0 = —INF
+ INF (£00), z.B. 0/0 = NAN.
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Gleitpunktzahlen

Beispielsystem

Normalisierte Gleitpunktzahl = erste Ziffer der Mantisse ungleich 0.

Beispiel: Basis = 2, Mantissenldnge = 4, Exponentenlinge = 3.
Das bedeutet:

Acht Exponenten: -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4.

Acht (normalisierte) Mantissen:

0.1000 = 0.5, 0.1001 = 0.5625,
0.1010 = 0.6250, 0.1011 = 0.6875,
0.1100 = 0.7500, 0.1101 = 0.8125,
0.1110 = 0.8750, 0.1111 = 0.9375.

Damit enthélt unser System 2 -8 -8 4+ 1 = 129 normalisierte
Gleitpunktzahlen.

Die kleinste positive ist 0.1000 - 273 = 0.0625, die groRte ist
0.1111 - 2% = 15.
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Gleitpunktzahlen

Beispielsystem

Natiirlich sind diese Gleitpunktzahlen nicht gleichmaBig verteilt:

so liegen etwa die 16 kleinsten, d.h. ein Viertel der positiven
Gleitpunktzahlen, im Inyervall (0, 0.234375], wahrend die groRten 16, also
wieder ein Viertel aller positiven Gleitpunktzahlen, das etwa vierzigmal
langere Intervall [4,15] iiberdecken.

i i i BT T T AT A S R S R i i 1
+ + + "ttt + + +
I I I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Sommersemester 2013 17 / 90
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Gleitpunktzahlen

Uber- und Unterlauf

Es gibt nur endlich viele zuldssige Exponenten, was zu Under- und Overflow
(Exponentenunterlauf bzw. -iiberlauf) fiihren kann.

Overflow (im Beispiel: (.1-23)(.1-2%)) bedeutet i.a. Abbruch des
Programms mit einer Fehlermeldung (IEEE-Arithmetik: +INF, —INF oder
auch NAN). Beim Underflow (im Beispiel: (.1-273)(.1-273)) wird das
Ergebnis normalerweise auf Null gesetzt und ohne Fehlermeldung
weitergerechnet.

Overflow kann durch geeignete Skalierung oft — auf Kosten eines
harmlosen Underflows — vermieden werden.

c=+a?+ b2 mit a = 10% und b = 1 (Rechnung mit vier Dezimalstellen
in Mantisse und zwei Dezimalstellen im Exponent). Standardauswertung
verursacht Overflow. Besser: ¢ = s v/(a/s)? + (b/s)? mit

s = max (|al, |b]).

Im weiteren: Over- und Underflow werden vernachlassigt, d.h. der Exponent
darf beliebige (ganzzahlige) Werte annehmen.
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Rundung

Rundung zur nichstgelegenen Maschinenzahl

M = Menge der Maschinenzahlen.
Runden zur nichstgelegenen Maschinenzahl
rd: R — M, x> rd (z),
wird wie folgt realisiert: Schreibe
x=+.didy...di_1dedpyq ... - 10°

mit moglicherweise unendlich langer Mantisse (der Einfachheit halber
arbeiten wir mit der Basis 10) und setze

rd (:1:) L i.dldQ ‘o dt—ldt . 10e, falls dt_;,_l < 4,
T +.dids . .. dt—l(dt + 1) - 10¢€, falls dir1 > 5.
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Rundung

Rundung zur nichstgelegenen Maschinenzahl

Ist d; = 9, so entsteht ein Ubertrag und d;_1, mdglicherweise auch
di—o, ... sowie e, miissen modifiziert werden.

Fiir t = 4 gilt etwa
rd (0.44499) = +.4450 - 10° und  rd (0.99999) = +.1000 - 10".

Relativer Fehler der Rundung von z = +a-10° € R\ {0} (0.1 <a < 1):

rd(z) — x < (0.5 10_’5)106
- a-10¢

<5-107t = eps,
x

eps heift Maschinengenauigkeit. Anders formuliert
rd(z) = (1+¢e)z mit |g] < eps.

Frage: Was ist die groBte reelle Zahl, die auf 0 gerundet wird?
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Gleitpunktarithmetik

Die Machinenzahlen M sind bez. der Grundrechenarten (Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division) nicht abgeschlossen (selbst wenn
wir fiir die Exponenten beliebige Werte erlauben).

Z.B. ist
r=.11-10°

eine Gleitpunktzahl zur Basis 10 mit Mantissenlange 2, wahrend
z-r=0121-10""
eine dreistellige Mantisse besitzt.

Fiir jede der Operationen o € {+, —, -, /} wird fiir die Implementierung der
entsprechenden Gleitpunktoperation gefordert, dass

fl(xoy):=rd(zoy), x,y € M.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11/2: Numerik Sommersemester 2013 23 /90



Gleitpunktarithmetik

Fiir alle 2,y € M gilt somit, falls weder Unter- noch Uberlauf auftritt,
fl(zxoy)=(1+4¢)(zoy) mit |g| < eps.

Das Hauptproblem dieser Semantik ist, dass die neuen Operationen den
klassischen Gesetzen der Arithmetik (wie etwa den Kommutativ-,
Assoziativ- und Distributivgesetzen) nicht mehr geniigen.

Z.B. in vierstelliger Gleitpunktarithmetik zur Basis 10:

r=0.1234-10* e M,
y =0.1234 - 10° € M,
r+y=0.12341234-10%, d.h. fl(z+y) =0.1234-10%,

was fl (x + y) = x bedeutet, obwohl rd (y) # 0.
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Gleitpunktarithmetik

Frage:
Welchen Wert x liefert das Programm

x =1;

while 1+x "= 1,
x=x/2;

end while

output x

in t-stelliger Gleitpunktarithmetik (zur Basis 2) 7
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Numerische Stabilitdt und Fehleranalyse

Vorwirts- und Riickwartsfehler

Es sei
g="f(f(2))

das in Gleitpunktarithmetik berechnete Ergebnis einer Funktion y = f(z).

Wie beurteilt man die Qualitit von 37
o (Relativer) Vorwartsfehler: |(y — §)/yl.

o (Relativer) Riickwartsfehler: |(z — ) /x|, dabei ist & das (ein)
Eingabedatum, das bei rundungsfreier Rechnung zu 3 fihrt: f(z) =gy
(Rundungsfehler werden als Datenfehler interpretiert).

Mit Stoérungstheorie kann man Vorwaértsfehler durch Riickwartsfehler
abschéatzen.

Faustregel: Vorwiartsfehler < Konditionszahl x Riickwartsfehler. J
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Numerische Stabilitdt und Fehleranalyse

Vorwirts- und Riickwartsfehler

(absoluter)

berechnet i Vorwartsfehler

Daten Ergebnisse
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Numerische Stabilitdt und Fehleranalyse

Vorwarts- und Riickwartsstabilitat

Ein Algorihmus heilt

e vorwartsstabil, wenn der Vorwartsfehler , klein" ist,

e riickwartsstabil, wenn der Riickwartsfehler , klein™ ist.

Was , klein" bedeutet, hdngt vom Problem und der Maschinengenauigkeit

ab.

Die Kondition(szahl) eines Problems (hat nichts mit Gleitpunktarithmetik
zu tun!!) ist ein MaR dafiir, wie empfindlich das Ergebnis auf Stérungen der
Daten reagiert.

Ein Problem ist gut (schlecht) konditioniert, wenn seine Konditionszahl
klein (groB) ist.
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Numerische Stabilitdt und Fehleranalyse

Vorwarts- und Riickwartsstabilitat

Bestimme
y=f()
Storung der Daten: Ax
§ = fa+ Aa) = f(@) + () Aa+ 3 ' ()(Aa)?
Az Klein: § = f(z+ Az) =~ f(z) + f'(z)Az =y + f'(x) Az oder

flz+Ax) - f(z)] _ ‘y—y‘ o |zf'(@) || Az
(Relative) Konditionszahl von f an der Stelle z:
_|=f'(=)
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Numerische Stabilitdt und Fehleranalyse

Kondition von f(z) = logx

1

log()

z/x

Beispiel. f(z) = log(x), d.-h.: ¢f(x) = e
kleine und sehr groRe (positive) z, riesig fiir x ~ 1.

1 =0.01:  cp(x1) =0.21715,

z9 = 0.99: Cf(l‘g) = 99.4992,

xg = 100.: cp(x3) = 0.21715.

Wie wirkt sich eine relative Stérung von ¢, = (Az)/x = 0.001 aus?
Prognose:

moderat fur sehr

fxg +0.001zy) — f(xg) 1
~ 0.001 c¢(xg) = 0.001 | ————] .
Flaw) i) log ()
| k|| rel. Fehler Prognose

1] 2.1704-107* | 2.1715-10~*
2 | 9.9945-10"2 | 9.9499 - 102
31 21704-107% ] 2.1715- 1074
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Numerische Stabilitdt und Fehleranalyse

Kondition multivariater Funktionsauswertung

Allgemeiner:  y = f(x1,22,...,%,).
Absolute Stérungen der Daten, Axy (k= 1,2,...,n), verursachen absoluten Fehler
im Ergebnis:
n
Ay = f(z14+Axy,...,xn+ Azy) — f(21,...,20) ~ deAxk,
k=1
0 .
dp = f@1 @2, 20) (absolute Konditionszahlen von f).
oxy,
Relative Stérungen der Daten, e = Axy/x (k=1,2,...,n), verursachen relativen
Fehler im Ergebnis:
Azq,... Azy,) — -
8y — f(zl + X1, y T + xn) f($17 7$n) ~ ZCkgk,
flz,. .. xp) Pt
o = Tk, Of (x1,29,...,2p)
fz1,29,. .., 2,) Oxy,

((relative) Konditionszahlen von f).
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Numerische Stabilitdt und Fehleranalyse

Kondition der Grundrechenarten

Beispiele. (Grundoperationen)
o y= f(r1,22) =1 -x2. D.h. ¢4 =1 und co = 1 (unproblematisch).
o y=f(

o y= f(x1,22) =21 + 2. D.h. ¢ = 21 /(21 + x2) und
Co = xg/(xl + .’L‘Q).

o y= f(r1,22) =x1 —x2. D.h. ¢y = 21 /(21 — x2) und
co = —wo/(x1 — x2).

x1,x2) = x1/x2. D.h. ¢g =1 und co = —1 (unproblematisch).

Bei den Operationen + kdnnen die Konditionszahlen riesig werden:

T R —To : Addition schlecht konditioniert.

T~ Ta : Subtraktion schlecht konditioniert.

Man spricht hier von Ausléschung.
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Numerische Stabilitdt und Fehleranalyse

Ausléschung bei Grundrechenarten

Etwa:
x1 = 3.14159, Az =107°, d.h.e; ~3.18. 1076,
Ty = 3.14140, Azy=2-1075, d.h. g9 ~6.36- 1076,
Dann ist

y =x1 —xz = 0.00019  (Ausléschung fiihrender Ziffern).

(21 + Azy) — (22 + Azg) = 0.00018, also &, = 5.26-1072.

Prognose:

c1 =1.65-10%, 3= —1.65-10% |gy| ~|c1107° +¢22-107° = 1.65-10"*.
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Numerische Stabilitdt und Fehleranalyse

Beispiel

Die quadratische Gleichung
22 —br4+c=0

besitzt die Lésungen

b+ Vb2 —4c

Fir
b=3.6678 und c¢=2.0798 1072

erhalt man nach Rechnung mit fiinfstelliger Dezimalmantisse

#1 = 3.6673 (rel. Fehler: 4.7-1079),
fy=05.5-10"1 (rel. Fehler: 3.0 -1072).

Wiseo?
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Numerische Stabilitdt und Fehleranalyse

Beispiel

Schritt Ergebnis rel. Fehler
1. b? 1.3453-10T | 1.8 107
2. 4e 8.3192-1073 | 0.0

3. 6% —4¢ 1.3445 - 10! | 4.1-107°
4. /b2 — 4c 3.6667-1010 | 9.3.1076
5.b— b2 —4c 1.1000- 1073 | 3.0- 102
6. (b— Vb2 —4c)/2 | 5.5000-107* | 3.0-1072

5. b+ Vb2 —4dc 7.3345-1070 | 4.7-1076
6. (b+ Vb2 —4c)/2 | 3.6673- 1070 | 4.7-107C

7. 29 =c/1 5.6713-107* [ 1.1-10°°

Beachte: Nach dem Vietaschen Wurzelsatz ist 122 = c.

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11/2: Numerik Sommersemester 2013 36 / 90



Einflihrendes Beispiel

Berechnung von m

Beispiel aus der Einleitung dieses Kapitels:

A1 = 272 (1 /1= (An/2”)2)]1/2.

/

Ausléschung!

Setze

R, =4 1=Vl _Z(A”/Qn)z, d.h. Apy1 =2"/R,.
Beachte: R,, = 4Z,, und Z,, ist (die kleinere) Losung von

X2 X+ }l (An/2")2 = X2 — X + (A2 1)2 = 0,
Stabile Berechnung der kleineren Lésung (wie oben):

2(An/2n+1)2
Zp = . Ron=4Z,, A1 =2"/R,.
1+ /1 (A,/27)? “
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Einflihrendes Beispiel

Berechnung von m

10° | —e— Fehler |A -1 H
—+— Fehlerschranke /(6 x (4™))
10° ¢
10—107
10 Maschinengenauigkeit »
4

5 10 15 20 25 30
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Einflihrendes Beispiel

Berechnung von m

Schneller, weiter, hoher?

Zur Berechnung von 7 gibt Verfahren, die noch schneller konvergieren und
dabei beliebig viele (Millionen!) korrekte Nachkommastellen liefern. Wer
dariiber mehr erfahren oder mit solchen Verfahren in Matlab

experimentieren mochte, dem sei dieser kleine Artikel des ,Vaters" von
Matlab empfohlen.
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Die schnelle Fourier-Transformation

Relevanz

The FFT is one of the truly great computational developments of
[the 20th] century. It has changed the face of science and
engineering so much that it is not an exaggeration to say that life
as we know it would be very different without the FFT.

Charles van Loan, Computational Frameworks of the FFT, 1992

The Fast Fourier Transform—the most valuable numerical
algorithm in our lifetime.
Gil Strang, Introduction to Linear Algebra, 2003

FFT voted one of the top 10 algorithms of the 20th century..
IEEE Computing in Science & Engineering, 1-2/2000
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Die diskrete Fourier-Transformation

Geschichtliches

e Fourier-Reihen: Lagrange (1759), Fourier (1807)
Problem der schwingenden Saite, Bewegung von Himmelskérpern

Trigonometrische Interpolation, Gauss (1805)
Harmonische Analysis: Clairaut, Bernoulli, d'Alembert, ...
Cooley & Tukey, 1965

Anwendungen in digitaler Signalverarbeitung, Bildverarbeitung,
Numerik partieller Differentialgleichungen, inverse Probleme.

Weiterentwicklung: Wavelets
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© Schnelle Fourier-Transformation

3.2 Uberblick Fourier-Analyse
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Kontinuierliche Fourier-Transformation

Fir eine Funktion v : R — R ist die Fourier-Transformierte & : R — R
definiert durch

1 —iwx
w(w) := \/T_w/Ru(:L‘)e dz.

Die inverse Fourier-Transformation

1 ~ WL
u(z) = E/Ru(w)e dw

stellt die urspriingliche Funktion u dar als Uberlagerung von Wellen ¢*
der Amplitude 4(w).

Bekannt: (Paley-Wiener Theorem) Abklingen von @ (w) fiir |w| — oo umso
starker, je glatter die Funktion wu.

Beispiel:

=1 2% =1
u(x) = t(w) = — —
0, x <0, V2r 14w
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Kontinuierliche Fourier-Transformation

Beispiele

0.9
0.8f

0.7f

96 -4 -2 0 2 4 6
T,w

Die Funktion u(z) = e~!*l und ihre
Fourier-Transformierte.
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Kontinuierliche Fourier-Transformation

Beispiele

u(x) =rect(ax), a=1/4,

(w) = sinc 17

V2a?2 2

0, |z|>1,
rect(z) = %, lz| = %,
L, |z < 3,
. sin(mx)
_—120 -15 -10 -5 I(j)w 5 10 15 20 Slnc(l‘) = T
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Fiir eine periodische Funktion f : [0,27] — R ist ihre Fourier-Reihe
gegeben durch

flx) = Z crpe'® ?0 + ; ay, cos(kx) + by sin(kx)]

mit komplexen bzw. reellen Fourier-Koeffizienten

27
%=1A f(z) da,

7r
1 2m 1 2w
a; = — f(z)cos(kx)dz, b;= —/ f(x)sin(kz) dx, keN,
T Jo T Jo
oh = — 27TJc()_mmcisc keZ
T or ’ '
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Fourier-Reihen

Beispiele

Beispiel 1:
f(z) = cos®z, x € [0, 27].

Wegen cos® z = 3(1 + cos(2z)) und der Eindeutigkeit der

Fourier-Koeffizienten folgt ag = 1, as = % und alle librigen Koeffizienten
sind Null.

Beispiel 2: Fiir die (ungerade) Funktion
f({l}) =7, LS [_ﬂ-aﬂ-]

ergibt sich a;, = 0 fiir alle k sowie by, = (—1)**12/k, d.h.
: 1. I
x=2 <sm(:1:) -5 sin(2z) + 3 sin(3x) — + .. ) .
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Fourier-Reihen

Beispiele
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3.3 Die diskrete Fourier-Transformation
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Die diskrete Fourier-Transformation (DFT)

Komplex: Gegeben f = {f; j-V:_Ol € CV, gesucht sind die
Fourier-Koeffizienten ¢ = {ck}i\f:—ol € CN mit

N-1

N—
o 1 3
_ § :Ck€27mkj/N, d.h. _ N § : —27r2]k/N‘
k=0 j=0

Reell: Gegeben f = {fj N- 1 € RV, gesucht sind die Fourier-Koeffizienten
{ax} {br} sodass
M . . ;
o 0 jkm (=) ans
j—2 ;[akcos + by, s1nM}+ 5 ,

k=0,...,N—1, (N =2M).

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11/2: Numerik Sommersemester 2013 52 / 90



Inhalt

© Schnelle Fourier-Transformation

3.4 |Interpolation
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Interpolation

Die allgemeine Interpolationsaufgabe

Zu gegebener Funktion f : [a,b] — C und gegebenen Stiitzstellen (Knoten)
a<zo<T1 <T9<- <z <bsoll eine ,einfache” Funktion
p: [a,b] — C konstruiert werden, die die Interpolationsbedingungen

p(zi) = f(x;), 1=0,1,...,n,
erfiillt.

Wozu?

@ f nur an diskreten Punkten bekannt (Messwerte), aber geschlossene
Formel fiir f auf ganz [a, b] erwiinscht (z.B. um f an Zwischenstellen
x € [a,b] \ {zo,x1,..., 2y} auszuwerten),

o [  kompliziert" und soll durch ,einfache” Funktion angenihert werden

(z.B. um die Ableitung f’(x), = € [a,b], oder das Integral f;f(a:)dac
ndherungsweise zu bestimmen).
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Interpolation

Die polynomiale Interpolationsaufgabe

Zu gegebenen (paarweise verschiedenen) Knoten
a<py <1 <Toa < - <xp,<b

und gegebenen Funktionswerten [y, f1,..., fn € C soll ein
Interpolationspolynom

p(x) = apx™ + an_12" P+ -+ ax+ag € P,

(mit komplexen Koeffizienten ag, a1, ..., ay, d.h. n+ 1 Freiheitsgrade) vom
Grad n konstruiert werden, das die n + 1 Interpolationsbedingungen

p(l‘l):fh i:O717"'an7

erfiillt.
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Polynominterpolation
Existenz, Eindeutigkeit

Die polynomiale Interpolationsaufgabe ist eindeutig I6sbar. Mit den
Lagrange-Grundpolynomen [Joseph Louis Lagrange, 1736-1813]

n
o= L=y
ti(@) =] sz &7
7=0
J#

(beachte ¢;(x;) = 1 und ¢;(x;) = O fiir j # i) lasst sich das
Interpolationspolynom in der Lagrange-Form darstellen:

p(z) =Y fili(@).
=0
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Polynominterpolation

Beispiel

Daten: J
(2o, fo) = (=1, -1),
(21, f1) = (0, —1), T
(22, f2) = (2,2). |
Lagrange-Grundpolynome: 1
lo(z) = a(x — 2)/3, il
bO(z) = (x+1)(z—-2)/(-2),
ly(x) = (x + 1)z /6. I I 5 : : :

Interpolationspolynom:
2
x
p(z) = —Llo(x) — l1(x) + 20a(x) = — +

— — 1.
2

N8

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11/2: Numerik Sommersemester 2013 57 / 90



Polynominterpolation

Rekursive Berechnung

Die Auswertung der Lagrange-Formel ist aufwendig, wenn ein neues
Datenpaar hinzukommt. Eine rekursive Berechnung ist 6konomischer:

Fiir eine beliebige Indexmenge 0 < iy < i1 < -+ < i, < n bezeichne
PDiosiv,....i. das (nach Satz 1 eindeutig bestimmte) Polynom vom Grad k, das

die Bedingungen
Dig i1, (Zi;) = i J=0,1,...,k,
erfiillt. Dann gilt die Rekursionsformel

pi(x) = f;
(v — xio)pilﬂéwwik (@) — (2 — xik)piO,ilw-:ik—l(x)

:Uik — Ty

Pioiv,... ig (z) =

V.
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Polynominterpolation

Neville-Aitken-Schema

Rechenschema Algorithmus von Neville-Aitken, [Charles William Neville, x
1941]; [Alexander Craig Aitken, 1895-1967] :

| k=0 |k=1] k=2 | k=3 | k=4
o | po(x) = fo
po,1(x)
x| p1(z) = f1 po,1,2(7)
p12(x) P0,1,2,3(2)
x| pa(x) = fo p1,.2,:3(7) P0,1,2,3,4(2)
p2,3(x) P1,2,3.4(7)
r3 [ p3(z) = f3 P2.3,4()
p3.4()
Ty | pa(w) = fa

(Berechnungsreihenfolge : po — p1 — po1 — P2 = P12 = Poi2 — =)
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Polynominterpolation

Beispiel

Beispiel 2 (vgl. Beispiel 1).

zi [ k=0 k=1 | k=2
-1| -1
@=(=))(=)—(@-0)(=1) _ 4
0-(=1)
0ol -1 (fv—(—1))(32/2(—11))—(50—2)(—1)

2 2

Aufwand des Neville-Aitken Schemas (fiir Auswertung des
Interpolationspolynoms vom Grad n an einer Stelle z):

5 7
§n2 + 3" +1 Gleitpunktoperationen

(falls die Differenzen = — x; (0 < i < n) vorab bestimmt werden).
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Polynominterpolation

Dividierte Differenzen

Tableau der dividierten Differenzen von f:

v | k=0|k=1|k=2| k=3 | k=4

zo | fo
fo
T f1 fo,1,2
fi2 fo,1.2,3
T2 ) f1,2,3 fo,1,2,3.4
f2.3 fi2,3.4
Zs3 f3 f2,3,4
f3.4
L4 fa
mit I ;
L R 11,212,550k 20,01 5--92k—1 ]{3 > 1 .
flo,’tl,“.,zk :Eik — fljio ( = )
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Polynominterpolation

Newton-Darstellung

Mit Hilfe der dividierten Differenzen ldsst sich das (nach Satz 1 eindeutig
bestimmte) Interpolationspolynom p in Newton-Form

p(x) = fo+ for(z —z0) + for,2(z —z0) (T —21) + - -~
ot for,..m(r—xo)(x—21) - (T — TR1)
darstellen. |
Rechenaufwand:
o Zur Bestimmung der Differenzentafel: 3(n?® +n)

Gleitpunktoperationen.

@ Zur Auswertung des Newtonschen Interpolationspolynoms mit dem
Horner-Schema [William George Horner, 1786-1837]:
3n Gleitpunktoperationen (pro Auswertungspunkt).
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Polynominterpolation

Beispiel

Beispiel 3 (vgl. Beispiele 1 und 2).
Dividierte Differenzen:

z | k=0| k=1 | k=2

-1 -1
S P
0,1 = = -1 —

_ 1
0| -1 fo2 = 23_/?_% =

f12—_—_1)=%

2 2

Das bedeutet:

p(@) =[(“D) |+ [0z - (~1)) +<m S TP SN Y
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Polynominterpolation
Interpolationsfehler

Satz 4 (Fehler der Polynominterpolation)

Die Funktion f € C"*1[a,b] werde durch das Polynom p € &2, interpoliert
an den paarweise verschiedenen Knoten {xo,x1,...,x,} C [a,b].
Dann gibt es zu jedem x € [a,b] ein & = &(z) € (a,b) mit

@) - plo) = 2 g,

Mit M, 11 := maxa<i<p | fPTD(t)| gilt fiir alle x € [a,b] die
Fehlerabschatzung

[f(z) —p(z)| <

Mn+1
ot 1)1 a2 len ()] (1)

<
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Polynominterpolation

Optimale Knoten

,Optimale” Knoten: |dee (motiviert durch Fehlerabschitzung):
Wihle Knoten a < g < 71 < - -+ < 1, < b so, dass

= t—
max [wn(f)] = le?zbﬂ‘ i

so klein wie moglich wird.
Loésung: Tschebyscheff-Knoten [Pafnutii L'vovich Tschebyscheff, 1821-1894]

$(.T):b_acos(2<n_z)+1w>+a+b
2n +2 2

3 5 (1=0,1,...,n)

mit

T)
t—x =2 < t —
Jnax H' | ( ) Jnax H' zil

fiir jede andere Wahl xg, - .., Ty, der Knoten.
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Polynominterpolation

Aquidistante und Tschebyscheff-Knoten

Knotenpolynome mit dquidistanten und Tschebyscheff-Knoten:

0.8 T
\ — - aequidistante Knoten
Iy — Tschebyscheff-Knoten
I
\
0.6 4
I
|
o
)
045 |
! \
| \
02
<l

!
-0.8 L
-1
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Polynominterpolation

Runge-Phanomen

Beispiel 4.(Runge-Phinomen?) Interpoliere an n + 1 dquidistanten Stiitzstellen

1
f(z) = i —5<x <5, (Runge-Funktion)
x

b

s 1
“W
-1

=5 o 5

1C. Runge. Uber emprirische Funktionen und die Interpolation zwischen
dquidistanten Ordinaten. Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 46 (1901) pp. 224-243
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Polynominterpolation

Runge-Phanomen

Beispiel 5. Interpoliere an n + 1 Tschebyscheff-Knoten

1
flz)=——, —5<ax<5.
1+ 22
. .
. .
. .
. .
E 5 : E 5 :
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3.5 Trigonometrische Interpolation
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Trigonometrische Interpolation

Aufgabenstellung

Seien fo, f1,..., fm—1 € Rund z; :=27j/m (j=0,1,...,m—1), d.h.

o < x1 < -+ < XTyy—1 sind dquidistante Knoten aus [0, 27).

Gesucht ist ein reelles trigonometrisches Polynom vom Grad n,

NE

th(x) = % + Y [aycos(kz) + By sin(kz)],

B
Il
—

das die m Interpolationsbedingungen

tn('x]):fjv j:()?l?"'?m_lv

erfullt. Hierbei ist

1

m
o7 falls m gerade,
M= falls m ungerade.
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Trigonometrische Interpolation

Transformation auf den (komplexen) Einheitskreis

¢:00,21) — T:={2€C:|z| =1}, x> 2z=¢e" =cosx+isinu.

Die Knoten z; gehen iiber in die m-ten Einheitswurzeln:

2mij/m 2mi/m1j j .
d(zj) =e i/ =le / V) =wl, j=0,1,...,m—1,
mit Wy, := e2mi/m — cos%7T + ¢ sin %”

Setzt man By =0 und fir k =0,1,...,n

o5 [ak} _ (o — if) _
a—k (Oék + Zﬂk)

[N

1
2

L] e

D[ =
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Trigonometrische Interpolation

Transformation auf den (komplexen) Einheitskreis

S Y A R AR Y il

so folgt

n
Z age’™ Z a2t = 27" Z a2t = 27 "pan(z)

k=—n k=—n k=—n

mit pon(2) = Y 0., apzitm = Z?Zo aj—nzl € Poy.
Wegen ‘ ‘
pan(wp,) = wiy' tn(x;)
ist die trigonometrische Interpolationsaufgabe hiermit zuriickgefiihrt auf
eine (gewdhnliche) Interpolationsaufgabe fiir (algebraische) Polynome.
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Trigonometrische Interpolation

Eigenschaften der Einheitswurzeln

Fiir die m-ten Einheitswurzeln wk, (k € Z, m € N) gelten:
; ik
(a) wh =wil = [wh] (j€2),

(b) Wk, =wk (L€ Z, ££0),

(€) k= wit,

m—1
ki _ J m, falls k=0 (modm),
) Dl = { 0, falls k+#0 (modm).
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Komplexes algebraisches Interpolationspolynom

Das komplexe (algebraische) Interpolationspolynom

m—1
k
Pm—1( chz € Pm—1
k=0

mit Pp,— 1(wm) f;eC (j=0,1,...,m — 1) besitzt die Koeffizienten

1 m—1 .
=—> fwm?,  k=01..,m-L (3)
7=0
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Komplexes algebraisches Interpolationspolynom

In Matrix-Vektor-Schreibweise

Co Jfo
€1 1 1
m :
Cm—1 fm—l
mit der Fourier-Matrix
1 1 1
-1 —m+1
—kj L wy, cewmt
Fy, = [wm J] = . .
0<k,j<m—1 : :
1 w—m+1 (}an(mfl)2
m
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Trigonometrisches Interpolationspolynom

Fiir m = 2n oder m = 2n + 1 gibt es zu beliebigen
fos f1,- -+, fm—1 € R ein reelles trigonometrisches Interpolationspolynom
n
tn(z) = =04 Z oy, cos(kz) + Besin(kz)| € 7,
k=1

vom Grad n, das die m Bedingungen

tn(2mj/m) = f; (j=0,1,...,m—1)

erfiillt. Seine Koeffizienten sind gegeben durch

9 21k
= — Z fjcos
m =

Im Fall m = 2n muss 3, = 0 gesetzt und o, halbiert werden.

m—1

bzw. B =— ijsm

] =0

27r]k

(k=0,1,...,n).
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Schnelle Fourier-Transformation

Seien {w%}’;:ol die m-ten Einheitswurzeln, (w,, := *>7/™).

Wir unterscheiden zwei grundlegende Aufgabenstellungen:

Diskrete Fourier-Analyse: Bestimme zu vorgegebenen Funktionswerten
fo,..., fm—1 € C die Koeffizienten cg, ..., cp_1 des
Interpolationspolynoms

[y

m—

p(z) = Z cjzj mit p(wfn) = fj (j=0,...,m—1).

1=

Wir wissen: Mit der Fourier-Matrix F,,, := [w;lkj]ogk,jgm_l e Cm*™ gilt

<o Jo
C1 1 fi
m .
Cm—1 fm—1
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3.6 Die FFT
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Schnelle Fourier-Transformation

Diskrete Fourier-Synthese (inverse Aufgabe): Bestimme zu vorgebenen
Koeffizienten ¢, ..., ¢p—1 € C die Funktionswerte fo, ..., f;,—1 des
Polynoms p(z) = 2™ ' ¢;27 an den m-ten Einheitswurzeln 9, ... w™ 1.

j=0 Cj
Offensichtlich:

Jo co
fi 1
fm—l Cm—1

mit der Matrix W,,, := [wfr{]ogk,jgm—l =FH(=F,) eCcm™m,
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Schnelle Fourier-Transformation

Lemma 8
Fiir die Fourier-Matrix F,, = [w;kj]ogk,jgm_l € Cm*™ gelten:
(a) E) = F,, (aber FH +£ F,, fiir m > 2),

(b) FHE,, =ml,, d.h. die Spalten von F,, sind orthogonal und besitzen
alle die Euklid-Norm +/m.

(c) Fpyt=2LFH =1F

Die ,,naive” Berechnung einer Fourier-Transformation (Matrix-Vektor
Produkt mit F,,,/m bzw. W,,) erfordert offenbar O(m?) komplexe
Multiplikationen. Bei Anwendung der schnellen Fourier-Transformation
(FFT) reduziert sich dieser Aufwand auf O(mlogm)?

2 James William Cooley(¥1926) and John Wilder Tukey (1915-2000): An algorithm
for the machine calculation of complex Fourier series, Math. Comp. 19, 297-301 (1965).
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Schnelle Fourier-Transformation

Wir setzen (aus schreibtechnischen Griinden) im Folgenden

) 2 2
Con 2= Wy = € 2™/™ = cos <—7T> — 7sin (—W) ,
m m

so dass F,,, = [Cﬁ]0§k7j§m_1. AuBerdem sei m gerade.

Die Idee der FFT (fiir m =8): Mit ¢ := (g ist

M 1 1 1 1 1 1 17
1 ¢ ¢ ¢ ¢t ¢
1 C2 C4 C6 CS ClO C12 C14
1 C?) CG C9 412 415 C18 €21
Fg = 1 C4 Cs <12 <16 <20 C24 C28
1 C5 CIO C15 CQO <25 €30 C35
1 CG <-12 4-18 4-24 <30 C36 C42
_1 C7 C14 C21 CQS C35 C42 <49_
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Schnelle Fourier-Transformation

Wegen ¢& =1, d.h. ¢/ = ¢*¥, wenn j — k (ohne Rest) durch 8 teilbar ist,
folgt

1 1 1 1 1 1 1 17
1 ¢ ¢ ¢ ¢t ¢
1¢2 ¢t ¢® 1 ¢2o¢t ¢
1 ¢ ¢® ¢ ¢t e
1 ¢t 1 ¢t 1 ¢t 1 ¢t
L ¢ ¢ ¢ ¢t ¢ ¢t e
1¢o ¢t ¢z o1 ¢ ¢t
1 ¢t ¢ ¢t B¢
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Schnelle Fourier-Transformation

Jetzt nummerieren wir die Zeilen von Fy um: zuerst werden die mit
geradem (0,2,4,6), danach die mit ungeradem Index (1,3,5,7) gezahlt. Die
zugehdrige Pemutationsmatrix wird mit P bezeichnet.

rT1 01 1 1)1 1 1 17

L¢2 ¢t ¢l ¢3¢t (¢

1 ¢t 1 1ot ¢
P — 1 ¢o ¢t 21 ¢85 ¢t | [Bia Bia
STUT ¢ & E¢T T T T B B

1 ¢ ¢ ¢t ¢ ¢

¢ ¢ ¢t ¢ ¢ ¢

L1 ¢" ¢ Gt ¢t
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Schnelle Fourier-Transformation

Wir untersuchen die einzelnen Blocke: Wegen ¢ = (g ist (% = (4, d.h.

1 1 1 1
1 2 3
LG @ d

Aus den Spalten 0,1,2 bzw. 3 von By 1 ,klammern™ wir ¢0, ¢t ¢? bzw. ¢3

naus :

1 1 1 1 1 0 0 O
¢ ¢t fLjo¢ o of_
BQvl_ 1 <4 1 C4 0 0 <2 0 _F4D4-
1 C6 <4 C2 00 0 <3
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Schnelle Fourier-Transformation

Analog:
1 1 1 17[¢* 0 0 0
1¢2 ¢t ¢°L[o ¢ 0 0

Bra=ly &1 @l fo o ¢ of = PEPY =Dy
1 CG <-4 CQ 0 0 0 C7

Insgesamt erhalten wir

PF: = F4 F4 o F4 0 I4 I4
8~ kD, —FDy| |0 Fi||Dy —Dy|"
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Schnelle Fourier-Transformation

Seien m gerade, o die folgende (even/odd) Permutation

c=[0,2...,m—21,3,...,m—1]

und P = P, die zugehdrige Permutationsmatrix.
Dann besitzt die zeilenpermutierte Fourier-Matrix F,,, die Zerlegung

PE. — [ Fm/2 Fm/2 :| _ [Fm/Q 0 :| [Im/Q Im/2 :|
" Fm/QDm/Z - m/ZDm/2 @) Fm/2 Dm/2 _Dm/2

Dabei bezeichnet D,,, ;» die Diagonalmatrix

D, o = diag (431,4,1,” . .,4;;3/2—1) € Cm/Dx(m/2)

mit Gy, = Wny, = e 2mijm
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Schnelle Fourier-Transformation

Berechne jetzt y = F,,,x fiir ein € C™ (m gerade). Gem3R der Zerlegung von F,
aus Satz 9 unterteilen wir dies in zwei Schritte:

1. Reduktionsschritt: Berechne

Im/Z Im/2 :|
z = xr
|:Dm/2 _Dm/2

Im Fall m = 8 ergibt sich:

z2p = o + T4, 21 = 21 + s, z2 = X2 + Te, z3 =x3+ 27
2= (zo — 24), 25 = (21— 25)Cm, 26 = (T2 — 36)(2, 27 = (w3 —27)(3,

(m/2 komplexe Multiplikationen und m komplexe Additionen).

2. Teilprobleme: Berechne
Frpz(0:m/2 1) und  F,pz(m/2:m—1)

(zwei Fourier-Transformationen der Dimension m /2).
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Schnelle Fourier-Transformation

Ist m = 2P eine Zweierpotenz, so ist m /2 ebenfalls gerade und die beiden DFT der
Dimension m/2 kdnnen auf vier DFT der Dimension m /4 reduziert werden.

Der Aufwand zur Reduktion betrdgt 2 - m/4 = m/2 komplexe Multiplikationen (und
2-m/2 = m komplexe Additionen). Dieser Prozess wird solange fortgesetzt bis man
eine Multiplikation mit F),, auf m Multiplikationen mit F; = [1] reduziert hat (eine
Multiplikation mit F; erfordert offenbar keinen Aufwand).

Dieses Reduktionsverfahren heift schnelle Fourier-Transformation (FFT = Fast Fourier
Transform).

Theorem 10
Zur Durchfiihrung einer schnellen Fourier-Transformation der Ordnung m = 2P sind

%p = % logy(m)  komplexe Multiplikationen

und m logy(m) komplexe Additionen erforderlich.
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Schnelle Fourier-Transformation

Die naive Berechnung einer Fourier-Transformation der Linge m = 2P
durch F,,x erfordert also 2°! /p-mal mehr Multiplikationen als ihre
Berechnung durch FFT. Wenn z.B. fiir p = 20 die FFT-Version eine
Sekunde bendtigt, so bendtigt F,,,x etwa 29 Stunden.

Verbleibendes Problem: Bestimmt man y = F),,x durch FFT, so erhilt
man zunichst eine permutierte Version y = QQy von y mit einer
Permutationsmatrix Q € R™*™,

Es gilt: Besitzt fiir m = 2P der Index i € {0,1,...,m — 1} die
Bindrdarstellung

1= bp_12p_1 +--+ 6222 4+ 012 + by =: [bp_l ... b by bo]g, und ist

(i) :=[bobr by ... bp_1]2 = bo2P 1 + b12P7% 4 5e2P 3 4 4 by
(bit reversal), dann gelten
Yi = Uri) und Y =y

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11/2: Numerik Sommersemester 2013 89 / 90



Inhalt

O AbschlieRBende Bemerkungen

Oliver Ernst (Numerische Mathematik) Mathematik 11/2: Numerik Sommersemester 2013 90 / 90



	Einleitung
	Computer-Arithmetik und Fehleranalyse
	Ein Beispiel
	Gleitpunktzahlen
	Rundung
	Gleitpunktarithmetik
	Numerische Stabilität und Fehleranalyse

	Schnelle Fourier-Transformation
	Vorbemerkungen
	Überblick Fourier-Analyse
	Die diskrete Fourier-Transformation
	Interpolation
	Trigonometrische Interpolation
	Die FFT

	Abschließende Bemerkungen

