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0. Prolog

Stichpunkte. Modellierung, Diffusions- und Warmeleitungsgleichung, gewohnliche Differentialgleichungen, lineare
partielle Differentialgleichungen, homogen vs. inhomogen, Beispiel von Lewy, Inhalte der Vorlesung

Eine partielle Differentialgleichung driickt Zusammenhinge zwischen einer unbekannten Funktion,
mit mehreren Verdnderlichen, und ihren partiellen Ableitungen aus. Ein Beispiel ist die sogenannte
Diffusions- oder Wirmeleitungsgleichung fiir eine offene Menge Q) C R%:

oru(x,t) — Au(x, t) = f(x,t), (xt) € QxR

Die Aufgabe besteht darin, bei gegebener rechter Seite f : (3 x R — R eine Funktion u : O x R —+ R
zu finden, die die Gleichung erfiillt. Hierbei nennt man x = (x1,...,x;) € Q oft die Orts- und t € R
die Zeitvariable. Ferner ist

92 02

E),g::2 und A:=A,:= +...+

= — 4. 4= ...+
ot 9x3 95 1t

Man nennt A den (auf der Ortsvariablen wirkenden) Laplace-Operator.*
— Modellierung von partiellen Differentialgleichungen —

Wir wollen uns im Folgenden anhand der Diffusionsgleichung einmal exemplarisch ansehen, wie
partielle Differentialgleichungen bei der Modellierung (z.B.) physikalischer Phanomene zustande
kommen. Auf saubere mathematische Begriindungen werden wir hierbei vorerst verzichten. Betrach-
ten wir dazu den Transport eines Stoffes durch ein Gebiet QO C RY, etwa die Ausbreitung von Tinte in
einem Wasserglas. Mit u(x, t) bezeichnen wir die Dichte des Stoffes zum Zeitpunkt t am Ort x € Q).
Ist B C () eine Kugel, so ist die Masse des Stoffes in B zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch

M(t) = /B u(x,t) dx.2

Fiir die Massendifferenz M(t + h) — M(t), also die Anderung der Masse vom Zeitpunkt ¢ zum
Zeitpunkt t + h, erhalten wir dann mit dem Massenerhaltungssatz folgende Bilanzgleichung:

M(t + h) — M(t) = Zustrom iiber 0B — Abfluss tiber dB 4+ Quellen in B — Senken in B.

Den Zu- und Abfluss des Stoffes durch den Rand 9B driicken wir durch eine (je nach Modell
verschieden zu wihlende) Flussfunktion ¢ = (¢y,...,¢;) : Q x R — R? aus. Dies bedeutet, dass
der Fluss des Stoffes durch ein kleines Flichenstiick F C 9B, mit z € F, im Zeitintervall [t,t + }]
ndherungsweise gegeben ist durch

h - ( Fluss in z senkrecht zu F) - ( Flicheninhalt von F) = h - (¢(z,t),v(z)) - o(F).

Hierbei bezeichnet v(z) die duflere Normale an B im Punkte z und o ist das Oberflichenmaf auf dB,
vergleiche Anhang A.1. Ferner ist (., . ) das euklidische Skalarprodukt im R,
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Die im Zeitintervall [t, t + h] durch die Oberfldche von B auf- bzw. abgegebene Stoffmenge ist damit

gegeben durch h
_/tt+ (/aB<¢<Z;S),1/(Z>>d0'(Z)> s,

Das Minuszeichen ist hier unserer Wahl von v als der dufSeren Normalen geschuldet (wenn die
Integrale positiv sind, nimmt die Stoffmenge in B ab).

Nun driicken wir noch analog moégliche Quellen oder Senken durch eine Funktion f : 3 x R — R

aus, die angibt, wie viel des Stoffes pro Zeit- und Volumeneinheit in () erzeugt bzw. vernichtet wird.

Aus der Bilanzgleichung folgt dann insgesamt:

M(t+h)—M(t) = — /tt+h </BB(q)(z,s),v(z)> da(z)) ds + /tt+h (/Bf(x,s) dx) ds.

Teilen wir diese Gleichung durch h und lassen wir h gegen 0 gehen, so folgt unter Verwendung der
Formel fiir M(t) und mittels Vertauschung von Ableitung und Integral

;tM(t) :/Batu(x,t) dx — —/BB<go(z,t),1/(z)> da(z)+/Bf(x,t) dx.

Nun besagt der Divergenzsatz, siehe Anhang A.1, dass
/ (0(z,8),v(2)) do(z) = / div g (x, ) dx,
9B B

wobei div ¢ := div, ¢ := Y%, 9;¢; (d.h. wir betrachten die Divergenz in Bezug auf die Ortsvariable
x). Aus der vorherigen Gleichung erhalten wir also

/atu(x,t) dx = — / div ¢(x, t) dx +/f(x,t) dx
B B B
beziehungsweise
/ (Bru(x, ) + div p(x, £)) dx = / Flx, ) dx.
B B
Da dies fiir jede Kugel B C () gelten muss, folgt schliefslich
oru(x,t) +dive(x, t) = f(x, ).
In vielen Féllen ist es sinnvoll, anzunehmen, dass der Fluss proportional zum Gradienten
Vu=Vu=(o1u,.. .,adu)T

ist, aber in die entgegengesetzte Richtung zeigt (Fluss von dichten Mengen zu weniger dichten
Mengen). Setzen wir also zum Beispiel ¢(x,t) = —Vu(x,t), so folgt

oru(x,t) —div(Vu(x,t)) = f(x,t).

Ubung



o. Prolog 3

Wegen A := 8% +...+ aé = div V erhalten wir schliefilich die Diffusions- bzw. Warmeleitungsglei-
chung
dru(x, t) — Au(x, t) = f(x,t).

Der Name Wirmeleitungsgleichung ist der Tatsache geschuldet, dass die Gleichung auch beschreibt,
wie sich die Temperatur in einem Korper mit der Zeit entwickelt.

— Partielle vs. gewohnliche Differentialgleichungen —

Bevor wir weiter iiber partielle Differentialgleichungen sprechen, wollen wir kurz an ein paar
Resultate iiber gewohnliche Differentialgleichungen erinnern. Hier geht es bekanntlich darum, eine
unbekannte Funktion von nur einer Verdanderlichen zu finden, die in einer gewissen Relation zu
endlich vielen ihrer Ableitungen steht.

Als erstes halten wir fest, dass jede skalare gewthnliche Differentialgleichung der Ordnung n auf ein
System von n Gleichungen erster Ordnung reduziert werden kann. Betrachten wir nun so ein System
mit einer vorgegebenen Anfangsbedingung:

' (t) =F(t,o(t)) und o(ty) =x ()

mit F: R x R" — R” und (fp, xp) € R x R". Dann besagt der

* Satz von Peano?, dass (x) im Falle eines stetigen F stets eine lokale (d.h. in einer Umgebung
von t( definierte) Losung v € Cl(I ;R") besitzt, und

* der Satz von Picard-Lindel6f*, dass (%) sogar eine eindeutige maximale Losung vUmax €
C!(Imax; R") besitzt, falls die stetige Funktion F im 2. Argument eine lokale Lipschitz-Bedingung
erfiillt.

Handelt es sich dartiber hinaus um eine lineare gewohnliche Differentialgleichung mit zugehorigem
Anfangswertproblem

v'(t) = A(t)o(t) +b(t) und o(tg) =x0  (x%)

mit stetigen A : R — R"”" und b : R — R", so folgt

* aus dem Satz von Picard-Lindelof sofort, dass (x%) eine eindeutige (wie man zeigen kann auf
ganz R definierte) maximale Losung besitzt, und

e die Losungsmenge L := L(A, b) von (**) bildet einen n-dimensionalen affinen Unterraum von
C!(R;R"). Genauer ist Ly := L(A,0) C C}(R,R") ein n-dimensionaler Unterraum und fiir ein
beliebiges v, € L gilt L = v, + Lo.

Fazit des Riickblicks: Gewohnliche Differentialgleichungen besitzen eine gut ausgearbeitete allge-
meine Theorie.

Gibt es eine dhnliche allgemeine Theorie fiir partielle Differentialgleichungen? Werfen wir dazu nur
einmal einen Blick auf den linearen Fall.

Definition 0.1. (i) Wir setzen

fiir einen Multiindex & = (ay,...,4) € INZ. Hierbei ist 0% := u und die Ordnung von « ist
definiert als |a| := a1 + ... + ay.
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(i) Es sei QO C R? offen. Ferner sei m € IN und fiir jedes « € INZ mit |a| < m sei eine stetige
Funktion a, € C(Q) gegeben. Weiterhin existiere mindestens ein ay € IN{, mit |ag| = m, und ein
xo € Q) mit a,,(x9) # 0. Dann nennen wir die lineare Abbildung

L:C"(Q) = C(Q), (Lu)(x):= ) aa(x)0"u(x)

|a| <m

einen linearen partiellen Differentialoperator der Ordnung m auf Q). Ist ferner f € C(Q))
gegeben, so nennt man die Gleichungen

Lu=0 bzw. Lu=f (% *)

die zugehorige homogene bzw. inhomogene lineare partielle Differentialgleichung. Eine
klassische Losung dieser Gleichungen ist eine Funktion u € C"(Q), die die jeweilige Gleichung
auf ganz () erfiillt, d.h. im homogenen Fall etwa

VieQ: (Lu)(x)= Y aa(x)d%u(x) = 0.

la|<m

Bemerkung 0.2. (i) Wir werden spéter noch weitere Losungsbegriffe kennenlernen (schwache
bzw. distributionelle Losungen).

(ii) Der Losungsraum Ly := Ker(L) der homogenen Gleichung ist ein linearer Unterraum von
C"(Q)) und ist u, € C" () eine Losung der inhomogenen Gleichung, so gilt £ = u, + L fiir die
Losungsmenge der inhomogenen Gleichung. D.h. um alle Losungen der inhomogenen Gleichung
zu erhalten, geniigt es, eine Losung der inhomogenen und alle Losungen der homogenen
Gleichung zu finden.

Beispiel 0.3. Schreiben wir die Elemente von R?*! = R? x R als (x1,...,x4,t) so erhalten wir
den Wirmeleitungsoperator L = d; — A, mit der Wahl folgender konstanter Funktionen a,:

1, falls « = (0,...,0,1)
a, =< —1, fallsa € {(2,0,...,0),...,(0,...,2,0)}
0, sonst

Wie sieht es nun mit einer allgemeinen Losungstheorie fiir die Gleichungen (% x x) aus? Leider
schlecht!

* Lewy (bzw. Tréves)> haben gezeigt, dass es einen linearen partiellen Differentialoperator L mit
glatten Koeffizienten-Funktionen 4, € C*(IRY) gibt, so dass die Gleichung Lu = f fiir gewisse
glatte rechte Seiten f € C*(IR¥) keine klassischen (lokalen oder globalen) Losungen besitzt. ¢

Wir konnen also keine analogen Existenzresultate wie die Siatze von Peano und Picard-Lindelof fiir
partielle Differentialgleichungen erwarten. Und auch bei der Eindeutigkeit von Losungen sieht die
Welt bei partiellen Differentialgleichungen deutlich anders aus.

Beispiel 0.4. Betrachten wir dazu auf R? die lineare homogene partielle Differentialgleichung
erster Ordnung

Tmu<x1'x2) =0.
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Dann ist u € C!(IR?) genau dann eine klassische Losung, wenn u die Gestalt

u(xy, x2) = g(x2)

fiir eine beliebige stetig differenzierbare Funktion g : R — R hat. Insbesondere ist der Losungs-
raum £ also ein unendlich-dimensionaler Unterraum von C!(IR?). Um eine eindeutige Losung
zu erhalten, miissen wir die Werte der Losung (beispielsweise) auf ganz {0} x R vorgeben.

Man vergleiche dies mit der Losung v der homogenen linearen gewohnlichen Differentialgleichung

erster Ordnung, v'(t) = A(t)v(t), die schon durch die Vorgabe v(ty) = x eindeutig spezifiziert
wird.

— Das Studium von partiellen Differentialgleichungen —

Da eine allgemeine Theorie nicht existiert, hat es sich als sinnvoll herausgestellt, partielle Differential-
gleichungen in gewisse Klassen einzuteilen und zu versuchen, nur fiir diese Klassen eine Theorie zu
entwickeln. Zunéchst unterscheidet man zwischen linearen (wie oben definiert) und nicht-linearen
Gleichungen, wie z.B. der Eikonal-Gleichung

(O1u(x))? + ...+ (Qqu(x))* =1, x=(x,...,x%) € QCR?

aus der geometrischen Optik. In dieser Vorlesung werden wir uns nur mit linearen partiellen
Differentialgleichungen beschiftigen.

Die linearen Gleichungen werden nun noch weiter unterteilt: Die wohl wichtigsten Klassen bilden
dabei die sogenannten

¢ elliptischen, parabolischen und hyperbolischen linearen partiellen Differentialgleichungen.

Auch in dieser Vorlesung werden wir uns auf diese Klassen konzentrieren (und spéter insbesondere
auch angeben, wie sie genau definiert sind). Mehr noch, in dieser Vorlesung werden wir uns fiir jede
dieser Klassen nur den wichtigsten Vertreter vornehmen, namlich

* die elliptische Laplace-Gleichung Au = 0 bzw. die Poisson-Gleichung” Au = f,
e die parabolische Wiarmeleitungsgleichung o;u — Au = f, und
* die hyperbolische Wellengleichung 0?u — Au = f.

In der ersten Halfte der Vorlesung werden wir uns intensiv mit diesen Gleichungen beschiftigen
und ihre klassischen Losungen studieren. Hierzu benétigen wir als Vorwissen nur einige Resultate
aus der Vektoranalysis, an die wir im Laufe der Vorlesung erinnern werden.

In der zweiten Halfte der Vorlesung gehen wir dann tiber den klassischen Losungsbegriff hinaus und
studieren auch sogenannte schwache und distributionelle Losungen. Dies sind Losungen, die nicht
mehr im klassischen sondern nur noch in einem verallgemeinerten Sinne differenzierbar sind. Die
Betrachtung von solchen Losungen hat sich als sehr fruchtbar herausgestellt und 6ffnet insbesondere
die Moglichkeit, abstrakte Werkzeuge aus der Hilbert-Raum-Theorie und der Funktionalanalysis
zum Studium von partielle Differentialgleichungen einzusetzen.

—Ende VL 1—



Teil |.

Klassische Theorie
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1. Harmonische Funktionen

Stichpunkte. Laplace-Gleichung, harmonische Funktionen, Mittelwerteigenschaft (MWE), Faltungen, Glattungskerne,
MWE = glatt, subharmonische Funktionen, Maximumprinzipien, Harnacksche Ungleichung, Satz von Liouville,
Harnacksches Prinzip

Betrachten wir die homogene Wirmeleitungsgleichung mit einer Funktion v(x,t) = u(x), die nicht
von der Zeit t abhdngt, so gilt

orv(x,t) —Av(x,t) =0 <& Au(x) =0.
Die sogenannte Laplace-Gleichung Au = 0 beschreibt also (u.a.) die zeitlich stationdren Losungen

der homogenen Warmeleitungsgleichung.

Definition 1.1. Es sei Q C R? offen (und nicht-leer). Die klassischen Losungen u € C2(Q) der
Laplace-Gleichung auf () werden harmonische Funktionen auf () genannt. Fiir diese gilt also

d
VxeQ: Au(x) =Y ogu(x) =0.
k=1
Die Menge aller harmonischen Funktionen auf () bezeichnen wir auch mit 1(Q2).

Bemerkung 1.2. (i) Da der Laplace-Operator A : C2(Q)) — C(Q) linear ist, ist #(Q)) = Ker(A)
ein linearer Unterraum von C?(Q).

(ii) Im Falle d = 1 handelt es sich bei der Laplace-Gleichung um die gewohnliche Differential-
gleichung u” = 0, die wir einfach durch Integration losen kénnen. Im Folgenden liegt der Fokus
daher auf dem Fall 4 > 2.

Die Laplace-Gleichung ist die erste partielle Differentialgleichung, die wir in dieser Vorlesung
detaillierter untersuchen wollen. Dabei sind etwa folgende Fragen von Interesse:

* Gibt es Losungen?

e Unter welchen zusétzlichen Bedingungen sind Losungen eindeutig?

¢ Konnen wir die Losungen explizit beschreiben? Gibt es Losungsformeln?

e Koénnen wir (auch ohne Losungsformel) Eigenschaften der Losungen angeben?

Die erste Frage kénnen wir fiir die Laplace-Gleichung sofort beantworten.

Beispiel 1.3. (i) Jede affin-lineare Funktion ist harmonisch. Dabei heifit u : O € R? — R
affin-linear, falls 2 € R? und b € R existieren, so dass

u(x) = (a,x)+b=ayx;+... +azx;+b, xcR%

(ii) In der Ubung zeigen Sie, dass die auf R? \ {0} radialsymmetrischen harmonischen Funktio-

Ubun g
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nen (deren Wert an der Stelle x also nur von |x| abhdngt) genau die Funktionen

) a+bln(|x|) , fallsd =2
uw:RN\ {0} >R,  u(x)= HM% , fallsd >3

sind, wobei a,b € R frei gewdhlt werden konnen.

Der néchste Satz zeigt, dass man die harmonischen Funktionen im zweidimensionalen Fall prézise
charakterisieren kann.

Satz 1.4. Sei O C R? = C offen. Dann ist u : QO — R genau dann harmonisch, wenn u lokal der
Realteil einer holomorphen Funktion ist. Letzteres bedeutet, dass fiir alle p € () eine offene Kugel
B(p,r) € O und eine holomorphe Funktion f : B(p,r) — C existiert, so dass u|p(,,) = Re(f).

Beweis. In der Ubung. O

Da holomorphe Funktionen glatt (d.h. beliebig oft komplex differenzierbar) und sogar analytisch
sind, erhalten wir hieraus noch eine Folgerung.

Korollar 1.5. Sei Q C R? offen. Dann ist jede harmonische Funktion u € 1(Q)) glatt (und sogar
reell-analytisch).

Aufgrund von Satz 1.4 haben harmonische Funktionen im zweidimensionalen Fall also viele Eigen-
schaften mit holomorphen Funktionen gemeinsam. Im restlichen Teil dieses Abschnitts wollen wir
nun zeigen, dass dies tatsdchlich in jeder Dimension der Fall ist. Dazu miissen wir zundchst an ein
paar Dinge erinnern.

Erinnerung 1.6. (i) Fiir x € R? und r > 0 sind

B(x,r):={y€R¥: |x—y| <r} und Blxr]:={yeR?:|x—y|<r}
1/2
die offene bzw. abgeschlossene Kugel um x mit Radius r. Hier ist |x| := ():zzl x%) die euklidische Norm von x.

(ii) Transformationsformel fiir Sphiren und Kugeln: Ist f : B[x,7] C R — R stetig, so gilt

/B<x’r)f(1/) dy = T’d/ f(x+rz)dz und f(z) do(z) = ,,dfl/ F(x +r&) do(?).

B(0,1) 9B(x,r) 9B(0,1)

Hierbei schreiben wir (wie im Prolog erwahnt) einfach dy statt dA%(y), usw. Ferner ist o das Oberflichenmaf auf den
entsprechenden Sphéren, siehe Anhang A.1.

(iii) Schichtintegration: Ist f : B[x,7] C R — R stetig, so gilt

-/B<x,r>f b= /0 (/am,s)f & MZ)) ds.

(iv) Fiir das d-dimensionale Volumen bzw. die (d — 1)-dimensionale Oberfliche der Einheitskugel in R? setzen wir
wyg:=A(B(0,1)) und 0y_q:=0c(dB(0,1)).

Dann folgt aus (ii) mit der Wahl f =1, dass
A (B(x,7)) = rlwy, c(3B(x, 7)) = r* o4

. N . d/2
und aus (iii) folgt damit wy; = %. Weiterhin erinnern wir daran, dass w; = m

Ubun g
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Fiir die weitere Untersuchung der Laplace-Gleichung miissen wir nun sphérische und Kugelmittel
von Funktionen betrachten.

Definition 1.7. Es sei Q C R¥ offen, u € C(Q),x € Q und ry > 0 so gewihlt, dass Blx, ry] C Q.
Ferner sei 0 < r < rg.
(i) Wir definieren S,(x,0) := u(x) und

- 1
1,

G,z 7) = ]gBW) u(E) do(§) /a CIGE LA

genannt das sphirische Mittel von u auf dB[x, r].

(i) Wir definieren K, (x,0) := u(x) und
1
Ky(x,r):= ][ u(y) dy := d/ u(y) dy, r>0,
B(x,r) r“wy B(x,r)

genannt das Kugelmittel von u auf B(x,r).

o

S'F (X l‘()

Bemerkung 1.8. Die Transformationsformeln fiir Sphidren und Kugeln nehmen mit der f-
Notation folgende Form an:

]{3(“) u(y) dy = ]i(o,l) u(x+rz)dz und ]gB(x,r) u(z) do(z) = ][ u(x + 1) do(€).

9B(0,1)

Das néchste Resultat zeigt, warum sphérische Mittel bei der Untersuchung des Laplace-Operators
helfen kénnen.

Lemma 1.9. Es sei O C R? offen und u € C™(Q) fiir ein m € INy. Ferner sei x € Q und rg > 0
so gewdhlt, dass B[x, o] C Q.

(i) Die Abbildungen [0,79] > ¥ — S,(x,7) € Rund [0,79] > r — Ky(x,7) € R sind stetig. Im
Falle m > 1 sind sie auch m-mal stetig differenzierbar.

(i) Ist u € C2(Q), so gilt

0:Su(x,r) = %KAu(x,r), 0<r<r

und o
Au(x) = lim — (Su(x,7) —u(x)).

r—0 1

Bemerkung 1.10. Die letzte Gleichung zeigt, dass Au(x) (bis auf einen Skalierungsfaktor)
ungefahr angibt, wie weit u auf kleinen Sphédren um x im Mittel von u(x) abweicht. Dies liefert
eine weitere anschauliche Interpretation der Warmeleitungsgleichung d;v(x, t) = A,v(x,t). Ist
die mittlere Temperatur v(., ) auf kleinen Sphédren um x grofer als die Temperatur v(x, t) in x,
so gilt nach vorheriger Formel, dass 0;v(x, t) = Ayv(x,t) > 0, d.h. die Temperatur in x wird im
nichsten Moment ansteigen. Das macht Sinn!
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Beweis (von Lemma 1.9). (i) Wegen Bemerkung 1.8 gilt
Su(x,1) = ][ u(x+rg)do(¢), 0<r <.
B(0,1)

Damit folgt die behauptete Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit von r — S, (x,r) aus dem Satz
tiber die Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit von Parameterintegralen (vergleiche Korollar A.2.2),

denn die Funktion
f:0B(0,1) x [0,r0] = R, f(& 1) :=u(x+rd)

ist genauso wie (im Falle m > 1) die partiellen Ableitungen 8’; f, mit 1 < k < m, stetig. Analog
argumentiert man fiir das Kugelmittel.

(ii) Mit dem Argument in Teil (i) darf man Ableitung und Integral vertauschen und erhalt

d
8,5u(x,7) = ]gB(m) 2 (x +1€) do (&) :f (Vu(x +18),8) do(?)

dr 3B(0,1)
ML (V) ) de@) = (Vu(),v(@) do(a)
9B(x,r) r dB(x,r)
v(@)=2=x
~

Also folgt mit dem Divergenzsatz (Satz A.1.1), dass

1 1

0;Su(x,r) = 7‘1_1@11/3(“) div(Vu(y)) dy = M/B(xr) Au(y) dy

r r
— — Au(y) dy = < Kau(x, 7).
d]i(m (v) dy ¥ su(X,7)

Im Folgenden schreiben wir S(r) := S,(x,r). Dann folgt aus der vorherigen Rechnung, dass
S’(0) = 0 und genauso

. S'(r)y=5'0) .. S'(r) 1. () 1 1
" . — — ¥ —
§"(0) = lg% — lg% . 7 15% Kay(x,7) dKAu(x,O) dAu(x).
Aber nach dem Satz von Taylor gilt
1 , S"(0) ,\ .. S(r)—u(x) 1
—}1_%72 (S(r)—S(O)—S (O)r—Tr —11_% T—ﬁAu(x) ,
was den Beweis von Teil (ii) beschlieft. O

Teil (ii) des vorherigen Lemmas zeigt, dass # harmonisch ist, falls # mit seinen sphéarischen Mittel-
werten tibereinstimmt (d.h. S, (x, ) = u(x)). Tatsdchlich konnen harmonische Funktionen auf diese
Weise sogar charakterisiert werden.



1. Harmonische Funktionen 11

Satz 1.11. Sei QO C R offen.
(a) Fur u € C(Q) sind dquivalent:
(i) Fir alle x € Q und r > 0 mit B[x,r] C Q gilt u(x) = S,(x,7).
(ii) Fiir alle x € Q und r > 0 mit B[x, 7] C Q gilt u(x) = K, (x, 7).

Liegt eine (und dann beide) dieser Eigenschaften vor, so sagt man u besitze die Mittelwert-
eigenschaft auf Q).

(b) Im Falle u € C?(Q) sind ferner dquivalent:
(i) u hat die Mittelwerteigenschaft auf Q).
(ii) u € h(Q).

Beweis. (a) Dies ist eine Ubungsaufgabe.

(b) (i) = (ii): Aus Lemma 1.9, Teil (ii), folgt

(ii) = (i): Sei x € Q) und Blx, 9] C Q. Ist u harmonisch, also Au = 0 auf (), so ist auch das
Kugelmittel K, (x,7) = 0 ftir alle 0 < r < ro. Aus Lemma 1.9, Teil (ii), folgt

0rSu(x,1) = %KAM(XI r)=0, 0<r<r,

d.h. r — S, (x,r) ist auf [0, r¢] konstant. Also folgt S, (x,7) = S, (x,0) = u(x) fir alle 0 < r <
ro.

(I

Wir wollen als nédchstes zeigen, dass stetige Funktionen mit der Mittelwerteigenschaft, und damit
insbesondere auch harmonische Funktionen, automatisch beliebig oft differenzierbar sind. Damit
wird die Aquivalenz aus Teil (b) des obigen Satzes dann sogar schon im Falle u € C(Q) gelten. Als
Vorarbeit hierzu miissen wir uns allerdings zundchst etwas mit Faltungen befassen. Diese werden es
erlauben, nicht-differenzierbare Funktionen zu glitten.

Erinnerung 1.12. Sei ) C R offen.

(i) Der Trdger einer Funktion ¢ : () — R ist gegeben durch

supp(g) := {x € Q: 9(x) £0}  C Q.

Man beachte, dass der topologische Abschluss hier in Bezug auf () gebildet wird (d.h. zum Beispiel, dass fiir
¢:(-1,1) > R, ¢(x) =1— |x| gilt, dass supp(¢) = (—1,1) und nicht [—1,1]).

(i) Es sei 1°(QY) := {¢ : Q@ — R messbar | || ¢||,, :=sup,cq [¢(x)] < oo}' und
12(Q) == {9 €1(Q) : supp(¢) C O kompakt }.
Diese beschrinkten Funktionen mit kompaktem Tridger in ) verschwinden also aufierhalb einer kompakten

Teilmenge von Q). Insbesondere gilt fir ¢ € I°(Q), dass ¢ = 0 in einer Umgebung von 9Q). > Schlieflich setzen wir
noch

Ce(Q) :=CUO) :=1°(Q)NC(Q) und CKQ):=C(Q)NCQ), keNU{w}
(iii) Eine messbare Funktion f : () — R heiBt lokal integrierbar, falls [; [f(x)| dx < oo fiir alle kompakten
Teilmengen K C Q). Die Menge aller dieser Funktionen bezeichnen wir mit £11"C(Q).

Ubung

—Ende VL 2—



1. Harmonische Funktionen 12

Vereinbarung 1.13. Jede Funktion f € [®°(Q) kann man mittels f(x) := 0 fir x € R\ Q zu
einer Funktion f € I°(R?) fortsetzen. Dies werden wir im Folgenden stets stillschweigend so
handhaben. Insbesondere gilt auf diese Weise fiir O C U C R? offen, dass

und genauso

Nun sei R > 0, ¢ € I(B(0,R)) und f € L£¢(Q). Wir mochten die sogenannte Faltung (¢ * f)(x)
fir x € ) gerne wie folgt definieren

(@ f)(x /qvx— y)dy.  (*)

Was passiert hier?
* Die Abbildung Q) 5 y — ¢(x — y) ist nun ein Element von [&°(B(x, R)).

 Das Integral in (x) ist also ein mittels ¢(x — .) gewichteter Mittelwert von f auf B(x,r).

$ g(x-.)
/) N
7 J U
B AV 4

e Ist Blx,r] C (), so ist das Integral in (%) definiert, denn da f auf Q) lokal integrierbar ist, gilt

/ lP(x=y)f )] dy = / )f(y)] dy < H(PHoo/M [f ()| dy < 0.

e Ist andererseits B[x, 7] N Q)° # @, so muss das Integral nicht endlich sein, da f in Umgebungen
von d() nicht integrierbar sein muss.

Q‘ﬁ S 18beplploly o @ sin!

)R
* Wir betrachten daher im Folgenden die Faltung nur auf der offenen Menge
Qr :={x € Q:B[x,R] C O} = {x € O :dist(x,000) > R}.

Man beachte, dass Qg = @ gelten kann. Im Falle () = R, andererseits, gilt fiir jedes R > 0
auch Or = RY, d.h. in diesem Fall kann die Faltung auf ganz R¥ definiert werden.

Lr
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Damit ist die folgende Definition nun hinreichend erklart.

Definition 1.14. Sei QO C RY offen und nicht-leer. Fiir ¢ € I2°(B(0,R)) und f € £1°(Q) definieren
wir die Faltung ¢ * f : Qr — R als

(o= f)(x /(px— y)dy, x¢€ Qg.
Fiir den wichtigen Fall Q = R notieren wir noch folgendes Resultat.

Proposition 1.15. Fiir f € £I°(R?) und ¢ € I®(R?) kann die Faltung auf ganz R? definiert
werden, d.h. ¢ * f : R? — R. Ferner ist die Faltung in diesem Fall kommutativ, d.h. auch

f*(p:]Rd—HR, (f xp)(x /fx—
ist definiert und es gilt f x ¢ = @ * f.

Beweis. Wahlt man R > 0 mit supp(¢) C B(0, R), so ist nach obigem die Faltung auf (R%)g =
R? definiert und eine einfache Substitution zeigt

(@ f)(x /svx— y) dy = /fx—z z) dz = (f * @) (x).

O

Nun wollen wir zeigen, dass das Falten mit einer glatten Funktion eine Gliattung der Ausgangsfunk-
tion bewirkt. Durch das Mitteln mit der glatten Funktion wird der Graph von f in gewissem Sinne
glatt ,,geschmiert”.

Satz 1.16. Sei Q C RY offen, f € £¢(Q)) und ¢ € C¥(B(0,R)) fiir ein k € Ny. Dann gilt

¢xfeC"(Qr) und 3(gxf)=(2"p)*f

fiir alle & € IN? mit |a| < k.

Skizze zum Beweis von Satz 1.16

Beweis. Sei p € Qg und 0 < s < dist(p,dQr). Dann gilt B[p, R +s] C Q und B[p,s] C Qk.
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(i) Stetigkeit in p: Fur x € B[p,s] gilt B[x,R] C B[p, R+ s] C ) und somit

0N =@ D@ = |[ oa-niwar- [ qo(p—y)f(y)dy\

= / p(x —y)f(y)dy — / o(p—v)f(y)dy
B[x,R] B[p,R]

= / (p(x—y) —9(p—y)) fy) dy.
Blp,R+s]

< sup{|e(z) — @()] : |z 2| <5} S If(y)| dy.

Da f € £¢(Q) ist das letzte Integral endlich und da ¢ gleichmafig stetig ist,? konvergiert das
Supremum fiir s — 0 gegen 0, d.h. lim, (¢ * f)(x) = (¢ * f)(p)-

(i) Partielle Differenzierbarkeit in p: Es sei k > 1. Wir zeigen zundchst, dass ¢ * f in p nach
xj,1 < j < d, partiell differenzierbar ist. Sei ¢; € R der j-te Einheitsvektor und |¢| < s. Nutzen

wir, dass £ o(p +se; —y) = 0,¢(p + sej — y), folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung (HDI), dass

(9 Np+te) = (pxNH(p) = / (plp+te; =) = p(p =v) FW) dy
/%(P p+sej— y)d5>f(y)dy

Fubini <

/ 9ip(p +sej —y)f(y) dy) ds
= / ((9j@) * f) (p + se;) ds.

Wir haben in (i) gezeigt, dass der letzte Integrand stetig in s ist (denn d;¢ erfiillt die gleichen
Voraussetzungen wie ¢), d.h. eine erneute Anwendung des HDI zeigt, dass 9;(¢ * f) existiert
und dass 9;(¢ * f) = (9;¢) * f. Die allgemeine Aussage folgt nun per Induktion. O

Eine besondere Rolle werden Faltungen mit sogenannten Glattungskernen spielen.

Definition 1.17. Sei U C R? offen und nicht-leer. Eine Funktion ¢ : R? — R heifit Glittungskern
auf U, falls

peC(U), ¢>0 und p(x) dx = / p(x)dx =1.
R? u

ﬂ >]2°(

Bemerkung 1.18. In den Ubungen zeigen Sie:
e Fiir jedes U C RY offen und nicht-leer existieren zugehorige Glattungskerne.

e Glattungskerne auf B(0, R) konnen radialsymmetrisch gewdhlt werden. Ubung

Nach all diese Vorarbeiten konnen wir nun zeigen, dass stetige Funktionen mit der Mittelwerteigen-
schaft stets glatt sind.
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Satz 1.19. Sei Q C R¥ offen und u € C(Q) habe die Mittelwerteigenschaft. Dann gilt u € C®(Q).

Beweis. Sei ¢ > 0 und ¢ ein radialsymmetrischer Glattungskern auf B(0,¢), d.h. ¢(x) = p(|x|)
fiir eine Funktion p € CP(R). Dann gilt mittels Schichtintegration

= /B( y)dy = / / (é) do(¢) | ds = / p(s)o(9B(0,s)) ds

—P \CI) p(s)

Nach Satz 1.16 ist ¢ x u € C*(Q)), wobei Q¢ = {x € O : dist(x, O°) > e}. Wir zeigen nun, dass
u = @ * u auf () gilt, d.h. insbesondere ist u auf () glatt. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt daraus die
Behauptung. Also los: fiir x € Q) gilt

(¢ u)( /4) x—yu(y)dy = e(x —y)u(y) dy

Blx€]

= [ [ ex=0 w@ae@ | ds= [ o) (/ u<¢>da<c>) s
0 9B(x,s) :pﬂ?g‘)—:;(s) 0 9B(x,s)

= 041 /0g s 1p(s) <]§B( )u(C) da(C)) ds V2F u(x) - (O'd_l /0‘g s 1o(s) ds) & u(x).

Aus den Sétzen 1.19 und 1.11 erhalten wir damit die angekiindigte Verschirfung von Satz 1.11.

Korollar 1.20. Fiir u € C(Q) sind &dquivalent:
(i) u hat die Mittelwerteigenscharft.
(ii) u ist harmonisch.

In diesem Fall gilt u € C®(Q)).

Bemerkung 1.21. Jede klassische Losung u € C?(Q)) der Laplace-Gleichung Au = 0 auf () ist
also automatisch beliebig oft differenzierbar (d.h. glatt). Dies ist eine spezielle Eigenschaft des
Laplace-Operators, die man Hypoelliptizitit nennt. Wir werden darauf spéter noch einmal
zurlickkommen. Mit etwas mehr Aufwand kann man sogar zeigen, dass u in diesen Fallen nicht
nur glatt sondern sogar reell-analytisch ist. —Ende VL 3—

Wir wollen uns nun noch weiteren Eigenschaften zuwenden, die harmonische Funktionen mit
holomorphen Funktionen gemein haben. Dazu sei an den Zusammenhangsbegriff erinnert.

Erinnerung 1.22. (i) Ist M ein metrischer Raum, so heifit M zusammenhingend, falls M sich nicht als disjunkte
Vereinigung zweier nichtleerer und offener Teilmengen von M darstellen lasst. Dies ist genau dann der Fall, wenn M
und @ die einzigen Teilmengen von M sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind (warum?). Eine Teilmenge
A C M heifit zusammenhéngend, falls A mit der induzierten Metrik zusammenhéangend ist.

(ii) Ist M wegzusammenhingend, d.h. fiir alle x,y € M existiert ¢ : [0,1] — M stetig mit ¢(0) = x und ¢(1) =y,
so ist M auch zusammenhingend. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht (sie gilt aber zum Beispiel fiir offene
Teilmengen von normierten Raumen).
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Das Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen besagte:

Ist QO C C zusammenhédngend und f : ) — C eine holomorphe Funktion, so dass |f| in
p € Q) ein lokales Maximum besitzt, so muss f auf () konstant sein.

Wir wollen nun zeigen, dass auch harmonische Funktionen ein solches Maximumprinzip erfiillen.
Dies gilt sogar fiir die grofiere Klasse der subharmonischen Funktionen.

Definition 1.23. Sei Q) C R? offen. Dann nennen wir u € C(Q)) subharmonisch, falls eine der

folgenden dquivalenten Eigenschaften erfiillt ist:
(i) Fur alle x € Q und r > 0 mit Blx,r] C Q gilt u(x)

(x,7).

< Sy
(ii) Fir alle x € Q und r > 0 mit Blx, 7] C Q gilt u(x) < K, (x,7)

Hierbei sind S, und K, wie gehabt das sphédrische bzw. Kugelmittel von u. Dass die Mittelwertun-
gleichungen (MWU) (i) und (ii) dquivalent sind, sieht man analog wie in Satz 1.11.

Bemerkung 1.24. Folgende Aussagen lassen sich leicht beweisen (Ubung):

(i) Ist u € C?(Q)), so gilt
u ist subharmonisch < Au > 0.

Dies erklart den Begriff ,subharmonisch”. Insbesondere sind harmonische Funktionen auch
subharmonisch.

(ii) Ist ¢ > 0 und sind u, v € C(Q)) subharmonisch, so auch ¢ - u, u + v und max(u,v). Damit ist

etwa die Funktion
R? > (x,y) — max(x,0) € R

subharmonisch (aber nicht harmonisch!). Ubung

Im folgenden Satz bezeichnet C(Q2) die Menge der Funktionen u € C((), die sich stetig auf den
Abschluss () fortsetzen lassen. Die stetige Fortsetzung auf () wird weiterhin mit u bezeichnet.

Satz 1.25. Sei Q C RY offen und u € C(Q) subharmonisch.

(i) Schwaches Maximumprinzip: Ist Q) beschréankt und u € C(Q2), so gilt

max u(x) = max u(x).
xeﬁ x€0Q)

(ii) Starkes Maximumprinzip: Ist () zusammenhédngend und besitzt u bei xy € () ein globales
Maximum, so ist u# konstant.

Bemerkung 1.26. (a) Das schwache Maximumprinzip besagt, dass das globale Maximum von
u (auch) auf dem Rand von (2 angenommen wird, schliefit aber nicht aus, dass es auch im
Inneren von () angenommen wird. Das starke Maximumprinzip schliefSt dies aus, es sei denn u
ist konstant.

(b) Auf den Zusammenhang kann in (ii) nicht verzichtet werden: die harmonische Funktion
u:B(0,1)UB(2,1) = R mit ulggy) = 0 und u[,) = 1 erfiillt das starke Maximumprinzip
offensichtlich nicht. Auch auf die Beschranktheit von () kann in (i) im Allgemeinen nicht
verzichtet werden (Ubung). Ubung
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(c) Subharmonische Funktionen kdnnen lokale Maxima besitzen, ohne konstant zu sein. Beispiels-
weise hat die Funktion B(0,1) € (x,y) — max(x,0) in jedem Punkt (x,y) mit x < 0 ein lokales
Maximum. Dieses Beispiel zeigt auch, dass subharmonische Funktionen kein vergleichbares
Minimumprinzip erfiillen.

Ist u sogar harmonisch, so konnen wir die Maximumprinzipien auf die harmonische Funktion —u
und die subharmonische Funktion |u| = max(u, —u) anwenden und erhalten folgendes Korollar.

Korollar 1.27. Sei O C RY offen und u € h(Q).

(i) Ist Q) zusammenhédngend und besitzt u bei xy € () ein globales* Minimum oder Maximum,
so ist u konstant.

(i) Ist Q beschrankt und u € h(Q)) N C(Q), so gilt

maxu#(x) = maxu(x), minu(x) =minu(x) und max|u|(x) = max|ul(x).
xeQ x€9Q) xeQ x€90) xeQl x€90)

Nun miissen wir starkes und schwaches Maximumprinzip noch beweisen.

Beweis (von Satz 1.25). u € C(Q) sei subharmonisch.

(ii) Sei xp € Q) eine globale Maximalstelle von u und M die Menge aller globaler Maximalstellen,
dh. M:={x € Q:u(x) =u(xp)} =u1({u(xp)}). Da u stetig in Q) ist, ist M abgeschlossen in
Q). Wir wollen nun zeigen, dass M auch offen in (2 ist. Da ) nach Annahme zusammenhangend
und M auch nicht-leer ist (da xo € M), folgt dann M = ), d.h. u ist konstant.

Es sei also x € M. Wir wihlen r > 0, so dass B[x,r] C Q). Dann folgt

xEM sl

u(ro) L ux) "< f  ulw)dy,
B(x,r)
was wir schreiben konnen als
]i( () —uy) dy 0. ()

Nun ist hier aber der Integrand y — u(xp) — u(y) stetig auf B(x,r) und, nach Wahl von x,, dort
auch > 0. Daher kann (%) nur dann erfiillt sein, wenn

u(xo) —u(y) =0 also u(y) = u(xo)
fur alle y € B(x,r). Dies zeigt B(x,r) C M, d.h. M ist offen.

(i) Da sowohl 9} als au£h O kompakt sind, existieren die auftretenden Maxima und werden
angenommen. Sei xo € () mit
u(xp) := maxu(x).
xeQ)
Ist xg € 0Q), so sind wir fertig. Ist xo € ), so miissen wir x; € dQ) finden, so dass u(xg) = u(x1).
Dies geht wie folgt: Wir wéhlen x; € 92 so, dass der Punkt den Abstand von xg zu d() realisiert,
d.h.
dist(xp,0Q2) = |x1 — xo].

Dies funktioniert, da die Funktion dQ) > y — |xo — y| stetig und 0Q) kompakt ist. Setzen
wir nun r := |x1 — xo}, so gilt B(xo,r) € Q und u(x9) = sup,cpy, ) #(x), d.h. wegen (ii) ist
u|g(x,r) konstant, hat also den Wert u(xo). Da u stetig und x; € 9B(xo, ) ist, muss damit auch
u(x1) = u(xp) gelten. O
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Als letztem Thema in diesem Abschnitt wollen wir uns nun noch nicht-negativen harmonischen
Funktionen u : ) — [0, 00) zuwenden und zeigen, dass diese auf einer kompakten Teilmenge K C ()
nicht zu stark oszillieren konnen, falls () zusammenhdngend ist. Dies zeigen die sogenannten
Ungleichungen von Harnack.>

Satz 1.28 (Harnacksche Ungleichungen). Sei Q) C R? offen.

(a) Lokale Ungleichung: Ist z € O und R > 0, so dass B[z,4R] C Q, so gilt fiir alle nicht-
negativen harmonischen Funktionen u : QO — [0, c0), dass

Vx,y € B[z, R] : 37%u(y) < u(x) < 3%u(y).

(b) Globale Ungleichung: Sei (2 zusammenhingend und K C () kompakt. Dann existiert
eine Konstante C(Q), K) > 1, die nur von () und K abhingt, so dass fiir alle nicht-negativen
harmonischen Funktionen u : Q) — [0, c0) gilt, dass

Vx,y € K: <u(x) < C(Q,K)u(y).

1
cor"Y =

Beweis. (a) Sei z € Q) und B[z,4R] C Q). Da die Rollen von x und y vertauscht werden konnen,
folgt die untere Abschitzung aus der oberen, d.h. es geniigt zu zeigen, dass fiir u : ) — [0, o)
harmonisch und x,y € B[z, R]:

u(x) < 3%u(y).

Dazu beachten wir zundchst, dass aus der Dreiecksungleichung folgt, dass
B[x,R] C B[y,3R] C B[z,4R] C Q.

Mit der Mittelwerteigenschaft von u erhalten wir daher

3d
u(x) = uada:/ u(a) da
) ﬁ(x,R) @) wa(3R)? Jp(xR) @)
u>0 34

< — u(a du:3d][ u(a) da = 3%u(y).
wq(3R) /B(y,SR) (4) B(1,3R) (4) )

(b) Es geniigt erneut, nur die obere Abschdtzung zu beweisen. Ferner geniigt es, nur positive
harmonische Funktionen auf Q) zu betrachten, denn besitzt u € h(Q)),u > 0, eine Nullstelle
in zg € (), so ist u aufgrund des starken Minimumprinzips auf () sogar identisch 0 (und die
Harnack-Ungleichung damit fiir jedes C((), K) € R erfiillt). Definieren wir also die Funktion
s: Q) x Q — [0,00] via

u(x) |

s(x,y) := sup {u(y) cu € h(Q),u> 0},

so ist nun ,nur” noch zu zeigen, dass C(Q), K) := SUpP, yek s(x,y) endlich ist.
1. Schritt: s ist endlich auf Q) x Q.
Dazu fixieren wir x € () und betrachten

E,:={yeQ : s(x,y) <oo}.

Es ist zu zeigen, dass E; = () gilt. Da () zusammenhé&ngend ist, folgt dies, sobald wir gezeigt
haben, dass E, # @ und gleichzeitig offen und abgeschlossen in () ist.
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(i) Das(x,x) =1,istx € E, d.h. E; # Q.

(ii)) Nun sei z € E, und R > 0 so gewdhlt, dass B[z,4R] C ). Dann gilt mit (a), dass fiir alle
u € h(Q),u>0,und alle y € B(z,R)

ux) () @) _ oo
u(y)  u(z) u(y)
N~
<s(xz) <34
d.h.s(x,y) < 39s(x,z) < oo fiir alle y € B(z,R). Dies zeigt B(z,R) C E, und somit ist Ey
offen.
(iii) Nun sei z € EQ C O und R > 0 so gewdhlt, dass B[z,4R] C Q). Da jede offene Umgebung
von z ein Element von E, enthdlt, existiert y € E, mit

y € Blz,R] C Blz,4R] C Q.

Genau wie in (ii) sehen wir dann, dass fiir alle u € h(Q)), u > 0, gilt, dass

= . §s(x,y)-3d<00,

d.h. auch s(x,z) < 3%s(x,y) < co und z € E,. Somit gilt fxn C E,, d.h. EQ = E, und E,
ist abgeschlossen in ().

2. Schritt: Es sei (a,b) € K x K. Dann folgt aus Teil (a) und Schritt 1, dass fiir ein gentigend
kleines R > 0 und alle u € h(Q), u > 0, gilt, dass

V(x,y) € B(a,R) x B(b,R) : ux) _ ulx) ub) ula) < 3%.3%.5(a,b).

uly)  u(a) uly) wu(d)

Also ist s(x,y) < 3%s(a,b) fiir alle (x,y) aus der offenen Menge B(a,r) x B(b,r). Da das Produkt
K x K kompakt ist, wird es von endlich vielen solcher offener Mengen tiberdeckt, sagen wir von
B(ﬂl’,R,‘) X B(bl‘,Rl’),i =1,...,N. Dann gﬂt

C(Q,K):= sup s(xy) < 32 ‘max_s(aj, b;).
(x,y)EKXK i=1,.,N

O

Jede beschrankte holomorphe Funktion f : C — C muss konstant sein. Dieses aus der Funktionen-
theorie bekannte Resultat von Liouville® kénnen wir nun mittels der Harnackschen Ungleichung auf
harmonische Funktionen verallgemeinern.

Korollar 1.29 (Satz von Liouville). Sei u : R? — R harmonisch und nach oben oder unten
beschrédnkt. Dann ist u konstant.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall, dass u nach oben beschrankt ist (sonst betrachte —u), d.h.
sup, gs 4(x) =: S < . Dann ist die Funktion R? 5 x — S — u(x) harmonisch und nicht-negativ,
d.h. aus der lokalen Harnack-Ungleichung folgt

VR >0Vx,y € B[O,R]: 0<(S—u(x)) <3S —u(y)).

Da R > 0 beliebig ist, gilt die Ungleichungskette also tatséachlich fiir alle x,y € R?. Nun wihle

—Ende VL 4—
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eine Folge (¥, )nen aus R? mit u(y,) — S. Dann folgt fiir alle n € N und x € R?, dass

0<S—u(x) <3S —u(y,)).
~—_————

n—oo
—0

Schicken wir n — oo folgt S — u(x) = 0, d.h. u(x) = S fiir alle x € R". O

Aus den Ubungen wissen Sie bereits, dass der lokal gleichmiBige Grenzwert einer Folge harmo-
nischer Funktionen wieder harmonisch ist (d.h. sind u,, : 3 — R harmonisch, mit u, "2 0 auf
jeder kompakten Teilmenge K C (), so ist auch u harmonisch auf (}). Fiir eine wachsende Folge
harmonischer Funktionen konnen wir dies nun mittels der Harnackschen Ungleichungen noch
wesentlich verschérfen.

Korollar 1.30 (Harnacksches Prinzip). Sei Q) C R4 zusammenhdngend und (uy)neN eine monoton
wachsende Folge harmonischer Funktionen auf Q) (d.h. fiir alle x € Q gilt uq(x) < upx(x) <...).
Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(i) Fur alle x € Q) ist limy, o0 1y, (x) = oo0.

(ii) Die Folge u, konvergiert lokal gleichmiéflig gegen eine harmonische Funktion u € h(Q).

Beweis. Wir beachten zunichst, dass aufgrund der Monotonie lim,,_,« 1, (x) € [0, 0] fiir jedes
x € () existiert. Nehmen wir nun an, dass (i) nicht gilt. Dann existiert xop € (), so dass
u(xp) = limy e tn(x9) € R. Insbesondere ist dann (u,(xg))nen eine Cauchy-Folge in R.
Sei nun K C Q) eine beliebige kompakte Teilmenge und n > m > 1. Dann folgt aus der
Harnackschen-Ungleichung, angewandt auf die nicht-negative harmonische Funktion u, — u;,
und mit K" := KU {x}, dass fiir jedes x € K:

0 < (un(x) — um(x)) < C(Q,K) (un(x0) — um(x0)). (%)

Dies zeigt zum einen, dass (u,(x)),en fiir jedes x € K eine Cauchy-Folge ist, also in R
konvergiert. Da K beliebig war, ist also u(x) := lim, .« s (x) € R fiir alle x € Q. Weiterhin
koénnen wir in () auch n — co schicken und erhalten fiir jedes x € K:

0 < u(x) — um(x) < C(Q,K')(u(x0) — um(x0))

und damit auch

Jim sup |1(x) — um(x)| = 0.
Also konvergieren die harmonischen Funktionen u,, auf der kompakten Menge K gleichméfig
gegen u. Da K beliebig war, wissen wir aus den Ubungen, dass somit auch u harmonisch sein
muss, d.h. (ii) gilt. O
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2. Die Poisson-Gleichung

Stichpunkte. Poisson-Gleichung, Dirichlet-Problem, Randwertproblem (RWP), Wohlgestelltheit, 1. und 2. Greensche
Formel, Fundamentallosung der Laplace-Gleichung, Greensche Darstellungsformel, Newton-Potential, Greensche
Funktion, Poisson-Kern, Poisson-Formel fiir die Kugel, Satz von Perron

Im letzten Abschnitt haben wir uns mit den zeitlich stationdren Losungen der homogenen Warmelei-
tungsgleichung befasst. Dies fiihrte zur Laplace-Gleichung Au = 0. In diesem Abschnitt soll es nun
etwas allgemeiner um die zeitlich stationdren Losungen der inhomogenen Warmeleitungsgleichung
gehen, d.h. um die Gleichung

oo(x, t) — Axo(x,t) = f(x)*

und zeitunabhingige Losungen der Form v(x, t) = u(x). Dies fithrt auf die Gleichung —Au = f. Um
das Minuszeichen loszuwerden, setzen wir f := —f und erhalten die Poisson-Gleichung

Au=f2

Wir sind wieder an klassischen Losungen der Poisson-Gleichung auf einer offenen Teilmenge Q) C R?
interessiert, d.h. gegeben f € C(Q)) suchen wir u € C?(Q) mit Au(x) = f(x) fiir alle x € Q.

Bemerkung 2.1. Falls die Poisson-Gleichung iiberhaupt eine klassische Losung besitzt, so besitzt
sie sogar unendlich viele Losungen. Denn gilt Au = f auf () und ist up harmonisch auf (), so
gilt auch A(u + ug) = Au + Aug = Au = f, vergleiche Bemerkung o.2 (ii).

Um eine eindeutige Losung zu erhalten, miissen wir also Zusatzbedingungen stellen. In dieser
Vorlesung schauen wir uns, von den vielen moglichen solchen Bedingungen, nur die folgende
genauer an.

Definition 2.2. Es sei QO C R? offen, f € C(Q)) und g € C(dQ2). Dann besteht das Dirichlet3-
Problem fiir die Poisson-Gleichung Au = f im Auffinden einer klassischen Losung u €
C%(Q) N C(Q), welche auf dem Rand von Q mit g iibereinstimmt, d.h. es gilt

Au=finQ und u = gaufdQ.

Man nennt f und g die Daten des Dirichlet-Problems.

«“ = 9
/| - <“laa
Lo c0 7
s g
/
////
/

Bemerkung 2.3. Das Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung ist ein Beispiel eines Rand-
wertproblems (RWP). Solche Randwerte sind oft physikalisch (bzw. modellbedingt) begriindet.
Bei der Warmeleitung konnten wir die Vorgabe u|pn = 0 etwa so interpretieren, dass der
beobachtete Korper von aufien gekiihlt wird.
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Beginnen wir unsere Untersuchung mit dem Dirichlet-Problem auf der Kugel, mit konstanten
Daten.

Beispiel 2.4. Auf Q = B(0,7) C R? betrachten wir die konstanten Daten f := f; und g := go,
d.h. wir suchen eine Losung von

pu(x)=fo (x| <r) und u(x)=go (x| =1).
Eine Losung dieses Problems ist gegeben durch

Jo 12— 1xp),

() u(x)=go— 22 2] < 7.

Tatséchlich ist die Losung (%) die einzig mogliche, wie das nichste Resultat zeigt.

Proposition 2.5. Sei QO C R? offen und beschrinkt. Ferner seien f € C(Q) und g € C(9Q).
Dann besitzt das Dirichlet-Problem

Au=fauf ) und u = gaufodQ)

(i) hochstens eine Losung u € C2(Q) N C(Q) und
(ii) diese erfiillt die Abschdtzung

7’2
< + —
||u||oo — ||g||oo zd ||f||oo'

sofern () in einer Kugel vom Radius r enthalten ist.

Vorsicht: die Supremums- bzw. Maximumnorm wird, wenn nicht anders gesagt, immer in Bezug auf
den Definitionsbereich der Funktion gebildet, d.h. die Ungleichung bedeutet ausgeschrieben, dass

72

max |u(x)] < max|g(x)] + 55 sup [f (%)

Beweis. (i) Sind uy, up zwei Losungen des Dirichlet-Problems, so ist #; — 1> harmonisch in ()
und verschwindet auf 0Q). Mit dem Korollar 1.27 zum Maximumprinzip folgt |u; — uz| = 0 auf
ﬁ, d.h. Ui = uo.

(ii) Sei u € C?(Q)) N C(Q) eine Losung des Dirichlet-Problems und Q) C B[xy, r]. Wir kénnen
annehmen, dass f beschréankt ist (denn sonst ist die Ungleichung klar). Sei go := |[/g||,, und
fo := || |- Wir betrachten die Funktionen vy € C*(Q) N C(Q) definiert durch

vy (x) = tu(x) — go — ;Sl(rz —|x—x0]?), xeQ.

Dann gilt
Avy(x) =2Au(x)+ fo==xf(x)+fo >0, x€Q,

d.h. v ist subharmonisch auf Q. Da r? — |x — x0|2 > 0 fiir x € 0Q) C Blxy, 1], folgt ferner
v+lpn < Fulpn — o = £¢ — o < 0.

Aus dem Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen (Satz 1.25) folgt damit v+ < 0 auf
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Q, d.h. fiir alle x € O gilt

fo
2d

(r2 —|x— x0|2) < g+ &rZ.

+u(x) < go+ ¥

O

Bemerkung 2.6. (i) Die Proposition 2.5 liefert neben der Eindeutigkeit auch die Stabilitdt der
Losungen fiir das Dirichlet-Problem zur Poisson-Gleichung im Falle eines beschrankten (): Gilt

Au1 = f1 auf Q) Auz = f2 auf Q)
uy = g1 auf 0Q) up = g» auf 9Q),

so gilt A(u; —up) = f1 — fr auf Qund (u3 — up) = g1 — g auf 9Q), d.h. es folgt
2
lur = 2fleo < llg1 = 82lleo + 55 11 = folloo-

(i) Nach Hadamard* nennt man ein Randwertproblem wohlgestellt, falls
* cine Losung existiert,
¢ die Losung eindeutig ist, und
¢ die Losung stetig von den Daten abhangt.

Letzteres bedeutet, dass , kleine” Anderungen in den Daten nur , kleine” Anderungen an den
Losungen bewirken.> Zur Wohlgestelltheit fehlt uns also ,nur” noch die Existenz von Losungen.

(iii) Fir unbeschranktes () miissen die Losungen des Dirichlet-Problems nicht mehr eindeutig
sein. Beispielsweise ist auf Q) := {(x,y) € R?: x > 0} fiir jedes a € R durch

U, : Q= R, u(x,y):=a-x

eine Losung des Dirichlet-Problems Au = 0 auf () und u = 0 auf () gegeben.

Im Folgenden wollen wir uns nun mit der Losbarkeit des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-
Gleichung befassen. Das folgende Resultat spaltet den Losungsprozess in zwei Teilaufgaben auf.

Lemma 2.7. Es sei QO C R offen, f € C(Q) und ¢ € C(3Q). Ist v € C(Q) N C*(Q) eine
(beliebige) Losung der Poisson-Gleichung

Av = f auf Q)
und w € C(Q) N C?(Q) eine Losung des Randwertproblems

Aw =0 auf ()
w=g—0v aufdQ),

so ist u := v + w eine Losung von

Au = f auf Q)
u = g auf Q).

Beweis. Linearitdt des Laplace-Operators. ]
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Bemerkung 2.8. In Anbetracht des Lemmas sind wir also vor zwei Aufgaben gestellt:

Aufgabe 1: Wir miissen die Poisson-Gleichung Au = f auf () 16sen koénnen (wobei die Randwerte
der Losungen egal sind).

Aufgabe 2: Wir miissen das Dirichlet-Problem Au = 0 auf () und u = g auf 0Q) 16sen kénnen
(zu beliebig vorgegebenen Randwerten g).

Haben wir das geleistet, konnen wir das allgemeine Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung
auf () mit Lemma 2.7 16sen.

Im restlichen Teil dieses Kapitels geht es nun wie folgt weiter:

¢ in Abschnitt 2.1 werden wir Ideen entwickeln, welche Gestalt mogliche Losungen der Poisson-
Gleichung bzw. des zugehorigen Dirichlet-Problems haben miissen,

* in Abschnitt 2.2 16sen wir Aufgabe 2 im Falle einer Kugel QO = B(0,R),
* in Abschnitt 2.3 16sen wir Aufgabe 1, und

* in Abschnitt 2.4 16sen wir schliefSlich noch Aufgabe 2 fiir (moglichst) allgemeine Q). —Ende VL 5—

2.1. Losungsdarstellungen

In diesem Abschnitt wollen wir Ideen erarbeiten, wie Losungen der Poisson-Gleichung und des
zugehorigen Dirichlet-Problems aussehen miissen. Hierbei gehen wir zunichst davon aus, dass
Losungen existieren und versuchen, fiir diese explizite Darstellungsformeln zu gewinnen. Spater
werden wir diese Darstellungsformeln dann auch nutzen, um die Existenz von Losungen zu zeigen.

Beispiel 2.9 (Der 1-dimensionale Fall). Es sei f € C.(R), d.h. f verschwindet auflerhalb eines kom-
pakten Intervalls. Wir erhalten eine partikuldre Losung der gewohnlichen Differentialgleichung
u” = f auf R einfach durch zweimalige Integration als

up(x) = /_; </_yoof(z) dz) dy, x€R,

und die allgemeine Losung ist durch up(x) +ax+b,x € R, mita,b € R beliebig gegeben (die
harmonischen Funktionen auf R sind gerade die affin-linearen). Leider ist bei dieser Losung
tiberhaupt nicht ersichtlich, wie wir sie auf hohere Dimensionen verallgemeinern sollten! Das
sieht bei der folgenden Funktion schon anders aus:

1
u(x) = / =l flydy, xeR
R
Auch dies ist eine partikuldre Losung von u” = f, wie man elementar nachrechnen kann.® Diese

Losung lasst sich also als Faltung von f mit der Funktion E(x) := } |x| erhalten, d.h. u = E * f.
Dieser Ansatz lasst sich tatsdchlich auf den Fall d > 2 verallgemeinern.

Wie wir sehen werden, lassen sich Losungen der Poisson-Gleichung auch im Hoherdimensionalen
als Faltung darstellen. Um dies zu erreichen, miissen wir allerdings ein paar Vorarbeiten leisten.
Zunichst benétigen wir eine hoherdimensionale Version der Regel der partiellen Integration, die
sogenannten Greenschen Formeln. Hierzu verwenden wir fortan die Notation

df(2) = (Vf(2),v(2))



2. Die Poisson-Gleichung 25

fiir die dufiere Normalenableitung von f im Punkt z € dQ). Diese existiert (siche Anhang A.1), sofern
f € CHQ) und Q einen C!-Rand besitzt. Hierbei ist fiir n € N

C"(Q) := {f € C"(Q) : 9“f hat stetige Fortsetzung auf Q, |a| < n}

und wir notieren die stetigen Fortsetzungen von 0" f (und damit gebildeter GroSen wie V f) auf Q)
wieder mit dem gleichen Symbol.

Satz 2.10. Sei () C R? eine offene und beschrinkte Menge mit C!-Rand. Ferner sei f € C2(Q)
und g € C}(Q)). Dann gilt die 1. Greensche Formel”

| (£, V() + 8(0)AF(x)) dx = [ auf(2)g(a) doz).
0 a0
Ist auch g € C%(Q)), gilt auch die 2. Greensche Formel

/Q (E(AF() ~ F)Ag(x)) dx = | (g(2)2f () - F(2)Aug(2)) do(z).

Q)

Beweis. Dadiv(g- Vf) = (Vf,Vg) + gAf, folgt die 1. Greensche Formel aus dem Divergenzsatz
A.1.1 angewandt auf F := g - Vf € C}(Q;RY). Die 2. Greensche Formel folgt, wenn wir in der
originalen 1. Greenschen Formel die Rollen von f und g vertauschen und das Ergebnis von der
originalen Formel subtrahieren. O

Nun benstigen wir das hoherdimensionale Analogon der Funktion E(x) = % |x| aus Beispiel 2.9.

Definition 2.11. Man nennt die (nach Beispiel 1.3 (ii)) harmonische radialsymmetrische Funktion
E:R%\ {0} - R,
x|, fallsd =1
E(x):= 5 In |x], fallsd =2
4 1 fallsd > 3

(Z*d)(Td,l |x|d—2 4

die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung bzw. des Laplace-Operators.

Im Folgenden betrachten wir nur noch den Fall d > 2 und halten zunédchst zwei einfache Eigenschaf-
ten der Fundamentallosung fest.

Lemma 2.12. (i) Fiir x € R?,d > 2, mit |x| = r > 0 gilt

1 X
E(x) = ———-—.
VE(x) e
Insbesondere folgt fiir die Normalenableitung von E auf 0B(0, r), dass d,E(x) = ﬁ

(ii) Es gilt E € £°°(RY) und o;E € LI°(RY),j = 1,...,d. Hierbei konnen E(0) und 9;E(0
g 1 j 1 J j
beliebig gewéhlt werden.®

Beweis. (i) Schreiben wir die radialsymmetrische Funktion E als E(x) = f(r) mit r = |x|, so
zeigt die Kettenregel, dass
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also auch VE(x) = f'(r) - %. Hieraus folgt die Behauptung.

(ii) Es geniigt zu zeigen, dass |, B[O,R] |E(x)| dx fiir alle R > 0 endlich ist. Da E radialsymmetrisch
ist, erhalten wir mittels Schichtintegration

Jo IIn(s)| - s ds, d=2,
E(x dx =
/B[O,R] | ( )| { 1 R g2—d .

s?1ds, d>3.

@2 Jo
Im Falle d > 3 ist dieses Integral offensichtlich endlich. Im Falle d = 2 beachten wir, dass die
Funktion  : (0,00) 3 s — |In(s)| - s zu einer stetigen Funktion auf [0, c0) fortgesetzt werden
kann (setze 11(0) := 0), d.h. auch in diesem Fall ist das Integral endlich. Die lokale Integrierbarkeit
von 0, E folgt analog, da [9,E(x)| < C‘xl%. O

In der folgenden Integraldarstellung fiir C2-Funktionen verwenden wir fiir festes x € Q und y € 9Q)
die Notation d,,)E(x — y) fiir die Normalenableitung der Funktion y — E(x — y).

Satz 2.13 (Greensche Darstellungsformel). Sei d > 2 und Q C R? eine offene und beschrinkte
Menge mit C!-Rand. Ferner sei u € C2(Q)). Dann gilt fiir alle x € )

u(x) z/QE(x—y)Au(y) dy—/m (E(x —y)ovu(y) — u(y)dy ) E(x —y)) do(y).

Beweis. Man beachte, dass die im Satz auftretenden Integrale wegen Teil (ii) des vorherigen
Lemmas existieren. Ferner geniigt es, den Fall 0 € () zu betrachten und die Gleichung fiir x = 0
zu beweisen (anschliefend betrachte w : {x} — Q — R definiert durch w(z) := u(x — z)). Wir
miissen also zeigen (beachte E(—y) = E(y)), dass

u0) = [ E@sul)dy— | (E@auly) - um)aE) doly)
Q o)

oder kurz

u(0) = /Q EAu dy — /ao (Eoyu —udyE) do. ()

Leider besitzt E im Nullpunkt eine Singularitdt, so dass wir die Greenschen Formeln im
Beweis von (x) nicht direkt anwenden kénnen. Sei daher ¢ > 0, so dass B[0,¢] € Q) und sei
Qf:=Q\ B[0,¢].

Auf OF folgt nun mit der 2. Greenschen Formel (mit f = u,g = E) wegen AE = 0, dass

/ EAudy = / (EAu — ulAE) dy:/ (Edyu — ud,E) do
& & aQE

= / (Edyu — udyE) do — / (Ed,u — ud,E) do,
Q) 9B(0,¢)
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wobei wir in der letzten Gleichung benutzen, dass v die dufere Normale an den Rand des
Integrationsgebietes bezeichnet (daher das Minuszeichen vor dem 2. Integral). Wir erhalten also

/ uo,Edo = / EAu dy — / (Edyu — ud,E) do +/ Eo,udo (%)
9B(0,¢) QF Q) 9B(0,¢)

und zeigen nun, dass wir aus dieser Gleichung durch Grenziibergang ¢ — 0 die Gleichung (x)
erhalten.

1. Linke Seite von (x%): Hier nutzen wir, dass nach Lemma 2.12

1

oE=—-—+—
v o101

und somit / oy Edo=1.
9B(0,¢)

Man beachte, dass an dieser Stelle die Wahl der Konstanten in der Fundamentallosung wichtig
ist, denn bei einer anderen Wahl hétte obiges Integral nicht den Wert 1. Damit erhalten wir nun

lim udyEdo = u(0)+lim (u—u(0))d,E do.
e=0 /3B(0,¢) e=0 J3B(0,¢)

Aber es gilt

/ (s — u(0))3,E do
9B(0,e)

< r|n|ax\u —u( |/ |0y E|da—r‘nax|u() u(0)|
Oe

|=
T
und hier geht die rechte Seite fiir ¢ — 0 gegen 0, da u stetig ist.

2. Rechte Seite von (x%): Es ist noch zu zeigen, dass

lim | EAudy = / EAudy wund lim Eoy,udo = 0.
e—0 Je Q e=0 /9B(0¢)

Wir beweisen hier nur noch das erste Resultat. Der Beweis des zweiten ist in den Notizen zu
finden.? Tatséachlich gilt fiir das erste Integral, dass

/ EAudy—/QEAudy‘ = /B[O }EAudy
£ €

und die rechte Seite geht fiir ¢ — 0 gegen 0, da E lokal-integrierbar ist. O

< llaule [ 1l dy
B[0]

Die Greensche Darstellungsformel liefert uns nun sofort einen Ansatz fiir eine Losung der Poisson-
Gleichung und somit eine Verallgemeinerung von Beispiel 2.9 auf den Fall d > 2.

Korollar 2.14 (Newton-Potential). Sei () C R? offen, beschrankt und mit Cl—Rani Ferner sei
f € C(Q) und die Poisson-Gleichung Au = f besitze auf Q) eine Losung u € C2(Q)). Dann ist
auch das sogenannte Newton-Potential'®

V=ViiQoR V)= [ Ex=y)f) dy = (Ex )

eine Losung dieser Gleichung.

Hierbei gilt die Darstellung des Newton-Potentials als Faltung, wenn wir f durch 0 auf R? fortsetzen,
vergleiche Proposition 1.15.
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Beweis. Die Greensche Darstellungsformel liefert wegen Au = f, dass fiir x € ()

(%) u(x):/QE(x—y)f(y) dy—/m (E(x —y)ovu(y) — u(y)dy ) E(x —y)) do(y).

=k(x,y)

=Vs(x)

Da E auf R \ {0} harmonisch ist, ist fiir y € 9Q auch die Funktion Q > x ~ k(x,y) harmo-
nisch."* Und da wir Ableitungen und Integral mit dem {iblichen Argument vertauschen diirfen,
folgt auch die Harmonizitit von Q) 3 x J5a k(x,y) dy. Wegen Au = f erhalten wir also aus
(x), dass f(x) = Au(x) = AVg(x). O

Im {ibernédchsten Abschnitt werden wir zeigen, dass das Newton-Potential V; = E x f fiir gentigend
gutartige f tatsachlich eine Losung der Poisson-Gleichung Au = f liefert. Vorgegebene Randwerte
nimmt diese Losung allerdings nicht an, d.h. zur Losung des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-
Gleichung miissen wir einen anderen Ansatz suchen. —Ende VL 6—

Schauen wir dazu noch ein weiteres Mal in die Greensche Darstellungsformel: Nehmen wir an,
u € C2(Q) ist eine Losung von Au = f auf Q) und u = g auf 9Q). Dann erhalten wir

u(x) = /Q E(x —y)duly) dy - /aQ (ECx = y)2uti(y) = u(y)uy) E(x — y) do(y)
Lfy) =2 =g(y)

Hier liefert die rechte Seite, mit den angegebenen Ersetzungen, leider noch keinen Ansatz fiir eine
Losung, da wir im Allgemeinen nichts {iber die Normalenableitung d,u von u wissen (denn um d,u
zu berechnen, gentigt es nicht, # nur auf dem Rand 0} zu kennen). Allerdings kann man diesen
Term mit einem kleinen Trick loswerden. Hierzu benétigen wir einen weiteren Begriff.

Definition 2.15. Sei QO C R? offen und fiir jedes y € Q) existiere eine Lésung h, € C2(Q) des
Dirichlet-Problems

(%) Axhy(x) =0 furx € Q,
hy(x) = E(x —y) fiir x € 0Q).

Dann heif$t die Familie (/,),cq eine Familie von Korrekturfunktionen auf (). Weiterhin heif3t
G=Ga: (QAx )\ {(x,x):xeQ} =R, G(xy):=E(x—y)—hy(x)

die zugehorige Greensche Funktion zu Q).

Bemerkung 2.16. (i) Laut Proposition 2.5 besitzt das Dirichlet-Problem () fiir beschranktes ()

hochstens eine klassische Losung, d.h. in diesem Fall existiert auch hochstens eine Familie von
Korrekturfunktionen und eine Greensche Funktion zu Q).

(i) Fir alle y € Qist E(. —y) € h(R?\ {y}) und h, € h(Q) N C?(Q). Daher gilt

G(,y) € H(Q\ {y}) N C*(Q\ {y})).
Auferdem ist G(.,y) € £I°°(Q)), da dies fiir E(. — y) und h, gilt.

Mit Hilfe des Greenschen Darstellungssatzes und der Greenschen Funktion erhalten wir nun die
anvisierte Darstellungsformel fiir die Losungen des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-Gleichung.
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Satz 2.17. Es sei Q) C RY offen, beschrinkt und mit C'-Rand. Ferner moge die Greensche
Funktion G zu Q) existieren. Sind dann f € C(Q),g € C(9Q) und ist u € C*(Q) eine Losung

von
Au = fauf ), u = gaufd),

so gilt
)  ulp) = /Q G(x, p)f(x) dx + /aQK<x,p>g<x>da<x>, pen,

wobei
K(x,p) := Ka(x,p) = 9,x)G(x, p)

der sogenannte Poisson-Kern (des Laplace-Operators) in () ist.

Bewesis. Sei p € (). Da Au = f,ulyn = g folgt aus der Greenschen Darstellungsformel (Satz 2.13)
unter Verwendung der Radialsymmetrie von E, dass

() ) = [ Ex=pf@ = [ (EG=p)au() - g(x)2,mE(x— p) do().

o0

Nun sei h, € h(Q)) N C%(Q) die zugehorige Korrekturfunktion in p. Dann folgt aus der 2.
Greenschen Formel, dass

0= / (hpAu — uAhy) dx — / (hpoyu — udyhy) do,
0 a0

d.h. hier folgt wegen Au = f,u|yn = g hplan = E(. — p) und Ah, = 0, dass

(k) 0= /Q () f (x) dx — /a (E(x = p)2uu(x) — g(x)2uly (1) do(x).

Ziehen wir (xx) von (%) ab, so folgt

u(p) = /Q (E(x —p) —hp(x)) f(x) dx + /aQ Ay (x) (E(x — p)v— hp(x))g(x) do(x).
=G(x,p) =G(x,p)

O

Existiert also die Greensche Funktion G zu (2 und kdonnen wir diese bestimmen, so erhalten wir
mittels () einen Ansatz fiir die Losung des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-Gleichung, von
dem man dann zeigen muss, dass er tatsdchlich eine Losung ist. Fiir geeignete Gebiete (mit vielen
Symmetrien bzw. mit viel Struktur) ldsst sich dies tatsachlich bewerkstelligen. Im nachsten Abschnitt
werden wir dies fiir den Fall Q) = B(0,r) C RY genauer betrachten.

Bemerkung 2.18. Im ndchsten Abschnitt werden wir die Greensche Funktion G und den Poisson-
Kern K auf der Kugel () = B(0,r) explizit bestimmen. Einige der Eigenschaften, die G und K in
diesem Fall besitzen, gelten auch fiir allgemeines (). Zum Beispiel gilt stets:

* G(xy) =Gy x).
e G(x,y) <0.Ist Q) zusammenhingend, so gilt sogar G(x,y) < 0.
* K(x,y) > 0und [, K(x,p)do(x) =1.

Einige dieser Eigenschaften werden wir uns in der Ubung noch einmal ansehen. Ubung
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2.2. Das Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung auf der Kugel

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Greensche Funktion fiir die Kugel B(0,r) C R4, d > 3, und
nutzen diese zur Losung des Dirichlet-Problems fiir die Laplace-Gleichung auf diesem Gebiet (das
Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung konnten wir auf diesem Wege auch 16sen, dies ist aber
in Anbetracht unserer in Bemerkung 2.8 skizzierten Strategie hier nicht notwendig).

Als erstes benotigen wir die zugehorigen Korrekturfunktionen h, € C%(B(0,7)),y € B(0,r), mit

) Ahy(x) = 0, falls |x| <,
*
hy(x) = E(x—y), falls|x]=r.

Fiir y # 0 machen wir den Ansatz

hy(x) = c(y)E(x —y")
mit noch zu wahlenden y* € B[0,7]° und c(y) € R. Fiir jede solche Wahl gilt k, € h(B(0,7)) N

C%(B(0,7)). Damit auch die Randbedingung in (*) erfiillt ist, muss weiter gelten

w1\ d—2
U =al =

d.h. y* muss so gewéhlt werden, dass die rechten Seiten jeweils unabhédngig von x € 9B(0,r) sind.
Um dies zu gewdhrleisten, benutzen wir die sogenannte Spiegelungsmethode und setzen

Diese wihlen wir so, dass die Dreiecke Oy*x und Oxy dhnlich sind. Da die Dreiecke den Winkel «

gemeinsam haben, ist dies der Fall, wenn
X2 _ 2 o

BT Y

* | 2

vl lx
X[yl

lyl ly|

& r(y) =y

Man nennt dies auch die Inversion von y am Kreis dB(0,r). Man rechnet nun leicht nach (oder
begriindet mittels Ahnlichkeit von Dreiecken), dass fiir |x| = r und |y| < r:

= ly”| - (%)

=yl Ixl oyl

Wir haben also unser Ziel erreicht und erhalten mit diesem y*, dass

c(y) = <‘;’>d_2 und  hy(x) = <‘;‘>d_2E(x—y*).
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Wéhlen wir nun noch hp(x) := E(r) konstant, so haben wir Teil (i) des folgenden Resultats gezeigt.

Proposition 2.19. Wir betrachten B(0,r) C RY,d > 3.
(i) Die Greensche Funktion fiir B(0,r) existiert. Fiir |x| < rund 0 < |y| < r mit x # y gilt

72

d-2
> E(x—y*), wobei y*= Wy.

r

G(x,y) =E(x—vy)— (
() =Ex—y) = {
(i) Ftir den zugehorigen Poisson-Kern K(x,y) := 9, G(x, y) gilt

1 2=y
oy |x —yld’

K(x,y) = (Ix[ =7, |yl <7).

Beweis. Nur Teil (ii) ist noch zu zeigen. Wir betrachten nur den Fall y # 0, d.h.

r

d—2
Iyl) E(x —y").

Glx,y) = E(x—y) — hy(x) = E(x—y) — (

Da V. E(x —y) = % . |;:yy|d (vergleiche Lemma 2.12), folgt zunéchst

(r—y,x) = Y

X
Ay E(x —y) = (ViE(x—y), -) = =i

r’ T Gaar|x —y|?
Man beachte hierbei, dass |x\2 = (x,x) = r%. Vollig analog erhalten wir

2= (x,y")

dyE(x—y") = ——2 .
wE(x—y") Oa_1r|x — y* |2

Da wegen (*x) gilt, dass y* = ﬁy und |x —y*| = \yL\ |x — y|, erhalten wir also

2 2
. = (% y) 2_(x,
BumE(x — ) = ] _ W=y v

A= girlx—yld 42
0417 (‘yﬁlx—y|> a-17] vl

|d—2

Setzen wir alles zusammen, folgt das Gewiinschte:

= (x,y) ( r >d‘2, e N e e 1

9,1 G(x, = —— Sl [ — = .
(=) (x¥) Ud—17’X—]/’d | Ud—lr‘x_y‘d rd=2 Ud—lr‘x_y‘d

Bemerkung 2.20. (i) Eine kurze Rechnung zeigt, dass im Falle d > 3

1 1 1
G(x,y) = B
(x,y) 2-d)ogq | |x—yli2 (M_ﬂ
T

d-2

x,Y) + r2) :

(ii) Ein analoges Argument zeigt auch die Existenz der Greenschen Funktion im Falle d = 2.
Die obige Formel fiir den Poisson-Kern bleibt auch im Falle d = 2 giiltig. Die Formel fiir die
Greensche Funktion sieht etwas anders aus.’2
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Nun konnen wir zeigen, dass durch die Darstellung () aus Satz 2.17 tatsédchlich eine Losung des

RWP Au|q = f,u|ln = g gegeben ist. Wir betrachten aus Zeitgriinden und in Anbetracht von Lemma
2.7 nur noch den Fall f = 0.

Satz 2.21 (Poisson-Formel fiir die Kugel). Sei d > 2. Fiir g € C(dB(0, 1)) setzen wir

u(p) = / K(x, p)g(x) do(x), |p| <7,
9dB(0,r)

mit dem Poisson-Kern

_ 1 2—pp
K(X,P) — 0417 ’x_ p|d .

Dann gilt:

(i) u € C(B(0,r)) NC*®(B(0,r)),
(ii) u ist die eindeutige klassische Losung des RWP

Au = 0 auf B(0,r), u = gauf dB(0,r). —Ende VL 7—
Beweis. Zunichst bemerken wir, dass
B(0,7) 3 p = K(x,p) = 0y(x)G(x, p)

fur festes x € dB(0,r) harmonisch ist. Dies folgt entweder durch direktes nachrechnen oder
unter Verwendung der entsprechenden Eigenschaft fiir p — G(x, p). Mit Vertauschung von
Ableitung und Integral (iibliches Argument) folgt damit auch die Harmonizitit von u auf B(0, r).

Es bleibt zu zeigen, dass sich u durch u|yq := g stetig auf B[0, 7] fortsetzen ldsst, d.h. fiir |z| =7
sollte gelten

lim [u(p) - g(z)| = 0.

p—z|pl<r

Sei dazu € > 0 beliebig. Da g in z stetig ist, existiert § > 0 mit

Vx € B(z,20) NoB(0,r) : |g(x) —g(z)| <

N[ ™

Da K > 0 und [;54, K(x,p) do(x) =1 (Ubung bzw. Bemerkung 2.18) folgt damit fiir p €
B(0,7) N B(z,0): -

u(p)=3@ = | [ Kup)gx) ~g@)dox)| < [ K(xplgl) - 8(z)] o
9B(0,r) 9B(0,r)
-/ K(x,p)Ig() - g(2)|dotx) + | K(x,p)l3(x) = (z) | do()
9B(0,r)NB(z,26) 0B(0,r)\B(z,26)
€
<5+2lsgl | (s, p) do ()
9B(0,r)\B(z,26)
<5 +200ar gl sup  K(xp)
2 x€0B(0,r)\B(z,25)
() € d-1 1 r—|pP
= +20; 1" 18]l oo P B

Da hier auch der zweite Term fiir p — z beliebig klein wird, folgt die Behauptung. Zur
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Rechtfertigung von () bemerken wir, dass im Falle |z — p| < ¢ und |x — z| > 26 auch |x — p| >
|x —z| — |z — p| > ¢ und somit

1L 2—ppl? . 1 2—|p?

K —
(x, p) Y041 ]x = p|d T 1041 o4

2.3. Das Newton-Potential

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass das Newton-Potential Ve, vergleiche Korollar 1.29, in der Tat
eine Losung der Poisson-Gleichung Au = f auf () liefert, sofern f hinreichend ,schon” ist. Zunachst
betrachten wir den Fall, dass f kompakten Trager in Q = R besitzt. Es sei daran erinnert, dass die
Fundamentallésung E nach Lemma 2.12 lokal integrierbar ist (d.h. mit einer kompakt getragenen
Funktion gefaltet werden kann).

Lemma 2.22. Sei f € C.(R¥) und

V()= V() i= (Ex f)(x) = [ E-w)f)dy,  x€RY

R4
das zugehorige Newton-Potential (welches nach Proposition 1.15 existiert). Dann gilt:
(i) V ist stetig. Ist f € CK(R?),k € N U {0}, so ist auch V € CF(R?).
(i) Ist f € C3(RY), so gilt AV = f auf R%.13
Beweis. (i) Dies folgt sofort aus Satz 1.16 unter Beachtung von V. = E x f = f x E (siehe
Proposition 1.15).

(i) Sei x € R? und wahle Q := B(x, R) mit R > 0 so grof, dass supp(f) C Q. Dann verschwin-
den f und 9, f auf Q) und die Greensche Darstellungsformel (Satz 2.13) zeigt:

fi) = [ EG—y)afe)dy= [ Ex—y)af)dy = Ex8H() = 0 B,
Aber aus Satz 1.16 folgt, dass (Af) * E = A(f xE) = AV. O
Bemerkung 2.23. In der Ubung werden Sie zeigen, dass das Newton-Potential Ve im Falle

f € C2(R%),d > 3, die einzige Losung von Au = f auf R? ist, die im Unendlichen verschwindet
(man vergleiche dazu auch Bemerkung 2.6 (iii)). Ubung
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Schauen wir uns nun den Fall an, dass () eine beschriankte Teilmenge von R? ist. Hierzu bezeichnen
wir im nachfolgenden Satz die Einschrankung des Newton-Potentials auf eine Teilmenge U C R¥
weiterhin mit V (statt dem korrekten aber umsténdlicheren V).

Satz 2.24. Sei O C RY offen und beschrankt und f € I°(Q). Setzen wir f durch 0 zu einer
Funktion f € [®°(R?) fort, ist das Newton-Potential

Vi) = [ =) dy = [ EG=f(y) dy = (Ex )

nach Proposition 1.15 fiir alle x € R definiert. Ferner gilt:
(i) V € C(R%).
(i) V € h(R9\ Q).
(iii) Ist f € CK(Q)),k € N U {00}, s0 gilt V € CK(Q).
(iv) Ist f € C?(Q), so ist V eine Losung der Poisson-Gleichung AV = f auf Q.

Man beachte, dass man im Beweis des Satzes die Resultate aus Satz 1.16 tiber die Differenzierbarkeit
von Faltungen nicht direkt anwenden kann (warum?). Allerdings werden wir den Beweis indirekt
auf diese Resultate zurtickfiithren.

Beweis. (i) Es seien p € RY und x € B(p, ) fiir § > 0. Dann gilt

[V(x) = V(p)| = '/Q[E(x—y) —E(p-9lfy) dyl < HfHoo/Q [E(x—y) = E(p —y)| dy.

Es gentigt also zu zeigen, dass das Integral auf der rechten Seite fiir x — p gegen 0 geht. Dazu
teilen wir auf: [ = [op(,26) t Jo\p(p25)- Zundchst gilt wegen B(p,26) C B(x,30), dass

| Ec-w-Ep-wlay< [ (Ec-yldy+ [ [EGp-y)]dy
QNB(p,26) B(x,36) B(p,26)

:/ \E(z)]dz+/ E(2)| dz
B(0,35) B(0,26)

und hier geht die rechte Seite fiir § — 0 gegen 0, da E lokal integrierbar ist. Schliefslich gilt auch

lim |E(x—y) —E(p—y)| dy =0,
¥7P JO\B(p,20)

denn die Funktion (x,y) — E(x —y) ist gleichméaBig stetig auf B[p,é] x Q \ B(p,25) (steti-
ge Funktion auf kompaktem Definitionsbereich), d.h. E(x —y) — E(p —y) — 0 fiir x — p
gleichméfig in y € Q \ B(p, 29).

(ii) Da fiir jedes y € Q die Funktion R\ Q > x — E(x —y)f(y) harmonisch ist, kann man
genauso argumentieren wie im Beweis zu Korollar 2.14.

(iii-iv) Wir nehmen an, dass f € C*(Q),k > 1. Sei p € Q beliebig und r > 0 mit B(p,4r) C Q.
Wir wollen zunichst zeigen, dass V auf B(p, r) auch k-mal stetig differenzierbar ist. Zu diesem
Zweck wihlen wir ¢ € C®°(R?) mit 1 > ¢ > 0, ¢(x) = 1 fiir alle x € B(p,2r) und ¢(x) = 0 fiir
x € RY\ B(p,3r).4
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Va(x) = /Q Ex—y)(ef)y)dy,  Va(x) = /Q Ex—y)((1-)f)(y)dy, xeR.

Wir schreiben nun V = V4 + V, mit

Betrachten wir zunichst V5: Da 1 — ¢ in B(p, 2r) verschwindet, gilt

B = [  Ex-p)(-e)wdy, xR
O\B(p2r)

Wir koénnen V; also als das Newton-Potential zur Funktion (1 — ¢) f[q)\ p(p,2r) betrachten. Nach
Teil (ii) ist diese Funktion harmonisch, also glatt, in B(p, r).

Betrachten wir nun Vj: Da ¢f auflerhalb von B(p,3r) C Q verschwindet, konnen wir diese
Funktion durch 0 zu einer Funktion in C¥(RY) fortsetzen. Mit Lemma 2.22 folgt dann V; € CF(RY)

und somit ist V = V; + V, damit k-mal stetig differenzierbar auf B(p,r).
Ist schlie@lich f € C?(Q), so zeigt Lemma 2.22 auch, dass AV; = ¢f, d.h.

(AV)(p) = AVi(p) + AVa(p) = AVa(p) = (¢f)(p) = ¢(p)f(p) = f(p).
O

Bemerkung 2.25. (i) Unser Beweis zeigt, dass das Newton-Potential V; eine Losung der Poisson-
Gleichung Au = f ist, falls f € C?(Q)). Mit mehr Aufwand kann man sogar zeigen, dass es
geniigt, dass f Holder-stetig auf () ist, siehe [10, Theorem 5.19]. Allerdings ist das Newton-
Potential im Falle eines nur stetigen f € C(Q)) im Allgemeinen keine Losung der Poisson-
Gleichung mehr. Mehr noch, man kann zeigen, dass die Poisson-Gleichung in diesem Fall gar
keine klassischen Losungen besitzen muss, siehe [10, Example 5.3]

(ii) Der Satz zeigt, dass das Newton-Potential V' = V} als Losung der Poisson-Gleichung Au = f
stets die gleichen Differenzierbarkeitseigenschaften wie die Funktion f besitzt. Tatsdchlich gilt
dies auch fiir jede andere Losung u. Denn dann unterscheiden sich # und V um die harmonische
(also glatte) Funktion u — V. Ist insbesondere f € C®((}), so gilt das gleiche fiir jede Losung u
von Au = f. Wie wir im Kontext von harmonischen Funktionen schon bemerkten, ist dies eine
spezielle Eigenschaft des Laplace-Operators, die man Hypoelliptizitit nennt.

2.4. Der Satz von Perron

Wir wollen nun noch die in Bemerkung 2.8 gestellte Aufgabe 2 so allgemein wie mdoglich 16sen. Es
geht also um die Frage, ob das Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung, d.h.
Au=0auf ) und u = gaufoQ

fiir ¢ € C(9Q)) stets eine klassische Losung u € C2(Q) N C(Q) besitzt. Im vorletzten Abschnitt haben
wir gesehen, dass dies im Falle der Kugel Q) = B(0, r) tatsdchlich immer der Fall ist. Fiir allgemeines

—Ende VL 8—
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() kann das Problem allerdings leider auch unltsbar sein.

Beispiel 2.26. Es sei QO = B(0,1) \ {0} C R2. Wir betrachten das Randwertproblem

Au(x) =0fur0 < |x| <1
u(x) =0fur |x| =1
u(0)=1

und nehmen an es existiere eine Losung u € C(Q) N C?(Q)). Aus den Ubungen wissen wir,
dass dann auch u o T fiir jede Drehmatrix T : R? — IR?> harmonisch und damit ebenfalls eine
Losung des Randwertproblems ist (denn A(u o T) = (Au) o T). Aber nach Proposition 2.5 ist
die Losung eindeutig, d.h. es miisste u = u o T fiir jedes solche T gelten. Dies ist nur moglich,
wenn u radialsymmetrisch ist. Wiederum aus den Ubungen kennen wir aber die Gestalt von
radialsymmetrischen harmonischen Funktionen: es ist u(x) = a + bIn |x| fiir gewisse Konstanten
a,b € R. Da u beschrankt ist, muss damit b = 0 gelten und u konstant sein. Damit kénnen
die Randbedingungen aber nicht erfiillt werden, d.h. unsere Annahme war falsch und das
Randwertproblem ist nicht 16sbar.

Es stellt sich heraus, dass die Struktur des Randes d() im Beispiel zur Unldsbarkeit des Dirichlet-
Problems fiihrt und ebenjenes fiir beschrénkte offene Teilmengen Q) C IRY mit einem sogenannten
reguldren Rand dQ) immer losbar ist, wie von Perron'> gezeigt wurde. Was genau ,regulédr” hier
bedeutet, werden wir erst weiter unten erklédren (es sei aber schon erwéhnt, dass dies zum Beispiel
der Fall ist, falls Q konvex ist oder einen C2-Rand besitzt.)

Satz 2.27 (von Perron). Es sei Q C R? offen und beschrankt und 9Q) sei regular. Ferner sei
¢ € C(9Q)). Dann besitzt das Dirichlet-Problem

(%) Au=0auf ) und u = gaufdQ

eine eindeutige Losung u € C(Q) N C®(Q).

Im restlichen Teil dieser Sektion wollen wir diesen Satz nun beweisen. Hierbei geht es nur um die
Existenz einer Losung, denn die Eindeutigkeit folgt wieder aus Proposition 2.5.

Beginnen wir dazu mit einem weiteren Blick auf das Maximumprinzip.

Lemma 2.28 (Harmonisches Dominieren). Sei Q) C R? offen und beschrénkt. Ferner sei u € C(Q)

harmonisch auf Q) und v € C(Q)) subharmonisch auf (). Dann gilt die Implikation
v<waufdQ = v <uaufQ.

Beweis. Folgt sofort aus dem schwachen Maximumprinzip, Satz 1.25 (i), angewandt auf die
subharmonische (warum?) Funktion v — u. O

Nehmen wir nun einmal an, ug sei die gesuchte Losung von (x). Dann gilt also fiir jede subharmoni-

sche Funktion v € C(Q)) mit v|yn < g(= uolsq), dass
v < ug auf Q.

Aber auch ug selbst ist eine solche subharmonische Funktion. Sie ware also, unter allen jenen
subharmonischen Funktionen v, gewissermafsen die ,grofste”. Diese Beobachtung fiihrt uns nun zu
folgender Definition.
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Definition 2.29. Sei Q) C R? offen und beschrankt und g € C(9Q)). Dann heifit

S(g) :={v € C(Q)) : v ist subharmonisch auf Q und v|yn < g},

die zu ¢ zugehorige Perron-Familie und die Funktion P(g) : QO — R, definiert durch

P(g)(x) := sup ov(x), x e,
veS(g)

der zugehorige Perron-Kandidat.

Bemerkung 2.30. (i) Aufgrund der obigen Diskussion wissen wir schon: Besitzt (x) eine Losung
ug, so gilt ug = P(g) = P(uosn)-

(ii) Zur Definition sei noch Folgendes festgehalten:

* 5(g) # @, denn die konstante Funktion mit Wert minyn ¢ ist Element dieser Menge.
Insbesondere ist daher minyn ¢ < P(g)(x) fiir alle x € Q).

* Da fiir jedes v € S(g) und x € Q auch v(x) < maxyq ¢ (Wegen dem schwachen Maximum-
prinzip) folgt weiterhin

< .
P(g)(x) = maxg, xe€Q

Unser Ziel ist zu zeigen, dass der Perron-Kandidat P(g) tatsdchlich eine (dann die) Losung von (x)
ist. Dazu werden wir folgendes Resultat mehrfach nutzen.

Lemma 2.31. Sei v subharmonisch auf Q) und B[xg, R] C Q. Ferner sei B := B(xo, 7).
(i) Perron-Lésung auf Kugeln: Die Funktion P(v|yp) : B — R ist klassische Lésung von

(#x) Au=0auf B, ul|yp=0|p.

(ii)) Harmonisches Anheben: Es ist

Jox), falls x € Q\ B
o (¥) = {P(U|aB)(x), falls x € B

wieder subharmonisch auf Q) und v < vp.

(iii) Ist w subharmonisch auf O und w < v, so gilt wg < vp.

Vg = P(V ]2)5)

Beweis. (i) Wir wissen aus Satz 2.21, dass das Poisson-Problem (*x) auf der Kugel B eindeutig
losbar ist (das dortige Resultat auf B(0, R) tibertrdgt sich sofort auf B(xo, R)), d.h. die Behauptung
folgt aus Bemerkung 2.30 (i).

(ii) Dass v < vp folgt sofort aus Lemma 2.28. Weiterhin ist klar, dass vp stetig und auf B und
Q \ B subharmonisch ist. Ist es auch in einer Umgebung von 0B subharmonisch? Um dies zu
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sehen sei x € dB. Dann folgt aus der Subharmonizitit von v, dass fiir » > 0 hinreichend klein
@) =v(<f vwdr<f o).
B(x,r) B(x,r)

(iif) Maximumprinzip und Teil (i). O

Nun kénnen wir schon beweisen, dass P(g) harmonisch in () ist.

Satz 2.32. P(g) ist harmonisch in Q).

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass P(g) auf jeder beliebigen Kugel B := B(xp, R) C () harmo-
nisch ist. Sei dazu (wy) eine Folge in S(g) mit wy(xp) — SUPyes(g) w(xp) = P(g)(x0). Setzen wir,
unter Verwendung der Notation von Lemma 2.31,

v = (max(wy,..., wx))g, k€N,
so ist auch (vy) eine Folge in S(g), jedes der vy ist harmonisch auf B und es gilt

Ve Q: v(x) <ovppq(x) <P(Q)(x) und  v(xg) 7 P(g)(x0).

Die Folge (vx(x))ken ist also monoton wachsend und nach oben beschrdnkt, d.h. v(x) :=
limg 0 vk(x) € R existiert fiir alle x € (). Weiterhin folgt aus dem Harnackschen Prinzip
(Korollar 1.30), dass die Konvergenz auf B lokal gleichméBig und v|p harmonisch ist. Um den
Beweis abzuschlieBen, zeigen wir nun noch, dass P(g)|p = v|p (im Punkt x = x( gilt diese
Gleichung, wie zuvor schon gesehen). Zunichst ist klar, dass v|g < P(g)|p. Fiir die umgekehrte
Richtung P(g)|p < v|p gentigt es zu zeigen, dass u|p < v|p fiir jedes beliebige 1 € S(g). Dazu
setzen wir
e 1= (max(u,20) 5 € S(g).

Beachte wieder, dass u(x9) < P(g)(x0) = v(x0) und dass u auf B = B(xp, R) harmonisch ist.
Da auch v dort harmonisch ist, folgt fiir 0 < r < R, dass

Lem.2.31

VS

f oWy =v) 2wl = ww)dy
B(xo,7)

B(X(),I’)

(i)
][ max(u, vg) () dy.
B(XO,T)

Schicken wir k — oo, so folgt (da auch max(u, vy) — max(u,v) lokal gleichmiig auf B)

fo, f = [ max(u o)) dy

B(xo,r)

Da v < max(u, v) und die beteiligten Funktionen stetig sind, hat dies v = max(u, v), also v > u,
auf B(xo,r) zur Folge. Da 0 < r < R beliebig war, folgt u < v auf B = B(x(, R), was zu zeigen
war. OJ

Nun miissen wir uns noch um die Randwerte von P(g) kiimmern.

Definition 2.33. Sei Q C R? offen und beschrinkt und x; € 9Q). Dann heifit eine Funktion

w € C(Q) eine Barriere fiir () in x, falls
(i) w auf Q) subharmonisch ist, und (i) w(xg) =0und w < 0auf O\ {xo}.

Der Randpunkt x( heifst regular, falls eine zugehorige Barriere existiert. Sind alle Randpunkte
von () reguldr, so nennen wir d() selbst regulér.
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Der Begriff , Barriere” erklart sich am Besten durch folgendes Resultat.

Lemma 2.34. Sei Q) C RY offen und beschrankt und xo € 9Q) sei regulér mit Barriere w. Dann
gilt:

VgeC(@)Ve>03a>0VxeQ :  |P(g)(x) —g(x0)| < e—aw(x). (Q)

Beweis. Wir verzichten aus Zeitgriinden auf den Beweis, sie finden ihn aber im Anhang.f O
Damit konnen wir nun auch den Beweis des Satzes von Perron abschlie3en.
Satz 2.35. Falls xg € 0Q) regulr ist, so gilt lim,_, .5 P(g)(x) = g(xo).

Beweis. Schicke in () zundchst x — xo. Da w in xj stetig ist und w(xg) = 0 gilt, folgt

0 < limsup |P(g)(x) - g(x)| <.

X—Xq

Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt lim,_,», P(g)(x0) = g(x0)- O —Ende VL g—

Bemerkung 2.36. Fiir O C R? offen und beschrénkt erhalten wir sogar eine stirkere Aussage
als im Satz von Perron formuliert - ndmlich die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) Fiir jedes g € C(0Q)) besitzt das Dirichlet-Problem Au = 0 auf Q) und u = g auf Q) eine
klassische Losung.

(i) 9} ist reguldr.

Fiir den Beweis von (i) = (ii) beachte man nur noch, dass die Lésung des Dirichlet-Problems
zu g(x) := — |x — x| eine Barriere fiir () in xy € Q) ist.

Bleibt noch die Frage, wann ein Randpunkt regulér ist.

Beispiel 2.37. Ein Punkt xo € 0Q) erfiillt die duere Kugelbedingung, falls eine Kugel B(x1,7)
existiert, die () nur im Punkt xq beriihrt, d.h. B[x;, 7] N Q) = {x0}."7

In diesem Fall ist

x2—x1|=r ; L -4, fallsd>3
w(x) :=E(xp —x7) — E(x — x1) il {(dz)”dl <|x—xl|d2 ’“) s =

= (In|r| —In|x — x1]), falls d = 2

eine Barriere fiir () in xg.

Nachdem wir die Aufgaben 1 und 2 aus Bemerkung 2.8 nun geldst haben, kénnen wir noch einmal
auf das allgemeine Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung zuriickkommen.
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Satz 2.38. Sei O C R offen und beschrankt und 9Q) sei regular. Ferner sei f € C?(Q) und
g € C(9Q)). Dann besitzt das Dirichlet-Problem

Au = f auf Q), u = g auf 0Q)

eine eindeutige klassische Losung u € C(Q) N C%(Q). Ist f sogar in C¥(Q),k € {2,3,...,00}, so
gilt auch u € CK(Q).

Beweis. Sei V; € C(R?) N C*(Q)) das Newton-Potential aus Satz 2.24 und w € C(Q) N C®(Q)
die Losung des Randwertproblems

Aw = 0 auf ), w:g—Vfaufaﬂ,

die wir aus Satz 2.27 erhalten. Dann ist u = V; + w die gesuchte Losung, die nach Proposition
2.5 eindeutig ist. O
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3. Die Warmeleitungsgleichung

Stichpunkte. Warmeleitungsgleichung, Warmeleitungsoperator, Cauchy-Problem, Beispiel von Tychonov, gemischtes
Problem, parabolisches Maximumprinzip, Eindeutigkeit von Losungen, Fourier-Transformation, Schwartz-Raum,
Dirac-Familie, Fourier-Inversionssatz, Gaufi-Kern, Duhamelsche Formel, Trennung der Variablen

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns nun schliefflich mit der allgemeinen Warmeleitungsgleichung
o —Ayu = f

fiir eine gegebene stetige Funktion f : Q) x (0,T) = R, mit 0 < T < oo, und eine gesuchte Funktion
u:Qx(0,T) — R." Unter Verwendung des linearen Wirmeleitungsoperators

konnen wir die Warmeleitungsgleichung kurz in der Form Wu = f schreiben. Eine klassische
Losung dieser Gleichung (vergleiche Definition 0.1) ist eine Funktion u € C?(Q) x (0,T)) mit
(Wu)(x,t) = f(x,t) fur alle (x,t) € Q x (0,T).2 Um eindeutige Losungen zu erhalten, miissen wir
allerdings noch weitere Bedingungen an die Losungen stellen.

Definition 3.1. Sei Q C R offen, 0 < T < oo, f € C(Q x (0,T)) und up € C(Q). Dann besteht
das Cauchy-Problem fiir die Warmeleitungsgleichung zur Anfangsbedingung uy im Auffinden
einer klassischen Losung u € C2(Q x (0,T)) N C(Q x [0, T)), welche ,zur Zeit” t = 0 mit ug
tibereinstimmt, d.h. es soll gelten

Wu=finQx (0,T)
u(x,0) = up(x) fiir alle x € Q.

Beim Cauchy-Problem kénnen wir ug zum Beispiel als eine gegebene Anfangstemperatur interpretie-
ren. Dessen Vorgabe legt die Losungen im Allgemeinen jedoch, selbst im Falle Q = R?, noch nicht
eindeutig fest, wie das folgende Beispiel von Tychonov? zeigt.

Beispiel 3.2 (von Tychonov). Wir betrachten das homogene Cauchy-Problem

O — Ay = 0in R? x (0,00),  u(x,0) = 0 fiir x € R%.

Dieses besitzt neben der trivialen Losung u = 0 noch unendlich viele weitere Losungen. Dies
sieht man so: Ist ¢ € C®(RR), so zeigt eine formale Rechnung (mit Vertauschen von Ableitung
und Reihe, und unter der Annahme der Konvergenz der Reihe), dass die Funktion

o™ (1) 2K
(2k)r 1

e

u(x,t) =u(xy,...,xq,t) =

k=0

eine Losung von Wu = 0 ist. Damit auch die Anfangsbedingung erfiillt ist, muss dann nur noch
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@®)(0) = 0 fir alle k € Ny gelten. Dies ist fiir ein beliebiges a > 1 zum Beispiel fiir die Wahl

1
e @, fallst>0
t) =
#(t) {o, falls £ < 0,

mit a > 1 erfiillt. Weiterhin lasst sich zeigen (Ubung), dass sich mit dieser Wahl die obige
formale Rechnung tatsdchlich rechtfertigen ldsst. Insbesondere hat das Cauchy-Problem also
unendlich viele Losungen (verschiedene a fithren zu verschiedenen Losungen). Ubung

Bemerkung 3.3. Wir werden sehen, dass man im Falle Q) = R? eine eindeutige Losung des
Cauchy-Problems erhalten kann, wenn man Anforderungen an das Verhalten der Losungen bei co
stellt. Im Falle Q C RY miissen dariiber hinaus die Randwerte der Losungen vorgegeben werden
(beides analog zu unserem Vorgehen bei der Poisson-Gleichung). Auch aus physikalischer Sicht
macht es Sinn, neben der Anfangstemperatur auch die Temperaturverteilung auf dem Rand 0()
vorzugeben, also etwa zu fordern, dass

u(x,t) =ur(x,t), x€dQ, te(0,T),

fiir eine gegebene Funktion ug : 902 x (0, T) — R. Man nennt dies die Vorgabe von Dirichlet-
Randbedingungen (man vergleiche Definition 2.2).4

Ob die Vorgabe von solchen Rand- und Anfangswerten tatsdchlich zu eindeutigen Losungen fiihrt,
werden wir im nédchsten Abschnitt nun genauer untersuchen.

3.1. Maximumprinzip und Eindeutigkeit

Um die Anfangs- und Randwerte gemeinsam handhaben zu konnen, fithren wir zunédchst ein paar
Begriffe ein.

Definition 3.4. Sei QO C R? offen und 0 < T < oo.
(i) Wir setzen Q7 := Q x (0, T) und Or := Q x [0, T). Ferner nennen wir
0"Qr = (A x{0}) U@ x[0,T))

den parabolischen’ Rand von Q7.

(ii) Sei f € C(Qr) und g € C(9*Q7). Das zugehorige gemischte Rand- und Anfangswert-
problem fiir die Warmeleitungsgleichung besteht dann im Auffinden einer Losung u €
C%(Qr) N C(Qr) mit
Wu = f in QT
u = gauf 0" Qr.
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Bemerkung 3.5. (i) Man beachte, dass

u(x,0) = g(x,0) (= up(x)), falls x € Q)

= f o Q)
st = {u<z,t>=g<z,t><suR<z,t>>, falls 2 € 30, 1 € [0,7),

Insbesondere sichert die Stetigkeit von g die Konsistenz von Anfangs- und Randbedingung, d.h.
es gilt
Vz €9 limug(x) = %i{‘r(}uR(z,t).

X—Z
(i) Ist O = RY, so ist 90 = @ und damit gilt 3*Qr = Q x {0} und
u=gaufd*Qr < u(x,0)=g(x,0) falls x € Q.

In diesem Fall ist das gemischte Problem also einfach das Cauchy-Problem zum Anfangswert g.
Weiterhin ist in diesem Fall Q7 = R? x [0, T).

Wir wollen nun tiber die Eindeutigkeit von Losungen des gemischten Problems sprechen. Wie im
Falle der Poisson-Gleichung erhalten wir dieses mit Hilfe eines Maximumprinzips.

Satz 3.6 (Parabolisches Maximumprinzip). Sei () C R? offen und 0 < T < co. Ferner sei u €
CZ(QT) N C(QT) und
Wu <0 in Q7.

Ist dann (a) O beschrinkt oder (b) u beschrinkt auf Qr, so gilt

sup u(x,t) = sup u(xt).
(x,t)€Or (x,t)€9*Or

Dieser Satz ist das Analogon fiir das schwache Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen
(Satz 1.25). Auch im vorliegenden Fall liefle sich ein starkes Maximumprinzip beweisen, wir verzichten
aber aus Zeitgriinden darauf.®

Beweis. (a) Sei () beschrankt.

In diesem Fall ist fiir 0 < S < T beliebig die Menge ()5 kompakt und es geniigt zu zeigen, dass

tiir jedes solche S
(x)  max u(x,t) = max u(x, t).
(x,t)e0g (x,t) €005\ (2% {S})

Denn dann erhalten wir fiir S T die Behauptung.

7 —
///I/// AT ! o7
25 ons\ (wxis))
Im Folgenden sei also ein solches S fixiert und wir betrachten u auf Qs = Q x [0, S] (schreiben
aber einfach u statt u|g). Nach Voraussetzung gilt
Wu =0 —Ayu<0 inQx(0,5] C Qr.

Wir unterscheiden nun zwei Fille.

1. Fall: Es gilt Wu < 0in Q) x (0, S].
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Sei (xo,to) eine Maximalstelle von u in der kompakterL Menge Q5. Nehmen wir zunichst an,
dass (xo,tp) € Q x (0,S]. Dann nimmt die Funktion Q) > x — u(x,fp) bei x = xp € Q) ein
Maximum an, d.h. unter Beachtung der zugehdrigen Richtungsfunktionen folgern wir, dass

E)iju(xo,to) < 0 (] = 1,. 5 .,d),

und somit Ayu(xg,tg) < 0. Andererseits nimmt auch (0,S] > t — u(xg,t) in tg € (0,5] ein
Maximum an, d.h. es gilt 0;u(xo, fop) > 0 (nur im Falle fp = S kann hier ,>"“gelten). Insgesamt
folgt also

Wi (xo, to) = (9su — Axu)(xo,to) >0,

im Widerspruch zu unserer Annahme. Also muss (xo,tp) € 9Qs \ (Q x {S}) = Qs \ (Q x (0,9])
gelten und (x) ist gezeigt.

o—

% - T
I

/ / Q& W |

Za

Dx (045]
2. Fall: Im allgemeinen Fall sei u,(x,t) := u(x,t) — et fiir ¢ > 0. Dann gilt
Wi = dpue — Ayue = (dpu — Ayu) —e <0 in Q x (0,9].
Der 1. Fall zeigt also, dass

max ug(x,t) = max ue(x,t).
(x,4)eQs (x,t) €005\ (O {S})

Da 1, auf den beteiligten Mengen fiir ¢ — 0 gleichmiBig gegen u konvergiert, ist () gezeigt.

(b) Den Beweis im Falle, dass zwar () unbeschrankt, aber u eine beschriankte Funktion ist, lassen
wir aus Zeitgriinden aus. Sie finden ihn aber im Anhang.z O

Aus dem parabolischen Maximumprinzip erhalten wir sofort die Eindeutigkeit der Losungen des et

gemischten Problems. Hierbei setzen wir
Cp(Q)) :=C(Q) NIT(O)

fiir die beschrankten stetigen reellwertigen Funktionen auf ().

Korollar 3.7. Sei O C R? offen und 0 < T < 0. Ferner sei f € C(Qr) und g € C(3*Qr). Dann
hat das gemischte Problem Wu = f in Q7 und u = g auf 9*Qr

(a) hochstens eine klassische Losung u € C2(Qr) N C(Qr), falls Q beschrankt ist, und

(b) hochstens eine beschrinkte klassische Losung u € C2(Qr) N Cy(Qr), falls O unbeschrinkt
ist.

Beweis. Sind u1, u; jeweils zwei solche Losungen, so konnen wir das parabolische Maximum-
prinzip auf £u mit u := u, — U anwenden. Da u auf 0* Q)7 verschwindet, folgt £u < 0 auf Qr,
d.h. u = 0 bzw. u; = up auf Qr. O

Bemerkung 3.8. (i) Wie im Falle der Poisson-Gleichung folgt aus dem parabolischen Maximum-
prinzip auch die Stabilitdt des gemischten Problems fiir die Warmeleitungsgleichung (vergleiche
Proposition 2.5 und die darauf folgende Bemerkung). Hierauf werden wir vermutlich noch
einmal in der Ubung eingehen. Ubung
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(ii) Die Eindeutigkeit in (b) bleibt erhalten, wenn man Losungen betrachtet, die eine Wachstums-
beschriankung der Form |u(x,t)| < MR fiir gewisse M, A > 0 und alle (x,t) € Qr erfiillen.
Ohne Wachstumsbeschrankungen sind Losungen nicht eindeutig, wie das Beispiel von Tychonov
zeigt.

Als néchstes wollen wir uns nun mit der Existenz von Losungen der Warmeleitungsgleichung (und
der zugehorigen Rand- und Anfangswertprobleme) beschiftigen. Als Vorbereitung hierzu miissen
wir allerdings zunéchst einen Blick auf die sogenannte Fourier-Transformation® werfen. Diese spielt
bei der Untersuchung von partiellen Differentialgleichungen deswegen eine wichtige Rolle, weil sie
Ableitungen in Multiplikationen umwandelt (und umgekehrt).

3.2. Einschub: Die Fourier-Transformation

Vereinbarung 3.9. In diesem Abschnitt ist es zweckmaéfiig, auch komplexwertige Funktionen
f: R? — C zu betrachten. Entsprechend stehe in diesem Abschnitt, und nur in diesem
Abschnitt, C(R?) fiir die stetigen Funktionen f : R? — C, £;(R%) fiir die integrierbaren
Funktionen f : R — C, usw.

Weiterhin macht es in diesem Abschnitt oft Sinn, statt integrierbaren Funktionen aus £1(IR?) die
zugehorigen Aquivalenzklassen (von A?-fast sicher {ibereinstimmenden Funktionen) aus L;(R?)
zu betrachten. Wir sprechen aber weiter, wie tiblich, von der ,Funktion” f € L;(IR%).

Definition 3.10. Es sei i € C die imaginare Einheit. Die Fourier-Transformation von f € L;(R?)
ist definiert als

(FNE) =F@) = s [, H 0 dr, EeRs

Bemerkung 3.11. Offensichtlich ist f (wohl-)definiert und |f(&)| < (2r)~%/2||f|; fir ¢ € R%.
Damit gilt || f|le < (271)7%/2||f||1, d.h. der lineare Operator

F o (LR, L) = (LR, ), = F(f) = f

ist auch stetig.

Im folgenden Resultat geben wir einige elementare Eigenschaften der Fourier-Transformation an.

Proposition 3.12. (a) Seien f,g € L1 (R%).
(i) Esist f : R? — C stetig, d.h. f € C,(RY).
(i) Es gilt fys f(x)g(x) dx = [y f(x)3(x) dx.
(iii) Streckungen: Sei A € R\ {0} und (0, f)(x) := f(Ax), x € R%. Dann gilt

@H@="F (A7), cer

(iv) Translationen: Sei a2 € RY und (1,f)(x) := f(x + a), x € R?. Dann gilt

—

(Tf)(E) = e f(E),  &eR%
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(b) Sei 1 < k < d.
(i) Essei f € C'(R%) N L (R?) und es gelte limy| e f(x) = 0 und o f € Ly (R%). Dann gilt

— ~

Ocf)(&) =i-&-f(&), CeR.

(ii) Es sei f € L;(R?) und auch die Abbildung x;f : R? > x + x; - f(x) sei integrierbar. Dann
existiert die partielle Ableitung di f und es gilt

W)@ =i-%f(©), EeR-

Beweis. (a) Teil (i) folgt mit dominierter Konvergenz, Teil (ii) mit dem Satz von Fubini und die
Teile (iii) und (iv) mit Substitution.

(b) Wir fithren den Beweis jeweils fiir den Fall k = 1.

(i) Schreiben wir x = (x1,x’) € RY = R x R, so folgt mit dem Satz von Fubini, dass

O @@ = [ e Paf ) dr

= / eI E </ e 1619, f(xq, x) dxl) dx’. (%)
R4-1 —00

Weiterhin zeigt partielle Integration, dass

/ e~ 1619, f(x1,x') dx; = lim e_ixl'vzlf(xl,x’)‘fl:fR —/ Oy, (671 f(x1, x') dixy

3 R—00 — o0

=0, da f(x)—0 fiir |x|—o0

=i & / " emini Fflxg, XY dxy. (%)

Setzen wir (%%) wieder in (x) ein und wenden noch einmal Fubini an, folgt die Behauptung.

(ii) Es gilt )E)gle*“""f) f (x)‘ = |x1f(x)|. Da dies nach Annahme eine integrierbare Funktion ist,

zeigt der Satz tiber Parameterintegrale (Satz A.2.1), dass 01 f existiert und dass

1 1 =

01 (&) = (271)d/2/ g, e W) f(x) dx = —iW /Rd e "0 w1 f(x) dx = —i(x1f) ().

R4

O
Im folgenden Lemma betrachten wir die Fourier-Transformation der Gauf$-Funktionen (Gaufische

Glockenkurven). Es stellt sich heraus, dass auch die Fourier-Transformierte einer Gaufs-Funktion
wieder eine (skalierte) Gaufs-Funktion ist. Dies wird fiir uns spater noch sehr wichtig werden.

Lemma 3.13. Fiir t > 0 sei

._ 1 |x|2 d
§i(x) = Gy P\~ ) ¥ERL

Dann gilt
§i(Q) = a1(t%2) =t7%1(2),  CeR’

Insbesondere ist §} =g und 31 = g1.
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0.7,

g6

0.5

Der Graph von g; im Falle d = 1 fiir verschiedene Werte von t (je kleiner t, desto schimaler und hoher der Graph).

Beweis (des Lemmas). Wir teilen den Beweis in drei Schritte auf.

1. Schritt: Wir betrachten zundchst den Fall 4 = 1 und t = 1, fragen also nach der Fourier-
XZ
Transformation von h(x) := \/%6_7, x € R. Wegen I’ (x) = —xh(x) folgt hier mit Proposition

3.12, Teil (b), dass

poay (B) TR 2R (0)

i5-h(E) = (1)@) = =(xh)(§) = —i- () (),
also (h)(¢) = —¢ - h(&). Diese gewdhnliche Differentialgleichung hat die Losung
~ ~ 2 ~
() = h(0) - e~ F = V27 - h(0) - h(2).
Wegen /271/1(0) = \/%—n fre /2 dx =1 folgt h = h.
2. Schritt: Im Falle d > 1 und t = 1 schreiben wir

8_2 =
k

h(xy), x=(x1,...,%3).

oq
e
o)
~
3
[
S~
N
x
Il
=~
:
|

1 (xk)Z d
=il

Mit dem Satz von Fubini und Schritt 1 sehen wir daher, dass

d d
§1(x) = [Th(xe) = [Th(xe) = g1(x).

k=1 k=1

3. Schritt: Im allgemeinen Fall beachten wir, dass g¢(x) = t~%/2¢;(t"'/2x), d.h. Proposition 3.12,
Teil (a), und Schritt 1 zeigen, dass

g\t(g) (2 p=d/2 (td/Z:g\l(tl/Zg)) 1 gl(tl/Zg) _ fﬁd/zgm(é)-

O

Kommen wir nun wieder auf partielle Differentialoperatoren zu sprechen. Wir betrachten einen
solchen L =} j3j<p a,0" mit konstanten Koeffizienten a, € R (vergleiche Definition o.1). Mit dem
Polynom T

P(x) := Z Apx™ 1= Z Ay - X7 -...-xgl‘d, x=(x1,...,x3) € RY,

Jae| <m o] <m

konnen wir L dann formal schreiben als L = P(9). Unter Verwendung von Teil (b) von Proposition
3.12 erhalten wir nun sofort folgendes Resultat.
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Korollar 3.14. Ist u € C"(R?) hinreichend ,schén” (z.B. u € C""(R?) bzw. u € S(R?), siehe
unten), so gilt

(P@)u)(§) = P(i0)a(g), & eR”
In diesem Fall nennt man p : R? — C, p(&) := P(i&) das Symbol des Differentialoperators P(9).

Beweis. Unter Verwendung der Linearitdt von F zeigt mehrmaliges Anwenden von Proposition
3.12, Teil (b), dass

(PE)u)(E) = Y. awd*u(@) = Y au(i&)*a(¢) = P(i&)a().

|a|<m la|<m

O

Fiir die Fourier-Transformierte der Losung u von P(d)u = f erhalten wir also, zumindest formal,

dass X X
Fu© =i £ £ =18,

Konnten wir hieraus wieder u bestimmen, die Abbildung F also umkehren, erhielten wir einen
Kandidaten fiir die Losung u!

Beispiel 3.15. Fiir den Laplace-Operator A auf RY gilt A = P(dy,...,d,) mit
P() =xf+...+x =[x undSymbol p(¢)=P(if) = (& +...+ &) = — ¢
Die Poisson-Gleichung Au = f, fiir z.B. f € C2(R%), fiihrt zu

0 =—1872f@), ¢#o.

In diesem Fall wissen wir schon, dass u selbst durch u = E * f gegeben ist (siehe Lemma 2.22).

Um die Fourier-Transformation / umzukehren, fithren wir nun einen Teilraum von L; ein, auf dem
F bijektiv ist. Fiir L; selbst ist dies sicher nicht der Fall, denn die Fourier-Transformierte f einer
Li-Funktion muss nicht integrierbar sein.*® —Ende VL 11—

Definition 3.16. Der Schwartz-Raum?!® der schnell fallenden Funktionen ist definiert als

S(RY) := {f € C°(RY) | Va,p € NI : sup [x*(0Pf)(x)| < o}.

x€R4

Die schnell fallenden Funktionen gehen also, genauso wie ihre Ableitungen, fiir |x| — oo schneller
gegen 0 als jedes Polynom.

Bemerkung 3.17. Folgende Eigenschaften sind leicht zu iiberpriifen (zum Teil in der Ubung): Ubung
(i) S(RY) ist ein C-Vektorraum.
(i) Es gilt C®(R?) C S(R?) C L,(RY) fiir alle p > 1.
(i) Fiir die GauB-Funktionen aus Lemma 3.13 gilt g; € S(R?) \ CZ(IR%).
(iv) Fir f,g € S(R?) und « € N4 gilt f - ¢ € S(R?) und 9" f € S(R?).
(v) Ist p € C[xy,...,x4] ein Polynom und f € S(IRY), so gilt auch p - f € S(RY).
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Proposition 3.18. Sei f € S(R?). Dann ist auch f € S(R?) und fiir &, B € N¢ und ¢ € R? gilt:
@) (@)@ = (i)*f(@) = £ (2).
(i) (#£)(@) = iF1@81) @)

Beweis. Unter Verwendung von Bemerkung 3.17 folgen die Formeln (i) und (ii) sofort per
Induktion aus Proposition 3.12, Teil (b). Weiterhin wissen wir, dass die Fourier-Transformierte
einer L;-Funktion beschréankt ist. Aber damit ist fiir jedes &, € N4 und f € S(R?) auch die
Funktion

RY 5 & > 2(@PF) (&) L i IFle(xh ) (&) L imIB-lel e (xF£)) (&)
st

beschrinkt, d.h. f € S(R?). O

Um zu zeigen, dass F : S(RY) — S(R?) bijektiv ist, miissen wir nun etwas ausholen, und uns
zundchst noch einmal mit Faltungen befassen. Dass solche Faltungen im Kontext von partiellen
Differentialgleichungen und der Fourier-Transformation wichtig sind, zeigt schon Beispiel 3.15. Dort
sahen wir, dass die inverse Fourier-Transformation von ¢ — | ]72 f(&) durch die Faltung E * f
gegeben sein sollte.
Proposition 3.19. Sei ¢ € L1(R?) N Lo(R?) und f € L,(R?) fiir ein p € [1,00] . Dann gilt:
(i) Die Faltung
(¢ f)(x / o(x —y)f(y)

ist fiir alle x € R definiert und ¢ * f = f * ¢.
(ii) Es gilt ¢ * f € L,(RY) und

lo+fll, < llelly Ifll,-  (Youngsche Ungleichung )

Beweis. (i) Sei g € [1, 00| der zu p konjugierte Exponent, d.h. 1/p+1/q=1.Da L1 N Le C L,
wie man sich schnell tiberzeugt, ist ¢ € L;(R%), d.h. aus der Holder-Ungleichung folgt

Vx € RY: /}Rd lp(x =) fW)ldy < lloll, I, < oo

Also ist ¢ * f (und genauso f * ¢) auf ganz R definiert und die Kommutativitat der Faltung
folgt per Substitution.

ii) Im Falle p = oo gilt fiir alle x € R?, dass
(i) 14 g

(p= HWI = [(Fx @I < [ If =)o) dv < Ifls [ 10Gx=9)] dy = 1Fl ol

Im Falle p = 1 folgt mit Fubini, dass

Lesnwliar< [ ([ lot-wllwl ) a
= [ ([ lote=wlar) 1761 dy= 711 e

Den Beweis des fiir uns nicht ganz so wichtigen Falles 1 < p < oo finden Sie im Anhang.’* [
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Bemerkung 3.20. Die Aussagen von Proposition 3.19 (und dem nachfolgenden Korollar) bleiben
auch dann giiltig, wenn ¢ nicht beschrankt ist, d.h. fiir ¢ € L1(RY) und f € L,(IR). Allerdings
ist @ * f in diesem Fall nur fiir fast alle x € R? definiert.

Korollar 3.21. Sei ¢ € Li(R?) N Lo (R?) und f € L{(RY). Dann ist ¢ * f € L1 (IR%) und
(¢ * f) = (20)"%¢f.

Beweis. Nur die Gleichung ist noch zu zeigen. Mittels Fubini erhalten wir

(9*H)E) = (z;)m . 08) ( [ oty y> dx

= (27-[1)11/ / (Adel<(xy)’>¢(x—y) dx) e WA f(y) dy
= 0 [, 5l dy = @mH@OF @),

O

Als letzte Vorbereitung zum Beweis der Bijektivitit von F : S(RY) — S(R?) bendtigen wir nun noch
sogenannte Dirac-Familien.’> Diese werden uns auch spéter noch sehr wertvoll sein.

Definition 3.22. Eine Familie (¢;)~0 aus Li(IRY) heifit eine Dirac-Familie auf RY, falls
(i) ¢ > 0 fur allet > 0,
(i) fre @¢(x)dx =1 fiir alle t > 0, und
(iii) fur alle r > 0 gilt

lim ¢i(x) dx = 0.
=0 JRA\B(0,r)

Die Dirac-Familie heifit beschrinkt, falls dariiber hinaus ¢; € Lo (R?) fiir alle ¢ > 0.

Die beiden Integralbedingungen sorgen also dafiir, dass sich eine Dirac-Familie fiir ¢ — 0 mehr und
mehr in der Ndhe von 0 konzentriert.

Beispiel 3.23. (i) Sei ¢ € Li(RY), ¢ > 0 mit ||l = 1. Ferner sei L > 0. Dann wird durch
folgende Wahl ein Dirac-Familie auf R definiert (Ubung): Ubung

Pt : RY — [0,00), @(x):= t’d'Lq)(t*Lx).

%2
(ii) Fir t > 0 sei g¢(x) := —% die Familie der GauB-Funktionen aus Lemma 3.13. Dann

1
izt
ist (g¢)¢>0 eine beschriankte Dirac-Familie auf R%. Dies folgt aus (i), denn

gi(x) = t72¢1(+71/2x)  und 1(x) dx = 1.
R4

(iii) Sei ¢ ein Glittungskern auf B(0,1) C R? (Def. 1.17). Dann wird durch ¢;(x) := t 9¢(t 1x)
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nach Teil (i) eine beschrinkte Dirac-Familie auf R? definiert. In diesem Fall gilt

¢ €CE(RY, 920, supp(p) CBOY), [ glx)dr=1

Eine solche Familie (¢;);~0 nennt man auch eine glatte Approximation der Eins.

Fiir eine beschrinkte Dirac-Familie (@)~ und f € L,(R%),1 < p < oo, ist die Faltung (¢ * f)(x)
nach Proposition 3.19 fiir alle x € R? definiert. Der Wert dieser Faltung an der Stelle x ist das mittels
¢:(x —.) gewichtete Integralmittel von f, vergleiche die Diskussion vor Definition 1.14. Da sich
¢i(x —.) fiir t — 0 immer mehr beim Punkt x konzentriert, erwarten wir, dass (¢; * f)(x )(x) fiir t — 0
gegen f(x) konvergiert. Das folgende Lemma macht diese Vermutung prézise.

Lemma 3.24. Sei (¢;)~0 eine beschrénkte Dirac-Familie auf R¥.

(i) Ist f € Cp(R?), so konvergiert ¢; * f — f fiir t — 0 gleichmafBig auf kompakten Teilmengen
von R?.

(ii) Ist f € Lp(R?) fir ein 1 < p < oo, s0 gilt limyo || @s * f — f|, =

Bemerkung 3.25. Ist ¢; € CP(IRY), so folgt nach Satz 1.16 (denn fiir p > 1ist £,(IR?) C LY¢(R?)),
dass ¢ * f € C®°(R?). Wahlen wir etwa eine glatte Agroximation der Eins wie in Beispiel 3.23
(iii), so zeigt damit Teil (ii) des Lemmas, dass jedes f € L,(R?),1 < p < oo, in der L,-Norm
durch glatte Funktionen approximiert werden kann. Fiir p = oo kann dies im Allgemeinen nicht
gelten, denn dann wire die Grenzfunktion f automatisch stetig (warum?).

Beweis. (i) Es sei f € Cy(RY) und K C R? kompakt. Weiter sei ¢ > 0 beliebig. Da f auf der
kompakten Menge K; := K + B[0, 1] gleichméfig stetig ist, existiert ein 6 > 0, so dass

Vx,yeKi: |x—yl<déd = |f(x)—f(y)|<e
Wahlen wir 0 < r < min(1,d) folgt insbesondere
Vx € KVy € B(x,r): |f(x)— f(y)] <e.

Mit der 1. und 2. Eigenschaft der Dirac-Familie folgt somit fiir alle x € K und ¢ > 0:
£63) = (= )@ = \ Lo =ns@ay= [ ox-prway

/q)tx— S (x y)|dy = / dy+/ (...)dy
R4\ B(x,r)

ef y)dwzufuoo/ ox-y)ay<e+2lfls [ puz)dz
B(x,r) R\ B(x,r) R4\B(0,r)

IN

IN

Mit der 3. Eigenschaft der Dirac-Familie folgt also

0 <limsup |f(x) — (¢ % f)(x)| <e.

xeK

Da & > 0 beliebig war, folgt sup, . |f(x) — (@: * f)(x)| — 0 fir t — 0.

(ii) Beweisen wir aus Zeitgriinden nicht. Sie finden den Beweis aber im Anhang.*® O

Nun kénnen wir die Bijektivitat von F : S(RY) — S(R?) endlich in Angriff nehmen.
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Satz 3.26 (Fourier-Inversionssatz). Sei f € C,(R?) N Ly (IRY), so dass auch f € L;(IRY). Dann gilt

() flx) = (273),1/2 /IR @) dg,  xeRLY

Beweis. Wir benutzen die Notation und Resultate von Lemma 3.13. Sei t > 0 und

&9
~—~~
=
SN—

N
S|
—

SN—

U

S~

N
¢]
pat
o

/\
N:
h'"I\)

N~~~

=

m

=
QU

Dann ist

.\ L313 1 x|?
gi(x) =g (%) = (27t)d/2exp< |2’ >,

d.h. mit dominierter Konvergenz folgt

~

e o, @@ dE=tim [ F0f@) 51(0) dz

t—0

Andererseits folgt aus Proposition 3.12, Teil (a.iv), dass ¢’ @ f(&) = (TX/B(C) mit (7o f)(y) =
f(y+ x), d.h. mit Teil (a.ii) des gleichen Lemmas folgt wegen g;(x) = g:(x) = g:(—x), dass

| i@ @ d = [ A8 &= [ mHO8E @
R4 R4
/ f(E+x)gi(=¢) dg = / f)gi(x —y) dy = (g f) (x). (3.1)

Da (gt)t>0 nach Beispiel 3.23 eine Dirac-Familie ist, zeigt Lemma 3.24, dass (g: * f)(x) =
U

fx).

Definition 3.27. Fiir f € L;(IR%) nennt man

@D = J) == (FFN) = Gz [ 0@ de, xRS

die inverse Fourier-Transformation von f.

Bemerkung 3.28. Satz 3.26 besagt also, dass (Go F)f = f fur f € Cp(R%) N Ly (R?) mit
f € L1(IR%). Genauso gilt in diesem Fall auch, dass (F o G)f = f, denn

(2711)‘1/2 /IRd e—i(x,@f(g) ac = (27‘[1)’1/2/W e—i(x,@]?(_g) e = (27_[1)(1/2/1Rd ei(x,y)f(y) dy S%mf(x)

Korollar 3.29. (i) Die Fourier-Transformation auf dem Schwartz-Raum, d.h. F : S(RY) — S(R%),
ist bijektiv mit Umkehrabbildung F -1—g.

(i) Sind ¢, f € S(IRY), s0 ist auch ¢ % f € S(RY) und (¢ * f) = (277)4/2¢ .
(iii) Fiir f € S(R?) gilt die Plancherel-Identitit'®

it e= (1R ax) < ([

1/2

f@f a) =,

—Ende VL 12—
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Beweis. (i) Fiir f € S(R?) gilt f € Li(RY) NCy(RY) und f € S(RY) C Li(RY), d.h. die
Behauptung folgt aus Satz 3.26 und Bemerkung 3.28.

(ii) und (iii): Ubung. O

Schauen wir zum Abschluss dieses Abschnitts nun wieder auf einen (linearen) partiellen Differential-
operator (mit konstanten Koeffizienten)

P(d):= Y a,0"

|a|<m
Nehmen wir an, u € S(IR?) sei eine Losung der partiellen Differentialgleichung
P(d)u = f auf R".

Dann ist auch f € S(R?) und aus Korollar 3.14 erhalten wir (mit dem Symbol p() := P(i)), dass

A

p(©)a(g) =), ¢eR”

Da die Nullstellenmenge {& € RY | p(&) = 0}, im Falle p # 0, eine A%-Nullmenge ist, folgt hieraus

Q) = :} -f A% — fast sicher

und somit

u(x) =F! (;f) (X)Z(Z;W/Rde“x@];ég g, x € R

Die rechte Seite liefert uns im Fall u € S(RY) also eine Formel fiir die Losung u und kann in
allgemeineren Fillen als Ansatz fiir eine Losung untersucht werden. Weiterhin zeigt (©) und
Korollar 3.21, dass die Losung u € S(R?) unter gewissen Voraussetzungen als Faltung gegeben ist,
denn es gilt die Implikation

X 1
K € Li(RY) mit K = ——— =  u=FKxf»
(2m)?/2 - p

Man beachte, dass so ein K nur existieren kann, wenn p keine Nullstellen besitzt (warum?).

Beispiel 3.30. Laut Beispiel 3.15 hat der Laplace-Operator A das Symbol p(¢) = — |§|2, d.h. fiir
u € S(R?) mit Au = f gilt u = —F 1(].| "% f). In diesem Fall liisst sich direkt zeigen (siehe [11,
Lemma 9.27]), dass fiir f € S(RY) und d > 3:

) = ~ g [, @ = [ Ee— 0@ dE = (BP0

mit der Fundamentallosung E des Laplace-Operators. Wir gewinnen also auf diesem Wege
die bekannte Losung, das Newton-Potential, zuriick. Man beachte, dass in diesem Fall die
Fundamentallosung E nur lokal integrierbar auf R? ist, d.h. E ist nicht definiert. Man kann
allerdings die Fourier-Transformation auf sogenannte temperierte Distributionen ausweiten
(spater kommen wir darauf noch einmal ganz kurz zuriick) und in diesem allgemeineren Sinne

dann tatsdchlich zeigen, dass
R 1

O =~

Ubung
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3.3. Die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung

Wir kommen zuriick zur Warmeleitungsgleichung und betrachten zunidchst den homogenen Fall auf
Q = R, d.h. das Cauchy-Problem

(%) o — Ayu =0 in R x (0, 00),
*
u(x,0) = up(x) fiir x € RY.

Nehmen wir zunéchst an, dass uy € S(IRY) und dass eine klassische Losung u : R? x (0,00) — R
existiert, so dass u(.,t),d;u(.,t) € S(RY) fiir alle t > 0. Dann konnen wir die partielle Fourier-
Transformation von u beziiglich x betrachten:

R 1 i
(Fet) (&, 1) i= (&) = W/Rde i(52)y (x, t) dx.
Mit Korollar 3.14 und Beispiel 3.15 folgt dann aus (d;u — Ayu) = 0, dass

(@) (&,t) + |2 2(& ) = 0.

Ferner folgt unter Vertauschung von Differentiation und Integration (zunachst formal), dass
— 1 . 1 i N
(atu)(g, t) = W /I;d e l<x'é>atu(x, t)dx = at <(27‘[)d/2 /]Rd e Z<x'€>1/l(x, t)dx> = (aﬂl)(g, t)

Mittels partieller Fourier-Transformation erhalten wir also aus (%), dass

I(E,t) = — &7 a(E, 1), falls (&t) € RY x (0,00),
1(&,0) = 1p(¢), falls & € R%.

Fir fixiertes ¢ handelt es sich hierbei um eine gewthnliche Differentialgleichung fiir t — (¢, t), die
samt Anfangsbedingung eindeutig durch

(g, ) = 0o(8) exp(—t[¢|*)

gelost wird. Da, mit der Notation und den Resultaten von Lemma 3.13,

exp(—t[5]*) = (271)"2g1((20)'/%¢) = (21)"?¢(2),

folgt also mit Korollar 6.38, dass

—

(&, t) = (2m)"2824 (&) 0 (Z) = (gor * uo) (x),

also auch
u(gt) = (gu*uo)(&), EeRL

In volliger Analogie zur Poisson-Gleichung erhalten wir also auch hier die Losung u € S (R%) von
(%) durch Faltung des Anfangsdatums uy mit der Funktion gy;. Dies liefert Anlass zu folgender
Definition.

Definition 3.31. Die Funktion ® : RY x (0, 0) — (0, ),

1 x[?
D(x,t) 1= gu(x) = Wexp <_Lr’5>
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wird Gaufs-Kern oder Wiarmeleitungskern oder Fundamentallosung der Warmeleitungsglei-
chung bzw. des Wirmeleitungsoperators auf R? genannt. Weiterhin definieren wir

®;: R? = (0,00), ®(x) := D(x,t) = gor(x).

Bemerkung 3.32. In der Ubung wurden folgende Eigenschaften des Gauf3-Kerns bereits gezeigt:
(i) ® € C®(RY x (0,00)).

(i) W® := (9; — Ay)® = 0 in R? x (0,00), d.h. ® ist selbst eine Losung der homogenen
Wirmeleitungsgleichung.

(iii) Fir alle t > 0 ist ®; € L1(IR?) N Lo (R?) und

@l = [ @) dx =1,
]Rd

Unsere obige Herleitung lasst vermuten, dass ®; * 1o im Falle g € S(R?) wirklich eine Losung
des Cauchy-Problems (*) ist (nur die Vertauschung von d; und partieller Fourier-Transformation
miisste noch gerechtfertigt werden). Tatsdchlich handelt es sich sogar fiir sehr viel allgemeinere
up um eine Losung. Dazu beachten wir, dass (®; * up)(x) wegen Proposition 3.19 und Teil (iii) der
obigen Bemerkung schon fiir 1y € L,(R?) fiir alle x € R? definiert ist.

Satz 3.33. Sei ug € L,(R) fiir ein p € [1,00] und

1 _ ey
u(x,t) ;== (P *up)(x) = (47Tt)d/2/]Rde i up(y) dy, (x,1) € R x (0,00).
Dann gilt:
(i) u € C*(RY x (0,00)) und Wu = 0 auf RY x (0, 00).
(i) u(.t) € Ly(R?) und [u(, )|, < [[uoll, fiir alle t > 0.
(iii) Im Falle 1 < p < oo gilt

li S t) — =0,
im [u(.,1) ~ ol

d.h. die Anfangsdaten up werden von u im L,-Mittel angenommen.

(iv) Tst ug € Cp(R?), so lasst sich u mittels u(x,0) := ug(x),x € RY, stetig nach R? x [0, o)
fortsetzen und ist damit die (nach Korollar 3.7 eindeutige) beschréankte klassische Losung
des Cauchy-Problems

Wu =0 auf RY x (0,00) und u(x,0) = up(x) fiir x € R%,
Ferner gilt in diesem Fall

[ulleo:= sup  Julx,£)] = [luo]lo -

(x,t)€ER? % [0,00)
Beweis. (i) Da
() = [ @y, () dy

und da fiir jedes y € R die Funktion R? x (0,00) > (x,t) — @®(x — y,t) nach Bemerkung
3.32 eine glatte Losung der homogenen Wiarmeleitungsgleichung ist, folgt die Aussage, sofern

Ubung
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wir Differentiation und Integration vertauschen diirfen. Dies folgt, mit einigen technischen
Argumenten, aus dem Satz {iber Parameterintegrale, siehe Anhang.*®

(i) Folgt aus Proposition 3.19 (Youngsche Ungleichung) unter Verwendung von ||®;||; = 1.

(iii, iv) Teil (iii) und die erste Behauptung in (iv) folgt aus Lemma 3.24, da (®¢)i>0 = (g2t)¢>0
nach Beispiel 3.23 (ii) eine beschrénkte Dirac-Familie ist. Schliefllich gilt wegen Teil (ii) sicherlich,
dass
sup  [u(x, t)] < [luol| -
(x,t)€Rx [0,00)

Aber in diesem Fall gilt u(x,0) = up(x), d.h. hier muss sogar Gleichheit gelten. O

Wir wollen an diesen Satz noch eine Bemerkung anschliefSen.

Bemerkung 3.34. (i) Glidttung: Man beachte, dass beliebig ,rauhe” Anfangsdaten ug € L,(IR)
in infinitesimaler Zeit gegléttet werden, denn die Losung (®; * ug)(x, t) ist glatt auf RY x (0, o).
Man vergleiche dies mit Bemerkung 2.25 im Kontext der Poisson-Gleichung.

(i) Stabilitdt: Sind u, v die beschrénkten Losungen der Warmeleitungsgleichung auf RY x (0, c0)
zu den Anfangsdaten ug € C,(R?) bzw. vy € C,(IRY), so folgt aus (iv), dass

l|u— UHLOO(IR”’X[O,OO)) = |luo — UOHLOO(]Rd)'

(iii) Unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit: Gilt vy = ug + €@ fiir eine stetige Funktion
¢ > 0,9 # 0, mit supp(¢) C B(0,r), so gilt fiir die zugehorigen Losungen, dass v(x, t) > u(x,t)
in ganz RY x (0, ). Beliebig kleine Stérungen wirken sich also auf jeden Punkt des R? schon
nach infinitesimaler Zeit aus.2’ Beweis:

o(x, t) —u(x,t) > S/B(O?) P (x —y)p(y)dy > 0.

(iv) Ist O C R? offen und uy € C, (ﬁ), so gibt es nach dem Fortsetzungssatz von Tietze ein
F € Cp(R?) mit F|5 = ug. Aus dem vorherigen Satz folgt also, dass durch u : Q x [0,00) — R,

u(x,t) == (@ % F)(x), fallst>0,
T up(x), fallst =0

eine glatte Losung des Cauchy-Problems Wu = 0 in Q x (0,00) und u(x,0) = u(x) fiir x € Q)
gegeben ist. Nattirlich werden hierbei mogliche Randwerte der Losung noch vollig aufier Acht
gelassen.

(iv) Man kann allgemein zeigen, dass jede Losung von Wu = 0 in Q) x (0,00) glatt ist. Wir
werden dies spéter in einem etwas allgemeineren Kontext tatsdchlich beweisen. 2

Wir wollen nun noch kurz das inhomogene Cauchy-Problem auf R? betrachten. Hier geniigt es, den
Fall homogener Anfangsdaten zu behandeln, d.h.

o —Au=f  inRY x (0,00)
(x) P
u(x,0)=0 fiir x € R%,
denn ist u eine Losung von (xx) und v(x,t) = (P * 19)(x), so ist w := u + v eine Losung von
orw —Ayw=f in R? x (0, 00)
w(x,0) = up(x) fiir x € R%.

—Ende VL 13—


https://w.wiki/A6y9

3. Die Wiirmeleitungsgleichung 57

Wir gehen analog vor wie beim homogenen Problem und betrachten zunéchst Losungen von (xx) auf
dem Schwartz-Raum S(IR%). Dort liefert partielle Fourier-Transformation beziiglich der x-Variablen,
dass

oi(G, 1) +|¢Pa(g, ) = f(&t) und 4(E,0)=0.

Mit der Methode der Variation der Konstanten konnen wir diese gewdhnliche Differentialgleichung
fur t — 1(¢, t), samt Anfangsbedingung, eindeutig 16sen und erhalten

4 1) = /0 e 9IEP fg ) ds.

Wegen e~ (t=9)¢ = (2n)4/2d,_y(&) (vergleiche die Betrachtungen im homogenen Fall), folgt mit

fs(x) := f(x,s) dann

b —

a(E 1) = (27) /0 By (8)F(E,5) ds = /0 (B0 £2)(2) ds.

Wenden wir nun die inverse partielle Fouriertransformation an (und vertauschen wir Integration
und Fouriertransformation), so erhalten wir die sogenannte Duhamelsche Formel?3

wtx) = @) as= [ ([ entx-niw i) as

Bemerkung 3.35. Man beachte, dass fiir jedes s > 0 die Funktion vs(x,t) := (®;—s * f;)(x) eine
Losung des homogenen Cauchy-Problems

0iv—Ayv = 0 in]Rdx(s,oo),
o(x,s) = fi(x) firxeR?

ist. D.h. wir erhalten die Losung des inhomogenen Cauchy-Problems (xx) indem wir zunéchst
fiir jedes 0 < s < t obiges homogene Cauchy-Problem 16sen und anschliefsend integrieren:

t
u:/vsds.
0

Dies nennt man auch das Duhamelsche Prinzip.

Die obigen formalen Rechnungen lassen sich fiir hinreichend glattes f tatsdchlich rechtfertigen.

Satz 3.36. Sei ug € Cy(R?), f € C2(R x (0,00)) N Cp(R? x [0,00)) und

u(x, t) = (D *xup)(x) + fOt(CDt,S * fs)(x)ds falls x € Rt >0,
’ up(x), fallsx e R%,t =0,

wobei f;(y) := f(y,s). Dann ist u € C?(R? x (0,00)) N C(R x [0,00)) und

Wi = f in R? x (0,00),
u(x,0) = up(x) fiir x € R%.

Beweis. Siehe [10]. O
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3.4. Die Methode der Trennung der Variablen

Wir wollen uns im letzten Teil dieses Kapitels nun mit der Existenz von Losungen von gemischten
Problemen auf einer beschrankten, offenen Teilmenge (2 C R? beschiaftigen. Der Einfachheit halber
betrachten wir nur den homogenen Fall mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen, d.h. das
gemischte Problem

Wu = 0 in Qr=Qx(0,7T),
(Q) u =0 auf 90 x [0,7),
u(x,0) = wup(x) fir xeQ.

Man beachte, dass Anfangs- und Randbedingung nur dann konsistent sind, wenn |30 = 0 gilt.

Als Losungsansatz verwenden wir die sogenannte Methode der Trennung der Variablen, versuchen
also Losungen der Form
u(x,t) =o(t) - w(x)

zu finden. Damit ein solcher Ansatz auch die homogene Dirichlet-Randbedingung erfiillt, ist es
hierbei sinnvoll, nur solche w zu betrachten, die auf dem Rand von () verschwinden. Im Folgenden
betrachten wir dazu

w e CQ) == {f € CX(Q) : flon = O}.
Man beachte, dass wir hierbei zunédchst leicht iiber die Eigenschaften einer klassischen Losung
hinausgehen (dies wiirde der Forderung w € C?(Q) N Cy(Q)) entsprechen), damit wir im Folgenden
Lemma die Greenschen Formeln anwenden konnen.

Lemma 3.37. Sei QO C R? offen und 0 < T < oo.

(a) Seien v € C1((0,T)) \ {0}, w € C*>(Q) \ {0} und u(x,t) := v(t)w(x), (x,t) € Q. Dann sind
dquivalent:

(1) Wu =0in Qr.
(ii) Es existieren C,A € R,C # 0, mit
Vte (0,T): o(t) = CeM
und
VxeQ: Aw(x) = Aw(x),

d.h. w ist Eigenfunktion des Laplace-Operators A zum Eigenwert A.
(b) Besitzt Q) einen C'-Rand, so gilt:

(i) Istw € C3(Q) \ {0}, so sind zugehorige Eigenwerte von A negativ, d.h. fiir A € R gilt die
Implikation
Aw=Awauf Q) = A<O0.

(if) Sind A1, A € R, Ay # Ay, und wy, wy € C%(ﬁ) mit Awy = Aqwy, Awy = Awy, so gilt

(wq,wy) = /le(x)wz(x) dx =0,

d.h. Eigenfunktionen von A aus C3 zu verschiedenen Eigenwerten sind in L, orthogonal.
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Beweis. (a) (ii) = (i): Es gilt fiir alle (x,t) € Qr
Wu(x, t) =o' (H)w(x) — v(t)Aw(x) = Ao(t)w(x) — Av(t)w(x) = 0.

(1) = (ii): Aus Wu = 0 folgt

v (Hw(x) = v(t)Aw(x)
fir alle (x, f) € Qr. Nach Annahme existiert nun ein (x, to) € Qr mit u(xo, tg) = v(fo)w(xg) # 0.
Damit folgt insbesondere

o () = (Aw(x(;))v(t), te (0,T),

w(xo

also v(t) = CeM,t € (0,T), fiir ein C # 0 (denn v(ty) # 0). Weiterhin folgt dann auch

Aw(x) = w(x) = Aw(x), x¢€ Q.

(b) (i) Aus der 1. Greenschen Formel (siehe Satz 2.10) mit f = ¢ = w folgt wegen w|3q = 0, dass

0_/ 3w (2)w(z)do(z) = /Q(wa(x)yZ+w(x)Aw(x)) dx:/Q(Ww(x)\ZM(w(x))z) i,

also
s |Vw(x)|2 dx -
2
[wll3
Wire A = 0, so wiirde der Gradient von w identisch verschwinden, d.h. w wire auf jeder Zusam-

menhangskomponente von () konstant, miisste also wegen w|3n = 0 identisch verschwinden,
im Gegensatz zur Voraussetzung.

(ii) Aus der 2. Greenschen Formel folgt wegen w1 |30 = ws|yn = 0, dass
0= /aQ (wl (Z)ava(Z) — ZUZ<Z)8VZU1 (Z)) dU’(Z) = /Q ('wl (x)sz(x) _ wz(x)Aw1 (X)) e
= (A2 = M1) /Q w1 (x)wy(x) dx.

O

Mit Hilfe des Lemmas konnen wir unser gemischtes Problem (©) damit fiir sehr spezielle Anfangs-
daten schon 16sen.

Beispiel 3.38. Es seien wy, ..., w,; € C% (ﬁ) Eigenfunktionen von A zu den paarweise verschie-
denen Eigenwerten Ay, ..., A, € (—00,0). Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass
|wk|l, =1 fiir alle 1 < k < m. Weiterhin sei

m p—
=) aw(x), x€0,

mit ¢y, ..., ¢, € R. Dann gilt:
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(i) Esist cx = (uo, wg), denn da die wy paarweise orthogonal und normiert sind, gilt

m m
(o, wi) = (Y crwy,wi) = Y er(wy, wy) = ci(wy, wi) = e ||wi|l; = e
=1 =
(ii) Esist
m
u(x,t) =Y e (ug, wi)wi(x), (x,t) € Qx [0,00)
k=1

eine Losung des gemischten Problems

Wu = 0 in QX (0,00),
u =0 auf 9Q x [0,00),
u(x,0) = wup(x) fir xe€Q.

Dies folgt sofort aus (i), Lemma 3.37 und der Linearitdt von W.

Leider ist es eher selten der Fall, dass sich die Anfangsdaten u als endliche Linearkombination von
solchen Eigenfunktionen von A darstellen lassen, wie im vorherigen Beispiel betrachtet. Lassen wir
jedoch auch unendliche Linearkombinationen zu (falls so viele Eigenfunktionen existieren), sieht die
Lage unter Umstdnden schon besser aus.

Erinnerung 3.39. (i) Ist (#, (.,.)) ein Hilbert-Raum, so heifit eine Familie (¢;)xc; in A ein Orthonormalsystem (ONS),
falls

e (e, ey = 0 fiir alle k # I, d.h. die ¢ sind paarweise orthogonal, und
* ekl = /(e ex) =1 fiir alle k.
In diesem Fall gilt die Besselsche Ungleichung

Y [fre)? <IIfIP, fen

kel

(ii) Ist das ONS (ey)xe; total, d.h. die lineare Hiille der ¢ ist dicht in H, so nennen wir es eine Orthonormalbasis
(ONB) von H. In diesem Fall gilt fiir jedes f € H die Fourier-Entwicklung

f = Z<f/ek>ek25

kel

und die Parsevalsche Identitit (verallgemeinerter Satz von Pythagoras)

Y K foen) P = IIfIIP

kel

(iii) In jedem separablen Hilbertraum (mit abzadhlbarer dichter Teilmenge) hat jede ONB nur endlich oder abzahlbar
viele Elemente.

(iv) Fir H = Ly((—m, 7r); C) bilden beispielsweise die Funktionen ey (t) := \/% exp(ikt), k € Z, eine ONB.

Bildet die Familie der Eigenfunktionen von A also sogar eine ONB von L,((}), so konnen wir mit
der Idee aus Beispiel 3.38 nun einen Losungskandidaten fiir das gemischte Problem (0) zu beliebig
vorgegebenem 1y € L,(Q)) gewinnen.

Proposition 3.40. Sei Q) C R? offen und beschrankt und uy € Ly(Q). Ferner sei (wy)en eine
Folge in C3(Q)) bestehend aus Eigenfunktionen von A und A; < 0 sei der zu wy zugehérige
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Eigenwert. Ist dann (wy)ren eine ONB von Ly (Q)), so ist die Reihe

Y et (g, wi)wy
k=1
fiir jedes t > 0 in L(Q2) konvergent und es gilt

=0.
2

Uy — Ee”‘k (ug, wi)wy
k=1

lim
N0

Beweis. (i) Wir zeigen fiir t > 0, dass s, := ) ;4 e”‘k<uo, wy)wy eine Cauchy-Folge im Hilbert-
Raum Ly () ist. Tatsdchlich gilt fiir n > m mit der Parsevalschen Identitit

2

2 = SR 2 M50 & 2
Isn —smlla=| Y. e™(uo,wdwe|| = Y M [(uo,we)]™ < Y [(uo, wie)|”
k=m+1 2 k=m+1 k=m+1

Aufgrund der Besselschen Ungleichung konvergiert die rechte Seite hier fiir m,n — oo gegen 0.

(ii) Es gilt ug = Y 54 (4o, wx)wy und daher mit der Parsevalschen Identitit

2
ug— Y e (ug, wiwe|| = || Yo (1 — ) (ug, we)w Z ‘1 _eth | (10, wi) |*
k=1 2 k=1 k=1
Da |1 — et |2 — 0 fiir £ ™\, 0 folgt die Behauptung dann mit dominierter Konvergenz. O

Fassen wir zusammen: Ist (wy ) eine Folge von Eigenfunktionen von A aus C3(Q}), die eine ONB
von Ly (Q2) bildet, und sind Ay < 0 die zugehorigen Eigenwerte, so erhalten wir mit dem Ansatz

u(x,t) Zemk (1o, wr)wi(x), (x,t) € Q x [0,00)
k=1

einen Kandidaten fiir eine Losung des gemischten Problems

Wu = 0 in QX (0,00),
u = 0 auf 9Q x [0,00),
u(x,0) = wup(x) fir xeQ.

Vorsicht: Hierbei ist a priori noch nicht einmal klar, ob die obige Reihe tiberhaupt punktweise
konvergiert, geschweige denn, dass es sich um eine Losung von Wu = 0 handelt.

Jedoch: Was gesagt werden kann, ist, dass die Reihe fiir festes t > 0 im L,-Sinne konvergiert und,
ebenfalls im L,-Sinne, fiir t N\, 0 die Anfangsdaten uy € £,({)) annimmt. Spéter werden wir sehen,
dass obiger Kandidat tatsdchlich immer eine sogenannte schwache Losung des gemischten Problems
ist.

Wir sehen uns nun ein Beispiel an, wo obiger Ansatz tatsdchlich zu einer klassischen Losung fiihrt,
ndmlich Warmeausbreitung in einem Intervall.

Lemma 3.41. Sei O = (0,71) CR.

(i) Der Operator A = 92 besitzt auf C3([0, 7]) die negativen Eigenwerte A, = —k?, k € IN, mit
zugehorigen Eigenfunktionen x — sin(kx).

—Ende VL 14—
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(ii)) Die Funktionen
2
wi(x) := 4/ Esin(kx), x€(0,m), keN,
bilden eine ONB von L, ((0, 77)).

(iii.a) Seib := (by)ren € lo(IN), m,n € INg und o > 0. Dann konvergiert die Reihe

bed!"d" (e %t sin(kx))
k=1

fiir (x,t) € [0, 7] X [tp, 00) absolut und gleichmi&Big. Insbesondere ist
u(x, t) ==y bee Ftsin(kx) € C([0, 71] x (0,0))
k=1

und die Ableitungen von u konnen durch Vertauschen von Ableitung und Summe berech-
net werden.

(iii.b) Ist b € [;(IN) C I (IN), so konvergiert die Reihe u(x, t) auch absolut und gleichmégig auf
[0, 7t] x [0,00), d.h. u € C([0, 7t] x [0, 0)).

Beweis. (i) Fur k > 0 und w # 0 gilt
K =dw=w" < w(x)=Asin(kx)+ Bcos(kx), x¢€ (0,7),
fiir Konstanten A, B € R. Da w(0) = w(7r) = 0 gelten miissen, folgt
0=w(0) =B unddamit 0= w(mr)= Asin(km),

also A # 0und k € IN.

(ii) Dass ||wk|, = 1 und (wy, w;) = 0,k # I, verifiziert man sofort. Dass es sich um eine ONB
von L,(0, 7) handelt, folgt aus der Tatsache (die aus den Grundvorlesungen bekannt sein sollte),
dass die Funktionen ——¢/**, k € Z, eine ONB von L, ((—7, 7r); C) bilden. Details finden Sie im

Anhang 2% v

(iii.a) Man beachte, dass p € N existiert, so dass 070 (e~¥!sin(kx)) von der Form
+kPe ®if(kx) mit f € {sin,cos}

ist. Setzen wir ,
C(to, p) := sup kPH2e—tok <« oo
kelN

koénnen wir also fiir (x,t) € [0, 7t] X [to, 00) abschitzen:
b33 (e sin(kx) )| = [bif (kx) | ke ™ < |[bl]o, k27270 < Cto, p) [1b] o k72

Da ), kl—z < oo, folgt hieraus die Behauptung.

(iii.b) Im Falle b = (b;) € I1(IN) argumentieren wir wie in Teil (iii.a) unter Verwendung der
Abschitzung

‘bke_kztsin(kx)‘ <|bl, xel0,n]t>0keN.




. Die Wiirmeleitungsgleichung 63

Satz 3.42. Sei up € Ly((0, 7)) und

2

b == / up(y) sin(ky) dy, k€N,
T Jo

die Folge der Fourier-Sinus-Koeffizienten von 1. Ferner sei
Z bee ' sin(kx), (x,t) € [0, 7] x (0,0).

(i) Esist u € C*([0, 7] x (0,00)) und

Wu = 0 auf [0, 7r] x (0, c0)
u(0,t) = u(m, t) =0 fir alle t € (0, 0).
(ii) Es gilt

T

lim [ |u(x,t) —up(x)|* dx =0,

t—0 Jo
d.h. die Anfangswerte werden im quadratischen Mittel angenommen. Ist uy € C3([0, 7t]), so gilt

dies sogar punktweise, d.h.

limu(x,t) = up(x), x € [0, 7).
t—0
Beweis. (i) Mit wy(x) := 1/ 2 sin(kx) gilt by = 1/ 2 - (up, wi), k € N. Da die (wi)ren eine ONB
7T g 7T

von L,((0, 7)) bilden, zeigt die Parsevalsche Identitit, dass (by)ren € 2(IN) C lo(IN). Nach
Lemma 3.41 (iii.a) ist also

Ze (ug, wi)wy (x Z bee * sin(kx) € C™([0, 7] x (0, 0))

und u(0,t) = u(rm,t) = 0 fiir alle t > 0. Da jeder Summand der Reihe die homogene Wirmelei-
tungsgleichung 16st, zeigt Lemma 3.41 ferner, dass Wu = 0 auf [0, 7] x (0, c0) gilt.

(ii) Die erste Behauptung folgt direkt aus Proposition 3.40. Gilt sogar uy € C3([0,7t]), so
konvergiert die Fourier-Sinus-Reihe von 1 punktweise gegen 1y, d.h.

up(x) = i besin(kx), x € [0, 7).
k=1

Einen Beweis hierzu findet man etwa in [8]. Ferner zeigt zweifache partielle Integration, dass
eine Konstante C > 0 existiert, so dass

C
|bx| = — ‘/ up(y) sin(ky) dy| < 2 k € IN.

Also gilt in diesem Fall (b )ren € I1(IN). Aus Lemma 3.41 (iii.b) folgt damit die Behauptung. [

Bemerkung 3.43. Damit die Methode der Trennung der Variablen auch fiir allgemeine Q C R?
zum Erfolg fiihrt, miissen wir zeigen, dass zum Laplace-Operator A stets eine Folge von
Eigenfunktionen (wy)ren aus C3(Q) existiert, so dass (wy)rew eine ONB von L(Q) bildet.
Hierauf werden wir spiter wieder zurtickkommen.

—Ende VL 15—

(Selbststudium)
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4. Die Wellengleichung

Stichpunkte. Wellengleichung, d’Alembert-Operator, Cauchy- und gemischtes Problem, Energiemethoden, Abhan-
gigkeitskegel, endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit, d’Alembertsche Losung, Fourier-Methode, Trennung der
Variablen

In diesem Abschnitt wollen wir noch einen (allerdings nicht mehr so ausfiihrlichen) Blick auf die
sogenannte Wellengleichung
u—Au=f

werfen. Hierbei ist die stetige Funktion f : Qr := Q x (0,T) — R gegeben und gesucht sind
klassische Losungen u € C?(Qr), die die Gleichung punktweise erfiillen. Unter Verwendung des
linearen d’Alembert-Operators*

O:=0? - A,

konnen wir die Wellengleichung kurz in der Form [Ju = f schreiben. Die Gleichung beschreibt
die Ausbreitung von Wellen (z.B. mechanische, elektromagnetische oder Schallwellen) in (3 C R4,
Fir O = (4,b) C R konnen wir etwa an eine schwingende Saite denken. Hierbei wiirde u(x, t) die
Auslenkung der Saite zur Zeit t an der Stelle x beschreiben und f ware eine zuséitzliche externe auf
die Saite wirkende Kraft (in Anhang A.3 wird die Herleitung der eindimensionalen Wellengleichung

kurz beschrieben).
T w G—- ' .)
/\ ] > X

Um die Bewegung einer schwingenden Saite zu beschreiben, miissen wir die Anfangsauslenkung und
die Anfangsgeschwindigkeit der Saite festlegen. Diese Beobachtung spiegelt sich in nachfolgender
Definition wieder (vergleiche die Definitionen 3.1 und 3.4 fiir die Wéarmeleitungsgleichung).

Definition 4.1. Sei Q C R¥ offen, 0 < T < co und f € C(Qr).

(i) Sind ug, vo € C(Q), so besteht das zugehorige Cauchy-Problem fiir die Wellengleichung im
Auffinden einer klassischen Losung u € C?(Qr) N CH(Q x [0, T)) mit

Lu = f in QT
(%) u(x,0) = up(x) fir x € Q
dtu(x,0) = vo(x) fur x € .2

(i) Ist O # R? und ug € C(9Q) x [0, T)), so besteht das gemischte Rand- und Anfangswertpro-
blem fiir die Wellengleichung im Auffinden einer Lésung u € C2(Q7) NCH(Q x [0, T)) N C(Q x
[0,T)) von (x), die die Dirichlet-Randbedingung

u=ugauf 0Q x [0,T)

erfillt.
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Bemerkung 4.2. Damit das gemischte Problem l6sbar ist, miissen Anfangs- und Randbedingung
wieder konsistent sein, d.h. es muss gelten

VzeadQ): ug(z,0) = lim wup(x).

O3x—z

4.1. Eindeutigkeit von Losungen

Wir schauen nun wieder zunéchst auf die Eindeutigkeit von Losungen. Diese hatten wir bei der
elliptischen Poisson-Gleichung und bei der parabolischen Warmeleitungsgleichung mit Hilfe von
Maximumprinzipien gewonnen. Leider existieren solche fiir die hyperbolische Wellengleichung
nicht mehr, wie wir unten sehen werden. Stattdessen verwendet man sogenannte Energiemethoden.
Dazu sei

E(t) = E(u,t) := ;/Q (@u(x, )2 + |Vsu(x, £)[?) dx

das sogenannte Energiefunktional fiir u. Dieses beschreibt die Summe aus kinetischer und po-
tentieller Energie des durch u beschriebenen Systems, also dessen Gesamtenergie, zur Zeit t. Aus
physikalischer Sicht sollte diese fiir ein geschlossenes System zeitlich konstant sein. Dies ist der
Inhalt des folgenden Lemmas.

Lemma 4.3. Sei 0 < T < oo und Q C R? sei offen und beschriankt und besitze einen C!-Rand.
Ferner sei u € C2(Q x [0,T)) und es gelte
Ou=0inQr wund du=0aufd)x]0,T).

Dann gilt E(t) = E(0) fiiralle 0 < t < T.

Beweis. Mit dem Satz iiber Parameterintegrale (Satz A.2.1) folgt, dass E auf [0, T) differenzierbar
ist und

E() = ;/at((atu)zﬂvxu\z) dx:/ ()3t + (V 31, V4(3))) dx
Q Q
24— af X =
= / ((Ast)ast + (Vat, Vi (gu))) dxc S20 / (31)2, ey dor(x) "7
Q 20)

Hieraus folgt die Behauptung. O

Satz 4.4.Sei 0 < T < oo und QO C R? sei offen und beschriankt und besitze einen C!-Rand.
Ferner seien f € C(Qr),up,vo € C(Q) und ugr € C(0Q) x [0, T)). Dann besitzt das gemischte

Problem
Lu = f in QT

u(x,0) = up(x) fir x € Q
911 (x,0) = vo(x) fiir x € Q
u = ug auf 90 x [0, T)

()

hochstens eine Losung u € C2(Q x [0,T)).3

Beweis. Seien u1,uy; € C2(Q x [0, T)) zwei Lésungen und u := u; — up, d.h. u erfiillt (¢) mit
f=0,up =99 =0und ugr = 0. In diesem Fall gilt also insbesondere u = 0 auf 9Q) x [0, T), d.h.
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auch dyu verschwindet auf dieser Menge und Lemma 4.3 zeigt, dass

1
E(H) =, /Q (@eu(x, 1)) + | Veu(x, )[2) dx = E(0)
fur alle t € [0, T). Aber nach Voraussetzung gilt u(x,0) = d;u(x,0) = 0 fir alle x € (), d.h. es
gilt E(0) = 0 und somit auch E(t) = 0 fiir alle 0 < t < T. Dies impliziert d;u = |V, u| =0
auf Q) x [0,T), d.h. u ist auf jeder Zusammenhangskomponente dieser Menge konstant. Da
u(x,0) = 0 fir alle x € (), muss daher u = 0 auf ganz ) x [0, T) gelten. Also ist u; = u5. O

Auch das Cauchy-Problem fiir die Wellengleichung in R ist eindeutig 16sbar. Als Vorbereitung fiir
dieses Resultat zeigen wir zunédchst, dass die Losung u(xo, to) zur Zeit tp > 0 im Punkt xy € R?
nur von den Anfangswerten in der Kugel B(xo, tp) abhdngt. Zu diesem Zweck betrachten wir den
sogenannten Abhingigkeitskegel

C(xo0,t0) := {(x,t) € R9T1 10 <t < ty,x € B(xo, to — 1) }.

Wir setzen C|xo, o] := C(xo, to).

C(x. ko)

Bxerto)
R"

Abhiingigkeitskegel von (xg, tg).

Lemma 4.5. Sei u € C?(C|xo, to]) und es gelte Ju = 0 in C(xo, to). Gilt u(x,0) = 9;u(x,0) =0
fiir alle x € B(xo, to), so gilt u = 0 auf C|xo, to].

Beweis. Wir betrachten das Energiefunktional von u in By, := B(xg, ty — t) zur Zeit t € [0, tp):

E(t) == ;/B (@, £))2 + [Vyu(x, 1)) dx.

to—t

Diese Funktion ist stetig, differenzierbar (siehe unten) und nichtnegativ mit F(0) = 0 (aufgrund
der verschwindenden Anfangswerte). Wir wollen nun zeigen, dass F'(t) < 0 fiir t € [0, o). Dies
hitte zur Folge, dass F = 0 in ganz [0, tp), d.-h. 9;u = 0 und V,u = 0 in C(xo, tp). Also wire u
konstant in C(xy, fp) und somit, aufgrund der Anfangswerte, identisch 0.

Um zu sehen, dass F differenzierbar ist und um die Ableitung zu berechnen, betrachten wir die
Funktion ]
o(r,t) = 2/ ((atu(x,t))2 + |qu(x,t)|2) dx,

definiert fiir 0 < f < tg und 0 < r < ty — t. Diese Funktion ist nach ¢t differenzierbar und wie im
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Beweis von Lemma 4.3 sehen wir, dass

Slnd) — / ((32) () + (V a1, V12410)) dx = /BB (3414) (3, ) 1) dor(x).

Insbesondere ist ;¢ auch stetig. Da

(811) (Bu(ay1) < [3eu]|Vixut] < 3 ((By1e)? +|Vuf?),

N| =

erhalten wir ferner

&) Slalt) = % /a (@) + Vs do().

r

Stellen wir andererseits ¢ mittels Zwiebelintegration (vgl. Erinnerung 1.6) dar als

o000 =3 [ ([ (@02 + 19,0 o)) s,
0 3Bs
so sehen wir, dass ¢ auch nach r stetig differenzierbar ist und dass

®
op(r 1) = ;/BB (@l ) + |Vsu(x, ) do(x) > drg(r ).

Insgesamt folgt, dass auch die Funktion F(t) = ¢(ty — t,t) differenzierbar ist und mit der
Kettenregel erhalten wir

F'(t) = —0,¢(to — t,t) + drp(to — t,t) < 0.

Dies komplettiert den Beweis. O
Aus diesem Lemma folgt nicht nur die Eindeutigkeit des Cauchy-Problems fiir die Wellengleichung
auf RY sondern auch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von Storungen.
Satz 4.6.5ei 0 < T < oo, f € C(R? x (0, T)) und up, vp € C(RY).
(i) Eindeutigkeit auf R%: Das Cauchy-Problem

Ou = finR? x (0,T)

u(x,0) = up(x) fiir x € R?
dru(x,0) = vo(x) fiir x € R?

besitzt hochstens eine Losung u € C2(R? x [0,T)).4
(ii) Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit: Gilt
supp(up) € B[0,R] und supp(vo) C B[O, R],
so folgt fiir jede Losung u € C?(R? x [0, T)) des Cauchy-Problems, dass
Vte (0,T): supp(u(.,t)) C B[0,R +1¢].

Beweis. (i) Seien u1,uy € C?(R? x [0,T)) zwei Losungen und u := u; — uy. Wéhle beliebige
xp € R% tg € (0,T). Da u(x,0) = d;u(x,0) = 0 fiir alle x € RY, erhalten wir aus Lemma 4.5, dass
u = 0 im Abhéngigkeitskegel C(xo, t9), d.h. insbesondere gilt u(xo, fp) = 0. Also ist u = 0 auf
R? x [0, T) und die Behauptung folgt.
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(ii) Sei t € (0,T) und x ¢ B[0,R + t]. Dann sind die Kugeln B[0, R] und Blx, ] disjunkt, d.h.
up, v verschwinden in B(x,t). Aus Lemma 4.5 folgt also, dass u im Abhéangigkeitskegel C(x, t)
verschwindet. Somit ist u(x, t) = 0 und daher supp(u(.,t)) C B[0, R + ¢t]. O

Bemerkung 4.7. Man beachte die Unterschiede zur Warmeleitungsgleichung;:

(i) Die Eindeutigkeit der Losung des Cauchy-Problems zur Wellengleichung auf R¥ erhal-
ten wir, ohne Wachstums- oder Beschrdnktheitsanforderungen an die Losung stellen zu
miissen.

(ii) Bei der Warmeleitungsgleichung hatten wir es mit einer unendlichen Ausbreitungsge-
schwindigkeit zu tun, vergleiche Bemerkung 3.34.

4.2. Existenz von Losungen

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf die Existenz von Losungen eingehen. Hierbei behandeln
wir nur den eindimensionalen Fall noch etwas ausfiihrlicher. Aufierdem beschranken wir uns auf
den homogenen Fall (f = 0). Die inhomogene Wellengleichung kann, analog zur Warmeleitungsglei-
chung, dann mit einer Version der Duhamelschen Formel geldst werden (vergleiche Satz 3.36 und
dessen Motivation).

Lemma 4.8. Fiir u € C?(R?) sind dquivalent:
(i) Ou(x,t) =0 fiir alle (x,t) € R?.

(ii) Es existieren F,G € C?(R), so dass u(x,t) = F(x —t) + G(x + t) fiir alle (x,t) € R?, d.h. u
ist eine Uberlagerung von nach rechts bzw. links laufenden Wellen.

t=0o N t=1

PN <
- -
N /\ /L

X

Beweis. (ii) = (i) : Direktes Nachrechnen.
(i) = (ii) : Sei u € C*(R?) eine Lésung von 9?u — d2u = 0. Setze nun

x_a—i—bt_a—b
272

und definiere v € C?(R?) durch

bzw. a=x+tb=x—1

Dann folgt aus der Kettenregel, dass

Nl ) = %(axu(x,t) Aol SElaD) = %(axu(x,t) _ Bl 0)

und somit (unter Vertauschung der partiellen Ableitungen)

1 1
0,0,0(a,b) = Zﬁax +0¢)(9x — 9)u(x, t) = Z(a,% —P)u(x,t) = 0.

—Ende VL 16—
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Dies zeigt, dass 9,v(a,b) unabhéngig von a ist, d.h. es existiert f € C!(R) mit d,v(a, b) = f(b)
fiir alle 4,b € R. Nun sei F € C%(R) eine Stammfunktion von f. Dann folgt

v(a,b) —v(a,a) = /babv(a,s) ds = /bf(s) ds = F(b) — F(a).
Mit G(a) := v(a,a) — F(a) folgt
u(x,t) =v(a,b) = F(b) + G(a) = F(x —t) + G(x + 1).

O

Wir verwenden Lemma 4.8 nun, um eine klassische Losung der eindimensionalen homogenen
Wellengleichung zu gewinnen, die fiir up € C*(R) und u; € C!(R) die Anfangsbedingungen

u(x,0) =up(x) und 9wu(x,0) = vo(x)

fiir x € R erfiillt. Nach dem Lemma ist u € C%(IR?) genau dann eine Losung von [Ju = 0, wenn
F,G € C%(R) existieren, so dass

u(x,t) =F(x —t)+G(x+1), (x,t) € R%.
Die Anfangsbedingungen werden genau dann erfiillt, wenn

{uo(x) =  F(x)+G(x)
vo(x) = —F'(x)+G'(x).

Nun integrieren wir die zweite Gleichung und erhalten, dass dieses System genau dann erfiillt wird,

wenn
1o (x) = F(x)+ G(x)
Jovoy)dy = —F(x)+G(x) + (F(0) — G(0)).

Dieses lineare System fiir F, G hat die Losungen

F) = (w(x)— [ ooy ) + L(F(0) - G(0)
2 0 2

und

6(x) = 5 () + [ oo(u)ay) = 5(F0) = G(0)).

Hiermit erhalten wir dann auch sofort eine Formel fiir u(x,t) = F(x —t) + G(x + t). Wir haben
damit den folgenden Satz gezeigt.

Satz 4.9 (D'Alembert). Seien ug € C*(R),vp € C}(R) und

1 x+t
(o — £) + uo(x +6)) + 5 /t w(y)dy,  (xt) € R

N =

u(x,t) =

Dann ist u € C*(IR?) und es gilt Ou = 0 auf R?. Ferner ist u|g[y«) die eindeutige klassische
Losung des Cauchy-Problems (Ju = 0 auf R? x (0, ) und

u(x,0) = up(x), dmu(x,0) =uvo(x), xR

Bemerkung 4.10. Im Vergleich zum Cauchy-Problem fiir die Warmeleitungsgleichung fallen
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wieder ein paar Unterschiede auf:

(i) Wir erhalten sogar eine Losung auf ganz R?. Bei zeitumkehr (x,t) — (x,—t) bleibt
dies eine Losung. Bei der Wiarmeleitungsgleichung ist dies nicht der Fall, denn gilt
(0 —32)u = 0 auf R x (0,00), so 16st v(x, t) := u(x, —t) zwar die Gleichung (9; + 32)v = 0
auf R x (—o0,0), aber im Allgemeinen nicht die Gleichung (9; — 92)v = 0.

(ii) Die Losung u ist nicht glatter als der Anfangswert 1 (keine Glittung).

(iii) Die Losung erfiillt kein Maximumprinzip. Zum Beispiel ist # im Falle vy = 0 und uy
periodisch sowohl zeit- als auch ortsperiodisch.

Werfen wir auch einen kurzen Blick auf den Fall Q) = R? fiir d > 2, d.h.

u = Awu  inR?x(0,00),
(0) u(x,0) = up(x) fiirx € RY,
oiu(x,0) = wvo(x) fir x € R%

Wir gehen wieder formal vor und leiten unter Verwendung der partiellen Fouriertransformation
Fy aus obigem Anfangswertproblem u die folgende gewohnliche Differentialgleichung fiir + —

(g, t) == (Fxu)(E, t) her:
a%ﬁ(grt) = _’5’21’2(’;/ t)/ ﬁ(’g/ 0) = ﬁO(‘:)/ atﬁ(él 0) = ﬁ0(‘:)
Diese gewohnliche Differentialgleichung wird, mitsamt der Anfangsbedingungen, eindeutig gelost

durch
sin([¢]t)
<]

Wenden wir die inverse partielle Fouriertransformation an, so erhalten wir hieraus wieder einen
moglichen Kandidaten fiir die Losung von (¢). Dass sich diese formalen Rechnungen unter geeig-
neten Voraussetzungen an 1 und vy tatsdchlich rechtfertigen lassen (obwohl beispielsweise sin, cos
keine Schwartz-Funktionen sind), zeigt der folgende Satz (auf dessen Beweis wir verzichten).

(¢, t) = 1io(&) cos(|S]t) +Bo(¢)

Satz 4.11. Seien k,d € N mit k > %tL. Ferner seien 1y € CK*2(R%), vy € CK+1(IR?) und

sin(|¢]t)

e (&t) € RY x R.

v(g, t) := (&) cos(|S]t) +Do(¢)
Definieren wir u : R? x R durch

w(x, ) = (27) =42 / )0 (& £) dE,

R4

so ist u € C2(RY x R) und U|Rdx 0,00) it die eindeutige klassische Losung von ().

Bemerkung 4.12. Zur Berechnung obiger Losung miissen zunéchst die Fouriertransformierten
der Anfangsdaten vy und ug berechnet werden, was eine nicht-triviale Aufgabe sein kann. Es
existieren andere Methoden, die Losungen direkt tiber vy und kg ausdriicken, etwa die Methode
der sphidrischen Mittel, die die Berechnung auf den eindimensionalen Fall zuriickfiihrt, siehe
Anhang.>

Werfen wir zum Abschluss auch noch einen Blick auf die Existenz von Losungen fiir gemischte
Probleme auf beschrankten Teilmengen () C RY. Exemplarisch soll das folgende homogene Problem
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mit homogenen Dirichlet-Randwerten betrachtet werden:

Ou = 0 in Q) x (0,00),
u = 0 auf Q) x [0, ),
u(x,0) = wup(x) firxe,
oiu(x,0) = wvp(x) firx e Q.

Beachte: Die Konsistenz der Rand- und Anfangsbedingungen erfordert, dass uo|3n = volsq = 0.

Unsere Methode der Wahl ist hier, wie bei der Warmeleitungsgleichung, die Trennung der Variablen,
d.h. wir machen den Ansatz u(x,t) = v(t)w(x). Um die Randbedingung zu erfiillen, fordern wir
hier wieder, dass w € C3(Q)).

Lemma 4.13. Sei Q) C R? offen und beschrankt mit C'-Rand. Ferner seien v € C2((0,0)) \
{0}, w € C3(Q) \ {0} und

u(x,t) :=v(Hw(x), (x,t) € Qx(0,00).

Dann sind dquivalent:
(i) Ou =0in Q x (0, ).

(ii) Es existieren C1,Cy € IR, die nicht beide verschwinden, und A > 0, so dass
Ve Q: Aw(x) = —Aw(x),
d.h. —A ist negativer Eigenwert von A zur Eigenfunktion w, und
ViE>0: o(t) = Cicos(VAL) + Cosin(VAL).

Beweis. (ii) = (i): Beachten wir, dass obiges v die allgemeine Lésung von v/ = —Av ist, folgt
sofort fiir alle (x,f) € Q x (0,00), dass

Ou(x, t) = 0" (Hw(x) — o(t)Aw(x) = —Av(t)w(x) + Av(t)w(x) = 0.
(i) = (ii): Aus Ou = 0 folgt
" (Hw(x) = o(t)Aw(x), (x,t) € Q x (0,00).

Ist nun u(xo, to) # 0, so folgt

und

o (t) = (Aw(x°)> o(t) = —Ao(t), t>0.

w(xo)

Hieraus folgt die Behauptung unter Beachtung der Tatsache, dass die Eigenwerte von A in C3(Q))
nach Lemma 3.37 negativ sind. O

Mittels Fourierentwicklung erhalten wir nun wie im Falle der Wiarmeleitungsgleichung einen
Losungsansatz fiir unser gemischtes Problem, sofern wir eine ONB von Eigenfunktionen des Laplace-
Operators kennen.
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Proposition 4.14. Sei Q) C RY offen und beschrankt mit C!-Rand. Weiterhin seien uy € C3(Q)
und vy € Ly(Q). SchlieBlich sei (wy)ren eine Folge in C3(Q) bestehend aus Eigenfunktionen
von A zum Eigenwert —A; mit Ay > 0. Ist dann (wy )ren eine ONB von L (Q)), so konvergieren
die Reihen

(Q) u(t) := i (cos(\/)Tkt)(uo, wy) + \/1)\7 sin(y/Axt) (vg, wk>> Wy

k=1

und (dessen formale Zeitableitung)

o(t) == i (—\/;Tk sin(v/Agt) (o, we) + cos(v/Axt) (vo, wk>> w

k=1

fiir jedes t > 0 in L(Q2) und es gilt

1 = =0 d 1l t) — = 0.
im () ~ oll, =0 und Lim Jo(t) ool

Beweis. Analog zum Beweis von Proposition 3.40. Details im Anhang.® ]

Unter den Voraussetzungen der Proposition haben wir also mittels (©) wieder einen Kandidaten
fiir eine Losung unseres gemischten Problems erhalten (ndmlich u(t, x) := u(t)(x)). Fiir konkretere
Situationen muss dann gezeigt werden, dass es sich tatsdchlich um eine klassische Losung handelt.
Wie im Falle der Warmeleitungsgleichung hiangt das Verfahren auch hier davon ab, dass man In-
formationen iiber die Eigenwerte des Laplace-Operators auf C3(Q)) erhalten kann. Dies wird spéter
wieder thematisiert.

Wir betrachten exemplarisch noch den einfachen eindimensionalen Fall Q) = (0, ), d.h.

?u = d3u  in (0,7) x (0,00),
(%) u(0,t) =u(m,t) = 0 fiir t € [0,00),
u(x,0) = wup(x) firxel0,m],
oiu(x,0) = wvp(x) furx € [0, rn].

Aus Lemma 3.41 wissen wir schon, dass A, = 83% in diesem Fall die Eigenwerte —k%2,k € N, mit

zugehorigen Ly-normierten Eigenfunktionen wy(x) = \/% sin(kx) besitzt. Der Ansatz (O) hat in
diesem Fall also die Form

(*%) u(x,t)= i (ak cos(kt) + bkksin(kt)> sin(kx),

k=1

mit den Fourier-Sinus-Koeffizienten

a = 72r/0 uo(x)sin(kx) dx und by = 721/0 vo(x) sin(kx) dx.

Satz 4.15. Es sei ug € C3([0, 7]) und vy € C3([0, 7r]). Dann ist die durch (%) definierte Funktion
u € C%([0, 7] x [0,00)) und u ist die eindeutige klassische Lésung des gemischten Problems ().

| Beweis. Analog zum Beweis von Satz 3.42, siche Anhang.” O

—Ende VL 17—
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5. Klassifikation von partiellen Differentialgleichungen

Zum Abschluss des ersten Teiles der Vorlesung wollen wir nun noch kurz auf die schon des
ofteren angerissene Klassifizierung von partiellen Differentialoperatoren zu sprechen kommen. Wir
betrachten hierbei nur lineare Differentialoperatoren 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
(vergleiche Definition o0.1). Ein solcher Operator L : C2(Q)) — C(Q) hat die Gestalt

d d
(Lu)(x) = Y agdpu(x) +Y_ bjoju(x) + cu(x), x e,
jk=1 j=1

mit A = (ajk);‘i,kzl € R4\ {0},b = (by,...,b;)" € R? und ¢ € R. Hierbei kann ohne Einschrankung
angenommen werden, dass die Matrix A symmetrisch ist.*

Nun sei M € R4 invertierbar. Wir betrachten M als lineare Koordinatentransformation
M:Q — M(Q)=:0Q

und versuchen diese nun so zu wihlen, dass L in den neuen Koordinaten y := Mx eine moglichst
einfache Gestalt hat. Dazu sei

jm: CHQ) = CHO),  (jmu)(y) == u(M1y) = u(x).
Stellen wir nun L in den neuen Koordinaten dar, d.h. betrachten wir
Ly :C(Q) = C(Q),  Lm:=jmoLojy =jmoLojyr,

so zeigt eine kurze Rechnung unter Verwendung der Kettenregel, dass

d d
(Lmo)(y) = kZ (MAM") ko0 (y) + Z;(Mb)jajv(]/) +co(y).
= =

Aus der linearen Algebra wissen Sie, dass die symmetrische Matrix A € R?*¢ durch eine orthogonale
Matrix M in Diagonalgestalt tiberfiihrt werden kann, d.h. wir konnen erreichen, dass

]VIA]\/F’L = diag(/\l, ce ,)Ld)

mit Ay, ..., A; € R. Man beachte, dass dies genau die Eigenwerte von A sind (mit ihrer algebraischen
Vielfachheit gezdhlt). Mit dieser Wahl von M gilt dann also

d d
LM = Z /\ka]% + Z(Mb)]Z)] +c.
k=1 j=1

Diese Darstellung fithrt nun zu folgender Klassifizierung: Wir ignorieren die Terme niedrigerer
Ordnung und nennen L

(i) elliptisch, falls alle Eigenwerte von A (oder von —A) positiv (d.h. > 0) sind,*
(ii) hyperbolisch, falls A (oder —A) genau (d — 1) positive und einen negativen Eigenwert besitzt,

(iii) parabolisch, falls A (oder —A) (d — 1) positive Eigenwerte und den Eigenwert 0 besitzt.
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Bemerkung 5.1. (i) Diese Klassifizierung umfasst nur im Falle d = 2 alle moglichen Félle. Die
Terminologie erkldrt sich dadurch, dass man zeigen kann, dass L im Falle d = 2 genau dann
elliptisch ist, wenn die Menge {¢ € R? : (A¢, &) = u} fiir jedes u € R eine Ellipse (oder leer) ist.
Entsprechend fiir hyperbolisch (Hyperbel) und parabolisch (Parabel).

(if) Hangen die Koeffizienten doch von x € ) ab, betrachtet man entsprechend die Koeffizien-
tenmatrizen A(x) und spricht von Elliptizitit im Punkte x, usw. In diesen Féllen kann der Typ
des Operators in verschiedenen Punkten von () natiirlich unterschiedlich sein.

Betrachten wir den elliptischen Fall genauer. Transformieren wir den Operator Ly mittels einer
weiteren Koordinatentransformation

1

1
VimlT VI

so erhalten wir in den neuen Koordinaten, dass

N = diag( )

d
Lyom = £ Z 8% + Terme niedrigerer Ordnung = +A + Terme niedrigerer Ordnung .
k=1

Genauso konnen wir die anderen Félle behandeln und erhalten zusammengefasst:

e L ist genau dann elliptisch, wenn ¢y, cy,...,¢; € Rund ¢ € {£1} existieren, so dass L nach
einer linearen Koordinatentransformation die folgende Gestalt besitzt:

d
L=cA+ chak+c0.
k=1

e L ist genau dann hyperbolisch, wenn co,cy,...,¢; € Rund ¢ € {£1} existieren, so dass L
nach einer linearen Koordinatentransformation die folgende Gestalt besitzt:

-1 d
LzU(&ﬁ—ZBi) + Y cxx + co.
k=1 k=1

Hierbei ist 95 — ZZ;} 0% gerade der d’Alembert-Operator in R?~! x R mit x; = ¢.

L ist genau dann parabolisch, wenn ¢y, c1,...,c; € Rund o € {£1} existieren, so dass L nach
einer linearen Koordinatentransformation die folgende Gestalt besitzt:

d—1 d
L:(T(Za%) —I—chak—l—Co.
k=1 k=1

Gilt in diesem Fall ¢; # 0 (genannt parabolisch nicht ausgeartet), so kann L durch eine weitere
Koordinatentransformation sogar auf die Gestalt

d—1 d—1
L=c|od;— a% —I—chak—i—CO
k=1 k=1

transformiert werden. Hierbei ist 9, — ZZ;% 0? gerade der Warmeleitungsoperator in R?~! x R
mit x; = t.

Man nennt die hier angegebenen Darstellungen auch die Normalformen von elliptischen, paraboli-
schen und hyperbolischen Differentialoperatoren.
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6. Distributionen

Stichpunkte. schwache Losungen der Wellengleichung, Testfunktionen, Distributionen, Fundamentallemma, reguldre
Distributionen, Delta-Distribution, distributionelle Ableitung, schwache Ableitung, Konvergenz von Distributionen,
Dirac-Familien vs. Delta-Distribution, lineare Differentialoperatoren, klassische/distributionelle /schwache Losungen,
Fundamentallosungen, Hypoelliptizitidt, Weylsches Lemma

6.1. Zur Motivation: schwache Losungen der Wellengleichung

Schauen wir zu Beginn noch einmal auf die d’Alembertsche Losung des Cauchy-Problems fiir die
homogene Wellengleichung auf IR, die die Schwingungen einer (unendlich langen) Saite beschreibt.
Ist die Anfangsgeschwindigkeit vy = 0, so wird die Schwingung der Saite beschrieben durch

() ulxt) =5 (olx — ) +uplx +1),

wobei 1y € C3(R) die Anfangsauslenkung der Saite beschreibt. Denken wir an eine gezupfte Saite, so
ist es physikalisch durchaus sinnvoll, eine Anfangsauslenkung der folgenden Form zu betrachten:

Hierbei handelt es sich jedoch nur um eine stetige Funktion, die nicht auf ganz R (zweimal stetig)
differenzierbar ist. Insbesondere erhalten wir dann durch (%) keine Losung im klassischen Sinne.
Wollen wir also solche Anfangsprofile zulassen, miissen wir unseren Losungsbegriff abschwéachen.
Hierzu bendtigen wir zunédchst ein technisches Resultat.

Lemma 6.1 (partielle Integration). Sei QO C R? offen, f € C¥(Q) und g € C¥(Q). Dann gilt fiir
jedes & € N9 mit |a| := a3 + ...+ ay <k, dass

/ f(x)d*g(x) dx = (1) / O f(x)g(x) dx.
Q QO

Beweis. Setze i := f - ¢ € CX(Q)) durch 0 zu einer Funktion in C¥(IR?) fort. Dann liefert partielle
Integration und der Satz von Fubini, dass

R
/ o1h(x) dx = [ 01h(x) dx = / lim / d1h(x1,x") dxy | dx' = 0.
0 R Ré-1 -R

R—o00

= lim (h(Rx")—h(—R,x"))=0

R—o0

Wegen 017 = 01(f - §) = 01f - ¢+ f - 91 folgt die Behauptung fiir « = e7. Ganz analog kann fiir
a =¢j,1 < j < d, argumentiert werden. Anschlieflend verwende man Induktion tiber [«|. [
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Mittels partieller Integration konnen wir nun eine Funktion u als Losung der homogenen Wellenglei-
chung identifizieren, ohne die Ableitungen von u zu nutzen.

Proposition 6.2. Fiir u € C?(R?) sind dquivalent:
(i) Ou = 0 auf R?.
(ii) Fiir alle ¢ € C°(R?) gilt
/}RZ u(x, £)0p(x, £) d(x,£) = 0.

Beweis. Aus Lemma 6.1 folgt, dass

(%) / u(x, D0 (x, ) d(x,t) = | Oux, g(x, £) d(x,b).
R2 R2
fiir alle ¢ € CX(R?).
(i) = (ii): Folgt nun sofort aus ().

(ii) = (i): Nehmen wir an, Ou(xo, ty) # O fiir ein (xo,t9) € R?. Ohne Einschrankung kénnen
wir annehmen, dass ug := Ou(xo, fp) > 0. Da Ou nach Annahme stetig ist, existiert dann eine
Kugel B := B((xo, o), €) so dass Ou > % auf B. Nun sei ¢ € C°(RR?) ein Glattungskern auf B
(siehe Definition 1.17). Dann folgt unter Verwendung von (<») und Annahme (ii), dass

0= /Rz u(x, £)0p(x, £) d(x, )
= Ou(x, t)p(x, t) d(x, t)

]RZ
= / Ou(x, t)o(x,t)d(x,t)
B

Uup Up
> 29 =50
>3 B(p(x,t)d(x,t) 5 >0
Dieser Widerspruch zeigt, dass (Ju = 0 auf IR? gelten muss. O

Mit dieser Proposition haben wir also einen Weg gefunden, klassische Losungen der homogenen Wel-
lengleichung ohne Ableitungen zu charakterisieren. Dies verwenden wir nun, um den Losungsbegriff
abzuschwichen.

Definition 6.3. Sei u € L*°(IR?). Dann heif}t u eine schwache oder distributionelle Lésung der
homogenen Wellengleichung, falls Folgendes gilt:

Vo € C(R?) : / Sl e D) =0 (o
R2
Man sagt in diesem Fall auch, es gilt [Ju = 0 im schwachen oder distributionellen Sinne.
Bemerkung 6.4. (i) Da u € LY*(IR?), sind die Integrale in () definiert:

[ e 00 n1d0x, ) < 1Ol [ julx () < .
R? supp(¢)
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(ii) Nach Proposition 6.2 gilt die Aquivalenz

u ist schwache Lsg. und u € C2 & u ist eine klassische Losung.
) g

(iii) Die schwachen Losungen der hom. Wellengleichung bilden einen Unterraum von L{¢(R?).

Es bleibt noch zu zeigen, dass es schwache (nicht klassische) Losungen tiberhaupt gibt.

Proposition 6.5. Seien F,G € Cy(R). Dann wird durch

u(x,t) :=F(x—t) +G(x+1), (x1t)€R?

eine schwache Losung der homogenen Wellengleichung auf IR? definiert.

Diese Losungen sind im Falle F, G ¢ C?(RR) insbesondere keine klassischen Losungen der Wellenglei-
chung. Ein Beispiel wiére die oben angesprochene angezupfte Saite.

Beweis. Nach Bemerkung 6.4 (iii) gentigt es zu zeigen, dass (x,t) — f(x,t) := F(x —t) eine
schwache Losung ist. Hierbei ist klar, dass f € C,(IR?) C L!°(IR?). Nun sei ¢ € CZ°(IR?) beliebig.
Es ist zu zeigen, dass

Oé/IR2 F(x —t)0¢(x,t) d(x,t) :/Supp(q)) F(x — t)dg(x, t) d(x, t).

Dazu sei (¢s)s>o eine glatte Approximation der Eins auf R (vergleiche Beispiel 3.23 (iii)) und
F; := @5 * F. Dann folgt aus Satz 1.16, dass F; € C®°(R) und aus Lemma 3.24 folgt, dass Fs — F
tiir s N\, 0 gleichméafig auf kompakten Teilmengen von IR. Nun wéhlen wir R > 0 so grof3, dass
supp(¢) C [—R, R]?. Dann folgt, dass

sup |K(x—t)—F(x—t)[< sup [K(y)—F(y)|—=0 (s\0).
(x,t)esupp(¢) y€[—2R,2R]

Aber bei gleichméfiig konvergenten Funktionenfamilien diirfen wir Integration und Grenzwert-
bildung vertauschen, d.h. es folgt

/ e — ), ) el 1) = i B )0, 8) Al )
supp(9) 50 Jsupp(g)

=lim [ F(x—t)Og(x,t)d(x,t) =0,
s\0 JR2

wobei wir in der letzten Gleichung ausgenutzt haben, dass die Funktionen (x, t) — Fs(x —t)
nach Lemma 4.8 klassische (und damit schwache) Losungen der Wellengleichung sind. O

6.2. Distributionen und verallgemeinerte Funktionen

Bei obiger Diskussion schwacher Losungen der Wellengleichung haben wir dem Ausdruck Cu = 0
auch fiir u € LY°(Q) einen Sinn gegeben. In diesem Abschnitt wollen wir dies nun noch weiter
verallgemeinern und erkldren, wie sich allgemeine lineare Differentialoperatoren auf sogenannte
Distributionen (bzw. verallgemeinerte Funktionen) anwenden lassen - ein Begriff, der insbesondere
auch die L’*-Funktionen umfasst. Warum ist das von Interesse? Lasst man auch Distributionen als
Losungen partieller Differentialgleichungen zu — erweitert man also den Losungsraum — so kann
es unter Umstdnden einfacher sein, tiberhaupt eine Losung zu finden. Gelingt dies, so kann im

—Ende VL 18—
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Anschluss untersucht werden, ob die gefundene distributionelle Losung moglicherweise sogar eine
klassische Losung ist.

Zunichst wollen wir dazu zeigen, dass LI*-Funktionen durch ihre Wirkung auf sogenannten
Testfunktionen eindeutig festgelegt sind.

Definition 6.6. Es sei Q C IR? offen. Dann werden die Elemente des R-Vektorraums

D(Q) := {f € CZ(R?) | supp(f) C O}

als Testfunktionen auf () bezeichnet.X

Satz 6.7 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei ) C R? offen und f, g € L*(Q).
Dann sind dquivalent:

0 f=g:2
(ii) Fiir jede Testfunktion ¢ € D(Q) gilt

[ F@edx = [ gx)p(x)dx

Das Fundamentallemma liefert eine Begriindung fiir den Namen Testfunktion: Um zu zeigen, dass
f = g gilt, miissen wir fiir jedes ¢ € D(Q) testen, ob [, fo dx = [, g¢ dx erfiillt ist.

Beweis. Die Implikation (i) = (i) ist offensichtlich wahr. Aufgrund der Linearitdt des Integrals
folgt die Implikation (ii) = (i), sobald wir folgende Implikation gezeigt haben: Ist h € £°¢(Q))
beliebig und gilt

(x) Vo eD(Q): / o) =)
O
so gilt h = 0 A\¥-fast sicher. Dies zeigen wir nun in drei Schritten.

1. Schritt: Fiir alle ¢ € D(Q) gilt i - ¢ = 0 Afast sicher.

Beweis: Wir setzen

hix)p(x), fallsx e O
) o {109 d
0, falls x € R* \ Q.

Dann ist H € £;(R?), denn

1Bl < llele [ 1] dx < o
supp(¢)

Sei nun (@;);~o eine glatte Approximation der Eins auf R (vergleiche Beispiel 3.23 (iii)). Dann
isty — @(y)@i(x —y) € D(Q), d.h. (%) zeigt, dass fiir jedes x € R? und t > 0

(e x H)(x / p{x —y (y>dy:/nh(y)-<tp(y)-qot(x—y))dy@o.

t—0

Aber dann zeigt Lemma 3.24, dass [|H||, = [[H — ¢; x H||; —

— 0. Damit ist [|[H|; = 0, d.h. auch
h- @ = 0 Afast sicher.

2. Schritt: Fiir jede kompakte Teilmenge K C Q gilt i - 1x = 0 A%-fast sicher.

Beweis: In den Ubungen zeigen Sie, dass eine Testfunktion ¢ € D(Q) mit 0 < ¢ < 1 und Ubung
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¢|k = 1 existiert. Mit Schritt 1 folgt

OS/ ‘h]lK| dx:/ ‘h(P’ dxg/ ’h€0| dx I.chritt 0’
(@) K a

was die Behauptung impliziert.

3. und letzter Schritt: Sei (K,,)nen eine kompakte Ausschopfung von (, d.h. die K,, sind
kompakte Teilmengen von () mit

Ky C Izm-i-l CO und UpenKyp =0
(die Existenz solcher Ausschopfungen wird in den Ubungen bewiesen). Dann gilt

0<|h| < Y |h|-1k,,
meN

d.h. aus monotoner Konvergenz und Schritt 2 folgt

og/ym ix< Y [ |n dx=o.
QO

meN ¥ K

Dies zeigt [, |h| dx =0, d.h. h = 0 A¥-fast sicher.
O

Das Fundamentallemma erlaubt es, die Elemente von L{?°(Q) mit linearen Funktionalen aus dem
algebraischen Dualraum D*(Q)) := Homg (D(Q), R) eindeutig zu identifizieren.

Korollar 6.8. Fiir f € Li°(Q) sei us € D*(Q) definiert durch

us(9) = (f, @) = /Q A

Dann ist die Abbildung L{**(Q) 5 f — u; € D*(Q) linear und injektiv.

Statt tiber die Funktion f € L!°°(Q) zu sprechen, kénnen wir also genauso gut das zugehdorige lineare
Funktional u; € D*(Q)) betrachten, ohne Informationen tiber f zu verlieren. Tatséchlich ist u; sogar
ein stetiges lineares Funktional auf D(Q2), d.h. ein Element des topologischen Dualraum D’(Q})
und somit eine sogenannte Distribution auf (). Bevor wir dies zeigen konnen, miissen wir D(Q})
natiirlich zunédchst mit einer Topologie (oder zumindest einem Konvergenzbegriff) versehen.

Definition 6.9. (a) Man sagt, dass eine Folge (¢,)nen aus D(Q) gegen ¢o € D(Q) konvergiert
und schreibt
D(Q) :
on — @9 bzw. D(Q)— lim ¢, = ¢o,

n—oo

falls die folgenden beiden Punkte erfiillt sind:

(i) Es existiert eine kompakte Teilmenge K C (), so dass

VneIN: supp(¢n) C K.

"2 9%y gleichmiig auf Q).
C

K.

(ii) Fir alle « € N g konvergiert 0“ ¢,

Man beachte, dass dann auch supp(¢o)

Ubun g
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(b) Ein folgenstetiges lineares Funktional u : D(Q)) — R heifit eine Distribution oder verallge-
meinerte Funktion auf Q). Es muss also fiir jede Folge (¢)nen in D(Q)) und jedes ¢g € D(Q))
gelten, dass

D(Q 0

o g0 = ulgw) "5 ulqo).

Der R-Vektorraum aller Distributionen auf Q) wird mit D’(Q)) bezeichnet. Weiterhin bezeichnet
man die Wirkung der Distribution u € D’(Q)) auf der Testfunktion ¢ € D(Q) auch mit

(u, @) == u(g).

Bemerkung 6.10. Ein lineares Funktional u : D(Q}) — R ist genau dann eine Distribution, wenn
es folgenstetig in der Null ist, d.h.

V(@uen inDQ): @ 50 = () "0

Beispiel 6.11 (Jedes Element von Li® induziert eine Distribution). Ist f € LI’°(Q2), so ist us € D'(Q),
wobei wie oben

(s 9) = {f, ) i= /Q f@)p(x)dx, ¢ D(Q).

Beweis: Wegen Korollar 6.8 ist nur die Folgenstetigkeit von u; zu zeigen. Sei also (¢, )nc eine

Folge in D(Q) mit ¢, P 0. Nach Definition existiert K C O kompakt, so dass supp(¢,) C K

fir alle n € IN und ¢, — 0 gleichméfiig auf Q). Es folgt

g, @a)] < [ 1F(x)en ()] dx < (/Klf(X)l dx) suplpu(x)] 50 (1> ).

Also gilt (uy, ¢;) — 0 fiir n — co. Demnach ist uf folgenstetig, d.h. uy € D'(Q)

Die durch eine L{*-Funktion induzierten Distributionen bekommen eine eigene Bezeichnung.

Definition 6.12. Eine Distribution u € D'(Q) heif}t reguldr, falls f € £¢(Q) existiert, so dass
u=uyg d.h.

(u,0) = (f, p) = /Q fe(x) dr, ¢ eD(Q).

Nach Korollar 6.8 (bzw. dem Fundamentallemma) ist dieses f dann eindeutig bestimmt. Statt
u = uy schreiben wir daher im Folgenden oft einfach u = f und betrachten LPe(Q) als
Unterraum von D'(Q)).

Das néichste Beispiel zeigt, dass nicht jede Distribution regulér ist.

Beispiel 6.13 (Dirac- bzw. Delta-Distribution). Sei xg € Q). Dann wird durch
Oy : D(Q) = R, 5y (9) := ¢(x0)

eine Distribution auf () definiert, die nicht reguldr ist. Diese wird auch Dirac- oder Delta-
Distribution im Punkt xy genannt.

Beweis: Dass es sich um eine Distribution handelt (d.h. Linearitdt und Folgenstetigkeit) sieht
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man sofort. Nehmen wir an, diese wire reguldr, d.h. es wire d,, = u 3 fur ein f € Lll"c(Q), also
VpeD(Q): [ fR)p(x) dx =5 (9) = plxo).
Da ¢(x9) =0 fiir ¢ € D(Q\ {x0}) € D(Q) wiirde folgen
Ve DO\ {x}): [ fx)g(x) dx=0.
O\{xo}

Aber dann zeigt das Fundamentallemma (Satz 6.7), dass f|q (y,} = 0 A%fast sicher. Da {xo}

eine A“-Nullmenge ist, folgt hieraus auch f = 0 auf Q A%-fast sicher und wir erhalten den
Widerspruch 0 = uy = dy,.

Die Dirac-Distribution ist ein Beispiel einer durch ein Maf$ induzierten Distribution.

Beispiel 6.14 (Jedes lokal-endliche MaR induziert eine Distribution). Sei p : B(QQ) — [0, 0] ein
lokal-endliches Borel-Mag, d.h. p(K) < oo fiir alle K C () kompakt. Dann ist

u,: D) = R, (up, ) := /Q ¢(x) dp(x)

korrekt definiert und linear. Ist supp(¢,) € K mit K C () kompakt und gilt ¢, — 0 gleichmé&Big
auf (), so folgt

1p(9n)| < [ 10a()] dp(x) < suplgu(x)] - p(K) 0.
K xeK

Also gilt u, € D'(Q)).

Neben obiger Dirac-Distribution kennen wir auch schon Dirac-Familien (siehe Definition 3.22).
Tatsdchlich haben diese miteinander zu tun: jede Dirac-Distribution ist Grenzwert einer Dirac-
Familie.

Definition 6.15. (i) Sei (u#,)nen eine Folge in D'(Q) und u € D'(Q). Dann nennen wir u,
konvergent gegen 1 und schreiben u, DL? ) u oder D'(Q) — limy,_y Uy, = u, falls

Yo e D(Q):  (un, ) "= (u, ).
(ii) Ist (u#¢)s>0 eine Familie in D'(Q)) und u € D'(Q)), so schreiben wir entsprechend u; 2 u,

falls 0
_
Yo e D(Q):  (u, ) = (u,¢).

Beispiel 6.16. (i) Sei (fu)nen eine Folge in L°(Q) und f € L¢(Q), so dass || (fu — f)1k||; — 0
tir jede kompakte Teilmenge K C ). Dann gilt f, P ) f.
Beweis: Ist ¢ € D(Q) und Ky := supp(¢), so gilt

|[(fw @) = (@) S/K fn(x) = F(O) o(x)] dx <@l | (fr = ko lly = 0.

/(RA
(ii) Sei (¢¢)s~0 eine Dirac-Familie aus £;(IR?), siehe Definition 3.22. Dann gilt ¢; P dp. Jede
Dirac-Familie konvergiert also als Distribution gegen die Dirac- bzw. Delta-Distribution .
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Beweis: Fiir t > 0,x € R sei 1;(x) := ¢;(—x). Dann ist auch (¢¢);~o eine Dirac-Familie und wir
erhalten unter Verwendung von Lemma 3.24, dass fiir ¢ € D(R?)

(ug) = [ oot) dy = [ p0=1)pl) dy = (9 x 9)(0) = 9(0) = (30 9)

Wir wollen nun zeigen, dass sich jeder Distribution auf sinnvolle Art eine Ableitung zuordnen lésst.

Dieser (noch zu definierende) Ableitungsbegriff sollte natiirlich im Falle einer differenzierbaren
Funktion mit dem ,normalen” Ableitungsbegriff zusammenfallen, d.h. fiir f € ckQ) C LZIUC(Q) und
|a| < k sollte gelten

(*) a”uf = uaaf.
Nun zeigt aber partielle Integration (Lemma 6.1), dass fiir ¢ € D(Q)

(g9 = [ 9 F()p(x)dx = (<D [ F03g() dx = (~1)(7,0%),
d.h. (x) wird erfiillt, wenn (9*uy, @) := (—1)ld(f,9%p). Dies veranlasst zu folgender Definition.

Proposition 6.17. Sei Q C R? offen und u € D'(Q). Ferner sei « € N4 und
*u:D(Q) =R, (0%, ¢) = (—1)1*(u,a%¢).
Dann gilt:

(i) 0*u € D'(Q) und wird distributionelle (x-)Ableitung von u genannt.
(i) Fir f € CK(Q),g € C(Q) und |a| < k gilt

0" f = ¢ (im klassischen Sinne) &  0"us = ug

Insbesondere ist also jede Distribution (im distributionellen) Sinne unendlich oft differenzierbar.
Identifizieren wir eine reguldre Distribution uy mit f € L£¢(Q), und ist f hinreichend glatt, so
stimmen ferner die klassischen und die distributionellen Ableitungen iiberein.

Beweis. (i) Da mit ¢ auch 9" ¢ eine Testfunktion ist, ist (9“u, @) korrekt definiert. Die Linearitat
von 9“u folgt sofort aus der Linearitdt von u bzw. 9*. Ist schliefSlich (¢, ),cN eine Folge in D(Q)

D(Q)

mit ¢, D(—Q J @o, so gilt auch *¢, — 0“po und aus der Folgenstetigkeit von u folgt

(0w, gu) = (=1)*(1,0"pu) — (=1)1"(u,8g0) = (3"u, po).
(ii) Wie oben sehen wir mittels partieller Integration und dem Fundamentallemma
Fup=u; & VoeDQ): (-1)F(f,a%) = <g,¢
& VYeeDQ): ""/f ) dx_/g
& Vo e DO / " f(x)p(x) dx = / g(x)p(x) dx
& VxeQ: 0*f(x) = g(x). "’

Im letzten Schritt haben wir auch genutzt, dass stetige Funktionen, die fast sicher tibereinstim-
men, sogar iiberall ibereinstimmen miissen (warum?). O

—Ende VL 19—
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Teil (ii) der Proposition fithrt uns noch zu folgender Definition.

Definition 6.18. Sei f € L°(Q)) und a € IN4.
(i) Wir schreiben die distributionelle Ableitung von f auch als 0" f := 9%uy.

(i) Existiert ¢ € LI°(Q)), so dass 0*f = g (d.h. auch die Distribution 9*f ist regulér), so heif3t f
schwach (a-)differenzierbar und g die schwache (x-)Ableitung von f. Dies ist genau dann der
Fall, wenn

VpeD(Q): (—1)l /Q F(x)a g(x) dx = /Q g()g(x) dx.

Bemerkung 6.19. (a) Mit Teil (ii) von Proposition 6.17 ist also jede (klassisch) differenzierbare
Funktion f € C(Q) fiir |a| < k auch schwach a-differenzierbar und klassische und schwache
Ableitung stimmen tiberein.

(b) Aus dem Fundamentallemma folgt wieder, dass die schwache Ableitung eindeutig ist.

(c) Jedes f € Lll‘”(Q) ist im distributionellen Sinne (sogar beliebig oft) differenzierbar, muss aber
nicht schwach differenzierbar sein, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 6.20. (i) Sei 2 = R und H = 1 ¢ die sogenannte Heaviside-Funktion.# Wir berechnen
die distributionelle Ableitung H’' dieser nicht-differenzierbaren Funktion (gen?auer, aber auch
umsténdlicher: die Ableitung der zu H zugehorigen Aquivalenzklasse von Funktionen). Fiir
¢ € D(R) gilt nach Definition

(H', @) = —(H, ¢') = — /R H(x)¢/ (x) dx = — /0 " ¢/ (%) dx = —p(x)[ = 9(0) = (50, 9).

Die distributionelle Ableitung der Heaviside-Funktion H ist also die Delta-Distribution ¢y, d.h.
H' = §y. Insbesondere ist H nicht schwach differenzierbar, denn &y ist nicht regulér.

(i) SeiQ =Rund f : R — R, f(x) = |x| die Betragsfunktion. Setzen wir

(x) = -1, fallsx <0
S =1 fallsx >0,

so gilt fiir die distributionelle Ableitung f’, dass f’ = g. Die Betragsfunktion ist also schwach
differenzierbar mit schwacher Ableitung g. Den leichten Beweis finden Sie im Anhang. >

Nicht nur diirfen Distributionen stets beliebig oft differenziert werden, man darf auch konvergente
Folgen von Distributionen stets mit Ableitungen vertauschen, d.h. es gilt

9" (D/(Q) — lim un> = D'(Q) — lim #*u,.

n—oo n—00

Bei Ableitungen von Funktionenfolgen ist dies bekanntlich nicht so ohne weiteres moglich.

Lemma 6.21. Sei (u,),en eine Folge in D'(Q)) und u € D'(Q) mit u, P
0" uy P 30 e alle « € IN4. Eine enstprechende Aussage gilt fiir konvergente Familien von

Distributionen.

u. Dann gilt

Beweis. Fiir ¢ € D(Q) gilt (0%u,, @) = (—1)1*(u,,0%@) — (—1)1*1(u,0%p) = (3%u, ¢). O
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Wir wollen als néchstes erkldren, wie ein Differentialoperator |, <, @« (x)0" auf einer Distribution
wirken soll. Dazu miissen wir zundchst noch Produkte von glatten Funktionen und Distributionen
betrachten. Ist f € LI°(Q)) und ¢ € C*(Q), so ist auch ¢f € LI°(Q) und definiert damit eine
regulédre Distribution mit

Vo € D(Q): (&f 9) = /Qg(X)f( ) dx = / flx ) dx = (f,8%)-
e

Diese Gleichung verwenden wir fiir allgemeine Distributionen nun als Definition.

Lemma 6.22. Sei u € D'(Q) und g € C*(Q). Dann wird durch
gu:D(Q) =R, (gu,9):= (u,8¢)
eine Distribution definiert und die Abbildung
C*(Q) xD'(Q) = D(Q), (g u)vr— gu
ist bilinear.

Beweis. Ubung. O Ubung

Damit ist die Wirkung eines Differentialoperators L = ngm a,0%, mit a, € C®(Q), auf einer
Distribution u € D’(Q)) nun festgelegt. Schrittweise erhalten wir fiir ¢ € D(Q), dass

(Lu, @) Lin. Y (audu, @) = Y (0"u,a.9)

la|<m | <m
- Z D)) = |2 (—1)0% (aa9)) =: (u, L* 9).

Dies halten wir nun noch einmal in einer Definition fest (als Ergénzung von Definition 0.1).

Definition 6.23. Sei Q C RY offen und fiir m € N und a € N4 mit |a| < m seien a, € C*(Q).
(i) Der lineare partielle Differentialoperator L := } |,/ <, 420" kann aufgefasst werden als

(a) lineare Abbildung L : C"(Q)) — C(Q)), indem man setzt

= ) a(x)*u(x), uecC™(Q), xe€Q,

la|<m
oder als

(b) lineare Abbildung L : D'(Q)) — D'(Q)), indem man setzt

(Lu, @) :== (u,L*p), ¢ € D(Q),

wobei der sogenannte zu L (formal) adjungierte Operator L* : D(Q)) — D(Q) durch

Lg:= Y, (=1)"a%(axgp)

|| <m

definiert ist.
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(i) Bei der Untersuchung der partiellen Differentialgleichung Lu = f werden dann entsprechend
unterschiedliche Losungsbegriffe verwendet:

(a) Ist f € C(Q), so heifit eine Funktion u € C™"(Q)) eine klassische Lésung, sofern
(Lu)(x) = f(x), x e Q.

(b.1) Ist f € D'(Q)), so heifit eine Distribution u € D'(Q)) eine distributionelle Lésung, sofern
Lu = f im distributionellen Sinne, d.h.

Yo eD(Q):  (Lu,¢):=(u, L") = (f,¢).

(b.2) Ist im Fall (b.1) sogar f € LI/(Q) C D'(Q) und u € LP*(Q) C D'(Q), so heifit u eine
schwache Losung. In diesem Fall muss also gelten

Ve D(Q): [ w(x)(Lg)(x) dx= | fx)o(x) dx.

Bemerkung 6.24. (i) Hat L konstante Koeffizienten a4, € R, so konnen wir L darstellen als

L="P@):= ) a,0" wobei P(x):= ) a,x"

la|<m o] <m

(man vergleiche die Diskussion vor Korollar 3.14). Fiir den adjungierten Operator gilt in diesem

Fall L* = P*#(9) mit
P¥(x) :=P(—x) = Y (—1)gux".

la|<m

Insbesondere sehen wir, dass
A=A W'=—-0—-A, und 0O =01

Hierbei wirken W und [ auf Teilmengen von R?*! = R¥ x R, deren Elemente wir hier als (x, )
mit ¢ € R notieren.

(ii) Der oben definierte schwache Losungsbegriff fiir die homogene Wellengleichung stimmt mit
der in Definition 6.3 gegebenen tiberein.

(iii) Identifizieren wir wie iiblich eine Funktion mit der zugehérigen Aquivalenzklasse und diese
mit der zugehorigen reguldren Distribution, so ist jede klassische Losung eine schwache Losung
und jede schwache Losung eine distributionelle Losung (aber im Allgemeinen nicht umgekehrt).
Nattirlich hat man die Hoffnung, dass distributionelle Losungen von partiellen Differential-
gleichungen leichter gefunden/konstruiert werden konnen, als klassische oder schwache. Wir
werden unten sehen, dass dies tatsidchlich der Fall ist. —Ende VL 20—

(iv) Sei umgekehrt u € LX°(Q) eine schwache Losung von P(d)u = f, die einen glatten
Reprisentanten uy € C®(Q) besitzt. Nehmen wir ferner an, dass auch f € Li°°(Q)) einen stetigen
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Représentanten fy € C(Q)). besitzt. Dann gilt fiir alle ¢ € D(Q)), dass

[ et dx = [ fx)p(x) dx = (f,0) = (P, g) "L (1, P*@)g)
Q

= [ 4P @) dx = [ (0P @)p(x) dx
QO @)
pL /Q P(@)uo(x)p(x) dx.

Aus dem Fundamentallemma folgt also, dass P(9)ug(x) = fo(x) fiir alle x € Q, d.h. 1 ist eine
klassische Losung dieser Gleichung.

Vereinbarung 6.25. In der Situation von obiger Bemerkung (iv) unterscheiden wir in der Sprech-
und Schreibweise meistens nicht zwischen u (bzw. f) und den Reprasentanten ug (bzw. fp).
Obiger Sachverhalt wird dann einfach so formuliert: Fiir eine schwache Losung u von P(d)u = f
seiu € C*(Q) und f € C(Q). Dann ist u auch eine klassische Losung dieser Gleichung.

Schauen wir uns zur obigen Definition zwei Beispiele an. Zunédchst sehen wir, dass die in Proposition
3.40 bzw. Proposition 4.14 mittels Trennung der Variablen gefundenen Losungskandidaten fiir die
homogene Wirme- bzw. Wellengleichung tatszchlich schwache Losungen dieser Gleichungen sind.
Aus Zeitgriinden betrachten wir nur die Warmeleitungsgleichung.

Beispiel 6.26. Sei 1y € Ly(Q) und (wg)ren eine ONB von L(Q)), die aus Eigenfunktionen
wy € C3(Q) von A besteht. Ist (Ax)xen die zugehorige Folge von negativen Eigenwerten, so
hatten wir in Proposition 3.40 schon gesehen, dass u(t) := Y ;2 e”‘k<uo,wk>L2(Q)wk fur jedes
t > 0in Ly(Q) konvergiert.

Behauptung: Gilt Ay := sup; Ak < O,i soist v(x,t) := u(t)(x),x € Q,t > 0, eine schwache
Losung der homogenen Wiarmeleitungsgleichung Wov = 0 auf Q) x (0, c0).

Beweisskizze: Zunichst iiberzeugt man sich schnell, dass v € LP(Q x (0,00)).7 Nun sei
¢ € D(Q x (0,00)). Dann zeigt der Satz von Fubini, die Lz-Konvergenz der Reihe u(t) und
dominierte Konvergenz,® dass

(Wo, ) := (0, W*@) = / o(x, ) W*(x, £) d(x, 1)
0% (0,00)
(10, 08) 10 / e (x)W* p(x, ) d(x, £)
O x(0,00) \—\?T)’
=0\ X,

I oo
= Y (o, we) 1,00 )/ Wo(x, t)(x,t) d(x,t) = 0.
k=1 Qx(O,oo)\jg—/

k=1

Auch die Fundamentallosung E des Laplace-Operators konnen wir nun in ein anderes Licht riicken.

Beispiel 6.27. Sei QO = R%,d > 2 und E € LY*(IRY) sei die Fundamentallosung des Laplace-
Operators (vergleiche Definition 2.11 und Lemma 2.12).

Behauptung: Es gilt AE = Jp im distributionellen Sinne.



6. Distributionen 88

Lem.2.22

Beweis: Fiir ¢ € D(IRY) gilt (E * Ag) satzllb A(E x ¢) ¢. Also folgt

(BE,9) i= (E,5°9) = (E,89) = [ E()B0(y) dy

EW)=Ey) /]Rd E(0—y)A¢(y) dy = (ExAg)(0) = A(E x ¢)(0) = ¢(0) = (b, ¢).

Dieses Beispiel zeigt die eigentliche Bedeutung der Fundamentallosung eines partiellen Differential-
operators. Hierauf wollen wir im ndchsten Abschnitt nun noch einmal genau eingehen.

6.3. Fundamentallosungen und Regularitat

Wir betrachten in diesem Abschnitt lineare partielle Differentialoperatoren mit konstanten Koef-
fizienten, also Operatoren der Form L = P(d) mit einem Polynom P € R[xy,...,x;] (vergleiche
Bemerkung 6.24 (i)).

Definition 6.28. Sei P € R[xy,...,x4]. Dann heilt F € D’(R?) eine Fundamentallésung des
partiellen Differentialoperators P(9), falls P(d)F = &y.

Bemerkung 6.29. (i) Fundamentallosungen sind nicht eindeutig, denn mit F ist auch F 4 u fiir
jedes u € D'(IRY) mit P(d)u = 0 eine solche.

(ii) Wir kennen aus den Beispielen 6.27 und 6.20 bereits die Fundamentallésungen E von A auf
R%und H = 1(0,00) VO % auf R (denn H' = §j). Man beachte, dass wir im ersten Fall stets von
,der” Fundamentallosung des Laplace-Operators gesprochen haben, obwohl es sich nach (i) nur
um eine spezielle Fundamentallosung handelt. In der Tat, fiir jede harmonische Funktion u auf
R? gilt A(E + u) = do.

Schauen wir uns noch ein weiteres Beispiel an, das wir im Wesentlichen schon kennen.

Beispiel 6.30. Sei () = R und schreibe dessen Elemente als (x,t) mit x € R? und t € R.
Ferner sei ® : R¥*! — R definiert durch

1 |x[?
q)(x, t) = ]]-(O,oo)(t) o Wexp _? 7

d.h. @ ist die Nullerweiterung der zunachst auf R? x (0,00) definierten ,Fundamentallgsung”
® des Warmeleitungsoperators W = d; — A, (vergleiche Definition 3.31).

Behauptung: Es ist ® € Lloe(R¥*1) und W® = &, d.h. @ ist eine Fundamentallosung von W im
Sinne von Definition 6.28.

Beweisskizze: Die lokale Integrierbarkeit ist leicht zu sehen. Weiterhin gilt fiir ¢ € D(R¥*+!) mit
dem Satz von Fubini, dass

(WD, p) = (D, W'y) = D(x, 1)(—0r — D)y (x, 1) d(x, 1)

RA+1

_ /Rd </0°°q><x,t>(_at A1) dt) o
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Mit dominierter Konvergenz und dem Satz von Fubini folgt somit, dass

(W&, ) = lim (/Rd </Sood>(x,t)(—8tt/)(x,t)) dt) e — /Sw (/]RdQ(x,t)Ax1p(x,t) dx) dt>

= (x,5)P(x,5)+ [ 0D (x,t)p(x,t) dt

3 d
HAODED A () t) dx

= lim < - D(x,s5)P(x,s) dx + /Rd (/Soo (0t — Ay)D(x, t)p(x, t) dt> dx)

sN\0
=W (x,t)=0

= l{% - D(x,s)P(x,s) dx.

Mit ®;(x) := P(x,5) = ®(—x,s) und Ps(x) := P(x,s) erhalten wir also
(W, g) = lim(®. ) (0) = Hm(@, + yo) (0) + (@, + (¥ — 0))(0).

Nach Satz 3.33 (Teil (iv) bzw. (ii)) gilt nun zum einen limg\ o(Ps * o) (0) = 1o(0) = ¥(0,0), und
zum anderen, dass
195 % (s = Y0) [l < I¥s = Yollo, >0

Aber aufgrund der gleichméfSigen Stetigkeit von i geht hier die rechte Seite fiir s ™\, 0 gegen 0.
Insgesamt folgt also

(W, p) = 9(0,0) = (o, ).

Welche Rolle spielen Fundamentallosungen fiir partielle Differentialoperatoren? Antwort: Man
kann mittels Faltung aus einer Fundamentallosung von P(9) stets eine Losung der zugehorigen
inhomogenen PDG erhalten. Schauen wir dazu zunichst noch einmal zurtick.

Beispiel 6.31. (i) Nach Lemma 2.22 ist u = E * f fiir f € C2(R?) eine klassische Losung von
Au = f auf R%.

(ii) Betrachten wir ® aus Beispiel 6.30. Sei f : R? x (0,00) — R eine Funktion. Wir erweitern sie
auf RY*1 mittels f(x,t) := 0 ftr t < 0. Dann konnen wir formal rechnen

ule,t) = (@ = | S(x—yt=5)fs) ds)
= [ [ ee—ut-s)fwsar| as= [(@efixas
0 R N ————N——~ 0
—0i(r-y)  —AW)

Laut Duhamelscher Formel (Satz 3.36) ist dies unter geeigneten Voraussetzungen an f eine
klassische Losung von Wu = f auf R? x (0,0).

Proposition 6.32. Sei P € R[xy, ..., x4] und F € LI?°(R?) sei eine Fundamentallssung von P(9).
Dann ist u := F  f fiir jedes f € C.(R?) eine schwache Losung von P(9)u = f.

Beweis. Nach Satz 1.16 und Proposition 1.15 ist u korrekt definiert und u € C(R?) C £lo¢(R?).
Nun sei ¢ € D(R?). Es sei daran erinnert, dass P(9)* = P*(d), wobei P*(x) := P(—x), vergleiche
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Bemerkung 6.24 (i). Wir erhalten also
(P()u, ¢) = (u, P*(3)p) = (F  f,P*(3)¢)
— [ (F= PP @)0)(x) dx = [
R4

R4

( /W Flx—y)f(y) dy) (P*(2)9)(x) dx.

Mit der Substitution z = x —y, dem Satz von Fubini und der Setzung ¢, := ¢(. +y) € D(RY)
folgt also wegen (P*(9)¢,)(z) = (P*(9)¢)(z +y), dass

[ (L@ =) dx ) £) dy

— [ ([ @0+ e i) fo)

= [ ([ ree*@e@ d=) s du = [ (0P @p s dy
= [ (P@OF.esw)dy = [ o0 fw)dy

= [, @) dy = [ o)ft)dy=f,)

P@u¢) = [

Also ist u eine distributionelle, wegen u € L°(Q) sogar schwache, Lésung von P(d)u = f. [

Bemerkung 6.33. (i) Die Voraussetzungen der Proposition lassen sich abschwéchen: ist F &
D' (Q)) eine Fundamentallosung von P(9) und f € D'(Q)) eine , kompakt getragene” Distribution,
so ist u = F * f eine distributionelle Losung von P(d)u = f. Um dies zu zeigen (und zuvor der
Faltung iiberhaupt einen Sinn zu geben) miissten wir den Faltungsbegriff auf Distributionen
ausweiten, was hier zu weit fithren wiirde.

(ii) Die Proposition sichert also eine distributionelle Losung von P(d)u = f, sofern eine Fun-
damentallosung von P(9) existiert. Nun sagt der Satz von Malgrange-Ehrenpreis?, dass fiir
jeden linearen partiellen Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten P(d), mit P # 0, stets
eine Fundamentallgsung existiert. Die partielle Differentialgleichung P(0)u = f ist also fiir jede
kompakt getragene Distribution f im distributionellen Sinne stets 1osbar. Beweisen konnen wir
den Satz von Malgrange-Ehrenpreis im Rahmen dieser Vorlesung leider nicht.™

Sobald man eine distributionelle Losung der Gleichung P(0)u = f gefunden hat, kann man versu-
chen, nachzuweisen, dass es sich tatsdchlich um eine klassische Losung handelt. Eine bedeutende
Klasse von Operatoren, bei denen dies der Fall ist, wird als hypoelliptisch bezeichnet.

Definition 6.34. Sei P € R[x1, ..., x;]. Dann nennt man P(0) hypoelliptisch, falls Folgendes gilt:

VQ C R? offen Vu € LI°(Q)):  P@uecC®(Q) = ucCQ)

Hierbei bedeutet die Annahme natiirlich, dass die Distribution P(0)u reguldr ist und durch eine
glatte Funktion dargestellt werden kann und die Folgerung, dass u einen glatten Reprdsentanten
besitzt.

Bemerkung 6.35. (i) Fiir einen hypoelliptischen Operator P(9) gilt also unter Beachtung von
Vereinbarung 6.25 und Bemerkung 6.24 (iv): Ist f € C®(Q) und u € LY°(Q) eine schwache

Losung von P(d)u = f, so gilt u € C®(Q) und u erfiillt die Gleichung auch im klassischen
Sinne.

—Ende VL 21—
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(ii) Insbesondere folgt fiir hypoelliptisches P(9) und u € LI*°(Q)) also
P@Ou=0auf Q) = ueCQ),

denn die Nullfunktion ist auf () glatt.

(iii) In der Literatur wird in der Definition hypoelliptischer Operatoren die Giiltigkeit der
Implikation in der Regel sogar fiir beliebige u € D'(Q)) gefordert. Wir haben dies hier etwas
abgeschwicht.

(iv) Man kann zeigen, dass jeder elliptische Operator auch hypoelliptisch ist. Wir werden dies
unten nur fiir den Laplace-Operator zeigen.

Wie konnen wir feststellen, ob ein gegebener Operator P(d) hypoelliptisch ist? Nehmen wir einmal
an, dies sei der Fall. Nehmen wir ferner an, dass P(d) eine Fundamentallosung F € L°(IRY) besitzt.
Dann gilt fiir alle ¢ € D(R?\ {0}), dass

(P(9)F, ¢) = (b0, ) = ¢(0) =0,

d.h. es gilt P(3)F = 0 auf Q = R¥\ {0}. Aus der Hypoelliptizitit folgt damit, dass F € C®(R?\ {0}).
Der néchste Satz zeigt, dass auch die Umkehrung gilt.

Satz 6.36. Sei P € R]xy,...,x;] und zu P(0) existiere eine Fundamentallgsung
F € L(R?) N C®(R?\ {0}).

Dann ist P(9) hypoelliptisch.

Den umfangreichen Beweis dieses Satzes wollen wir noch ein bisschen verschieben und stattdessen
zundchst zwei Beispiele betrachten.

Beispiel 6.37. (i) Die Fundamentallosung E des Laplace-Operators A auf RY,d > 2, erfiillt die
Voraussetzungen des Satzes, d.h. A ist hypoelliptisch (vergleiche Bemerkung 2.25). Insbesondere

folgt: Ist QO C RY offen und u € LI°°(Q) mit Au = 0 im schwachen Sinne, d.h.

Vo € D(Q): /Qu(x)Ago(x) dx =0, (%)

so gilt u € C*(Q)) und Au = 0 im klassischen Sinne. Man nennt Funktionen, die (*) erfiillen
auch schwach harmonisch. Damit sind schwach harmonische Funktionen also (genau wie
harmonische Funktionen) automatisch glatt und damit selbst harmonisch. Dies nennt man auch
das Weylsche Lemma.

(ii) Es lasst sich leicht zeigen, dass auch die Fundamentallosung ® des Warmeleitungsoperators
W die Voraussetzungen von Satz 6.36 erfiillt, d.h. auch W ist hypoelliptisch.

Teil (ii) hat noch eine interessante Verallgemeinerung des Weylschen Lemmas zur Folge.

Korollar 6.38 (Schwache Eigenfunktionen von A sind glatt). Sei QO C R? offen, A € R und
u € LY¢(Q) sei eine schwache Losung von Au = Au. Dann ist u € C®(Q) und Au = Au im
klassischen Sinne.

Beweis. Die Funktion
:Qx(0,00) =R, (x,t):=e Mu(x)
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ist in L1°°(Q) x (0,00)) und erfiillt Wii = 0 im schwachen Sinne, wie man leicht nachrechnet. Da
W hypoelliptisch ist, folgt i € C*(Q) x (0,00)), d.h. auch die Funktion

(x,1) — eMii(x,t) = u(x)

ist glatt auf ) x (0,00) und damit auch u auf Q. O

Fiir den Beweis von Satz 6.36 miissen wir noch einmal {iber Faltungen sprechen. Hierzu sei
Lio(RY) := {h € L (RY) : 3K C R? kompakt mit hlge = 0},

dh. h € L1 .(RY) ist integrierbar und verschwindet (A?-fast sicher) auferhalb einer kompakten

Menge. Es gilt C.(R?) C L; (RY) C L;(RY) C Ll¢(R?).

Lemma 6.39. Es sei h € L1 .(R%) und f € C(R?). Dann gilt:

(i) Die Faltungen h x f und f * h sind auf ganz R? definiert und / * f = f * h. Ferner ist i * f
stetig und hat f kompakten Trédger, so auch h * f. Genauer: Gilt hlg. = 0, so ist

supp(h * f) C K+ supp(f).

(i) Ist f € C®(R?), so gilt auch h * f € C*(RY) und
(h*f)=h*3"f, ac NG
Insbesondere ist i * f € D(R?), falls f € D(R?).
(iii) Fiir alle ¢ € D(R?) gilt

(o f0) = (f, @5 i) L5 (h, g0 1),

wobei h*(x) := h(—x) und (.,.) die Paarung zwischen Distribution und Testfunktion
bezeichnet.

/(RA
(iv) Ist (f);>0 eine Familie in C(R?) mit f; Y f fir t N\ 0, so gilt auch

N TA))

/(R4
(v) Sei f € C.(R%) und (h)s~o eine Familie in Ly .(IRY) mit k; P&y fir ¢ N\ 0. Dann gilt
auch

hex FPS hef o (£N,0).

Beweis. Es sei K C R4 kompakt mit hlge = 0.

(i) und (ii) Die Beweise dieser Aussagen sind vollig analog zu den Beweisen von Satz 1.16 und
Proposition 1.15, siehe Anhang.**

(iii) Zundchst ist h * f € C(R?) C Ll°(R?) nach (i), ¢ * i* = h* x ¢ € D(RY) nach (ii) und, im
Falle f € C.(RY), auch ¢ * f# € D(RY). Alle drei Ausdriicke unter (iii) sind also definiert. Ferner
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gilt mit dem Satz von Tonelli, dass mit Ko := supp(¢):
[ =0 f@e@ldey) = [ e - 2)p)|d2)
R x R4 R4 x R4
:=/ [h(z)f(x = 2)p(x)|d(x,2) < max |f(£)][[Lx,@lly [1xhlly < oo,
KoxK teKo—K
d.h. im Folgenden diirfen wir die Integrationsreihenfolgen beliebig vertauschen:
tes,) = [ ([ 1ex =) dy) o) d
R4 R4
= [ ([ ner=vo) ax) sy = [ 45 0)0)70) dy = (£, )
R4 R4 R4

(h«f, @) = /(/h (x —2) >g0(x)dx
/ (/ P(x)f(x—z dx)h(z)dz

(h, f* 5 @) = (n, ¢*f#>

und genauso

(iv) und (v): Fiir ¢ € D(R?) gilt mit Teil (iii) und (ii):
(ot fu, @) = (fu, @ 1) = (f, @+ ') = (h= f, )

und

(% f, @) = (hu, @ % f*) = (B, @ % f*) = (b x f, 9).

Damit kénnen wir den Beweis von Satz 6.36 angehen.

Beweis (von Satz 6.36). Sei F € LI°(R%) N C*(R? \ {0}) mit P(d)F = &. Ferner sei Q C R?
offen, u € LY°(Q)) und es gelte P(d)u =: f € C*(Q). Es ist zu zeigen, dass u € C®(Q). Wir

unterteilen den Beweis in zwei Teile und diese wiederum in mehrere Schritte.

Teil a) Wir zeigen, dass die Aussage lokal gilt, d.h. ist xg € Q) beliebig, so existiert eine offene

Kugel um xg auf der u glatt ist.

1. Wir wihlen x, € D(R?) mit0 < x, < 1, x, = 1 auf B(0,7) und supp(xr) C BJ0,2r| (vergleiche

Ubungsblatt 9).

2. Wir setzen F, := Fx, und G, := F(1 — x;). Dann gilt

F=F +G,.
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Ferner ist F, = 0 auf RY \ B[0,2r] und somit
F, € C®(R?\ {0}) N Ly (RY).
Weiterhin ist G, = 0 auf B(0, ), d.h. die Singularitit von f in 0 spielt keine Rolle und
G, € C®(RY).
Schlieflich gilt fiir alle ¢ € D(R? \ B[0,2r]):

Xr\B[o,_Zr]f:O <

(P(3)Gr, 9) = (Gr, P*(3)@) = (1 — x+)F, P*(2) ) F,P*(9)g)

= (P()F, ¢) = (do, ) = ¢(0) = 0.
Also gilt supp(P(9)G,) C B|0,2r], d.h. P(9)G, hat kompakten Trager.
3. Die Idee des Beweises ist nun wie folgt: Wir mochten u lokal darstellen als
u=fxF +ux P(B)Gr.i

Da hier f und P(9)G, glatt sind, wére dann auch u glatt. Natiirlich muss dies alles rechtfertigt
werden.

4. Es sei xo € (2 und r > 0 so gewdhlt, dass
B := B(xq,3r) C B(xp,4r) C Q.
Wir setzen

ug(x) = {u(x), falls x € B

0, falls x € R\ B.

Dann gilt ug € Ly .(RY). Ist ferner ¢ € D(B), so folgt
(P(9)up, @) = (up, P*(0)p) = (u, P*(3)g) = (P(0)u, p) = (f. ).

5. Es sei (¢¢);>0 eine glatte Approximation der Eins auf R? (vergleiche Beispiel 3.23 (iii)) und

Lem.6.39(ii) i
Up i= @ * Up [S D(R?).

d
Dann gilt mit Lemma 3.24, dass u; Ll(—“; ) up fiir t \, 0, also mit Beispiel 6.16 (ii) auch

D'(RY)
Uy —  Ug.

Mit Lemma 6.21 gilt dann ferner

6. Nach Proposition 6.32 gilt u; = P(9)(u; * F) und damit wegen F = F, 4+ G, auch

us = P(3) (s * E) + P@) (s * G) "% (P(@)us % E) + (us  P)G,).
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7. Nach 2. gilt P(9)G, € C°(R?), d.h. aus 5. und Lemma 6.39 (v) folgt

/(R4
w +P@)Gy "8 ug % P(3)G,.

8. Wir betrachten B(xo,7) C B = B(xo,3r) und ¢ € D(B(xo,)). Dann gilt
supp(¢ * F*) C B(xo,r) + B[0,2r] C B(xo,37) = B,

also wegen 5. und Lemma 6.39 (iii) auch
(P(3)us + Fy, @) = (P@)us, @ F) F (P@up, 9+ E) £ (£, 0+ Ef) = (F +F, ).
9. Aus 5. bis 8. folgt damit fiir alle ¢ € D(B(xo,1)):
(w g) = (up, ) =lim(u, @) = (f « F, ¢} + (up  P(9)Gr, )

Aus dem Fundamentallemma folgt also, dass

u’B(X(),T’) = (f * B +up * P(a)GT’) |B(x0,r)'

Da f und P(9)G;, glatt sind, ist nach Lemma 6.39 die rechte Seite eine glatte Funktion und damit
ein glatter Reprasentant von u|py, ,)-

Teil b): u ist glatt auf ).

Seien xg,x1 € Q,xp # x1. Nach Teil a) existieren offene Kugeln xo € By, x1 € By, so dass u|p,
und u|p, glatt sind. Sind vy, v1 entsprechende glatte Reprasentanten und ist By N By # @, so
stimmen vy und v; auf By N By fast sicher tiberein, denn beide reprisentieren u|p,np,. Da die
Funktionen stetig sind, folgt sogar vg|p,np, = v1|B,nB,- Wir konnen also vy und v; mittels

v(x) o Uo(x), falls x € By
' v1(x), fallsx € By

zu einer glatten Funktion auf By U B; zusammensetzen. Stellen wir nun () als abzdhlbare
Vereinigung von solchen offenen Kugeln dar, QO = J,,cpy Br, so konnen wir die zugehorigen v,
genauso zu einer Funktion v € C*(()) zusammensetzen. Diese ist ein glatter Reprasentant von
u. ]

—Ende VL 22—
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7. Sobolev-Raume und elliptische Randwertprobleme

Stichpunkte. Sobolev-Raume WP, Wg" P und H™, Hy', Spurabbildung, Dirichlet-Problem fiir Poisson-Gleichung in
H', Variationsproblem, Dirichlet-Prinzip, Poincaré-Ungleichung, elliptische Randwertprobleme in H'

Sei QO C RY offen und p € [1,00]. Dann ist L,(Q) C LY(Q) C D'(Q),* d.h. jedes f € L,(Q) ist
beliebig oft distributionell ableitbar und fiir jedes & € INg ist 9* f € D’ (Q)) wieder eine Distribution.
Nun werden wir fordern, dass diese Ableitungen sogar im schwachen Sinne existieren (vergleiche
Definition 6.18 (ii)). Dann kénnen wir 0* f als Llloc-Funktion auffassen, welche dadurch charakterisiert
ist, dass

Vo € D(Q) : (—1)"‘/0f(x)8“(p(x) dx:/Qa"‘f(x)(p(x) dx.

Fordern wir fiir die schwache Ableitung 9*f € L{*(Q) nun noch zusitzlich, dass 9*f € LP(Q), so
gelangen wir schliefilich zu den sogenannten Sobolev-Rdaumen.*

7.1. Sobolev-Raume

Definition 7.1. Sei Q C RY offen, p € [1,00] und m € INp. Dann heif3t
W™P(Q) := {f € L,(Q) : 3*f € L,(Q) fiir alle « € N& mit |a| < m}
der Sobolev-Raum der Differentiationsordnung m und Integrationsordnung p auf (). Weiterhin

sei fir f € W™P(Q)) im Falle1 < p < o0

I£1

1/p
mp = Il p,0 = ( ). Ha"‘fHZ>

la|<m

und im Falle p = oo
[ f 0 = IS l,00,0 1= max [0°f || -
o] <m

Bemerkung 7.2. (i) Es ist W"P(Q) ein linearer Unterraum von L,(Q)). Ferner ist W7 (Q) =
L,(©)) und
WmHkP(Q) € W™P(Q), ke N.

Ist /\d(Q) < 00,50 gilt L,(Q) C Lq(Q)i fir 1 <gq <p < oo, d.h. es gilt auch
WP (Q) C W™ (Q)), 1<g<p<co

(i) Da far 1 < p < oo durch [(x1,...,xu)[, == (Ti4 \xk\p)l/p eine Norm auf R" definiert wird

und [[fll,,, = [(12*],) i<

erfiillt und somit eine Norm auf W”#(Q)) definiert (man beachte, dass || f]| mp = 0 wegen
Il f Hm,p > Ifl p auch f = 0 impliziert). Analog kann man im Falle p = co argumentieren.

, sehen wir sofort, dass auch ||.|,,, die Dreiecksungleichung
p ,
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Schauen wir uns zwei Beispiele an.

Beispiel 7.3. (i) Fur f : (=1,1) — R, f(x) = |x| gilt nach Beispiel 6.20 (ii), dass
=101 — 11y

und somit f € W'*((—1,1)). Da f” =26y ¢ LI°°((—1,1)) gilt ferner f ¢ W?>®((—1,1))

(i) Ist f € CY([a, b)) (dh insbesondere gilt auch f, f’ € L«((a,b))), so werden Sie in den
Ubungen zeigen, dass |f|' = sign(f)f’, d.h. |f| € W'°((a,b)).

Die Wichtigkeit der Sobolev-Rdume ist im nachfolgenden Satz begriindet.

Satz 7.4. Sei QO C R? offen, m € N und p € [1,00]. Dann ist (W"7(Q)), [I-ll,,p) vollsténdig, also
ein Banach-Raum.

Beweis. Sei (fu)nen eine Cauchy-Folge in (W™P(Q), [|.|,,,,)- Es ist zu zeigen, dass diese in
W™P(Q) konvergiert. Dazu beachten wir, dass fiir jedes « € IN% mit |a| < m gilt, dass

10 (f = fillp < N fw = fillp-

Daher ist (9“f,),en eine Cauchy-Folge in (L,(Q2), ||.|| »)- Da dieser Raum vollstandig ist, existiert
fir jedes |a| < mein f, € L,(Q)) mit 9*f, LA fa fiir n — oo. Insbesondere fiir « = 0 folgt f, LA fo-
Behauptung: Es ist fo € W"?(Q) und ||f, — foll,,,,, — O fiir n — oco.

Beweis: Wegen 0* fn L—p> fa zeigt die Holder-Ungleichung, dass fiir jede kompakte Teilmenge

K C O auch o*f, 1k —> falg fiir n — co. Aus Beispiel 6.16 (i) folgt somit, dass 0* fn f,x fur
n — oo. Fiir alle ¢ € D(Q) gilt somit

(far @) = lim (3" fu, ¢) = (=1)1" lim (f, 9*9) = (~1)*!(fo,8"9) = (8"fo, ).

n—o00 n—oo

Fiir alle « € N4 mit |a| < m gilt also 9" fo = fu € L,(Q). Also ist fo € W™?(Q) und es gilt

o Ufe = follny = Yo, 2, 119% = 2 fullp =0

<m
laf< —fa

Besonders gute Eigenschaften haben die Sobolev-Raume im Falle p = 2.

Proposition 7.5. Es sei Q C R offen und m € Nj. Ferner sei
H™(Q) := W™2(Q).

Dann wird fiir f,¢ € H"(Q)) durch

(Figma= T @FFn= L [ @)

lae|<m la|<m

ein Skalarprodukt auf H"(Q) definiert. Ferner gilt ||f||,, = /{f, f)m2 und (H™(Q), (., -)m2)
ist ein Hilbert-Raum.
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Beweis. Dass (., .)mz ein Skalarprodukt auf H"(Q)) definiert, folgt sofort aus den Skalarprodukt-
eigenschaften von (.,.)r, auf Ly(Q2). Dass ||||i12 = (.,.)mp ist klar. Die Vollstandigkeit ist dann
ein Spezialfall von Satz 7.4. O

Im Hinblick auf unsere Anwendungen der Sobolev-Raume im Kontext von partiellen Differential-
operatoren, speziell im Hinblick auf Randwertprobleme, wollen wir nun noch Unterrdume der
Sobolev-Raume W7 (Q)) betrachten, die aus solchen Elementen u € W7 (Q)) bestehen, die auf 9Q)
verschwinden. Dies ist nicht trivial, da tiberhaupt nicht klar ist, was der Wert der Aquivalenzklasse u
auf 9Q) (zumeist eine A?-Nullmenge!) {iberhaupt sein soll.

Bemerkung 7.6. Es sei Q C RY offen und beschrinkt und besitze einen C'-Rand.

(@) Ist u € C(Q) NWP(Q), so ist u|yn definiert und
ulyn € C(0Q) C Leo(0Q),0) C Ly(0Q),0),
wobei wir fiir die letzten beiden Inklusionen die Kompaktheit von d() benutzen. Die Abbildung
(C@NW(Q), |lll,,) = (Lp@Q,0), |Lll,), = ulan

ist nattirlich linear. Mit einigem technischen Aufwand ldsst sich nun zeigen, dass diese Abbildung
sogar stetig ist und sich auf eindeutige Art zu einer linearen stetigen Abbildung

tr: (WP(Q),|I.lly ) = (Lp (20, 0), |I.]1,)

erweitern ldsst. Fiir diese sogenannte Spurabbildung (englisch: Spur = trace) gilt dann also
insbesondere, dass B
Yu e C(Q)NWY(Q): tr(u) = ulspa.

Damit macht es fiir eine gegebene Funktion g € L,(9(2,0) nun also Sinn zu fordern, dass
u € W'7(Q) auf dem Rand von () den Wert ¢ annehmen soll. Dies bedeutet einfach, dass
tr(u) = g gelten soll.

(b) Von besonderem Interesse fiir uns sind die Funktionen u € W'?(Q)), die auf dem Rand von
Q verschwinden (d.h. tr(u) = 0). Jede Testfunktion u € D(Q) C WLP(Q) hat natiirlich diese
Eigenschaft. Tatséchlich sind fiir u € W#(Q) dquivalent:

(i) tr(u) = 0.
(i) Es existiert eine Folge (¢n)nen in D(Q) mit [[@, — ull; , — 0.

Auch hier miissen wir auf den recht aufwendigen Beweis verzichten (siehe etwa [7]).

Die letzte Bemerkung fiihrt uns nun direkt zur folgenden Definition.

Definition 7.7. Fiir Q C RY offen, p € [1,00] und m € Ny sei

Wyt () e= Dy D),

d.h. man betrachtet den Abschluss von D(Q)) im normierten Raum (W™*(Q), ||. Hm,p). Ferner sei

HH(Q) := W7 (Q).
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Bemerkung 7.8. (i) Als abgeschlossener Unterraum des Banach-Raums W™(Q)) ist auch
W, 7 (Q) ein Banach-Raum. Genauso ist H}'(Q) ein Hilbert-Raum.

(ii) Man beachte, dass die Definition von W,""(Q) keine Anforderungen an Q) oder dessen Rand
0Q) erforderte. Ist aber Q) beschriankt und besitzt einen C!-Rand, so gilt nach Bemerkung 7:6,

dass u € Wé’p(Q) & tr(u) = 0.

7.2. Elliptische Randwertprobleme

Wir wollen nun zuriick zu partiellen Differentialgleichungen kommen und erkldren, wie Sobolev-
Raume in diesem Kontext angewendet werden. Dazu schauen wir uns exemplarisch zunéchst
folgende Variante des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-Gleichung an (siehe Definition 2.2).

Sei QO C RY offen, f € L,(Q) und g € H(Q) C L,(Q). Gesucht ist u € H'(Q), so dass

(%) Au = f im schwachen Sinne
u—g € H}(Q).

Bemerkung 7.9. (i) Es sei daran erinnert, dass Au = f im schwachen Sinne, genau dann, wenn

Vo e D(Q): /Qu(x)Aq)(x) dx = /Qf(x)q)(x) dx.

Gilt in diesem Fall, dass f € C*(Q) N Ly(Q), so folgt aus der Hypoelliptizitit von A, dass
u € C*(Q) und dass Au = f auch im klassischen Sinne erfiillt ist.

(ii) Die Randbedingung ist hier (im Falle Q) beschrankt und mit C!-Rand) gleichbedeutend mit
tr(u — g) =0, also tr(u) = tr(g). Man beachte, dass unsere ,Randfunktion” g hier auf ganz ()
vorgegeben wird, obwohl wir streng genommen nur an ihren ,Werten” auf dem Rand von ()
interessiert sind.

Im folgenden Resultat nutzen wir fiir u € H'(Q)) die Schreibweise

d
(Vu(x)[* := (Vu(x), Vu(x)) := Zi ‘aju(x)|2.
j=

Satz 7.10. Es sei Q) C IR¥ offen und beschrénkt. Ferner sei f € L,(Q) und ¢ € H'(Q). Dann gilt:
(a) Das Dirichlet-Problem (x) besitzt in H!(Q)) eine eindeutige Lésung .

(b) Die Losung uy € H'(Q) von (%) ist der eindeutige Minimierer des Variationsproblems
— (/ V()2 dx+2/ Alemle) dx).
ueHY(Q),u—geH}(Q) (9] Q

Bemerkung 7.11. (i) Man beachte, dass die schwachen Ableitungen d;u Elemente von L(Q))
sind, d.h. es gilt auch |Vu| € L,(Q).

(i) Mit Teil (b) kann man die Losung uy von (%) also berechnen, indem man das zugehorige
Variationsproblem 16st. Dieser Sachverhalt wir auch das Dirichlet-Prinzip genannt. Es ist die
Basis einiger numerischer Verfahren zur Losung von (x). —Ende VL 25—
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Bevor wir den Satz beweisen, sei noch folgendes Korollar fiir den Fall § = 0 erwéhnt.

Korollar 7.12. Sei QO C RY offen und beschrénkt und f € L,(Q). Dann besitzt die Poisson-
Gleichung Au = f in H}(Q) eine eindeutige Losung.

Fiir den Beweis von Satz 7.10 ist es zunéchst hilfreich, die Norm

2 d 2 v 2 2 12
g = (g Elonl2) = ([ P s [ vt ax)
=1

auf H}(Q) durch eine dquivalente Norm zu ersetzen. Hierzu benétigen wir folgendes Resultat.

Proposition 7.13 (Poincaré-Ungleichung). 4 Es sei () C R? offen und beschrinkt. Dann existiert
eine Konstante C(Q)) > 0 mit

vue HYQ):  [ul2, < C(0)- /Q Vu()P dx. (0)

Beweis. Da die Abbildungen u — ||u||%2 und u — [, |Vu(x)]* dx = Z}izl HajuH; jeweils stetig
auf Hj(Q) sind5 und D(Q)) C Hj(Q) dicht ist, geniigt es die Giiltigkeit von (¢) fiir u € D(Q)
zu zeigen.

Im Falle u = 0 ist die Abschétzung trivial. Sei also u € D(Q)) \ {0} und 1 < j < d. Dann gilt

I

0< flul3= /01 l(x) dx = — /ijaj(uz(x)) dx
= —Z/Qx]-u(x)aju(x) dx NE=0 /Qx]-u(x)a]-u(x) dx

C.—S.
(x)] [9ju(x)] dx < 2D |[ull, ||9ju],-

2

<2-suplx| [ |u
xeQ) Q
N—
=:D

Teilen wir durch |jul|,, so folgt |lu|, < 2D HB]-MHZ fur alle 1 < j < d, also auch Hu”% <
4D? 2?21 HajuH;. Aber dies impliziert

d
(1+4D?) 2}|a]-uH§ = C(Q)-/Q|Vu(x)|2 dx.

d
lull? o = lll3 + Y 9y <
—coy)

j=1

Wir setzen im Folgenden
d
Eo(u,v) = / (Vu(x),Vo(x)) dx := Z/ dju(x)od;jv(x) dx, u,v € HY(Q),
Q =1 Q

und
Eolu] i= Eo(u, u) :/ Vu)|? dx,  ue H(Q).
(@)
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Korollar 7.14. Sei Q) C R? offen und beschrinkt. Dann gilt:

(i) Die Abbildung & : H'(Q)) x H'(Q) — R ist eine positiv-semidefinite symmetrische Bilinear-
form.b

(ii) Die Einschrankung & HL(Q)xH} () 18t positiv-definit, d.h. ein Skalarprodukt.
(iii) Die Poincaré-Ungleichung zeigt, dass
&olul < |lulliz < CQ)&[M],  u € Hy(Q),
d.h. die Norm ||. |, , und die durch & erzeugte Norm /&[] sind auf Hj(Q2) dquivalent.
Beweis. (i) Dies ist klar.
(ii) und (iii) Da & u] := Eo(u,u) = [, |[Vu(x) |* dx zeigt die Poincaré-Ungleichung, dass
&olu] = C(Q) 7 ulliy,  u € Hy(Q).

Also ist & auf H}(Q) sogar positiv-definit. Weiterhin gilt H“H%z = ||u|]§ + Eolu] > Eolu). O

Bemerkung 7.15. Fiir ein Funktional F : H}(Q) — R hat Teil (iii) zur Folge, dass dessen
Stetigkeit unabhéngig davon ist, mit welcher der dquivalenten Normen ||, , bzw. \/&].] wir
Hé (Q)) ausstatten. Im Folgenden werden wir, je nach Situation, mal die eine und mal die andere
Norm (bzw. das assoziierte Skalarprodukt) verwenden.

Wir benoétigen noch ein Lemma fiir den Beweis von Satz 7.10.

Lemma 7.16. Sei Q C R¥ offen und beschrankt, u € H'(Q) und f € Ly(Q). Dann gilt:
(i) Die linearen Abbildungen

H}(Q) >0 (f,0), € R und H(Q) >0 &(u,v) € R

sind stetig.

(ii) Esist Au = f im schwachen Sinne genau dann, wenn
Vo€ HY(Q): &(u,v) = —(f,0)L,.

Beweis. (i) Jedes Skalarprodukt auf einem Hilbert-Raum ist in jeder seiner Komponenten stetig.”
Also folgt die Stetigkeit von v — &y(u,v) auf Hj(Q2) unter Beachtung von Korollar 7.14 (iii) und
Bemerkung 7.15. Mit Cauchy-Schwarz folgt weiterhin fiir vy € Hj(2), dass

|[(fs0)12 = (f,00)| = [{f, 0 = vo) 2| < |l [0 =oll, < I fll2 lo = voll,, = O

1
fiir v X vy, d.h. auch die lineare Abbildung v — (f,v)y, ist auf H}(Q)) stetig.

(ii) Zunichst beachten wir, dass fiir u € H'(Q) die schwachen Ableitungen d;u,1 < j < d,
existieren und Elemente von L,(Q)) sind. Es gilt also (vergleiche die Motivation zu Beginn dieses
Abschnitts)

Vg e D(Q): — /Q u(x)3p(x) dx = /Q 3ju(x)(x) dx.
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Unter Verwendung der Definition des distributionellen Laplace-Operators erhalten wir also (mit
¢ = 9;¢), dass

Au=f & VoeDQ): /()A(p dx_/f
& VoeD(Q): / (9;9)( dx—/f

& VYoeD(Q): Z au )0j¢(x) dx = /f

= - Gon
& VYoeD): &E(u,@)=—(f 9L

Da D(Q) in H}(Q) dicht ist, folgt hieraus die behauptete Aquivalenz, da linke und rechte Seite
als Funktionen von ¢ laut Teil (i) stetig sind. O

Nun kénnen wir Satz 7.10 mit Hilfe des Rieszschen® Darstellungssatzes beweisen. Man beachte, dass
dies nur moglich ist, da (H3(Q), {.,.)12) vollstandig, also ein Hilbert-Raum ist.

Erinnerung 7.17. Sei (#, (.,.)) ein reeller Hilbert-Raum. Dann gilt:

(i) Ist u € H, so ist die Abbildung
O, :Hd>0— (v,u) €R

linear und stetig.

(ii) Rieszscher Darstellungssatz: Ist umgekehrt @ : 7{ — R linear und stetig, so existiert ein eindeutiges i € H,
so dass ® = ®y;, d.h.

@(v) = (v, u)
firallev € H.

Einen Beweis finden Sie in Anhang ﬂ

Beweis (von Satz 7.10). (a) Es sei u € H'(Q), f € Lo(Q) und g € H'(Q)). Wir betrachten Hj ()
mit der zu |[|.||, , dquivalenten Norm /&[.] und dem zugehorigen Skalarprodukt &(.,.). Dann
zeigt zundchst Lemma 7.16, dass das lineare Funktional @ : H{(Q) - R,

®(v) := —(f,v)1, — &o(8,0)
stetig ist. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert dann ein eindeutiges i € H}(Q) mit
Yo H{(Q): @(v) = & (v, i) = &1, ).
Einsetzen von & liefert also
Yo H(Q): —(f,0)1, = E(iv) + E(g,v) = Eo(i + g,0).
Nach Lemma 7.16 (i) ist also ug := # + ¢ € H!(Q) eine schwache Losung von Au = f

mit up — g = u € H}(Q). Ist w € H(Q) eine weitere schwache Losung von Aw = f mit
w — g € H}(Q), so folgt wieder mit Lemma 7.16 (ii):

Vo e Hi(Q): &(w—g,0) = E(w,v) — Elg,0) “E —(f,0)1, — E(g,0) = D ().

Aus der Eindeutigkeit im Rieszschen Darstellungssatz folgt also, dass w — ¢ = u, dh. w =
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U+ g = up.
(b) Es sei

] = (/ e dx+2/f >:50[u]+2<f,u>L2, u e H(Q).

Dann ist zu zeigen, dass &[u] > E[uo)] fiir alle u € H(Q) mit u — g € H}(Q) und u # up.

Sei also solch ein u gegeben. Fiir w := u — ug gilt dann w = (u — g) + (¢ — up) € HY(Q) \ {0}
und somit erhalten wir &[w] > 0, da &| my Positiv-definit ist. Weiterhin folgt

E[u] = Ew + uo] = Eolw + uo] + 2(f, w + uo) L,
= Eo(w +up, w—+up) +2(f, w)r, +2(f, uo)r,
= &o[w] + Eo[uo] + 20 (1o, w) + 2(f, w1, + 2{f, uo) L,
= &olw] + E[uo] + 2 (Eo(uo, w) + (f, w)L,) -

Aber nach Lemma 7.16 (ii) gilt & (uo, w) + (f, w)1, = 0, da Aug = f, d.h. es folgt
Elu) = Ew] + Elug] > Elug).
O

Wir wollen Satz 7.10 nun noch auf allgemeinere sogenannte elliptische Randwertprobleme in H'(Q)
verallgemeinern. Dazu betrachten wir eine matrixwertige Funktion A = (a]k) ke Q= R4, die

drei Bedingungen erfiillen soll:
(B) V1<jk<d: ayé€ Lao(Q)
() VI<jk<d: ajp=uay

(E) 3Jy>0¥rxeQVyeR?: Za yky]>v|y|
jk=1

Insbesondere ist A(x) = (ajk(x));i,k:l € R also wegen (S) fiir jedes x € Q eine symmetrische
Matrix, deren Eigenwerte wegen (E) allesamt grofser v > 0 sind. Bei (E) handelt es sich um eine
gleichmifsige Elliptizititsanforderung an A im Sinne unserer Definition aus Kapitel 5.

Nehmen wir nun temporér zusétzlich an, dass die aj; stetig differenzierbar sind. Dann kénnen wir
folgenden linearen Differentialoperator L : C2(Q)) — C(Q) betrachten:

d f d
Lu :=div(AVu) := div <Z a1k, . Zadkaku> = Z 0j(ajkokut).
k=1 jk=1
Bemerkung 7.18. (i) Ist A = E; = diag(1,...,1) die Einheitsmatrix, so liefert dies gerade L = A.

(ii) Man nennt solche Operatoren von Divergenzform. Fiir allgemeine Koeffizienten aj; beschrei-
ben diese Operatoren etwa die Warmeleitung in einem inhomogenen Medium.

Lemma 7.19. Sei aj € C(Q) fiir alle 1 < j,k < d. Dann sind fiir u € C*(Q) und f € C(Q)
dquivalent:

—Ende VL 24—
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() div(AVu) = f.
(ii) Fur alle ¢ € D(Q) gilt
]kzl D (x)2yp(x) dx = = | Fx)p(x) dx

bzw. in abgekiirzter Schreibweise

AV, Vo) dr == [ fx)

Beweis. Fundamentallemma und partielle Integration. O

Diese Aquivalenz wollen wir nun zum Anlass nehmen, wieder einen schwachen Losungsbegriff fiir
die Gleichung
div(AVu) = f

einzufithren. Um diesen moglichst kompakt darzustellen, ist noch ein weiteres Hilfsresultat notig.

Lemma 7.20. Die Funktion A = (ajk)?,k:1 : QO — R¥ erfiille die Voraussetzungen (B), (S) und
(E). Ferner sei ¢ € Lo (Q)) und ¢ > 0. Dann ist die Abbildung

Eac: HYQ) x HY(Q) = R, Eac(u,v):= /Q(A(x)Vu(x),Vv(x» dx+/QC(x)u(x)v(x) dx

korrekt definiert und ein Skalarprodukt auf H}(Q). Ferner ist die assoziierte Norm /€4 [.]
dquivalent zur Norm +/&|[.] (und damit zur Norm ||.[| ).

Beweis. Dass die Abbildung korrekt definiert ist, ist klar, denn das Produkt zweier L,-Funktionen
liegt mit Holder in L1 und das Produkt einer Li- mit einer Lo-Funktion ist wieder eine L;-
Funktion, d.h. die Integrale

/ ajx Ok Opv dx und /cuv dx
Q N Y Q

~
€L €l, €L,

existieren. Auch die Bilinearitdt von £, . ist klar und die Symmetrie folgt sofort aus der Symme-
trie der Matrizen A(x), x € Q. Die positive Definitheit folgt aus folgender Rechnung: fiir alle
u € HY(Q) gilt

Enclt]i= Enclu,n) = [ ({AG)Vu(x), Tu() +e(x)[u(x)) dx
c>0

2 [ (A0 Va(a), V() ds 2 [ V)P dx = 1ol

Nun machen wir eine kurze Nebenrechnung: Fiir y € R? und x € Q gilt

< 3 (S stonl) 2 (£ fstor) (£ ) < (£ sl

=:a?
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und damit fiir alle x € ), dass

Ay y)] < Ay |yl < «lyl.

Damit kénnen wir fiir u € H}(Q) nun noch folgende Abschitzung zur obigen hinzufiigen:
160li) < Eacli) < [ (HAC)Tu(), Tu()] + e [u(x)) d

< max(a ell) [ (Va0 + () dx

2
= max(a, [[¢[|o) [[]l12 -

Da wir schon wissen, dass die Normen /&][.] und |.|[;, dquivalent sind, sind mit obigen
Rechnungen dann auch beide dquivalent zu \/E4 ¢[.]- O

Definition 7.21. Sei A = (“jk>?,k:1 mit den obigen Voraussetzungen (B), (S) und (E) und ¢ €
Leo(Q)) mit ¢ > 0. Ferner sei f € Ly(Q)). Dann heifit u € H!(Q) eine schwache Lésung von

div(AVu) +cu = f,

falls
Yo € H{(Q):  Eac(u,0) = —{f,v)L,. (%)

Fiir gegebenes ¢ € H!(Q) besteht das zugehorige elliptische Randwertproblem in H!(Q)
ferner im Auffinden einer solchen schwachen Losung u € H'(Q)) mit u — g € H}(Q).

Bemerkung 7.22. (i) Aufgrund der Dichtheit von D(Q)) C H}(Q) und der Stetigkeit des
Skalarprodukts €4, auf H}(Q)) ist (*) genau dann fiir alle v € H}(Q) erfiillt, wenn es fiir
alle Testfunktionen v € D(Q) erfiillt ist. Im Falle ajx € C'(Q) N Leo(Q),c = 0 und f € C(Q)

sind die Losungen u € C?(Q)) von (x) nach Lemma 7.19 gerade die klassischen Lésungen von
div(AVu) = f.

(ii) Fuir A= Ejund ¢ = 0 ist £4 = &, d.h. (%) ist in diesem Fall mit Lemma 7.16 (ii) gerade
dquivalent dazu, dass Au = f im schwachen Sinne.

Satz 7.23. Unter den obigen Voraussetzungen besitzt das elliptische Randwertproblem genau
eine Losung ug € H'(Q).

Der Beweis dieses Satzes ist vollig analog zum Beweis von Satz 7.10.

Beweis. Wir statten H}(Q)) mit der d4quivalenten Norm /€, [.] aus und betrachten die lineare
Abbildung
®:H(Q) =R, vi— —(f, 001, — Eac(g,0).

Diese ist stetig, d.h. mit dem Rieszschen Darstellungssatz existiert ein eindeutiges 7 € H}(Q)
mit
Yo € H(Q) : DP(v) =Epc(v, i) =Epr(il,v)
also
Yo H(Q): —(f,0)1, = Eac(ii +g,0).

Setzen wir ug := U+ g, so gilt ug — g = u € H}(Q), d.h. ug ist tatsdchlich eine Losung des
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elliptischen Randwertproblems. Dass es die einzige Losung ist, sieht man wie im Beweis von
Satz 7.10. ]
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8. Eigenwertprobleme fiir den Laplace-Operator

Stichpunkte. Dirichlet-Laplace-Operator und dessen Inverse, Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren,
Einbettung Hé — Ly kompakt, Sdtze von Rellich-Kondrachov und Kolmogorov-Riesz-Fréchet

In diesem Abschnitt wollen wir nun noch eine Liicke schliefien, die wir bei der Methode der
Trennung der Variablen fiir die Warme- bzw. Wellengleichung offen gelassen hatten. Dort war
Q C RY eine offene und beschrinkte Teilmenge und wir hatten die Existenz einer Folge von
Funktionen wy : () — R,k € IN, mit folgenden Eigenschaften vorausgesetzt:

(i) Esist (wg)ken eine Orthonormalbasis von Ly ().
(i) Fiir alle k € N ist wy € C3(Q).

(iii) Fur alle k € IN existiert Ay > 0 mit Awy = —Ajwy, d.h. wy ist Eigenfunktion des Laplace-
Operators zum negativen Eigenwert —Ay.

(iv) infrep A > 0.

In diesem Abschnitt wollen wir die Existenz einer solchen Folge tatsdachlich beweisen. Allerdings
werden wir die Forderungen (ii), (iii) und (iv) dabei durch folgende Varianten ersetzen:

(ii)” Fiir alle k € N ist wy, € H(Q).
(iii)” Fir alle k € IN existiert Ay > 0 mit Awy, = —A,w; im schwachen Sinne.
(iv)" limp_ye Af = 00.

Mit Korollar 6.38 folgt aus (ii)’ und (iii)’ dann sogar, dass wy € C®(Q) und dass Awy = —Agwy
auch im klassischen Sinne gilt. Nur dass wy, sich (inklusive seiner Ableitungen) stetig bis auf den
Rand fortsetzen ldsst, werden wir nicht zeigen kdnnen (aber es sei gesagt, dass diese Aussage fiir
geniigend glatten Rand tatsdchlich auch wahr ist). Zum Beweis von (i), (ii)’, (iii)’ und (iv)” werden
wir nun Resultate tiber lineare Operatoren im Hilbert-Raum L,(Q)) zu Hilfe nehmen.

Definition 8.1. Sei Q) C RY offen und beschriankt. Wir definieren einen linearen Operator
A:D(A) C Ly(Q) — Ly(O)
wie folgt:
(a) Der Operator sei definiert auf
D(A) :={u € H}(Q) : Au € L,(Q)}.

Dies ist ein linearer Unterraum von H} (Q) C L,(Q). Esist u € H}(Q) genau dann Element
von D(A), wenn die Distribution Au reguldr und ein Element von L,(Q)) ist.
(b) Fir u € D(A) setze man
Au = —Au € Lr(Q).

Man nennt den Operator A auch den Dirichlet-Laplace-Operator in L, ().

—Ende VL 25—
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Da wir das Minuszeichen in die Definition von A eingebaut haben, sind wir nun also interessiert an
Eigenfunktionen w € D(A) mit Aw = Aw fiir ein A > 0. Das nédchste Lemma zeigt, dass es gentigt,
die Eigenfunktionen des zu A inversen Operators zu betrachten.

Lemma 8.2. (i) Der Dirichlet-Laplace-Operator A : D(A) C Ly(Q) — L(Q) ist bijektiv, d.h. der
inverse Operator
G:=A1:1,(Q) = D(A) C Ly(Q)

existiert und ist linear.
(i) Fir A € R\ {0} und w € L,(Q) gilt:
w € D(A) und Aw = Aw & Gw = A" w.
Beweis. (i) Sei f € L,(Q) beliebig. Dann sind dquivalent:
0)) NueD(A): Au=f
@M FueHQ): Au=-—f.

Aber (II) ist nach Korollar 7.12 wahr. Also ist A : D(A) — L(Q) bijektiv. Dass der inverse
Operator G : Lr(Q)) — D(A) C Ly(€Q)) dann ebenfalls linear ist, ist klar (warum?).

(i) Gilt Gw = A~lw, so ist w = AGw € D(A) und Aw = AAGw = Aw. Ist umgekehrt w € D(A)
und Aw = Aw, so folgt w = GAw = AGw, also Gw = A~ lw. O

Der inverse Operator G = A~! hat bessere Eigenschaften als der Operator A. Zum Beispiel handelt
es sich um einen stetigen Operator.

Erinnerung 8.3. (i) Es seien (X, ||.||x), (Y, ||.lly), (Z, ]| ;) normierte Réume. Dann sei
B(X,Y):={T:X — Y| T ist linear und stetig}
und B(X) := B(X, X). Man beachte, dass T € B(X,Y) auf ganz X definiert ist.
(ii) Ein linearer Operator T : X — Y ist genau dann stetig, wenn er beschrankt ist, d.h.
AC>0VxeX: ||Tx|ly <C|lx|lx-
Das Infimum aller solcher Konstanten C wird die Operatornorm von T genannt und mit || T|| bezeichnet.

(iii) Gilt T € B(X,Y) und S € B(Y,Z), so gilt ST € B(X,Z) (und ||ST|| < ||S|| | T|D)-

Um zu zeigen, dass G = A~! € B(Ly(Q)) gilt, machen wir uns zunutze, dass der Wertebereich von
G gleich D(A) C H}(Q) ist. Also kénnen wir G auch als Operator von L(Q) — H}(Q) auffassen,
den wir wie folgt notieren:

Gi: L(Q) = HY(Q), Guu:= Gu.

Betrachten wir weiterhin die Einbettung
J:Hy(Q) = La(Q), Ju=u,
so gilt also G = ]Gy, d.h. das folgende Diagramm kommutiert

G
LRy —> L(2)

N

G
Ho )
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Lemma 8.4. Es gilt ] € B(H}(Q), L2(Q)) und Gy € B(L2(Q), Hi(Q)). Insbesondere folgt auch
G= ]Gl € B(Lz(Q))

Beweis. (i) Fiir u € Hj(Q) gilt ||Jull, = |lull, < [|u]l,-

(ii) Es sei f € Ly(Q) beliebig und u := G;f = Gf. Dann ist u € D(A) C H}(Q) und es gilt
Au = —Au = —f, dh. mit Lemma .16, Teil (ii), folgt fiir alle v € Hj((), dass

Eo(u,v) = (f,0)1,-

Mit der Wahl v = u konnen wir dann weiter abschitzen:

—S. or7.14(iii)
Eolu] == Eo(ut,w) = (f )ty < Il lully < Iflla s A/CCQ) £, /ol

Insgesamt erhalten wir also

Eolu] < C(Q) |IfI3

bzw. wegen u = G; f auch

QlGifl < CO) Iz, f € La).
Somit ist der lineare Operator

Gr : (La(Q), [|-ll2) = (H5(Q), /&)

beschrinkt, also stetig. Zuletzt erinnere man sich noch, dass /&y[.] und die urspriingliche Norm
.l , auf Hj(Q) dquivalent sind. O

Der inverse Operator G = A~! hat eine weitere wichtige Eigenschaft.

Lemma 8.5. G = A~! ist selbstadjungiert, d.h.

Vg€ L): (Gf, 8, = (f Gg)L,

und positiv, d.h.
Ve L()\{0}: (Gf f), >0

Insbesondere sind dann auch alle Eigenwerte von G positiv (sofern existent).

Beweis. Seien f,¢ € L,(Q) beliebig. Ferner sei Gf =: v € D(A) C H}(Q) und Gg =: u €
D(A) C H{(Q). Dann gilt also Av = —Av = —f und Au = —Au = —g. Mit zweimaliger
Anwendung von Lemma 7.16, Teil (ii), folgt also

(Gf,8)1, = (v, 8)1, = (& V)1, = Eo(u,0)
und
{f,G8), = (fu)r, = Eo(v,u) = Eo(u,0),
d.h. beide Terme sind gleich. Genauso folgt mit Korollar 7.14 (iii), dass
(Gf, )t = (0, )1, = E0(v,0) = &lo] = C(Q) 7 [loll7, > 0,

falls v # 0. Aber es ist v # 0 genau dann, wenn f # 0, da G invertierbar ist. O
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Damit wissen wir also, dass alle Eigenwerte von G positiv sind. Dass tiberhaupt Eigenwerte existieren,
ist aber noch nicht gezeigt. Zusammen mit allen weiteren fehlenden Eigenschaften wird dies aus der
Tatsache folgen, dass G ein kompakter Operator auf L, (Q2) ist.

Erinnerung 8.6. (i) Ein linearer Operator K : (X, ||.||x) — (Y, ||.||y) heifit kompakt, geschrieben K € K(X,Y), falls das
Bild jeder beschrankten Menge aus X in Y relativ kompakt ist, d.h.

YU C X: U beschrankt = (U) C Y kompakt .

Da jede beschrénkte Menge in X in einer Kugel Bx[0,7] = rBx[0, 1] enthalten ist, ist K genau dann kompakt, wenn
das Bild der (abgeschlossenen) Einheitskugel aus X in Y relativ kompakt ist, d.h.

K(Bx[0,1]) C Y ist kompakt.

Dies ist insbesondere der Fall, falls K endlich-dimensionales Bild in Y besitzt (d.h. sogenannte Operatoren von
endlichem Rang sind kompakt).

(i) Es gilt K(X,Y) CB(X,Y).IstK € K(X,Y),R € B(Xy,X),L € B(Y,Y1), soist auch LKR : Xy — Y; kompakt.

(iii) Ist K € B(H1, H2) mit Hilbert-Rdumen #;,i = 1,2, so ist der Operator K genau dann kompakt, wenn er sich in
der Operatornorm beliebig genau durch Operatoren endlichen Ranges approximieren lasst.

Fiir uns sind kompakte Operatoren aufgrund des folgenden Satzes wichtig.

Satz 8.7 (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren). Sei (H, (., .}#) ein Hilbert-Raum
und K € B(H) sei kompakt und selbstadjungiert. Dann existiert M C IN, eine Familie (p)nem
in R\ {0} (mit p, — 0 falls M nicht endlich ist) und ein Orthonormalsystem (wy),em von H,
so dass

VxeH: Kx= Y pn(x, wp)pwn.
neM

Insbesondere ist jedes w, eine Eigenfunktion von K zum Eigenwert y,, d.h. Kw, = p,w;,.

Beweis. Siehe zum Beispiel [13] oder [14]. O

Korollar 8.8. Zusitzlich zu den Voraussetzungen von Satz 8.7 sei H unendlich-dimensional und
K injektiv. Dann ist M nicht endlich, kann also ohne Einschrankung = IN gewihlt werden, und
die Familie (w,),eN ist eine Orthonormalbasis von #.

Beweis. Es gilt
{x e H|Kx =0} ={x e H|(x,wy)y =0 fiir alle n € M} =: {wn}ﬁeM.
Da K injektiv ist, folgt also
{0} = {wn}rem.

dh. -
H ={0}" = {wa}iem = Lin({wn}nem)-

Dies zeigt, dass (wy)nem eine Orthonormalbasis von # ist (siehe Erinnerung 3.39). Da H
unendlich-dimensional ist, kann M insbesondere nicht endlich sein. O

Damit bleibt fiir uns also zu zeigen, dass G € B(Ly(Q2)) kompakt ist. Die Injektivitit, Selbstadjun-
giertheit und Positivitdt von G liefert dann mit dem vorherigen Korollar, dass eine Orthonormalbasis
(Wn)nen von Ly(Q) und eine Folge (py)nen in (0, 00) existiert, so dass

Gwy = ppw, und nh_r)r.}o Uy = 0.
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Aus Lemma 8.2 folgte dann w,, € D(A) und, mit A, := They

Aw, = —Aw, = A,w,, und 1i_r>n Ay = o0,
n—00

Wie zeigen wir nun die Kompaktheit von G? Dazu schauen wir erneut auf das kommutierende
Diagramm

G
LLC Ry —> L~ Cﬂ)
/}
S
N2 )
und erinnern, dass G; : Ly(Q)) — H}(Q) beschrénkt ist. Die Kompaktheit von G folgt also, sobald

wir die Kompaktheit der Einbettung J : H}(Q)) — L2(Q) gezeigt haben. Dies ist ein Spezialfall des
folgenden Satzes.

Satz 8.9 (von Rellich-Kondrachov). * Sei Q) C R? offen und beschrankt und 1 < p < co. Dann ist
die Einbettung

Jp: Wo(Q) = Lp(Q), Jof = f
kompakt.

Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir also zeigen, dass |, die abgeschlossene Einheitskugel von

W&’p(Q) in eine relativ kompakte Teilmenge von L,(()) abbildet. Es ist dazu ratsam, noch einmal
daran zu erinnern, wie kompakte bzw. relativ kompakte Mengen in metrischen Raumen iiberhaupt
charakterisiert werden konnen.

Erinnerung 8.10. Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Es sind dquivalent:
(i) X ist kompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von X besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.
(ii) X ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in X besitzt eine konvergente Teilfolge.
(iii) X ist vollstindig und total beschrankt (d.h. fiir jedes € > 0 existieren endlich viele e-Kugeln, die X tiberdecken).

Ferner heifit M C X kompakt, falls (M, d|pxp1) kompakt ist.

Wir haben es hier aber nicht mit allgemeinen metrischen Rdumen zu tun, sondern mit Funktionen-
raumen. Das Paradebeispiel eines Kompaktheitsresultats ist hier der folgende Satz von Arzela und
Ascoli.2

Satz 8.11 (von Arzela-Ascoli). Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum und M C C(X), d.h.
jedes f € M ist eine stetige Funktion f : X — R. Dartiber hinaus gelte:

(i) M ist beschrankt, d.h. sup;, [|f]lo < o0, und
(ii) M ist gleichgradig stetig, d.h.

Ve>036 >0Vfe MVx,ye X: dxy)<dé = |f(x)—f(y)|<e

Dann ist M relativ kompakt im metrischen Raum (C(X), ||.|)-

Beweis. Dieser Satz wird oft in Vorlesungen iiber gewohnliche Differentialgleichungen bewiesen
(und dann im Beweis des Satzes von Peano benutzt). In der Literatur ist er zum Beispiel in [14]
zu finden. O

—Ende VL 26—
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Nun sind wir leider nicht an kompakten Teilmengen von C(X) interessiert, sondern an kompakten
Teilmengen der LP-Rdume. Hier hilft ein Analogon des Satzes von Arzela-Ascoli. Zu dessen For-
mulierung benétigen wir etwas Notation: fiir f € L,(R?) und y € R sei f, € L,(R?) definiert
durch

fux)i=fx—y), xeR:

Satz 8.12 (von Kolmogorov-Riesz-Fréchet?). Sei 1 < p < cound M C L,(R?) habe folgende
Eigenschaften:

(i) M ist beschrankt, d.h. sup, [|f[[, < o, und
(if) limy—osup ey If-y = pr = O'i
Ist dann O C R? offen und beschriankt und
Mla == {fla: f € M},

so ist M|q relativ kompakt in L, ().

Schauen wir uns zunéchst an, wie der Satz von Kolmogorov-Riesz-Fréchet zum Beweis des Satzes
von Rellich-Kondrachov verwendet werden kann.

Beweis (des Satzes von Rellich-Kondrachov). Es sei

M = {f € Wy (RY) : [|f ]|y e < 1}.

Nehmen wir an, wir konnten die beiden Eigenschaften aus dem Satz von Kolmogorov-Riesz-
Fréchet fiir diese Menge zeigen. Dann wire M|q C L,(Q)) relativ kompakt. Nun sei

By?10,1) := {f € Wy (Q) : | flly 00 < 1},

d.h. B(l)’p [0,1] ist die abgeschlossene Einheitskugel in Wg’p (Q)). Um die Kompaktheit der Einbet-
tung J, : Wé’p (Q2) — L, (Q) zu beweisen, ist zu zeigen, dass B(l)’p [0,1] in L, () relativ kompakt
ist. Dazu erweitern wir jedes f € B(l,’p [0,1] durch 0 zu einer Funktion auf R?, d.h. wir setzen

=~ o Jflx), fallsxeQ,
fx) = {0, falls x € R\ Q.

In den Ubungen zeigen Sie, dass Ubung

. .
Few"®) und |F] =10 <1

Insbesondere gilt damit f € M und somit
f=flaeM|q dh  By”[0,1] C M|q.

Als Teilmenge einer relativ kompakten Menge ist Bé’p [0,1] damit selbst relativ kompakt in L, ()
(denn abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt), was zu zeigen war.

Es bleibt, die Eigenschaften (i) und (ii) aus dem Satz von Kolmogorov-Riesz-Fréchet fiir M
nachzuweisen:
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(i) Firalle f € Mgilt [|f|[, < [[fll1, = [Ifll1re <1, dh. M ist beschrdnkt.

(ii) Zunachst behaupten wir, dass fiir alle f € W&’p (RY) und y € R? gilt, dass
Hf_y _pr S |y|q ||fH1,p (*)/

. 1/q
wobei % + % =1lund |y|, == (2}'1:1 |yj‘q> bzw. |y|,, := max<j<q |yj]-

Da D(RY) C W&’p (R?) dicht ist, geniigt es, dies fiir den Fall f € D(IR?) zu beweisen. Hier
gilt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1
£ =71 = [ V=) =gl dx= [ | [ ore— 1) a

=/]Rd pde/IRd (/01|<y,Vf(x—ty)>|df>de-

Nun folgt aus der Holder-Ungleichung und % + % =1, dass

d 1/q d 1/p
. (}:1@\") (}:1\31-1‘(2)\”> _ 17,
= J=

p
dx

1
| =t Vet a

(v, Vf(2) \—

d.h.

£ =70 < Wwly [ ( [ 19561, dt)p i < ( [ 195w dt) "
= [ ([ 1wre-mig ax) a= i [ ([ 1wse &) a

=iy [ IVF@I} dz =yl (Z 9i£(2)]" dz) AN

Also ist () bewiesen. Aber fiir f € M folgt aus (*), dass

If=y = fll, < lyl;. yeR,

d.h.

fimysup ||f-y = £l

O

Zuletzt muss nur noch der Satz von Kolmogorov-Riesz-Fréchet selbst bewiesen werden (haben wir
in der Vorlesung nicht mehr geschafft).

Beweis (von Satz 8.12). Wir setzen (i) und (ii) voraus, d.h. M C Lp(le) ist eine Teilmenge, so
dass zum einen
Cum = sup || ]|, < e
feM

und zum anderen, dass fiir ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0, das wir im Folgenden zunéchst

—Ende VL 27—
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fixieren und spéter konkret wihlen werden, ein § = d(e) > 0 existiert, so dass

VfEM VYyeR?: |yl<é = If=y = fll, <=

Wir miissen zeigen, dass M|q in L,(Q) kompakt ist. Da mit L,()) auch die abgeschlossene
Teilmenge M|q vollstandig ist, gentigt es nach Erinnerung 8.10 zu zeigen, dass M|q (und damit

auch M|q) total beschrankt ist. Als Hilfsmittel hierzu sei (¢¢)¢~o eine glatte Approximation der
Eins auf R?, so gewdhlt, dass supp(¢:) C B(0, t), vergleiche Beispiel 3.23 (iii).

1. Schritt: Fiir 0 < t < 6 gilt:

VfeM: ||fxe—fl,<e

Beweis: Mit den iiblichen Rechentricks fiir Dirac-Familien konnen wir rechnen

P
dx

I o= fl = [ | [ =) = F(x))gely) dy

H%d./ ( f(x=y) = f=)e:(y) dy) (/]Rdﬁot(y) dy)p/q dx
/]Rd (/ flx—y) = ()|p€0t(y)dy>dx
- /B(O,t) #:(y) ( /R A=y = f@)IP dx) dy

=/ oe(y) | f-y = fIl} dy < 8*’/ i(y) dy = €.
B(0,t) B(0,t)

2. Schritt: Fiir jedes t > 0 ist die Menge

M :={(f* ¢)ly: f € M}
relativ kompakt in (C(Q), ||.||.)-
Beweis: Nach Satz 1.16 ist fiir jedes f € M die Funktion
fx i€ C*(RY)

und es gilt mit Holder, % + 2 =1 und Annahme (i), dass

1
q

1f * pelloo < sup | 1f(x =y)ee(y)] dy < [lell [IFl, < lgelly - Cmo (%)

xeR? /R
Aus der Mittelwertungleichung (fiir differenzierbare Funktionen R? — R) folgt ferner
Vi, €RY: [(fx @) (x) = (f* ) (W)] < |x —y| - sup{|V(f * ¢e) (x + h(y — x))| : 1 € [0,1]}
< |x —yl|-sup{|V(f * 1) (2)| : z € RT}.

Hierbei gilt (mit (x) angewandt auf 9;¢; statt ¢;), dass

[V (F » 9] < Vi max [o)(F  p)(2)| = VA max |f » (390)( \<f(max sl ) o

1<j<d 1<j<d 1<j<d

= :Ct,d
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d.h. wir erhalten

Vr,y R [(fxpr)(x) = (f* @) ()| < Cra-Cum-lx—y| ()

Die Abschitzungen (%) und (x%) zeigen, dass M; beschrankt und gleichgradig stetig ist, d.h.
die Aussage in Schritt 2 folgt aus dem Satz von Arzela-Ascoli.

3. Schritt: Fixiere t mit 0 < ¢ < §. Nach Schritt 2 ist M; in C(Q), ||.||,) total beschrankt, d.h. zu
obigem & > 0 existieren endlich viele e-Kugeln in (C(Q, |.||,), die M; iiberdecken. Es existiert
alsom = m(e, My) € Nund g1,...,9m € C(Q), so dass fiirjedes f € Meinj = j(f) € {1,...,m}
existiert mit

[(f*o0)la = 8illon < &
also auch y
1 0la—gll, 5 < e (A@) ™.
Aber dann folgt mit Schritt 1, dass

Ifla =il 0 < lIfla=(f*edlall,a+[|(f*e)la =i, q
<If=(f o)l me +[(f @)l =8, 0
<e(1+ (A(QD)P).

Ist nun € > 0 beliebig vorgegeben, so kénnen wir unser obiges ¢ so klein wahlen, dass ¢(1 +
(A4(Q))!/?) < € und sehen, dass

Mia € U{f € L)< |f ~gill o <.
j=1

Also ist M|q total beschrankt und der Beweis komplett. O
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A.l1. Fakten aus der Vektoranalysis

Es sei Q) C R? offen und beschrinkt. Wir sagen () hat einen Ck-Rand, k € NU {o0}, falls zu jedem
p € 9Q eine offene Umgebung p € U C R und eine Funktion h € CF(U) existiert, so dass Vi # 0
auf U und

ONU={xeU:h(x) <0}, oQNU={xe€ U:h(x)=0}

In diesem Fall ist Q) eine (1 — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? (eine Hyperflache).
Beispielsweise hat die offene Kugel B(x, ¢) einen C®-Rand.

«

- G

Ein Vektor v € RY heifit tangential an Q) in p, falls e > 0 und ¥ € C'((—¢,¢);R?) existiert,
so dass ¢(t) € 9Q) fiir alle t € (—¢¢), (0) = p und ¢/'(0) = v. Die Menge T, aller solcher
Tangentialvektoren ist ein (1 — 1)-dimensionaler Unterraum des R?. Er heifit Tangentialraum in

p.
Es existiert genau ein v(p) € R? mit |v(p)| = 1, v(p) € T’gl und der Eigenschaft, dass ein ¢ > 0
existiert, so dass

p+tv(p) €Q (0<t<e) und p+tv(p)eQ (—e<t<0).

Der Vektor v(p) heifit die Zulere Normale an dQ) in p. Die Abbildung v : 9Q — R?, p — v(p) ist
stetig.

frahjcwl-ic. (-
\,g,\-;*w(\—\

Gilt wie oben 00 NU = {x € U : h(x) = 0}, so ist

v(p):%, peoQnU.
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Satz A.1.1 (Divergenzsatz). Besitzt Q) einen C!-Rand, so existiert genau ein Maf} ¢ = 0, auf den
Borelmengen von 9d(), so dass

/ & (%) i — / e )
O 20Q)

fur alle f € C1(();R?). Dieses Maf ¢ heifit das Oberflichenmaf} auf 9Q).

Hierbei ist C'((; R?) := {f € C1((; R?) N C(Q;RY) : Vf besitzt stetige Fortsetzung auf O}.
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A.2. Fakten aus der MaRtheorie

Parameterintegrale

Es sei (Y, A, i) ein Mafiraum und T ein metrischer Raum. Ferner sei

G(t):= [ st duty), teT.
Hierbei ist g : Y x T — R eine Funktion, so dass fiir jedes t € T die Funktion
Yoy—g(yt)eR

p-integrierbar ist (damit die Definition von G tiberhaupt Sinn macht).

Satz A.2.1. Die Funktion G : T — R sei wie oben definiert.
(i) Esseityp e T und

* es existiere eine p-integrierbare Funktion ¢, so dass

VteT,yeY: |[gyt)l <oy,

e fir alle y € Y sei die Abbildung T > t — g(y, f) € R stetig in to.
Dann ist auch G stetig in t.
(i) Nun sei T := I C R ein Intervall und es sei

e die Abbildung I > t — g(y,t) € R fiir alle y € Y differenzierbar mit Ableitung
9:g(y,t), und

* es existiere eine p-integrierbare Funktion ¢, sodass

VieLyeY: |og(yt) < ¢(y).

Dann ist G auf I differenzierbar, die Abbildung Y > y +— 9:g(y, f) € R ist y-integrierbar
fir alle t € I und es gilt

G'(t)= / 9:g(y,t) du.

Beweis. Folgt mehr oder weniger direkt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz (Details
sind in jedem Buch/Skript zur Mafitheorie zu finden). O

In dieser Vorlesung verwenden wir meist folgendes Korollar dieses Satzes.

Korollar A.2.2. Es sei (Y, A, u) ein endlicher Mairaum (d.h. u(Y) < o0). Gleichzeitig sei Y ein
(mit einer geeigneten Metrik ausgestatteter) kompakter metrischer Raum. Weiterhin sei U C R4
offen und f : Y x U — R eine Funktion, so dass
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e die Abbildung Y 5 y — f(y,x) € R fiir jedes x € U stetig ist,
e die partielle Ableitung a%— f(y, x) fir alle (y,x) € Y x U existiert, und
¢ die Abbildung

YxU> (y,x) — aaxjf(y,x) €R

stetig ist.
Dann ist die Abbildung U > x — [, f(y, x)du(y) in jedem x € U in Richtung x; stetig partiell

differenzierbar und 5 5
axj/yf(y,X) du(y) Z/Yaxjf(y,x) du(y).

Beweis. Da j(Y) < oo und die Funktion Y 5 y — f(y,x) € R auf dem Kompaktum Y fiir jedes
x € U stetig, also beschrénkt, ist, existiert

/ fy, x) du(y)
Y

fiir jedes x € U. Nun sei x € U fixiert und e > 0 so klein gewéhlt, dass x + te; € U falls |t| < e.
Hierbei ist ¢; der j-te Standardbasisvektor von R?. Weiterhin setzen wir

§: Y x[—ge] =R, gy t):= f(y,x+te).
Dann ist die Abbildung [—¢,¢] 5 t — g(y, t) fiir alle y € Y differenzierbar und

0
98y, t) = gf(}/rx + tej).
j

Da die Funktion 57 f nach Voraussetzung auf Y x U stetig ist, ist auch 0;g : Y X [—¢,¢] =& R

stetig und somit auch beschriankt (denn Y x [—¢, €] ist kompakt). Es existiert also eine Konstante
C > 0, so dass
V(y,t) € Y x [—¢e€e]: |0:g(y,t)] < C.

Wegen u(Y) < oo ist die konstante Funktion ¢ : Y 5 y — C aber p-integrierbar. Also zeigt Teil
(ii) von Satz A.2.1, dass die Funktion

G:l-el >R, ()= [ gu0auty) = [ f.x+te) du(y)

differenzierbar ist und es gilt insbesondere

ax]/fy’ dp(y /atg Y,0) dp( ):/Yé;jcjf(y,x) du(y).

Nun beachten wir nur noch, dass die Abbildung Blxo, 7] 2 x — [, a%_ f(y,x) du(y) nach Teil (i)

von Satz A.2.1 fiir jede kompakte Kugel B[xo, 7] C U stetig ist (denn nach Voraussetzung ist a%j f

auf Y x Blx, r| stetig, also beschrinkt, so dass die Voraussetzungen von Teil (i) wieder mit einer
konstanten Majorantenfunktion ¢ erfiillt werden kdnnen). ]
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A.3. Herleitung der eindimensionalen Wellengleichung

Wir betrachten die Schwingungen einer elastischen, biegsamen Saite mit konstanter Massendichte
p, die an zwei Enden fixiert ist. Dazu sei u = u(x, t) die vertikale Auslenkung der Saite aus der
Ruhelage in Abhdngigkeit von Ort x und Zeit t (wir beschrdanken uns auf Schwingungen in der
(x, u)-Ebene). Vereinfachend betrachten wir nur kleine Auslenkungen der Saite (keine Verlingerung
der Saite, keine horizontalen Bewegungen).

h
X X+ /l K+l|

| | ) } 3 1:—>
) ¢ AN L (xrt) '
< P - :

<~ | A A P - '
I | | | '
| - - - 7 b ()
\ l L7
I I )
a b u(x)

Im Folgenden sei S(x,t) € R? die Spannungskraft, die das Saitenstiick rechts von x zum Zeitpunkt
t auf das Saitenstiick links von x ausiibt (dann ist —S(x,t) die Spannung, die das Saitenstiick
links von x auf das Saitenstiick rechts von x ausiibt). Ferner sei s(x,t) = |S(x,t)|. Da wir eine
biegsam-elastische Saite betrachten, gehen wir davon aus, dass S(x, t) stets tangential zur Saite ist.
Wir betrachten nun einen kleinen Abschnitt der Seite zwischen x und x + h. Auf diesen wirken
(unter Vernachldssigung von Schwerkraft, Luftreibung, etc.) nur die dufleren Krifte —S(x, t) und
S(x +h,t). Um die Bewegung des Saitenstiicks zu bestimmen, betrachten wir stellvertretend den
Mittelpunkt (x + h/2,u(x 4+ h/2,t)), den wir mit der Masse des Saitenstiicks belegen, und lassen
die dufleren Kréafte auf ihn wirken. Da der Mittelpunkt sich nach Annahme nur vertikal bewegt,
betrachten wir nur diese Komponente der Bewegung. Nach dem 2. Newtonschen Gesetz (Kraft =
Masse - Beschleunigung), erhalten wir

s(x +h,t)sin(a(x +1,t)) —s(x, t)sin(a(x, t) = (0 - h)o*u(x +h/2,t),

wobei wir benutzt haben, dass sich die Masse des Saitenstiicks aufgrund der kleinen Auslenkungen
gut durch p - h approximieren lasst.

Teilen wir durch & und schicken wir i gegen 0, so folgt (unter geeigneten Annahmen an die
Funktionen)

% (s(x, t)sin(a(x,t))) = pa%u(x,t).

Nun gilt tan(a(x,t)) = oyu(x,t), d.h.
Oyt (x, )

V14 0xu(x,t)?

sin(a(x,t)) =
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und wir erhalten die folgende partielle Differentialgleichung fiir u

;i (s(x,t) Oxtt(x, ) ) = pd?u(x,t).

1+ 0yu(x, )2

Diese enthélt noch die unbekannte Funktion s. Um diese loszuwerden, beobachten wir, dass die Span-
nung im Ruhezustand konstant ist (s(x,0) =: s). Da wir nur kleine Auslenkungen betrachten, kénnen
wir also s(x, t) durch die Konstante s ersetzen. Genauso ist /1 + dy1(x, t)? bei kleinen Auslenkungen
ndherungsweise gleich 1. Mit 2= % erhalten wir die (eindimensionale Wellengleichung)

?u(x,t) = 20%u(x,t).

Diese Gleichung geht zuriick auf d’Alembert (1717-1783). Die Konstante ¢ wird auch als Wellenge-
schwindigkeit bezeichnet (und oft gleich 1 gesetzt).


https://de.wikipedia.org/wiki/Jean-Baptiste_le_Rond_d%E2%80%99Alembert
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A.4. Der Rieszsche Darstellungssatz

Satz. Sei (H, (.,.)) ein Hilbert-Raum tiber K € {R,C}. Dann gilt:
(i) Ist u € H, so ist die Abbildung

P, :Ho>v— (vu) €K

linear und stetig.

(ii) Ist umgekehrt ® : H — K linear und stetig, so existiert ein eindeutiges u € #, so dass
b=, dh.
P(v) = (v,u)

fur alle v € H.

Beweis. (i) Dies folgt sofort aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

@y (v) — Dy (V)| = |(v,u) — (,u)| = [(v =2, u)| < ||o—2|||Ju]l.

(ii) Wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte.

1. vorbereitender Schritt: U C H sei ein abgeschlossener Unterraum. Ferner sei
Ut:={vecH: (vu) =0firalleu € U}

das orthogonale Komplement von U. Dann ist klar, dass auch U ein abgeschlossener Unter-
raum von H ist. Wir zeigen nun, dass

H=UsU",

dh. H=U+U'und UNU* = {0}.
Die letzte Aussage ist klar, denn ist v € ut, so gilt fiir alle u € U, dass (v, u) = 0. Gilt auch

v € U, so kénnen wir u = v wihlen und erhalten (v,v) = ||v||* = 0 also v = 0.

Jetzt sei x € H beliebig und ¢ := inf{||x — u|| : u € U}. Dann existiert eine Folge (u,),en aus U,
so dass ||x — u,| — J. Nun gilt in jedem Vektorraum mit Skalarprodukt die Parallelogramm-
gleichung, d.h.

2(|lall” + 1161*) = la = bl* + la + 0%, (a,b€H).

Wenden wir dies an mit a = u, — x,b = u,, — x, so folgt
2 2 2 2
2|t — 1% + st = 317 = 1t — s> + [0 + 1 — 2x[2,  m,m € N.

Da %(un + uy,) € U, folgt hieraus

2

1
||un—um||2:2||un—x||2+2||um—x||2—4\ Myt =

il
2 2 2
<2|up — x||" + 2 ||y — x||” — 467,
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Hier geht die rechte Seite (wegen ||u, — x|| — 6) fiir n,m — oo gegen 0, d.h. (u,),enN ist eine
Cauchy-Folge, die im vollstindigen Raum H konvergieren muss. Wir setzen

ug := lim u,.
n—o0

Da U abgeschlossen ist und u, € U,n € IN, gilt, ist auch uy € U. Nun sei vy := x — up, so dass
X = Ug + 0.

Es bleibt zu zeigen, dass vy € U+ gilt. Dazu betrachten wir fiir ein beliebiges u € U und ein
noch zu wahlendes a € K die Funktion

£:10,00) =+ [0,00),  F(t) = Iloo + tau]]>
Nach Definition von uy und § hat diese Funktion ein Minimum in t = 0 (ndmlich 6?), denn
vo+tau = x — (up — tau) und  wuy— tau € U.
Also muss auch f’(0) = 0 gelten. Da
F(t) = (vo + taw, vy + taus) = ||vo||® + £ |a? ||u])* + £ ({1, vo) + (0o, ant))
= [|oo||* + £ a|* |u||* +2¢ Re(a (1, v0)),

gilt also
f(0) = 2Re(a (u,vg)) = 0.

Nun wihlen wir &« = (1, vp) und sehen, dass
[(w,00) 2 = 0

gilt, d.h. (u,vp) = 0. Da u € U hier beliebig war, folgt vy € U*.
2. Schritt: Eindeutigkeit

Fir u,u’ € H gelte
®(v) = (v,u) = (v,u)

fiir alle v € H. Dann folgt auch (v, u — u’) = 0 fiir alle v € . Fiir die Wahl v = u — u’ folgt

<u—u/,u—u/>:Hu—u/H2:0 alsoauch u—u' =0 bzw. u=1u'

3. Schritt: Existenz
Ist ® = 0 die Nullabbildung, so kénnen wir u = 0 wahlen. Nun sei & # 0 und

U := Kern(®) := &~ 1({0}).

Aufgrund der Linearitit von @ ist dies ein Unterraum von H und aufgrund der Stetigkeit
von @ ist dieser abgeschlossen. Nach Schritt 1 gilt also H = U & U*. Ware UL = {0}, so
miisste H = U, d.h. & = 0 gelten. Da wir annehmen, dass dies nicht der Fall ist, existiert also
0 # w' € U™t (fiir das dann w’ ¢ U also ®(w') # 0 gilt). Fiir w := ﬁ -w' € U gilt damit
aufgrund der Linearitit ®(w) = 1. Ferner folgt v — ®(v)w € U fiir alle v € H, denn

P (v—P(v)w) = P(v) — P(v)P(w) = P(v) — P(v) =0.
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Da w € Ut folgt somit mit der Wahl u := 1”2 -w fiir alle v € H:

[[w

(v, w)

((v —®(v)w,w) + (@(v)w,w))
=0

— (@) [w]*) = ®(2).
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Endnoten

Notizen zum Abschnitt "Prolog"

1. Pierre-Simon Laplace, 1749-1827, franzosischer Mathematiker.

2. [pu(x,t) dx ist die abkiirzende Schreibweise fiir das Lebesgue-Integral [, u(x, t) dA9(x), die wir in dieser
Vorlesung verwenden wollen. Falls an anderer Stelle die Notation nicht klar sein sollte, hilft eventuell ein Blick
in das Symbolverzeichnis.

3. Giuseppe Peano, 1858 - 1932, italienischer Mathematiker.

4. Emile Picard, 18 56-1941, franzosischer Mathematiker, und Ernst Leonard Lindelof, 1870-1946, finnischer
Mathematiker.

5. Hans Lewy, 1904-1988, deutsch-amerikanischer Mathematiker, und Francois Treves, geb. 1930, italienisch-
amerikanischer Mathematiker.

6. Sind in der Gleichung )|, <, @ (x)0*u(x) = f(x) die rechte Seite f und die Koeffizienten-Funktionen a,
jedoch analytisch, so existieren stets lokale Losungen u. Dies besagt der Satz von Cauchy-Kowalewskaja (nach
Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857, franz. Mathematiker, und Sofja Wassiljewna Kowalewskaja, 1850-1891,
russische Mathematikerin). Allerdings ist die Analytizitdt auch eine sehr starke Voraussetzung.

7. Siméon Denis Poisson, 1781-1840, franzodsischer Physiker und Mathematiker.

Notizen zum Abschnitt "Harmonische Funktionen"

1. Messbarkeit einer Funktion bedeutet fiir uns immer Borel-Messbarkeit.

2. Sei QO C R? offen und ¢ € I2(Q), d.h. K := supp(¢) C Q ist kompakt. Da Q° := R? \ Q) abgeschlossen ist,
ist dann d := dist(K, Q) > 0. Fiir x € Q mit dist(x, Q°) < d/2 gilt also ¢(x) = 0.

3. Sei ¢ € Cc(B(0,R)), d.h. ¢(x) =0 fiir |x| > R. Da ¢ auf der kompakten Menge B[0, 2R] gleichmifBig stetig
ist, existiert dann zu € > 0 ein § > 0, das wir ohne Einschrankung < R wéhlen kénnen, mit

Vx,y € B[0O,2R]: [x—y|<d = |o(x)—o(y)| <e

Aber was passiert, wenn x oder y (oder beide) nicht Element von B|0, 2R] sind, aber |x — y| < § < R erfiillen?
Dann ist ¢(x) = ¢(y) = 0, denn wenn eines der Elemente nicht in B[0,2R] liegt, kann das andere nicht in
B[0, R] liegen. Also gilt tatsédchlich

VryeRY: [x—y| <5 = |p(x)—e(y) <e

d.h. ¢ ist gleichmégig stetig auf R¥.

4. Tatsdchlich ist u € 1(Q) auf der zusammenhingenden Menge Q) C R? bereits dann konstant, wenn sie in
() ein lokales Minimum oder Maximum besitzt. Dies folgt aus der Tatsache, dass harmonische Funktionen
reell-analytisch sind.

5. Carl Gustav Axel Harnack, 1851-1888, deutscher Mathematiker.

6. Joseph Liouville, 1809-1882, franzosischer Mathematiker.


https://w.wiki/9oix
https://w.wiki/DbRv
https://w.wiki/DZoY
https://w.wiki/DZoa
https://w.wiki/DZsp
https://w.wiki/DZsq
https://w.wiki/DcQK
https://w.wiki/FXD
https://w.wiki/9ojE
https://w.wiki/DmCe
https://w.wiki/DmG6
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Notizen zum Abschnitt "Die Poisson-Gleichung"

1. Im Prolog haben wir gezeigt, dass mittels f in der Gleichung 0;v — Ayv = f~z.B. eine gegebene Warmezufuhr
in Q) modelliert werden kann.

2. Die Poisson-Gleichung Au = f spielt auch bei anderen physikalischen Prozessen eine wichtige Rolle, z.B.

* in der Elektrostatik: hierbei ist — f eine gegebene Ladungsdichte (Ladungsmenge in kleinem Volumen
um einen Raumpunkt) und u das elektrostatische Potential (d.h. —Vu ist das elektrische Feld),

* in der Gravitation: hierbei ist — f eine gegebene Massendichte und u das Gravitationspotential.
Man nennt die Poisson-Gleichung daher oft auch Potential-Gleichung.
3. Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859, deutscher Mathematiker.
4. Jacques Hadamard, 1865-1963, franzosischer Mathematiker.
5. Etwas genauer ist hierbei die Stetigkeit der Abbildung

T:C(Q) xC(AN) — CX(Q)NC(Q), T(f,g) =u

gemeint, die die Daten (f, g) auf die zugehorige Losung u abbildet. Hierzu muss der Daten- bzw. Losungsraum
natiirlich mit einer Topologie bzw. Metrik versehen werden. Im besprochenen Fall ist die Abbildung zum
Beispiel stetig, sofern wir beide Rdume mit der jeweiligen Supremums- bzw. Maximumsnorm versehen.

6. Esist

u) = [ 3le=sls@dy =3 ([ c=nrars [Cu-nsw a).

—00

Weiterhin folgt aus der Produktregel und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass

([ amvrwa) =& (v [ swa- [ s dy)
—1/ fW dy+xf@) -3 ) = [ fw) dy

und genauso

i(/:o(y—x)f(y)d]/>—d(/Ooy-f(y)dy—x-/oof(y)dy>
=—x f(x —1/f ) dy —x- ( /f

Insgesamt folgt also

ww =g ([ sway= [ ar) =300 - (1) = 0

7. George Green 1793-1841, britischer Mathematiker und Physiker.

8. Die Wahl des Wertes von E bzw. d;E auf der Lebesgue-Nullmenge {0} hat keinen Einfluss auf die Existenz
oder Werte der zugehorigen Integrale.

9. Wir betrachten nur den Fall d > 3, die Rechnungen fiir den Fall d = 2 sind analog und seien als Ubung
iiberlassen. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt zunichst wegen |v(y)| = 1, dass

lovu(y)| = [(Vu(y),v(y))| < [Vu(y)| < ryn%\w(y)l =t |Vl

und damit wegen E|yp (g, dass

_ 1
) T (2=d)oy_jed2’

/ Eoyu do
0B(0,¢)

€

< |Vu oo/ E|do = ||Vu L
IVl [ VElde = [Vl



https://w.wiki/9ojN
https://w.wiki/9qWT
https://w.wiki/9omR
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d.h. lim€_>0 faB(O,S) Eavu dU == 0.

10. Isaac Newton, , 1643-1727, britischer Mathematiker und Physiker. Die Namenswahl Newton-Potential
rithrt daher, dass —V gerade das Gravitationspotential einer Masse mit Dichte f beschreibt.

11. Dass auch die Normalenableitung x — 9,,(,)E(x — y) harmonisch ist, folgt daraus, dass die Operatoren

9y (y) und Ay mit dem Satz von Schwarz vertauschen. Zum Beispiel gilt
d d
95,0y () E(x —y) = 9, (VyE(x —y),v(y)) = 9x; ) vk(y)3y, E(x — Z (4)0y,0x,E(x —y).
k=1 k=1

12. Im Falle d = 2 gilt

1 1 1
GOy = "5n (ln(lx— ) (\/xw xy>+rz))'

13. Wir werden spiter sehen, dass V = E * f im allgemeineren Fall f € C.(R?) zumindest noch eine
sogenannte distributionelle Losung von AV = f ist.

14. Ist 7 € C®(R?) ein Glattungskern auf B(0, §), so erfiillt ¢ =7 x 1 B(p,%) die gewtinschten Forderungen.
15. Oskar Perron, 1880-1975, deutscher Mathematiker.
16. Sei w eine Barriere fiir () in xp und sei ¢ > 0. Da g in x stetig ist, existiert § > 0 mit
Vx € B(xp,0)NaQY: |g(x) —g(xp)| <e.
Beachte nun, dass w < 0 auf Q \ {xp}, d.h.

~ maxyepn |g(x) — g(xo)

>
= — > 0.
MmNy 50\ B(xg,0) (—w(x))

Mit dieser Wahl von a gilt dann auch
Vyxedd: |g(x)—g(xo)| < max(e, —aw(x)) < e&—aw(x).
Nun zeigen wir die (zu © dquivalente) Abschidtzung
() VxeQ: g(x)—e+aw(x) <P(g)(x) < g(xo) + & — aw(x).

Die linke Ungleichung ist hierbei klar, denn nach Wahl von « ist x — g(xg) — e + aw(x) € S(g). Fiir die rechte
Ungleichung beachten wir, dass ebenfalls nach Wahl von « gilt, dass

g(x) +aw(x) < g(xg) +¢ x €.
Ist also v € S(g), so gilt auch
v(x) +aw(x) < g(x) +aw(x) < g(xo) +¢ x € Q.
Aber dann folgt mit Lemma 2.28, dass
v(x) +aw(x) < g(xg) +e bzw.  v(x) < g(x9) + ¢ — aw(x)

fiir alle x € Q, was P(g)(x) < g(x0) + ¢ — aw(x) zur Folge hat.

17. Die duflere Kugelbedingung ist etwa fiir alle xo € 0Q) erfiillt, wenn () konvex ist oder wenn () einen
C-Rand besitzt. Im letzteren Fall konnen wir d() in der Néhe von x als Graph einer quadratischen Funktion
beschreiben (und in jede Parabel ldsst sich eine Kugel einbetten).


https://w.wiki/8LD9
https://w.wiki/9ojT
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Notizen zum Abschnitt "Die Warmeleitungsgleichung"

1. Im Prolog haben wir diskutiert, dass die Losung u(x, t) von dsu(x,t) — Axu(x,t) = f(x,t) zum Beispiel
die Temperatur zur Zeit t an der Stelle x € Q) beschreiben konnte. In diesem Fall wire f = f(x, ) als eine
gegebene Warmequelle zu interpretieren.

2. In manchen Texten wird fiir eine klassische Losung u von (9 — Ay)u(x,t) = f(x,t) nur verlangt, dass u
beziiglich x zweimal und beztiglich ¢ nur einmal stetig differenzierbar ist. Obwohl das durchaus Sinn macht,
macht unsere stirkere Forderung u € C2(Q x (0, T)), wie wir sehen werden, am Ende keinen Unterschied.

3. Andrei Nikolajewitsch Tychonov,1906-1993, russischer Mathematiker.

4. Auch die Vorgabe von anderen Typen von Randwerten wire moglich. Auf den Ubungsbléttern betrachten
wir einige Beispiele.

5. Wie in der Einleitung schon erwihnt wurde, ist der Warmeleitungsoperator W ein sogenannter paraboli-
scher Differentialoperator, im Gegensatz zum Laplace-Operator, der elliptisch ist. Wie genau diese Begriffe
definiert sind, werden wir spater erkldren.

6. Man mache sich klar, dass das parabolische Maximumprinzip auch aus physikalischer Sicht Sinn macht:
Die Anfangstemperatur wird sich mit der Zeit gleichmif3ig verteilen (also absinken), nur am Rand von () kann
es wegen duflerer Warmezufuhr weiter warm bleiben.

7. Sei u € C2(Qr) N C(Qr) nun beschrénkt auf Qr = Q x [0, T) und es gelte Wu < 0 auf Qr = Q x (0, T).
Es gentigt zu zeigen, dass
sup u(x,t) < sup u(x,t),
(x,1)eQr (xt)€0*Qr

wobei 0*Qr = (Q x {0}) U (9Q2 x [0, T)). Dazu betrachten wir fiir gegebenes ¢ > 0 die Funktion
ve: Or = R, ve(x,t) i= u(x, ) —e (|x|2 +2dt) .

Da (0; — Ax)(|x|2 +2dt) = 0, gilt Wo, < 0 auf Q7. Nun sei QR := QN B(0,R), fiir ein noch zu wihlendes
R > 0, und wir betrachten v, auf Q¥ =0k x (0,T). Da QR beschrinkt ist, diirfen wir den schon bewiesenen
Teil (a) des Satzes anwenden und erhalten

Y(xo,t) € QR x [0,T): wve(xp,to) < sup ve(x,t).
(xt)€0* O

Wir wollen die rechte Seite nach oben abschédtzen und betrachten dazu die beiden Teile des parabolischen
Randes 9*QX. Zunachst erhalten wir

(5,t) € QR x {0} = ve(x, ) = ve(x,0) = u(x,0) —e|x|*> < sup u(x/,0) < sup  u(x,t).
x'eQ) (x/,t')eo*Qr

Ist andererseits (x,t) € 9QR x [0, T), so gilt entweder x € dQ oder |x| = R (oder beides). Im ersten Fall folgt

(x,t) €9Qx [0,T) = ve(x,t) <u(xt) < sup ulx’,t')y<  sup u(x,t).
(x',#')€d0x[0,T) (x' ')€" Oy

Und im zweiten Fall erhalten wir (unter Verwendung der Vorauss. ||u|, := SUP (4 1) cix [0,T) lu(x,t)] < o0)

x| =RO0<t<T = wvxt)<u(xt)—eR><|ul, —eR%

Jetzt fixieren wir unser R > 0. Wir wihlen es so grof, dass R? > e~ (||u/|co — SUP (v 1) eprqrp 4(X', 1')). Dann
folgt also auch fiir [x[ = R, dass v¢(x, 1) < sup v i1\, u(x’,t'). Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass fiir
jedes € > 0 und hinreichend grofies R > 0 gilt, dass

ve < sup u(xt) auf QR x0,T).
(x,t)ea*QT


https://w.wiki/A5rN
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Schicken wir also R — oo, so sehen wir, dass

ve < sup u(x,t) auf Qx|[0,T).
(X,t)Ea*QT

Da dies fiir alle £ > 0 gilt, folgt die behauptete Abschédtzung.
8. Joseph Fourier, 1768-1830, franz. Mathematiker und Physiker.

9. In der Literatur finden Sie auch leicht abgewandelte Definitionen der Fourier-Transformation, etwa

(FAE) = F@) = [ e 20 f(x) d

R4

oder

(FA@ = @) = [ () d
Jede Wahl hat gewisse Vor- und Nachteile, auf die wir hier aber nicht ndher eingehen werden.

10. Fiir die charakteristische Funktion f(x) = 1|_, (x),x € R, gilt f(&) = \/% Sin(éﬂ,é‘ € R. Diese Funktion
ist auf R nicht integrierbar.

11. Laurent Schwartz, 1915-2002, franz. Mathematiker.
12. William Henry Young, 1863-1942, englischer Mathematiker.
13. Ist1 < g <ocound ¢ € L1 N Le, so gilt

1ol ax <ol [ 1ol dx =gl ol < =,

dh. ¢ € L.

14. Sei g € (1,00) der zu p € (1,0) konjugierte Exponent. Dann rechnen wir unter Verwendung der
Holderschen Ungleichung zunéchst fiir x € RY

(= A@I< [ o=l IF)l dy = [ lotx=pli-lpls=pI7 F)] dy

< ([ toewia) " ([ lotevliswr ar) "
~ ol ([ ot ay)

und damit mit dem Satz von Tonelli

lox sty = [ los pear dx <ol [ ([ lot=liswl” ay) ax

=10l [y ([ lot=wlar) d=loli™ [ 17601 dy = olf 1515

15. Paul Dirac, , 1902-1984, britischer Physiker.

16. Esist zu zeigen, dass fiir eine Dirac-Familie (¢;);~0 und f € L,(R%),1 < p < oo, gilt, dass ¢; * f — f in
Lp. Wir betrachten zwei Fille:

1. Fall: f € C.(R”) und alle ¢; haben kompakten Trager mit supp(¢;) C B[0,1],t > 0.

Ist nun x kein Element der kompakten Menge

K := B[0,1] 4 supp(f)


https://w.wiki/9qxk
https://w.wiki/E2cJ
https://w.wiki/A6zY
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Endnoten zu Seite 52 131

so gilt f(x) =0 und

(g1 * f) (%) :/Rd er(x —y)f(y) dy = ¢r(x —y)f(y) dy = 0.

supp(f)

Also erhalten wir
If =g £l = [ 107 = pex NI dx < supl(F = g HIP - A(K)
K xek

Aufgrund des schon bewiesenen Teil (i) des Satzes folgt also || f — ¢ * f|| p — 0 furk — co.

2. Fall: Im allgemeinen Fall ist f € L,(IR?) und (¢;) eine Dirac-Familie ohne zusitzliche Eigenschaften. Wir
versuchen, das Problem auf den 1. Fall zu reduzieren.

Sei ¢ > 0 beliebig. Dann existiert g € Cc(R?) mit ||f — g, < e Dies ist ein Standardresultat aus ihrer
Mafitheorie-Vorlesung. Nun setzen wir

Ct ::/ @i(x) dx :/ @i (x) dx—/ @e(x) dx.
B(0,1) R4 R4\ B(0,1)
| S ——

=1
r2>00

Dann folgt aufgrund der 2. und 3. Eigenschaft einer Dirac-Familie, dass lim;_,o ¢; = 1. Insbesondere existiert
to > 0 mit ¢; > O fiir alle 0 < t < ty. Fiir jene t setzen wir

1
Pr = 513(0,1)4%-

Dann gilt supp(¢;) € B[0,1] und auch (§;)o<t<¢, ist eine Dirac-Familie. Die 1. und 2. Eigenschaft sind
offensichtlich erfiillt und die 3. folgt aus der Abschitzung

0< / Pr(x)dx < l/ ¢t (x) dx,
R\ B(0,r) Ct JR4\B(0,r)

da hier die rechte Seite fiir t — 0 gegen 0 geht. SchliefSlich sehen wir auch noch, dass
=il = [ ] 0@ — Deu()] d

=/ (pt(x)dx—l—’c[l—l‘/ @t dx,
R4\ B(0,1) B(0,1)

d.h. im0 ||t — ¢¢]|; = 0. Mit all diesen Voriiberlegungen sehen wir nun, dass unter Verwendung der
Youngschen Ungleichung (und wegen || ¢:||; = 1) folgt, dass

1f=oexflly = I(f=8)+@—¢i*xg)+ (¥r — 1) xg + i (g = f)ll,

1f = 8llp+ lg = v = &llp + 1 (¥r — @1) xgllp + ll@e * (& = FII,
1f = 8&ll, + 118 =¥ = gllp + l9r — @elly llgll, + llg = fllp

2e+||g — e gllp + [l9r — @ell llgll, -

—0 wegen 1. Fall —0

ININ A

Also folgt lim; g || f — @¢ * f| p < ¢ fur alle e > 0, was die Behauptung impliziert.

17. Die Formel
1 i(x,C) £
£ = G [, @07 a2

R4

besagt, dass f eine ,Uberlagerung” von ,ebenen Wellen” & + ¢/(<) ist. Man kann diese Darstellung als das
kontinuierliche Analogon der Fourierentwicklung 27t-periodischer Funktionen g : [0,27t] — C verstehen (d.h.

8(6) ~ Liez ¢*8(k)).
18. Michel Plancherel, 1885-1967, schweizer Mathematiker.
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19. Bs gilt K« f = (27)%/2R f = %f =1, also u = Kx f, falls u € S(RY).
20. Es geniigt, (x,t) € B(0,R) x (1, 00), mit R,y > 0 beliebig, zu betrachten.

Zunichst zeigt man leicht per Induktion, dass fiir jedes « € N4 und B € INg ein Polynom p = Pap RY x R —
R existiert, so dass

2 2 2
N S Cr=yty 1 _x—vy _lx—y
930y P(x —y, t) = p(x y,\/{)eXp< yr )—P(x y/\/g)eXP g | P I

Da t > v > 0 finden wir damit eine Konstante C = Ca/ﬁﬁ, so dass fiir alle x,y € R?

2
aﬁ‘(afcb(x—y,t)‘ < Cexp <—|x8ty|> .

Betrachten wir nun nur noch x € B(0, R), so folgt wegen
2 2 2 2
|x —yl” = |x[" = 2(x,y) +[y|” = =2R|y[ + [y|",

dass schlieflich fiir alle y € R?

2
—2R
azafcbu—y,t»uo(y)]sc~exp<—'y' = |y|>'|u0|(]/)-
——

€Ly
€L, fur alle g>1

Aber mit der Holder-Ungleichung sehen wir sofort, dass die rechte Seite als Funktion von y integrabel ist.
Damit rechtfertigt sich die gewtinschte Vertauschung von Differentiation und Integration also mit dem Satz
tiber Parameterintegrale (siehe Satz A.2.1).

21. In der Realitat breiten sich lokale Temperaturschwankungen nattirlich nicht unendlich schnell aus. Am
Ende beschreibt die Warmeleitungsgleichung eben doch nur eine idealisierte Wirklichkeit. Die Ausbreitungs-
geschwindigkeit von Storungen wird mit ihr nicht gut erfasst.

22. Wie im Falle der harmonischen Funktionen folgt die Glattheit von Losungen von Wu = 0 auch daraus,
dass solche Losungen eine Mittelwerteigenschaft erfiillen (man siehe etwa [10] fiir Details hierzu).

23. Jean Marie Duhamel, 1797-1872, franz. Mathematiker und Physiker.

24. Man beachte, dass die Summe fiir beliebige Indexmengen I definiert ist, namlich als

Y [(frelf= sup Y I(fe0f.

kel FCIl endl. kcF

25. Dies ist zu verstehen als

inf =0.
FCI endlich

f - Z<ffek>ek

keF

26. Da die Funktionen \/%eikx, k € Z, eine ONB von Ly ((—7, 71);C) zeigt Ubergang zu Real- und Imaginérteil,
dass durch . . .
X) = —, x) := — cos(kx), x) := —sin(kx), keN
o) = <=, fule) 1= = cos(lr),  gulx) = —=sin(k)
eine ONB von L} := Ly(—7, ) gebildet wird. Ist nun ¢ € £,((0,7)), so konnen wir die Funktion durch

¢(—x) == —¢(x),x € (—m,0), ungerade auf (—7, 7r) fortsetzen und erhalten fiir die fortgesetzte Funktion die
Fourier-Darstellung

[0 9) [e9) [e9)

o= (o filsfi+ Y (@88 = Y {9 8k 138k
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wobei die Reihen im L3-Sinne konvergieren. Fiir die letzte Gleichheit benutzten wir, dass (¢, fx) 1; = 0 fur alle
k € Ny, da ¢ - fi ungerade ist. Ferner ist

(98015 = = [ o) sin(ke)ds = VElg, 001,00

und somit folgt (da g = wy/V/2 auf (0, 7))
n 5 n
Iw—gy%whmmwmmm = ll¢o- X%@&L&MNH*E Z:@&U&Mznm

Hier konvergiert die rechte Seite fiir n — oo gegen 0.

Notizen zum Abschnitt "Die Wellengleichung"

1. Jean-Baptiste le Rond d’Alembert, 1717-1783, franz. Mathematiker, Physiker und Philosoph.
2. Da u(x,0) = up(x),x € Q,und u € C'(Q x [0,T)) gelten soll, muss sogar ug € C'(Q) gelten.

3. Hier fordern wir mit u € C2(Q x [0, T)) wieder etwas mehr, als fiir eine klassische Losung nétig wire,
damit wir Lemma 4.3 anwenden kdnnen. Man beachte, dass diese Forderung auch die Voraussetzung
uy € C2(Q),vy € C'(Q) zur Folge hat.

4. Auch in diesem Fall miisste dann 1y € C>(R?), v € C!(RY) gelten.

5. Istu € C3(R? x (0,00)) eine Losung von (Ju = 0, so setzt man

1
U(t,r,x) := Sy (x,7) = o(@B(x, 1)) /313(x,r) u(y, t) dy

und zeigt, dass U die Euler-Poisson-Darboux Differentialgleichung

&u:£u+5}5,

16st (man vergleiche Lemma 1.9). Im Falle d = 3 liefert dann die Substitution l~I(t, r,x) = rU(t,r, x) direkt,
dass U die eindimensionale Wellengleichung

o?U = 02U

16st, d.h. mittels des d’Alembertschen Satzes kann eine Formel fiir U und somit U erhalten werden und damit
auch fiir u(x,t) = lim,_,o U(t, 7, x). In anderen Dimensionen wird dhnlich argumentiert, siehe z.B. [10].

6. Im L[,-Sinne gilt

[0 9) [e0)

ug =Y (up,w)wy und vy =Y (v, wi)wy.
k=1 k=1

Insbesondere (Parsevalsche Identitit) sind die Folgen (<u0, wi))ken und ((vg, wi))ken in I(IN). Wie im
Beweis von Proposition 3.40 folgt die Konvergenz von u(x,t), sobald wir gezelgt haben, dass auch die

Koeffizientenfolge (cos(\ﬁ t) (uo, wy) + sm (v/Axt) (vo, w ) in [p(IN) liegt. Aber dies folgt wegen
|sin(x)/x| <1 aus der Abschitzung

2
cos(v/Axt) (uo, i) + sin(y/Axt) (v0, w)

< (o, wi) | + (w0, wid ) < 2 (|0, we) [ + 2 (oo, wi) )

1
VAL
Analog wird die Konvergenz von v(x, t) gezeigt: Hierbei verwenden wir die Voraussetzung i € Cg (ﬁ) Denn
dann zeigt die 2. Greensche Formel, dass

. .GF
‘\/ Ak sm(v )th) <u0, wk>‘ < t|)\k<u0, wk>| = f|<M0,Awk>| = t|<AMO, wk>|, k > k.
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Die noch zu zeigenden Konvergenzaussagen folgen nun wie im Beweis von Proposition 3.40 mit dominierter
Konvergenz.

7. Wie im Beweis von Satz 3.42 zeigt partielle Integration, dass

71 s ] 1 2
by = 7Ek72/0 o) (x) sin(kx) dx = 2 \/7 (vg, W),

d.h. aus der Cauchy-Schwarz und Besselschen Ungleichung folgern wir, dass

1/2 1/2
ad 2 &1 2 > 1
k;lk|bk| = \/;.I;k|<v{)’,wk)] < \/;<k—21k2> (Z\ vy, W) | ) < 0.

Analog zeigt man

©
2 kz\ak| < 00,
k=1

Mit einer analogen Argumentation wie in Lemma 3.41 folgt hieraus die Behauptung.

Notizen zum Abschnitt "Klassifikation von partiellen Differentialgleichungen"

1. Aufgrund des Satzes von Schwarz (d.h. 9 = dy;) gilt

d
Z aji0jctt (x)
k=

d
Z a0t (x)
k=1 1

Ji

mit den symmetrischen Koeffizienten 7 := %(a ik + akj)-

2. Mit anderen Worten: L ist elliptisch, falls A entweder nur positive Eigenwerte oder nur negative Eigenwerte
besitzt. Entsprechend ist die Bedeutung beim hyperbolischen bzw. parabolischen Fall zu verstehen.

Notizen zum Abschnitt "Distributionen"

1. Mit unserer Vereinbarung 1.13 kénnen wir D(Q) und CZ°(Q)) identifizieren.

2. Fiir f, g € L gilt f = g, wenn jeder Représentant der Aquivalenzklasse f mit jedem Reprasentanten der
Aquivalenzklasse g A9-fast sicher iibereinstimmt.

3. In Lemma 3.24 sind wir von einer beschrankten Dirac-Folge (¢;) ausgegangen. Die Beschranktheit der ¢;

wurde allerdings nur vorausgesetzt, damit die dortige Faltung tiberhaupt {iberall definiert war. Im vorliegenden
Beispiel ist die Faltung ¢; * ¢ fiir jedes ¢; € L1(R?) definiert, da ¢ kompakten Tréger besitzt.

4. Oliver Heaviside, 1850-1925, britischer Mathematiker und Physiker.

fallsx <0
falls x > 0,

—(f, ) =~ (/_Ow(—x)fp’(x) der/OOo x¢'(x) dx>

- —xfp x__oo / @(x defP |x0 /fp dx

/_0 dx+/ P(x dx—/g x) dx = (g, ¢).

5. Fir f(x) = |x|, g(x) = {1_1' und ¢ € D(R) gilt

(f', o)
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6. Wir werden spiter sehen, dass limy_,, Ay = —00, d.h. sup; .y Ax < 0 ist stets erfiillt.

7. Seien K C Q) und [a,b] C (0,00) kompakt. Ferner sei u(t) = Y5> 1 e (ug, wy)wy € Ly(Q) und v(x, t) :=
u(t)(x). Dann folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Parsevalschen Identitit, dass

s ([ oo a) (1)

- 1/2
2
= A ()2 u(®) |1, q) = AT (K)? (Z M | (ug, wy) | ) < MK lug | 1, )
k=1

wobei nach Annahme Ay := sup, Ay < 0. Dies zeigt, das

[ ([ lotnl ax) de <0002 ol [t <
[a,b] K [a,b]

d.h. v € LIe(Q x (0,0)).

8. Im Detail: Zunéchst folgt aus der Ly-Konvergenz der Reihe u(t) = Y3 ; e (ug, wy)wy, dass
Wo,g) = (o, W'g) = | </Q o(x, W p(x, 1) dx) it = [, W gl )y
:/0 Y- e (o, wi) 1y (00) (Wi W (0 1)) 1) dt
k=1

Weiterhin gilt fiir alle t > 0 und ¢ := W*¢ € D(Q) x (0,0)), dass

Cauchy—Schwarz [ 0 ) 172 /o 0y 1/2
< ) ‘e k<M0,wk>L2(Q)‘ ) ‘<wk,1,b(.,t)>L2(Q)‘
k=1

Y e (uo, wi) 1 00y (Wi, 9 (1)) 1y(0)

k=1 k=1

} N2 N\ 172
< etho <2 ’<u01wk>L2(Q)‘ ) (Z ‘<wk”’b<"t)>L2(Q)’ )
= k=1

P )
TE e g oy 1900 DIy < CQ ) Jlug]| -

Da Ag < 0, zeigt dominierte Konvergenz, dass
(Wo, @) = /0 Y e (o, wed 1, o) (Wi, W 1)1, () dt
k=1

= Z<u0/wk>L2(Q)/0 M (wye, W (., 1)) 1, (00) At = “O/wk Ly( Q)/ (/ Mg (X)W g(x, t) dx) dt.
k=1

9. Bernard Malgrange, 1928-2024, franz. Mathematiker; Leon Ehrenpreis, 1930-2010, US-amerik. Mathematiker

10. Der Beweis des Satzes von Malgrange-Ehrenpreis verwendet Fourier-Methoden (formal gilt P(0)F = dp <
p(&)F(&) = &(%)), d.h. zunichst miissten wir die Definition der Fourier-Transformation auf (sogenannte
temperierte) Distributionen ausweiten. Dies wiirde im Rahmen dieser Vorlesung aber zu weit fithren. Es sei
auf die Spezialvorlesung , Distributionen” verwiesen.

11. (i) Fiir x € R folgt mit der Stetigkeit von z +— fy(z) := f(x — z):

[ =) dy= [ 1= 2] 2

/|fx—z |dz<max|fx |/|h z)| dz < oo,

d.h. hx f und f * h sind auf RY definiert. Dass i * f = f * h folgt per Substitution im Integral. Sind xg € RY,7 > 0
beliebig, so ist die Abbildung
B:= Bxo, 7] 3 x — f(x —2)h(z)


https://w.wiki/ApSh
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fiir jedes z € K stetigund da B— K = {b —k : b € B,k € K} kompakt ist, gilt auch

Vze K: suplh(z)f(x—2z)| < max L[f()] - |h(z)].

x€EB teB—

Da h € Ly (K), folgt die Stetigkeit von

Blxg,r] 2 x+— (h* f)(x) = (fxh)(x /fx—z

nun mit dem Satz iiber Parameterintegrale (siehe Satz A.2.1). Ist schlieBlich x ¢ K+ supp(f), soist f(x —z) =0
fur alle z € K, woraus die letzte Aussage folgt.

(ii) Folgt analog wie (i) aus dem Satz tiber Parameterintegrale und Induktion tiber |«/|.

12. Auf diese Formel kann man mit einer formalen Rechnung kommen:
u="P0O)(uxF)=P0)(uxF)+P0)(u*xG,) = (P(Q)ux*F)+ (uxP(0)G,) = (f xF)+ (uxP(9)Gy),

wobei wir in der ersten Gleichung formal Proposition 6.32 genutzt haben.

Notizen zum Abschnitt "Sobolev-Raume und elliptische Randwertprobleme"

1. Mit der Holderschen Ungleichung gilt mit 7! + p~! = 1, dass
1/p 1/q
VK C Q) kompakt: /\f| dxg(/ |f|p> (/1dx) :||f||p-(}\d(1<))1/‘7<oo_
K K K

2. Sergei Lwowitsch Sobolev, 1908-1989, sowjetischer Mathematiker.

3. Sei A(Q) < oo, f € Lp(Q) und 1 < g < p, Dann liefert die Holder-Ungleichung mit a := p/gq > 1 und
L1 1 -1, dass
o B

AVWM—LVW1ws(LmWwawf /6 = (/vwm) ()P < o,

dh. f € Ly(Q).
4. Henri Poincaré, 1854-1912, franz. Mathematiker.
5. Es gilt
[ullyp = lluolly 2| < |lu —uoll;, und ‘Hajqu - ||a]'“0||2‘ < Haj“ _aj“OHZ < lu—wuglly,-

6. Die Bilinearform & ist ein Beispiel einer sogenannten Dirichlet-Form. Zu diesen Objekten wird an der TU
Chemnitz eine eigene Vorlesung angeboten (Dirichletformen, Markovprozesse und Halbgruppen).

7. Sei (H,(.,.)3) ein Hilbert-Raum. Dann gilt mit || f||,, := /(f, f)» und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
dass

= for8al < IF = folla gl "= 0.

8. Frigyes Riesz,1880-1956, ungarischer Mathematiker.


https://w.wiki/AVPm
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Notizen zum Abschnitt "Eigenwertprobleme fiir den Laplace-Operator"

1. Franz Rellich, 1906-1955, deutscher Mathematiker. Vladimir Kondrashov,1909-1971, sowjetischer Mathema-
tiker.

2. Cesare Arzela, 1847-1912, italienischer Mathematiker. Giulio Ascoli, 1843-1896, italienischer Mathematiker.

3. Andrei Nikolajewitsch Kolmogorov, 1903-1987, sowjetischer Mathematiker. Marcel Riesz, 1886-1969, ungari-
scher Mathematiker. Maurice René Fréchet, 1878-1973, franz. Mathematiker.

4. Dies ist eine Art von gleichgradiger Stetigkeit in L.


https://w.wiki/Acgi
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Symbolverzeichnis

° at =
¢ 9= a%i,aij = 0,0;,07 = ;i

o

o 0% := 8?{1 .. 82" fiir einen Multiindex & = (ay,...,0y) € ]Ng. Hierbei ist a?u = .

* |a| ;== a1 + ...+ ay - Ordnung des Multiindex & = (a1, ..., a )

e Vu:=V,u:=(du,...,04u)" - Gradient von u : R? — R.

o div ¢ := div, ¢ := Y% | 9;¢; - Divergenz von ¢ : R? — R?

o A:=A,:=divV:=0%+...+ 03 - Laplace-Operator

* v(z) - duflere Normale an z € 9Q)

e d,u(z) := (Vu(z),v(z)) - Ableitung von u im Punkte z in Richtung der dufleren Normalen v(z)
e 0 = 0p - Oberflichenmafs auf B

e dx := d)\%(x) - Integration gegen das Lebesgue-Maf

e (.,.) - Skalarprodukt. Sowohl fiir das euklidische Skalarprodukt in IR als auch fiir das Skalar-
produkt in L, (Q)) benutzt. Zur Unterscheidung zur Wirkung einer Distribution (siehe unten)
auch manchmal als (.,.)1, oder dhnlich bezeichnet

* (f,8)1:=[Vf(x)Vg(x)dx

1/2
° |x|:=|x|,:= <Zi:1 x,%) - euklidische Norm von x = (x1,...,x4) € RY

¢ fxly o= ()

e B(x,r):={y € RY: |x —y| < r} - offene r-Kugel um x € R?

e Blx, 7] :={y € R?: |x — y| < r} - abgeschlossene r-Kugel um x € R?
e wy:=A%B(0,1)) - Volumen der Einheitskugel im R¥

e 0(dB(0,1)) - Fliche der Einheitssphire im R?

e [®(Q) - beschriankte messbare Funktionen u : Q) — R

e C(Q) - stetige Funktionen u : QO — R

e Cp(Q)) = C(Q) NI®(Q) - stetige beschriankte Funktionen u : 3 — R

» C(Q) - stetig auf Q fortsetzbare Funktionen u : QO — R, Fortsetzung von u wird auch mit u
bezeichnet

e CF(Q) - k-mal stetig differenzierbare Funktionen u : Q) — R, d.h. 9%u existiert und ist stetig fiir
alle « € IN¢ mit |a| <k

e C®(Q) := NMenCF(Q) - glatte Funktionen u : QO — R
o CK(Q) - Va € NE mit |a| < k besitzt 9*u stetige Fortsetzung auf Q



139

CE(Q)) - Funktionen f € CK(Q) mit f|yn = 0.
CF(Q; R?) - k-mal stetig differenzierbare Funktionen u : Q) — R?

CF(Q; C) - k-mal stetig differenzierbare Funktionen u : Q — C

supp(q)) ={xeQ: ) # O}Q - Trager von ¢ : O — R
12(Q) := {9 € I*(Q) supp(¢) S O kompakt }
(Q) = CY(Q) :=I2(Q) N C(Q) - stetige Funktionen mit kompaktem Trager
(Q) := C.(Q) N C*(Q). Beachte unsere Vereinbarung: CK(Q)) C CKH(R?).
Elloc(Q) {f : Q@ = R messbar | [ |f(x)|dx < oo fiir alle K C () kompakt }

LY¢(Q),1 < p < oo - Aquivalenzklassen von A?-fast sicher iibereinstimmenden f € £¢(Q)
L,(0)),1 < p < oo p-integrierbare Funktionen
L,(Q),1 < p < oo - Aquivalenzklassen von A?-fast sicher iibereinstimmenden f € £,(Q)
D(Q) - Raum der Testfunktionen auf Q)
D'(Q) - Raum der Distributionen iiber ()
uy - regulédre Distribution zur Funktion f € Lie(Q)
Or={x€Q:B[x,R] CQ} = {x€Q:d(x,0Q) > R} fir O C R*
¢ * f - Faltung
E - Fundamentallosung der Laplace-Gleichung
x) = [o E(x —y)f(y) dy - Newton-Potential von f : O — R
G = Gq - Greensche Funktion zu Q)
W = d; — A, - Warmeleitungsoperator
Qr :=Qx (0,T) - Zylinder in R? x R
Ff, f - Fourier-Transformation von f
F~1f = Gf = f - inverse Fourier-Transformation von f
O:= 8% — Ay - d’Alembert Operator
C(xo, to) := {(x,t) € RT1:0 <t < tg,x € B(xo,to — t)} - Abhdngigkeitskegel
(1, p) - Wirkung der Distribution u € D’(Q)) auf der Testfunktionen ¢ € D(Q)
H = 19, - Heaviside-Funktion
do - Delta-Distribution
d) - lin. Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten zu P € R[x, ..., x4]
&) := P(i&),& € RY - Symbol von P(9)
(P(9))* := P*(9) - formal adjungierter Operator von P(9) mit P#(x) := P(—x),x € RY

P(
p(

F - Fundamentallosung zu P(0)
- kompakt getragene Elemente aus L

(W P(Q), ||-[l,,,) - Sobolev-Raum der Ableitungsordnung m und Integrationsordnung p

H™(Q) = W"2(Q)
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tr(u) - Spur von u € W7(Q)
W(z]ﬂp(Q) _ W(W“P,H.HW)
Hy'(Q) = Wg'*(Q)

div(AV) - Operator in Divergenzform
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