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1. Auftakt

1.1. Einleitung

Der Studiengang Lehramt an Grundschulen mit studiertem Fach Mathematik besteht aus
zwei Komponenten,

¢ einer didaktischen Ausbildung, in der Sie lernen, wie sie den Grundschullehrstoff
an Thre Schiilerinnen und Schiiler vermitteln konnen, und

¢ einer fachlichen Ausbildung.

Im fachlichen Teil geht es nicht um den Grundschulstoff, den beherrschen Sie hoffent-
lich schon ®, sondern um einen Einblick in verschiedene Gebiete der Wissenschaft
Mathematik (Analysis, Algebra, Geometrie, Stochastik). Hierbei werden Ihnen zum
einen die Grundlagen der einzelnen Disziplinen vermittelt, zum anderen geht es aber
auch um einige weitergehende Ziele: So sollen Sie

¢ allgemeine mathematische Denkweisen und Problemldsungsstrategien kennen-
lernen, und

¢ die Mathematik als eine historisch gewachsene, aber immer noch sehr lebendige
Wissenschaft erleben.

Idealerweise sollen Sie dies in Ihren spdteren Unterricht einfliefSen lassen und damit
Schiilerinnen und Schiilern abstraktes Denken, aber auch den Spafs an der Mathematik
vermitteln.

Wozu brauchen wir (héhere) Mathematik?

In unserem tdglichen Leben kommen wir stindig mit Zahlen und elementarer Mathe-
matik in Kontakt. Zum Beispiel beim Bezahlen von Rechnungen (Grundrechenarten),
beim Vergleichen von Preisen (Dreisatz) oder bei der Geldanlage (Prozentrechnung).
Aber brauchen wir dariiber hinaus noch mehr Mathematik? Gibt es {iberhaupt noch
mehr?
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Schauen wir uns dazu das folgende Zitat
von Galileo Galilei (1564-1642) an: , Das
Buch der Natur ist in der Sprache der Mathe-
matik geschrieben.” Dieses Zitat hat heute
mehr denn je seine Richtigkeit, denn al-
le Naturwissenschaften (Physik, Biologie,
Chemie) benutzen mathematische Model-
le und Methoden, um die Welt um uns

Galileo Galilei. Bildquelle: Wikipedia

herum zu beschreiben und zu verstehen. Auch fiir andere Wissenschaften ist Mathema-
tik fundamental, so etwa fiir die Informatik, die Sozialwissenschaften oder die Medizin.
Betrachten wir ein paar Beispiele:

Newtong| Gravitationsgesetze beschreiben die Bewegung der Planeten um die
Sonne, aber auch die Bewegung einer Sonde auf dem Weg zum Mars. Fiir die
modernen GPS-Systeme sind die Newtonschen Gesetze nicht mehr prézise genug,
ftr ihre korrekte Funktion bedarf es der Einsteinschen?| speziellen und allgemei-
nen Relativitdtstheorien (ohne Betrachtung der Raumkriimmung Abweichungen
bis zu 50m). Aus mathematischer Sicht wird man in beiden Fillen auf sogenannte
Differentialgleichungen gefiihrt, deren Behandlung ein Thema der Analysis ist.

Die moderne Medizin wére ohne Computertomographen (und ihre Verwandten)
nur noch schwer vorstellbar. Mathematisch steckt dahinter die sogenannte Ra-
dontransformation, eine spezielle Integraltransformation. Auch dies fiihrt in das
Gebiet der Analysis.

Moderne Verschliisselungsverfahren, die etwa beim Online-Banking verwendet
werden, beruhen auf der Tatsache, dass das Produkt p = a - b von zwei Primzahlen
a,b zwar sehr schnell berechnet werden kann, dass es umgekehrt aber sehr
aufwendig ist, nur aus der Kenntnis von p auf dessen Primfaktoren a,b zu
schliefsen. Dies fiihrt in das Gebiet der Zahlentheorie.

Die Google-Suche beruht auf dem sogenannten Page-Rank-Algorithmus. Dieser
fithrt zu einem Eigenwert-Problem fiir Matrizen, welches mit Mitteln der linearen
Algebra untersucht wird.

Auch ChatGPT und andere , intelligente” Software beruht auf hoherer Mathema-
tik, etwa aus der linearen Algebra, der Statistik und auch aus der Analysis.

Die hier vorgestellten Beispiele benutzen zum Teil sehr aktuelle (und auch schwere)
Mathematik. Um diese wird es in dieser Vorlesung nicht gehen. Trotzdem zeigen
die Beispiele, wie wichtig auch fortgeschrittene Mathematik fiir unser Leben und
unsere Gesellschaft ist. Die Grundlagen hierfiir werden an den Schulen gelegt. Guter
Mathematikunterricht ist daher essentiell.

1Tsaac Newton (1643-1727).
2Albert Einstein (1879-1955).
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Warum ist die Mathematik so vielseitig?

Wie wir gesehen haben, findet die Mathematik in unterschiedlichsten Bereichen ihre
Anwendung. Warum ist das so? Kurze Antwort: Die Mathematik ist abstrak{| und
damit tibertragbar.

* So spielen beispielsweise Differentialgleichungen eine Rolle in sehr vielen ver-
schiedenen physikalischen Prozessen (die Planetenbewegung haben wir oben
besprochen), aber zum Beispiel auch bei der Beschreibung des Aktienmarkts.
Allgemeine Losungsmethoden und Aussagen iiber mogliche Losungen solcher
Gleichungen koénnen also in sehr vielen verschiedenen Kontexten eingesetzt
werden.

Der hohe Abstraktionsgrad der Mathematik ist gleichzeitig auch der Grund, warum
die Mathematik oft als schwer verstdndlich angesehen wird. Tatsdchlich benotigt man
einige Zeit, um die mathematische Sprache, so wie sie an der Universitit gelehrt wird,
zu verstehen und selbst sprechen zu konnen.

Wie lernt man Mathematik?

Das Verstehen von Mathematik ist ein aktiver Prozess. Es geht nicht darum, Fakten
zur Kenntnis zu nehmen.

¢ Um einen mathematischen Gedanken/Beweis zu verstehen, miissen Sie ihn selbst
wiederentdecken.

* Gerade auch fiir die Mathematik gilt, dass erst die Ubung den Meister macht.

* Fiir Sie heifst das: Nacharbeit ist angesagt. Fiir jede go-minditige Vorlesung sollten
Sie mindestens noch einmal die gleiche Zeit an Nacharbeit einplanen, und zwar
zeitnah. Neue Definitionen und wesentliche Aussagen sollten bis zur ndchsten
Vorlesung im Kopf sein. Denn dann kommt schon wieder neuer Stoff. Bleiben Sie
also am Besten die ganze Zeit am Ball und schieben Sie die Nacharbeit nicht auf.

¢ Obwohl nach jeder Vorlesung ein elektronisches Manuskript zur Vorlesung zur
Verfiigung gestellt wird, empfehle ich Thnen dringend, eine eigene Vorlesungs-
mitschrift zu erstellen.

¢ Mathematik ist Teamarbeit: Wichtige neue mathematische Erkenntnisse wurden
sehr oft in Kooperationen erzielt. Auch fiir Sie gilt, dass Sie neue Konzepte oft
schneller begreifen werden, wenn Sie sie mit anderen diskutieren.

3,Abstraktion” ist laut Wikipedia der Denkprozess des Weglassens von Einzelheiten und des Uberfiihrens
auf etwas Allgemeineres oder Einfacheres.
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Worum geht es in Vorlesung und Ubung?

¢ Die folgenden Themen sollen u.a. in der Vorlesung behandelt werden:

- Grundlegendes (Logik, Mengenlehre, Abbildungen, ...)

— Axiomatik der reellen Zahlen

Folgen und Grenzwerte

Reihen, Dezimaldarstellung

Stetige Funktionen

Differenzierbarkeit

* Es gibt jede Woche zwei Vorlesungen. Hier werden neue Konzepte und allgemeine
Aussagen vorgestellt und erldutert.

* In der Vorlesung werden auch Beispiele prasentiert. Hauptsdchlich ist hierfiir
aber die Prasenziibung zustandig. Es gibt jede Woche ein Ubungsblatt, welches in
der Prasenziibung besprochen wird. Weiterhin gibt es (in fast jeder Woche) auch
ein Hausaufgabenblatt. Dieses muss von Ihnen bearbeitet und abgegeben werden
und wird von uns korrigiert. Auch eine Musterlosung werden wir zur Verfiigung
stellen. Wichtig: Das Bearbeiten der Hausaufgaben ist essentiell. Durch das
alleinige Besuchen der Vorlesung und der Prasenziibung werden Sie den Stoff
nicht verstehen.

* Die Ubungszettel und weitere Informationen zum Vorlesungs- und Ubungsbetrieb
finden Sie auf der Opal-Seite des Kurses.

® Zum Abschluss des Semesters findet eine go-mintitige Klausur statt. Sie miissen
40 Prozent der Hausaufgabenpunkte erreichen, um zur Klausur zugelassen zu
werden.

Beachte. Hier schon einmal ein kleiner Hinweis: In der Klausur sollen Sie
zeigen, dass Sie die behandelten Konzepte der Vorlesung verstanden haben
und anwenden konnen, und dass Sie in der Lage sind, Thre Gedanken
und Losungen klar und verstandlich zu Papier zu bringen. Die Aufgaben
der Klausur werden so formuliert sein, dass sie ohne Taschenrechner oder
sonstige elektronische Hilfe 1osbar sind. Solche Hilfsmittel werden daher in
der Klausur auch nicht zugelassen sein.

Auch bei den Hausaufgaben benotigen Sie keine elektronischen Hilfsmittel.
Da wir es sowieso nicht kontrollieren kénnen, werden wir ihren Einsatz
hier aber auch nicht verbieten. Denken Sie aber bitte immer daran, was der
Zweck der Hausaufgaben ist: sie sollen Ihnen helfen, den Stoff zu verstehen
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und zu lernen, wie man Mathematik zu Papier bringt. Wenn Sie glauben,
dass Ihnen Tools wie ChatGPT hierbei niitzlich sein konnen, benutzen Sie
sie. Aber bitte nur in Verbindung mit dem eigenen Nachdenken. Stumpfes
Abschreiben von durch kiinstliche Intelligenz erzeugten Losungen bringt
ihnen gar nichts. Obendrein ist die Wahrscheinlichkeit, dass Ihnen ChatGPT,
auf sehr glaubhafte Weise, Quatsch erzahlt, dabei leider auch nicht ganz so
gering.

1.2. Woher kommt unsere Mathematik?

Wihrend bei den oben skizzierten Anwendungen meist sehr aktuelle Mathematik
verwendet wird, ist die Mathematik, die Sie in der Schule gelernt haben, schon sehr,
sehr alt (daher aber auch entsprechend gut verstanden und erprobt). Um ein wirkliches
Verstandnis fiir die Mathematik zu entwickeln, sollte man sich dessen langer Geschichte
auch bewusst sein. Wir wollen daher im Folgenden zumindest auf einige Episoden
aus der Geschichte der Mathematik eingehen, insbesondere auf solche, die fiir eine
Analysis-Vorlesung am relevantesten sind f{]

-1200 bis -600 — In Agypten und Babylon fithren Probleme der Buchfithrung, Vermes-
sung und Astronomie zur Entwicklung von Zahlensystemen und ersten Resultaten
tiber die Geometrie von Flichen (Satz des ,Pythagoras”). Dies jedoch noch ohne
Beweise.

-600 bis 100 — In Griechenland und seinen Kolonien wird zum ersten mal ,,reine”
Mathematik betrieben. Euklid vertffentlicht um das Jahr -300 seine Abhandlung ,Die
Elemente”. Diese enthilt fundamentale Resultate der Geometrie und der Zahlentheo-
rie (welche zum Teil auf andere Autoren zuriickgehen) und diente noch bis ins 19.
Jahrhundert als Standardlehrbuch. Auch die heutige Schulgeometrie ist schon in den
Elementen enthalten.

Ein Fragment aus den Elementen. Quelle: Wikipedia

Die griechischen Mathematiker um Euklid sehen zum ersten Mal die Notwendigkeit,
mathematische Aussagen zu beweisen. Euklid bedient sich dazu der axiomatischen

4Fiir eine kurze Ubersicht iiber die Geschichte der Mathematik sei auf [6, Kapitel 4.1] verwiesen. Fiir
eine ausfiihrliche, aber sehr lesbare Darstellung siehe [g].
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Methode, d.h. mathematische Aussagen werden durch logische Schliisse aus einigen
als unzweifelbar richtig angesehenen Postulaten/Axiomen hergeleitet. Euklids Axiome
handeln von Punkten, Geraden, Strecken, usw. und schreiben vor, was man mit diesen
anstellen kann.

Beispiel. Zwei der Euklidischen Axiome fiir die ebene Geometrie:

* Man kann je zwei Punkte durch eine Strecke verbinden.

* Zu jedem Mittelpunkt und Radius ldsst sich ein entsprechender Kreis zeich-
nen.

Ausgehend von den Axiomen werden dann mathematische Sitze bewiesen (z.B.
der Strahlensatz, der Satz des Pythagoras, .. .). In den folgenden Skizzen sehen wir
zum Beispiel eine Verbildlichung von Euklids Beweis, dass auf jeder Strecke ein
gleichseitiges Dreieck konstruiert werden kann.

/ .
A 8 A e A & A ®

Beachte. Was ein Punkt, eine Gerade oder eine Strecke eigentlich sind, wird von
Euklid zuvor definiert. Zum Beispiel ist eine Linie ,eine breitenlose Lange”. Diese
Definitionen wiirden uns heute nicht mehr zufriedenstellen (denn der Begriff
,Lange” bleibt z.B. undefiniert), aber wir kommen mit ihnen aufgrund unserer
geometrischen Anschauung trotzdem zurecht. Tatsachlich ist auch gar nicht so
wichtig, was diese Objekte eigentlich sind. Wichtig ist, was man mit ihnen anstellen
kann und dies wird von Euklid durch seine Axiome klar festgelegt. Dies ist so
dhnlich wie beim Schach: es ist nicht so wichtig, woraus die Figuren hergestellt sind,
wichtig ist, welche Ziige sie machen diirfen. Dieser Sicht werden wir uns spéter
auch bei der axiomatischen Herangehensweise an die reellen Zahlen bedienen.

Archimedes. Quelle: Wikipedia

Ein weiterer wichtiger griechischer Mathematiker (und Gelehrter) war Archimedes
(-287 bis -212). Schon die Griechen vor Archimedes wufsten, dass das Verhdltnis von
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Umfang und Durchmesser eines Kreises fiir jeden Kreis das gleiche, also eine Konstante
ist. Wir nennen diese Konstante die Kreiszahl 7r. Aber erst Archimedes konnte beweisen,
dass fiir jeden Kreis auch die Formel

Flache
= —
(Radius)?

gilt, d.h. F = R?. Er bewies dies durch Approximation des Kreises durch regulire
Polygone. Hier taucht somit zum ersten Mal implizit der fiir die Analysis so wichtige
Begriff eines Grenzwertes auf (der Grenzwert der Polygone ergibt den Kreis).

Mit dem fiir die Analysis ebenfalls wichtigen Begriff des Unendli-

chen hatten die Griechen allerdings noch ihre Probleme. Beriihmt

sind die Zenonschen ParadoxaP] etwa das Paradoxon von Achil- |
les und der Schildkrote: Diese machen einen Wettlauf. Achilles 4(’

(A.) lauft 10 Meter pro Sekunde, die Schildkrote nur einen Meter

pro Sekunde. Da A. ein fairer Sportler ist, erhdlt die Schildkrote &
einen Vorsprung von 10 Metern. Nun behauptet Zenon, dass A. die

Schildkrote bei diesem Wettlauf nie iiberholen wird, denn er muss

ja immer zuerst ihren Vorsprung einholen. Nach einer Sekunde ist %
A. bei 10 Metern, die Schildkrote aber bei 11. Eine zehntel Sekunde ;

spdter ist auch A. bei 11 Metern, aber die Schildkrote ist nun schon

bei 11.1 Metern. Nach weiteren 0.01 Sekunden hat A. auch die 11.1 ;ﬁ,
Meter erreicht, die Schildkrote ist aber nun bei 11.11 Metern. Der ,
Vorsprung der Schildkrdte wird zwar immer kleiner, dennoch (so

Zenon) bleibe immer ein Vorsprung, so dass A. sie nie einholen Bildquelle: Wikipedia
wird. Wie sehen Sie das?

Zu einer Grundlagenkrise in der griechischen Mathematik kam es um das Jahr -500
durch die Entdeckung inkommensurabler Strecken durch Hippasos von Metapont.
Man nennt zwei Strecken kommensurabel, wenn sie ein gemeinsames Maf3 besitzen,
d.h. beide Strecken sind ganzzahliges Vielfaches einer kleineren Teilstrecke. Fiir die
Griechen vor Hippasos war , klar”, dass fiir alle Strecken ein solch gemeinsames Maf3
existieren sollte. Als Hippasos dann zeigte, dass dies fiir die Diagonale und Seite eines
Quadrats nicht gilt, war der Jammer grofs.

5Zenon von Elea, ca. -490 bis -430
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Aus heutiger Sicht wiirden wir sagen, dass die Griechen zwar mit den rationalen Zahlen
vertraut waren, mit irrationalen Grofen (wie z.B. ﬁ) jedoch nicht umgehen konnten.
Dies fiihrte insbesondere dazu, dass die Griechen die Geometrie und die Arithmetik als
streng getrennte Disziplinen betrachteten. Diese wurden erst Jahrtausende spater durch
Pierre de Fermat (1601-1655) und René Descartes (1596-1650) mit der Entwicklung der
analytischen Geometrie wieder zusammengefiihrt.

Fermat (links) und Descartes. Quelle: Wikipedia

Die griechische Mathematik hat durch arabische Mathematiker (die auch unter in-
dischem Einfluss standen) schliefllich erst sehr spat den Weg zurtick nach Europa
gefunden (mit ihnen haben auch die arabischen Zahlen und die (indische) Null Euro-
pa erreicht). Eine eigenstandige europdische Mathematik startet erst wieder mit der
Renaissance.

16. Jahrhundert — Isaac Newton (1643-1727) und Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716) entwickeln unabhédngig voneinander die Differential- und Integralrechnung und
verleihen der Mathematik, aber auch der Physik, einen neuen Schub. Die Mathematik
Newtons und Leibniz” beruht nach wie vor auf einem intuitiven Zahlenbegriff und
gentigt nicht der heutigen mathematischen Strenge.

Erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts haben Mathematiker wie Georg Cantor (1845-
1918) und David Hilbert (1862-1943) die Arithmetik, wie Euklid 2000 Jahre zuvor die
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Newton (links) und Leibniz. Quelle: Wikipedia

Geometrie, auf eine solide axiomatische Basis gestellt, so dass alle mathematischen
Sétze heute auf wenige Grundregeln (Axiome) zuriickgefithrt werden konnen.

Hilbert (links) und Cantor. Quelle: Wikipedia

Auch in dieser Vorlesung werden wir eine axiomatische Einfithrung der reellen Zahlen
an den Anfang stellen. —Ende VL 1—

1.3. Zur Notwendigkeit von Axiomen in der Analysis

Axiome sind Spielregeln, die die einzige legitime Grundlage fiir mathematische Schliisse
bilden, aber auch die einzige Einschrankung darstellen. Dass solche Spielregeln in der
Analysis (insbesondere auch beim Umgang mit dem Unendlichen) sehr wichtig sind,
zeigen vielleicht die folgenden Beispiele.

Beispiel 1.3.1. Wir berechnen die unendliche Summe
S=1-1+1—-1+1-1+...
auf drei verschiedene Weisen. Zuerst

S§=1-1+1-1+1-1+...=0.
el
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Andererseits kann man auch argumentieren:

S=1-14+1-14+1-1+1...=1

Zuletzt kann man auch rechnen:
S=1-141-141-14...=1-(1-14+1-1+...)=1-85,

also S = 1/2. Was ist nun richtig?

Beispiel 1.3.2. Auch beim Umgang mit Dezimalzahlen sind Spielregeln wichtig.

Ist etwa
0,9=0,99999... < 1?

Falls ja, warum?

Beispiel 1.3.3. Oder betrachten Sie die Zahl v/2. Diese zeichnet sich dadurch aus,
dass ihr Quadrat gleich zwei ist,

(V2> =2.
Aber gibt es eine solche Zahl? Zum Beispiel ist,
(1.41)* = 1.9881, (1.414)> =1.99939%, ...,

aber /2 ist ja irrational, hat also keine endliche Dezimalbruchentwicklung. Existiert
eine solche Zahl also iiberhaupt?

Eine axiomatische Beschreibung der reellen Zahlen wird uns helfen, die obigen Fragen
zu beantworten. Um die Axiome iiberhaupt formulieren zu kénnen, miissen wir uns
allerdings zundchst mit ein paar grundlegenden Begriffen aus der Aussagenlogik und
der Mengenlehre beschiftigen. Damit beginnen wir im nachsten Kapitel.
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2. Grundlagen

Da die Logik die Basis fiir zuverldssiges Argumentieren bildet, wollen wir uns in
diesem Kapitel zundchst mit den wichtigsten logischen Konstrukten beschiftigen.
Anschliefiend kiimmern wir uns um Grundbegriffe aus der Mengenlehre und werfen
insbesondere einen Blick auf Abbildungen zwischen Mengen. Zum Schluss gehen wir
dann noch der Frage nach, wie man die Grofse unendlicher Mengen vergleichen kann,
und wir erinnern an ein paar Begriffe aus der Kombinatorik.

2.1. Logik

Wir betrachten im Folgenden ein Teilgebiet der mathematischen Logik, die sogenannte
Aussagenlogik. Unter einer Aussage verstehen wir einen Ausdruck, von dem es
sinnvoll ist zu fragen, ob er wahr oder falsch ist.

Beispiel 2.1.1. (i) Einige Beispiele fiir Aussagen:

L2 >1", ,2<1” ,Die Zahl 7t + e ist rational”.

Die erste Aussage ist wahr, die zweite Aussage ist falsch und fiir die dritte Aussage
ist gegenwartig noch nicht bekannt, ob sie wahr oder falsch ist.

(ii) Keine Aussagen in diesem Sinne sind etwa ,,5 + 4" oder ,Mathe macht Spaf3”.

In der Aussagenlogik geht es darum, den Wahrheitswert von Aussagen zu bestimmen,
die durch Negation oder Kombination von Aussagen mit bekanntem Wahrheitswert
entstehen. Ist zum Beispiel eine Aussage A wabhr, so ist ihre Negation (Verneinung)

—A (gesprochen ,nicht A”)

falsch. Ist umgekehrt A falsch, so ist A wahr. Diese Zusammenhinge stellt man oft in
sogenannten Wahrheitstafeln dar. Hier steht ,w” fiir wahr und ,f“ fiir falsch.

Al A

w f
f w
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Beispiel 2.1.2. Fur A = ,2 > 17 ist ~A = ,2 < 1”. In diesem speziellen Fall ist A
wahr und —A falsch.

Quiz: Was ist die Negation der Aussage , Alle Blumen sind rot”?

Sind A, B Aussagen, so konnen wir diese durch das logische ,,und” bzw. das logische
,oder” zu neuen Aussagen verkniipfen: wir schreiben dies als

AANB (,A und B”, Konjunktion)

und
AV B (,A oder B“, Disjunktion).

Die zugehorigen Wahrheitstafeln sehen wie folgt aus:

A|B| AANB A|BJ| AVB
W W w W W w
w | f f w | f w
f|w f f|w w
£ f f f|f f

(a) Wahrheitstafel Konjunktion (b) Wahrheitstafel Disjunktion

Vorsicht. Wahrend man in der Umgangssprache das ,,oder” oft als ein , entweder-
oder” benutzt (,Mochtest Du Kaffee oder Tee?”), ist das logische ,,oder” einschlie-
Bend, d.h. (A V B) ist auch wahr, wenn sowohl A als auch B wahr sind.
Beispiel 2.1.3. Ist etwa x eine reelle Zahl, so ist die Disjunktion

(x>0)V(x<0)
nur im Falle x = 0 falsch. Die Konjunktion

(x>0)A(x<0)

ist dagegen fiir jedes x eine falsche Aussage.
Schauen wir uns nun mal einen einfachen mathematischen Satz an.

Satz 2.1.4. Seien x und y reelle Zahlen. Wenn x und y negativ sind, so ist ihr
Produkt x - y positiv.

In diesem Satz steckt eine weitere wichtige logische Verkniipfung, namlich eine soge-
nannte Implikation (Wenn-Dann-Beziehung). Hierfiir benutzen wir als Symbol den
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Folgepfeil ,,=*. Damit konnen wir den Satz nun also auch wie folgt aufschreiben.

Satz 2.1.4 (2. Fassung). Seien x und y reelle Zahlen. Dann gilt{]

(x<0)A(y<0) = x-y>0.

?,Dann gilt” bedeutet, dass die nachfolgende Aussage, in diesem Fall also die Implikation, stets
eine wahre Aussage ist.

Wir legen fest, dass die Implikation A = B fiir beliebige Aussagen A und B nur dann
den Wahrheitswert ,falsch” erhilt, wenn A wahr und B falsch ist. Entsprechend sieht
die Wahrheitstafel folgendermaflen aus.

A‘BHA:>B
w | W w
w | f f
f|w w
f|f w

Ist die Implikation wahr, so sagen wir
¢ A impliziert B, oder
¢ ,Aus A folgt B”, oder
¢ ,Wenn A gilt, dann gilt auch B”.
Weiterhin heifst in diesem Fall A hinreichend fiir B und B notwendig fiir A.

Vorsicht. Auf den ersten Blick scheint es merkwiirdig, dass die Implikation als
wahr definiert ist, wenn A falsch ist. Zerbrechen Sie sich hiertiber bitte nicht lange
den Kopf, denn in gewisser Weise handelt es sich einfach um eine willkiirliche
Festlegung. Ein Versuch es doch zu begriinden, ginge so: Wir haben den Satz
als wahr identifiziert. Aber das bedeutet, dass die dortige Implikation fiir jede
Wahl von x und y wahr sein muss. Fiir x =y = 1 bzw. x = 1,y = —1 ergibt sich
aber gerade die Situation aus Zeile 3 bzw. 4 der Wahrheitstabelle.

Fiir die Aussage (A = B) A (B = A) schreiben wir kurz
A< B

und sprechen von einer Aquivalenz. Diese ist genau dann wahr, wenn A und B beide
den gleichen Wahrheitswert haben, wie die folgende Tabelle zeigt.
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(B=A)

A &
w w
w f
f f
f w

Ist die Aussage A < B wahr, so sagen wir
¢ ,Aist dquivalent zu B”, oder
¢ ,A gilt genau dann, wenn B gilt”, oder

¢ A ist notwendig und hinreichend fiir B (und umgekehrt).

Beispiel 2.1.5. (i) Fur alle reellen Zahlen x,y gilt: x >y < ((x > y) V (x =y)).
(ii) Fiir alle reellen Zahlen x gilt: x > 0 & —x < 0.
Quiz: Gilt fiir alle reellen Zahlen x,y die Aquivalenz

(x<0)A(y<0) < x-y>0?

(iii) Mathematische Sitze sagen manchmal aus, dass eine gewisse Aquivalenz gilt,
d.h. stets wahr ist. Zum Beispiel behauptet der (vollstindige) Satz von Pythagoras,
dass in einem Dreieck mit den Seiten a, b, c und dem c gegeniiberliegenden Winkel

7 die folgende Aquivalenz gilt:
Y=90° & a®+b*=c>

Beachte. Wie gesehen, benutzen wir Klammern, um die Auswertungsreihenfolge
von logischen Ausdriicken festzulegen. Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir
folgende Bindungsstiarke der (sogenannten) Junktoren (von stark nach schwach):

-, N\,V, <.

Damit kénnen wir also etwa kurz = A V B statt (—A) V B schreiben.

Der folgende Satz zeigt uns ein paar Beispiele von dquivalenten Aussagen.
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Satz 2.1.6. Seien A, B Aussagen. Dann sind die folgenden Aussagen, unabhéngig
vom Wahrheitswert von A, B, immer wahr (man nennt solche Aussagen Tautologi-

en):
() AV -A.
i) =(-4) & A
(iii) -(AAB) < —-AV-B
(iv) ~(AVB) & —-AA-B
(v) (A=B) < (-B= —A) (Kontraposition, Umkehrschluss).

Beweis. Man beweist den Satz durch Betrachtung der zugehorigen Wahrheitstafeln.
Wir schauen uns exemplarisch Teil (iii) an:

A‘BHA/\B‘—!(A/\B) H ﬁA‘—!B‘(—\A)\/(—!B)
w | w w f f f f
w | f f w f w w
f|lw f w w f w
f|f f w w | W w

Da die Wahrheitswerte in den fett gedruckten Spalten tibereinstimmen, sind die
entsprechenden Aussagen logisch dquivalent. O —Ende VL 2—

Beispiel 2.1.7. (i) Die Negation der Aussage
(x>0)V(x<-1)

ist die Aussage
(x<O0)A (x> —1).

(ii) Die Aussage “Wenn es geregnet hat, ist die Strafle nass” ist dquivalent zur
Aussage “Wenn die Strafle nicht nass ist, hat es nicht geregnet”.

Vorsicht. Nicht dquivalent zur Aussage in (ii) ist die Aussage ,Wenn es nicht
geregnet hat, ist die StrafSe nicht nass”. Ganz allgemein folgt aus der Giiltigkeit
von A = B nicht die Giiltigkeit von =A = =B (und nattirlich auch nicht die von
B = A).

Wir fithren nun noch drei wichtige Symbole ein, die uns die Schreibarbeit in Zu-
kunft weiter erleichtern werden. Um die Bedeutung dieser sogenannten Quantoren zu
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erkldren sei M eine Menge und A(x) eine Aussage fir x € M (wie z.B. "x > 0").

Formel Bedeutung
VxeM: A(x) Fiir alle Elemente x € M gilt A(x).
dxe M: A(x) Es existiert (mindestens) ein x € M, fiir das A(x) gilt.
AxeM: Ax) Es existiert genau ein x € M, fiir das A(x) gilt.

Man nennt den Quantor V auch den Allquantor und den Quantor 3 den Existenz-
quantor. In mathematischen Aussagen werden diese Quantoren oft verkniipft, also
hintereinander ausgefiihrt. Schauen wir uns dazu einige Beispiele an. Hierbei stehe IR
fur die Menge der reellen Zahlen.

Beispiel 2.1.8. (i) ,,Zu jeder reellen Zahl existiert eine noch grofsere reelle Zahl.”
Diese Aussage kann man unter Verwendung der Quantoren etwa so aufschreiben:

VxeRdyeR: y>nx (A1)

Ist die Aussage wahr? Ja, denn fiir x € RistzB.y:=x+1> xodery := x+2 > «x.
Beachten Sie, dass nicht behauptet wird, dass genau eine grofiere Zahl y existiert.
Dies wére die Aussage

VxeR3lyeR: y>nx (A2)

Offensichtlich ist die Aussage (A2) nun falsch.

(ii) Was passiert, wenn wir die Reihenfolge der Quantoren in (A1) vertauschen?
dJye RvxeR: y>x (A3)

Diese (nun falsche) Aussage hat eine ganz andere Bedeutung als (A1). Sie besagt

jetzt, dass eine reelle Zahl y existiert, die grofer als alle anderen reellen Zahlen ist.

Vorsicht. Beim Vertauschen von ,,3” und ,V” dndert sich die Bedeutung der
entsprechenden Aussagen.

Wir miissen noch die Negation von Aussagen mit Quantoren betrachten. Im folgenden
Beispiel stehe N = {1,2,3,...} fiir die Menge der natiirlichen Zahlen.

Beispiel 2.1.9. Betrachten wir zunédchst die Aussage

1
Ve>0dneIN: o <e (B1)
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Diese wahre Aussage besagt, dass jeder positive Wert £ von (mindestens) einem
der Kehrwerte 1/n unterschritten wird, wenn 7 die natiirlichen Zahlen durchliduft.

Was ist die Negation dieser Aussage? Doch, dass (mindestens) ein positiver Wert
¢ existiert, der von keinem der Kehrwerte 1/n unterschritten wird. Die Negation
von (B1) ist also

de>0VneIN:

1
— > B2).
S>e (B2)

Vorsicht. Bei der Negation wird ,V* zu ,,3” und umgekehrt, und die Aussage nach
dem Doppelpunkt wird negiert.

2.2. Mengenlehre

Mengen stellen heutzutage einen der Grundbausteine der Mathematik dar und wir sind
ihnen im letzten Abschnitt ja auch schon begegnet. Was genau eine Menge allgemein
ist, wollen wir dabei gar nicht weiter definieren, sondern uns im Wesentlichen auf
unsere Anschauung verlassen[]| Wichtig ist

¢ eine Menge enthilt Objekte, ndmlich ihre Elemente, und

¢ zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen.

Es hat sich eingebiirgert, Mengen mit Grofbuchstaben zu bezeichnen. Ist M eine Menge,
so schreiben wir

x € M, falls x Element von M ist, und
x ¢ M, falls x kein Element von M ist.

Beispiel 2.2.1. Die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnen wir mit IN, d.h.
N :={1,234,.. }ﬂ

Esgilt z.B.1 € N und 0 ¢ IN.

"Das Symbol ,:=" bedeutet, dass wir die linke Seite (in diesem Fall also das Symbol IN) durch die
rechte Seite definieren.

"Der Begriinder der Mengenlehre, Georg Cantor, hat eine Menge etwas schwammig definiert als ,eine
Zusammenfassung M von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.” Das miissen Sie
sich aber nicht merken.
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Hier haben wir schon die aus der Schule bekannte Mengenschreibweise mit den Men-
genklammern ,{” und , }"” verwendet. Die Elemente der Menge stehen innerhalb der
Klammern und werden durch Kommata getrennt. Die Menge wird also beschrieben,
indem wir ihre Elemente explizit auflisten. Beachten Sie, dass wir die , Piinktchen”
nur verwenden konnen, wenn Kklar ist, wie die Elemente der Menge aussehen.

Beispiel 2.2.2. (i) Ein weiteres Beispiel einer Menge ist
M ={a,b,c,d},

die Menge der ersten vier Buchstaben des Alphabets. Hier gilt 2 € M, aber e ¢ M.
Ferner darf man Elemente mehrfach auffiihren (auch wenn das nicht tiblich ist)
und die Reihenfolge vertauschen, d.h. z.B.

M = {a,b,c,d} ={a,a,b,c,d} ={d,a,c,b}.

In der Tat, alle diese Mengen haben die gleichen Elemente und stimmen daher
tiberein.

(ii) Die Elemente von Mengen konnen beliebige Objekte sein. Zum Beispiel ist auch
M = {{1,2},{3,4,5}}

eine Menge. Diese hat die Elemente {1,2} und {3,4,5}, die selbst wieder Mengen
sind. In diesem Fall ist keine der Zahlen 1,2, 3,4,5 ein Element von M!

Es ist niitzlich, auch eine Menge ohne Elemente zu haben, die leere Menge. Schreib-
weise:
{} oder @.

Wenn Sie sich Mengen als einen mit Dingen gefiillten Beutel vorstellen, ist die leere
Menge einfach ein leerer Beutel.

Vorsicht. @ # {0}

Schauen wir uns weitere Beispiele an.

Beispiel 2.2.3. Schon aus der Schule bekannt sind:
e No:=1{0,1,2,3,...}.
e Z:=4{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, die Menge der ganzen Zahlen.
* Q:={%|meZundn € N}, die Menge der rationalen Zahlen.

* R, die Menge der reellen Zahlen.
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Bei der Definition von Q sehen wir ein weiteres wichtiges Konstruktionsprinzip fiir
Mengen: Ist x ein Objekt und E(x) eine Eigenschaft, die x entweder hat oder nicht hat,
so ist {x | E(x)} die Menge aller Objekte x mit der Eigenschaft E(x). Mengen kénnen
also iiber die Eigenschaften ihrer Elemente definiert werden.

Beispiel 2.2.4. (i) Ist T die Menge aller Studierender an der TUC, so ist
{x|x € T und x ist weiblich }
die Menge der weiblichen Studierenden an der TUC. Alternative Schreibweise:

{x € T'| x ist weiblich }.

(ii) Fur a,b € R setzt man

[a,D] {xeR|a<x<b}
(a,b] = {xeR|la<x<Db}
[a,b) = {xeR|a<x<b}
(a,b) {x €R|a < x<b}.

Dies sind die sogenannten beschrankten Intervalle. Weiterhin gibt es die unbe-
schrinkten Intervalle

(a,0) = {xeR|a<ux}
[a,00) = {x€R|a<x}, usw

Vorsicht: Es kann [a,b] = @ gelten (dies ist genau dann der Fall, wenn b < a)!
Weiterhin ist ,00” hier nur ein Symbol, aber keine reelle Zahl.

Eine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B (bzw. B Obermenge von A), falls
VxeA: x€B,
d.h. jedes Element von A ist auch ein Element von B. Schreibweise:

ACB oder BDA.

Beispiel 2.2.5. (i) Fiir jede Menge A gilt © C A und A C A.
(ii) Es ist
NCNoCZCQCR

-—Ende VL 3—
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(iii) Fiir zwei Mengen A, B gilt:
A=B& ((ACB)A(BCA)).

Diese Aquivalenz nutzt man oft in Beweisen von Mengengleichheit.

Vorsicht. , Teilmenge sein” und , Element sein” sind zwei verschiedene Dinge:
1 €N, aber1 € N,

{1} ¢ N, aber {1} C N.

Quiz: Kann ein Objekt gleichzeitig Teilmenge und Element einer Menge sein?

Mengenoperationen

Aus gegebenen Mengen konnen wir neue gewinnen. Ein Beispiel ist die Potenzmenge
einer Menge A, welche die Menge aller Teilmengen von A ist:

P(A):={B|BC A).

Beispiel 2.2.6. Es gilt etwa
* P({1}) = {2 {1}},
* P{12}) = {9 {1}, {2}, {1,2}}.
* P({1,2,3}) = {2, {1},{2}, {3}, {1,2},{2,3},{1,3}, {1,2,3}}.

Quiz: Was ist P({2,{2},{1,2}})? Kann fiir eine Menge A auch P(A) = @ gelten?
Was ist P(©)? Warum hat P(A) immer mehr Elemente als A?

Sind A und B Mengen, so kann man mittels Vereinigungs-, Schnitt- und Differenzbil-
dung eine neue Menge konstruieren.

A B

()
dr) (COD @)

AuvB
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Diese Bildchen, die sogenannten Venn-Diagramme? machen die Bedeutung dieser
Mengenoperationen sofort klar. Trotzdem miissen wir noch eine formale Definition
anschliefSen:

e AUB:={x]|(x € A)V (x € B)} heifit die Vereinigung von A und B. Hierbei ist
wichtig zu erinnern, dass das logische Oder, d.h. V, immer nicht ausschlieffend
ist, d.h. hier darf x auch gleichzeitig Element von A und von B sein.

e ANB:={x|(x€ A) A (x € B)} ist der Durchschnitt von A und B,

e A\B:={x|(x € A) A (x ¢ B)} heist das Komplement von B in A oder die
Differenz von A und B (gesprochen wird es oft einfach: ,,A ohne B”).

Natiirlich kann es passieren, dass zwei Mengen A und B sich nicht schneiden.

¢ Gilt AN B = @, so sagt man, dass die Mengen disjunkt sind.

Beispiel 2.2.7. (i) No = INU {0} und N = Ny \ {0}.

(i) {1,2,3}U{3,4,5} = {1,2,3,4,5}.

(i) {1,2,3} N {3,4,5} = {3}, {1,2,3} \ {3,4,5} = {1,2}.

(iv) {1,2} \ {3,4} = {1,2}. Die Mengen {1,2} und {3,4} sind disjunkt.

(v) Auch auf Intervalle konnen wir die Mengenoperationen anwenden, z.B:
[1,3]N[2,4] =[2,3], [1,3]U2,4=[14], [1,3]\[24] =]12).

Quiz: Ist es moglich, dass bei der Vereinigung/dem Schnitt/dem Komplement
zweier nicht-leerer Mengen die leere Menge herauskommt?

Wir konnen die Mengenoperationen auch verbinden. Wie bei Zahlen und Aussagen
verwenden wir Klammern, um die Reihenfolge der Ausfiihrung festzulegen.

Proposition 2.2.8.|Seien A, B, C Mengen. Dann gelten die folgenden Aussagen:
i AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(i) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

(iii) C\ (AUB) =(C\A)N(C\B)

(iv) C\ (ANB) = (C\A)U(C\B)

“In der Mathematik werden die wichtigen Aussagen Sitze genannt und die nicht ganz so wichtigen
Propositionen.

?John Venn (1834-1923)
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(i) und (ii) sind Distributivregeln und (iii) und (iv) nennt man die de Morganschen
Regeln?| (das Komplement einer Vereinigung ist gleich dem Schnitt der Komplemente
usw.). Mittels Venn-Diagrammen kann man sich sofort tiberzeugen, dass die Aussagen
plausibel sind . .. aber ein Beweis ist dies noch nicht!

Beweis (von Proposition 2.2.8). Wir beweisen hier exemplarisch Teil (iii). Dazu zei-
gen wir, dass die Mengen C \ (AU B) und (C\ A) N (C\ B) die gleichen Elemente
haben. Denn es gilt

xeC\(AUB) C)N(x ¢ (AUB))

C)AN(x¢ A)N(x ¢ B)

xe€C)AN(x ¢ A)AN((xeC)A(x ¢ B))
xe€C\A)A(x e C\B)

x € (C\A)N(C\B).

X €
X €

(
(
(
(

st oo

O

Die letzte Mengenoperation, die wir uns anschauen wollen, ist die Produktbildung.
Dies kennen sie schon aus der Schule: Die Zahlenebene lésst sich darstellen als

RZ=R xR = {(x,y) | x,y € R}.

R

Y ¢ Oxiy)
> IR

Sind allgemeiner A und B nicht-leere Mengen und a € A, b € B, so nennen wir einen
Ausdruck der Form (a, b) ein geordnetes Paar. Die erste Komponente (oder Koordinate)
dieses Paares ist 4, die zweite b. Die Menge aller solcher geordneter Paare nennen wir
das kartesische Produkt] oder kurz Produkt von A und B. Schreibweise:

AxB:={(ab)|aec Aund b € B}.

Vorsicht. (i) Fiir reelle Zahlen a, b darf das Paar (a,b) nicht mit dem Intervall (g, b)
verwechselt werden, obwohl wir die gleiche Schreibweise benutzen! Aus dem
Kontext sollte stets klar sein, worum es sich handelt.

(ii) Im Gegensatz zu zweielementigen Mengen kommt es bei Paaren auf die Reihen-

3Augustus de Morgan (1806-1871)
4nach René Descartes (1596-1650).
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folge an! Es ist zwar {1,2} = {2,1}, aber (1,2) # (2,1). Genauer gilt

(a,b) =(c,d) < a=cundb=d. —Ende VL 4—

2.3. Abbildungen

Wir kommen zu einem weiteren zentralen Begriff dieser Vorlesung. Dazu seien zwei
nicht-leere Mengen A, B gegeben. Eine Abbildung (oder Funktion) f von A nach B
ordnet jedem Element a € A genau ein Element f(a) € B zu. Man nennt

* f(a) den Wert von f an der Stelle a bzw. fiir das Argument a (oder das Bild von
a unter f).

e g ein Urbild von f(a) unter f.
¢ A den Definitionsbereich von f.
* B den Zielbereich von f.
Man schreibt in diesem Fall f : A — B,a — f(a).

Vorsicht. Wir nutzen den Pfeil — zwischen Definitions- und Zielbereich, und den
Pfeil — fiir die Abbildungsvorschrift.

Beispiel 2.3.1. Abbildungen f : A — B zwischen endlichen Mengen A, B kann
man mittels Pfeildiagrammen beschreiben.

Q) f@a=a, f0)=2 {(c)=3

T,

(@) fla) = L5 = f(e)= 41
D
@)

e
e




2.3. Abbildungen 24

Beachte. (i) Zur Beschreibung einer Abbildung gehoren drei Dinge: Definitionsbe-
reich A, Zielbereich B und Abbildungsvorschrift a — f(a).

(ii) Gilt B = R, so sprechen wir in der Regel von der , Funktion f“ statt von der
,Abbildung f“, obwohl beide Sprechweisen erlaubt sind.

(iii) Wéhrend f an der Stelle a genau einen Wert hat (ndmlich f(a)), kann f(a)
verschiedene Urbilder haben, wie das zweite Pfeildiagramm von oben zeigt.

Weiterhin nennt man fiir eine Abbildung f : A — B

¢ die Menge
f(A) = {f(a)|a c A}

den Wertebereich (oder das Bild) von f. Man schreibt auch W(f) statt f(A). Es
gilt stets f(A) C B, aber nicht notwendig f(A) = B!

¢ die Menge
G(f):={(a f(a))|ac A} C AxB

den Graphen von f.

Beispiel 2.3.2. (i) f : N — IN,n — n + 1 (Nachfolgerabbildung). Oft verwendet
man auch folgende alternative Schreibweise:

f:IN—-N, f(n):=n+1.
Hier gilt fiir den Wertebereich f(IN) = {2,3,4,...}.

«f . GH)

(ii) f : R — R, x ~ x? bzw. in alternativer Schreibweise f : R — R, f(x) := x2.
Hier ist f(R) = [0, ).
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Beachte: In der Wahl des Zielbereiches hat man etwas freie Hand, es muss lediglich
darauf geachtet werden, dass der Zielbereich eine Obermenge des Wertebereiches
ist. Man hétte die obige Funktion also auch als f : R — [0,00),x — x2 einfithren
konnen, nicht jedoch als f : R — [1,00), x — x2.

(iii) Aus der Schule kennen Sie einige Funktionen, z.B.

exp:R— R, In:(0,00) >R, sin:R—R, cos:R— R,

/S /?F

\u/“\
b{\/ ’

Quiz: Wissen Sie noch, wie diese Funktionen definiert waren?

(iv) Eine Abbildung muss nicht durch einen einzelnen Ausdruck definiert werden.

. . 2x, falls x <1/2
fO =R, fx):= { 2-2x, fallsx>1/2

ist ebenfalls eine Abbildung/Funktion. Quiz: Wie sieht der Graph dieser Funktion
aus?

(V) Zu beliebigen nicht-leeren Mengen A, B existiert stets eine Abbildung f von
A nach B! Ist etwa by € B, so ist die konstante Abbildung f : A — B,a — b ein
Beispiel.

(vi) Auch Addition und Multiplikation sind Abbildungen, die ein Paar (a,b) €
RxRaufa+b € Rbzw.a-b e R abbilden, ndamlich

Add.:RxR—-R, (4b)—~a+b und Mult:RxR—R, (ab)+—a-b.

Oft benutzt man hier (leicht doppeldeutig) einfach + und - als Namen fiir die
Abbildung, d.h.

+:RxR—R, (gb)r—a+b und -:RxR—R, (ab)—a-b.

Vorsicht. Nachfolgend sehen wir keinen Graphen einer Funktion f : R — R.
Warum?
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Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat

Zu einer Abbildung f : A — B konnen wir die Gleichung
fla)=1b

aufstellen. Hier ist b € B gegeben und a € A gesucht, das die Gleichung 16st. In diesem
Zusammenhang fithren wir nun drei neue Begriffe ein.

(i) f heifSt surjektiv, falls fiir jedes b € B mindestens ein a € A mit f(a) = b existiert.

In diesem Fall gilt also: Jeder Punkt im Zielbereich wird (mindestens einmal)
angenommen, d.h. f(A) = B.

(ii) f heiBt injektiv, falls fiir jedes b € B hochstens ein a € A mit f(a) = b existiert.
In diesem Fall gilt also: Kein Wert wird zweimal angenommen.

(iii) f heifst bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist, d.h. fiir jedes b € B existiert
genau eina € A mit f(a) = b.

In diesem Fall gilt also: Jeder Punkt im Zielbereich wird genau einmal angenom-
men. -—Ende VL 5—

Vorsicht. Injektivitdat und Surjektivitit sind unabhidngige Konzepte. Jede der folgen-
den Kombinationen kann fiir Funktionen eintreten: weder injektiv noch surjektiv,
injektiv aber nicht surjektiv, surjektiv aber nicht injektiv, injektiv und surjektiv.
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Beachte. Die Injektivitat/Surjektivitat/Bijektivitat lasst sich sehr elegant mit Hilfe
der Quantoren beschreiben. Es ist f : A — B

e surjektiv, falls
VbeBdac A: f(a)="b.

e injektiv, falls
Va,a' € A: f(a)=f@@') = a=d

bzw. (mittels Umkehrschluss)

Va,d € A: a#d = f(a)# f(d).

* bijektiv, falls
VbeB3lac A: f(a)=b.

Beispiel 2.3.3. (i) Am Graphen einer Funktion f : A — B kann man Injektivitat
usw. meist leicht ablesen.

nich iv\ic\,‘llv injelbhiv

nicht Sbwl)l,le“\/ hich su(elbiv
~ n
Ve ~
— A — L
S
>
A7 A
hichh injeudiv ey
50%)(\«’5‘\/ Savyebhiv
N
) /\f & 7\§;
> A E

A

(ii) Ist f : A € R — R streng monoton wachsend, d.h.

Va,d € A: a<d = f(a)<f(d)
oder streng monoton fallend, d.h.

Va,d € A: a<d = f(a)> f(d),

so ist f injektiv. Kénnen Sie das beweisen?

(iii) Durch Einschrankung von Definitions- bzw. Zielbereich kénnen wir die Eigen-
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schaften einer Abbildung dndern:

fi: R=>Rx— x2 ist weder injektiv, noch surjektiv,
f2:[0,00) & R, x — x? ist injektiv, aber nicht surjektiv
f3:[0,00) = [0,00),x — x* ist bijektiv.

£ A 1
A

Vorsicht. Die Surjektivitdt der Abbildung f3 ist gar nicht so trivial, wie es scheint.
Dies bedeutet, dass zu jedem y > 0 ein x > 0 existiert, so dass x> = y. Dies
beinhaltet etwa auch die Existenz einer Zahl x > 0 mit x2 = 2, d.h. die Existenz

von \@

Um die Existenz von v/2, und allgemeiner die Surjektivitat von f3, wirklich zu
beweisen, werden wir spéter noch ordentlich arbeiten miissen.

Quiz: Welche Eigenschaften haben die Funktionen
exp:R— R, In:(0,00) >R, sin:R—R, cos:R—R?

Kann man sie stets zu bijektiven Funktionen einschranken (falls nicht schon der Fall)?

Die Umkehrabbildung

Ist f : A — B bijektiv, so existiert zu jedem b € B genau eina € A, fiir das f(a) = b gilt.
Ordnen wir diesem b nun genau jenes a zu, erhalten wir also eine neue Abbildung mit
Definitionsbereich B und Zielbereich A. Diese Abbildung wird die Umkehrabbildung
(bzw. Inverse) von f genannt und mit f ! : B — A bezeichnet. Es gilt dann also fiir
b € B, dass

flb)y=a < f(a)=0.
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Quiz: Warum existiert die Umkehrabbildung f~! : B — A nicht, wenn f nicht injektiv

bzw. nicht surjektiv ist?

Direkt aus der Definition ergibt sich, dass der Graph der Umkehrabbildung durch

,Spiegelung” des Graphen von f entsteht, d.h. G(f~1) = {(f(a),a) | a € A}.

Beispiel 2.3.4. Sei f : R = R, f(x) := £}, Fiir x,y € R rechnen wir

x+1

f)=y < A x=2y—1

Die Gleichung f(x) = y hat also fiir jedes y im Zielbereich R genau eine Losung
im Definitionsbereich R, d.h. f ist bijektiv. Gleichzeitig haben wir die Umkehrab-
bildung ausgerechnet: es gilt

U R—=R, fiy)=2y—1

Vorsicht. (i) Wie hier geschehen beschreibt man das Argument der Umkehrfunkti-
on haufig mit einem anderen Buchstaben als das Argument der Funktion (hier z.B.
y bzw. x). Dies ist aber nicht zwingend notwendig. Man hitte genauso schreiben

konnen
fFFL'R—=R, fix)=2x—-1

(ii) Die Umkehrabbildung f~! hat nichts mit der Abbildung }7 zu tun! Oben ist
zum Beispiel f~1(y) =2y — 1, aber

1 1 1 2
(F)0=75=m v

Quiz: Die Umkehrabbildung von exp : R — (0,00) ist In : (0,00) — R. Kennen Sie

weitere Umkehrabbildungen aus der Schule?

—Ende VL 6—
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Verkniipfung von Abbildungen

Aus gegebenen Abbildungen konnen wir neue konstruieren. Sind etwa f : A — B und
g : B — C Abbildungen, so heifst die Abbildung

gof:A—=C, ar g(f(a))

die Verkniipfung bzw. Komposition bzw. Hintereinanderausfiihrung von f und g.
Sprechweise: ,,¢ nach f“.

3 c
Y

¢
N\

%
&

Beispiel 2.3.5. (i) Seien f,¢ : R —» R, f(x) = x + 1, g(x) = x%. Dann gilt go f :
R—R,fog:R— Rund
(g0 f)(x) =g(f(x) =g(x+1) = (x +1)°
bzw.
(fog)(x) = f(g(x)) = f(x*) = x* +1.
Warnung! Sie sehen, dass f o g # g o f. Die Verkniipfung von Abbildungen ist im
Allgemeinen nicht kommutativ.

(i) Fir f : [0,0) - R,x — /xund ¢ : R —» R,x — —x ist nur eine der
Verkniipfungen g o f und f o g definiert. Quiz: Welche? Was kommt heraus?

(iii) Fir f: A =+ B,g: B— Cund h: C = D gilt

ho(gof)=(hog)of.

D.h. die Verkniipfung von Abbildungen ist assoziativ. Bei der Hintereinanderaus-
fihrung von zwei Verkniipfungen spielt es also keine Rolle, welche der beiden
Verkniipfungen Sie zuerst auswerten.

(iv) Fur A # @ ist die Identititsfunktion id 4 definiert als
idA:A—>A, idA(El)I[l,

d.h. sie bildet jedes Element von A auf sich selbst ab (oder anders formuliert, sie
lasst die Elemente von A so wie sie sind).
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Beachte. (i) Die Identitdtsfunktion spielt fiir die Verkniipfung von Abbildung eine
dhnliche Rolle wie die 1 bei der Multiplikation von Zahlen: Fiir f : A — B und
die Identitdtsfunktionen idg : B — B bzw.idy : A —+ A gilt foidy = f = idpof,
denn fiir alle a € A gilt

(foida)(a) = f(ida(a)) = @ = idp(f(a)) = (idp of ) (a).
€B

(ii) Mit Hilfe der Identitatsfunktion konnen wir auch eine zweite Charakterisierung
der Umkehrabbildung angeben. In der Tat, ist f : A — B bijektiv mit Umkehrab-
bildung f~!: B — A, so gilt offensichtlich

flof=ida und fof!=idp,

d.h.
VacA: ff(a)=a und VbeB: f(f (b)) =0

In der Ubung werden Sie zeigen, dass umgekehrt auch Folgendes gilt: Falls eine
Abbildung g : B — A existiert, so dass

gof =ida und fog =idp,

so ist f bijektivund g = f~1.

Die Verkniipfung von Abbildungen ist eine Moglichkeit, aus gegebenen Abbildungen
neue zu konstruieren. Im Falle von reellwertigen Funktionen hat man weitere Moglich-
keiten, etwa, indem man Summen oder Produkte betrachtet. Hierauf werden wir spéter
wieder zurtick kommen.

2.4. Machtigkeit von Mengen

In diesem kurzen Abschnitt wollen wir tiber den Schulstoff nun ein erstes Mal hinaus-
gehen und dartiber sprechen, wie man die Grofie von unendlichen Mengen vergleichen
kann.

Schauen wir dazu zunéchst einmal auf den Fall zweier endlicher Mengen A und B.
Um zu sehen, ob beide Mengen die gleiche Anzahl an Elementen besitzen, konnen wir
die jeweiligen Elemente einfach zdhlen und die Ergebnisse vergleichen.
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Sind die Mengen nicht endlich, so schldagt diese Methode fehl. Allerdings kann man
auch anders vorgehen: Wir bilden einfach Paare von Elementen aus A und B.

N 16)
A0
[ <> |
“' . >

- > \
Z =< > |

Jedem Element von A ordnen wir genau ein Element von B zu und umgekehrt. Wenn
bei dieser Paarbildung alle Elemente von A und B beriicksichtigt werden, sind die
Mengen gleich grofs. Durch die Paarbildung werden die Elemente von A in diesem Fall
bijektiv auf die Elemente von B abgebildet.

Beispiel 2.4.1. Die beschriebene Methode funktioniert z.B. fiir die natiirlichen
Zahlen und die geraden Zahlen via der bijektiven Abbildung

p:IN—{2,46,...}, ¢(n)=2n

oder fiir die natiirlichen Zahlen und die ungeraden Zahlen via

P :N—{1,3,5,...}, ¢Hn) =2n—1.

Den beschriebenen Sachverhalt benutzen wir nun fiir eine allgemeine Definition:

¢ Zwei Mengen A und B heiflen gleichmaichtig, falls es eine bijektive Abbildung
f:A— B(bzw. g: B — A) gibt.

Beachte. Ist f : A — B bijektiv, so auch ¢ := f~! : B — A (und umgekehrt).

¢ Eine Menge A heifst abziihlba falls sie gleichméachtig zur Menge IN der natiirli-
chen Zahlen ist.

¢ Eine Menge, die weder endlich noch abz&hlbar ist, heifst iiberabzahlbar.

Abzdhlbare Mengen sind also (im Sinne gleicher Machtigkeit) genauso grofd wie die
Menge der natiirlichen Zahlen, wiahrend tiberabzihlbare Mengen grofer sind.

Beachte. Ist A abzdhlbar und g : IN — A bijektiv, so kann man A schreiben als

A= {5(1),8(2),83),...} = {gli) | i € N}.

Man kann A also wirklich ,,abzdhlen”.

5Was wir abzihlbar nennen, heifit in manchen Biichern auch ,,abzihlbar unendlich”. Dort (aber nicht bei
uns!) bedeutet abzidhlbar dann ,,endlich oder abzidhlbar unendlich” .
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Beispiel 2.4.2. Wie oben gesehen ist etwa die Menge der geraden Zahlen und die
Menge der ungeraden Zahlen abzéhlbar. Das gleiche gilt fiir die Menge Z der
ganzen Zahlen.
o 4l
N,
Y
. &
-4 \\/
2 49
é/ ‘F w2 —> N
-2 A , n=0O
\>3G -ﬁ(‘ﬂ)fzi'&n , n>0
° 2-(n)en ) N < @]

Schon etwas iiberraschender ist vielleicht der folgende Satz.

Satz 2.4.3. Q ist abzihlbar.

Die rationalen Zahlen sind also im Sinne der Machtigkeit genauso grofs wie die nattir-
lichen Zahlen.

Beweis. Wir miissen die rationalen Zahlen auf eine systematische Weise abzédhlen
und schreiben dafiir alle Zahlen nach folgendem Schema in eine ,unendliche”
Tabelle: In die erste Zeile kommt die 0 und dann alle Briiche mit Zahler 1, wobei
wir die Briiche mit abwechselndem Vorzeichen und steigendem Nenner notieren.
In die zweite Zeile kommen analog alle Briiche mit Zdhler 2 usw. Nun durchlaufen
wir diese Tabelle diagonal, wie in der Zeichnung angegeben, und {iberspringen
dabei alle Briiche, die nicht in gekiirzter Form vorliegen.

Da auf diese Weise jede rationale Zahl genau einmal getroffen wird, erhalten wir
tatsdchlich die gesuchte Abzdhlung von Q. O
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Der vorherige Satz konnte zu der Vermutung fiihren, dass es fiir unendliche Mengen
gar keine Abstufungen gibt und jede solche Menge abzahlbar ist. Das dies nicht so ist,
zeigt der folgende Satz.

Satz 2.4.4. Die Menge R der reellen Zahlen ist tiberabzéhlbar.

Die reellen Zahlen sind also im Sinne der Machtigkeit echt grofier als die rationalen
und die nattiirlichen Zahlen, eine durchaus tiberraschende Tatsache.

Beweis (ldee). Es geniigt zu zeigen, dass das Intervall (0,1) nicht abzéhlbar ist. Dies
beweisen wir mit einem sogenannten Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, das Intervall
sei abzdhlbar und leiten aus dieser Annahme durch korrekte logische Schliisse eine falsche
Aussage ab. Dieser sich ergebende ,,Widerspruch” zeigt dann, dass unsere Annahme falsch
war und das Intervall nicht abz&dhlbar ist. Da es sicher nicht endlich ist, muss es damit
tiberabzdhlbar sein.

Nehmen wir also an, dass (0, 1) abzihlbar ist. Dann existiert eine Bijektion ¢ : IN — (0,1)

und wir erhalten
(0,1) = {g(1),8(2),...} ={g(i) | i € N}.

Jede reelle Zahl im Intervall (0,1) miisste also mit genau einer der Zahlen g(i) iiberein-
stimmen. Wir werden im folgenden eine Zahl z € (0,1) konstruieren, fiir die das nicht
zutrifft. Dieser Widerspruch zeigt dann, wie gewiinscht, dass das Intervall (0,1) doch
tiberabzdhlbar sein muss.

Aus der Schule wissen Sie bereits, dass jede reelle Zahl eine eindeutige Dezimaldarstellung
besitzt (jedenfalls dann, wenn wir stets die Darstellung wahlen, die keine 9er Periode
besitzt, d.h. z.B. 1,000... statt 0,999 ... usw.). Dies gilt auch fiir die aufgelisteten Zahlen
¢(7), d.h. wir finden Ziffern xijj € {0,...,9}, so dass

g(1) = 0,x11x12%13 ---
g(2) = 0,x1%02%3 -
gi) = 0,x1x2%i3 -

Nun sei fiiri € N
- 1, fallsx;; =2
P 2, falls Xii 75 2

und
z=0,z12223 ...

Dann ist z € (0,1) und fiir jedes i € IN ist z # ¢(i), denn die i-te Nachkommastelle von z
und g (i) sind nach Konstruktion verschieden. O

-—Ende VL 7—
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2.5. Etwas Kombinatorik

Zum Abschluss dieses Kapitels erinnern wir an einige Resultate aus der Kombinatorik,
die grofitenteils schon aus der Schule bekannt sein sollten.

Zunichst benotigen wir zwei Begriffe:

(i) Fakultdt: Man definiert 0! := 1 und
nl:=1-2-...-n, n € IN.

Sprechweise ,n-Fakultat”.

(ii) Binomialkoeffizienten: Es seien n,k € Ny mit 0 < k < n. Dann definieren wir
den Binomialkoeffizient (Z), gesprochen ,n iiber k“, als

Beachte. (i) Fiir alle n € IN gilt die Rekursion n! = (n — 1)! - n. Hierbei nutzt man,
dass 0! =1 gilt!

(ii) Die Fakultat wéachst sehr schnell

00=1, 1'=1, 2!=2, 3!'=6, 4!=24, 5!=120,

Aus der Schule kennen Sie schon die Bedeutung von Fakultit und Binomialkoeffizient.
Dies halten wir hier noch einmal (ohne Beweis) fest.

Satz 2.5.1. (i) Die Anzahl aller moglichen Anordnungen einer n-elementigen
Menge ist gleich n!.

(ii) Der Binomialkoeffizient (}) gibt die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer
n-elementigen Menge an. Insbesondere gilt (;) € IN.

Beispiel 2.5.2. Die Menge {1, 2,3} besitzt die 3! = 6 Anordnungen

(1,2,3)  (1,3,2)  (2,1,3)  (2,3,1) (31,2  (3,21).

Sie hat (g) = 1 Teilmenge mit drei Elementen, (;) = 3 Teilmengen mit zwei

Elementen, (:1”) = 3 Teilmengen mit einem Element und (g) = 1 Teilmenge mit

keinem Element.
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Folgende Rechenregeln fiir die Binomialkoeffizienten ergeben sich direkt aus deren
Definition (die Teile 1) und 2) aber z.B. auch sofort aus Satz (ii). Quiz: Wie

genau?

Lemma 2.5.3. f|Fiir n,k € No mit 0 < k < n gilt:
) =0 =1
2) (1) = .1y
3) (M) + =) furl<k<n

2Als Lemma bezeichnet man in der Mathematik ein Hilfsresultat, das oft zum Beweis von Sitzen
oder Propositionen verwendet wird.

Beweis. Hausaufgabe! O

Beachte. Teil 3) des vorherigen Lemmas zeigt uns, dass die Binomialkoeffizienten
mit Hilfe des sogenannten Pascalschenf”| Dreiecks berechnet werden kénnen.

() q
(v 2) A 4
NERRCIe N N
(3) (A\ (L\ (3) 1 3 3 /]

Quiz: Wie driicken sich Teil 1) und 2) des Lemmas im Pascalschen Dreieck aus?

"Blaise Pascal (1623-1662)

Aus der Schule kennen Sie die binomische Formel
(x+ y)2 = x>+ 2xy + y2.

Dies ergibt sich einfach durch Ausmultiplizieren (Distributivregel) und Aufsammeln
der Terme:

(x+y)? = @x+y)(x+y) =x-(x+y)+y- (x+y) =X +xy+yx+y° = x*+2xy + i~

Unser néchstes Ziel ist eine Verallgemeinerung dieser Formel auf hohere Potenzen.
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Dazu rechnen wir zunédchst ein paar Beispiele:

(man definiert 2° := 1 fiir alle 2 € R)

Wir sehen, dass wir hier gerade die Koeffizienten aus dem Pascalschen Dreieck, d.h.
die Binomialkoeffizienten, wiederfinden. Diese Beobachtung wollen wir nun als Satz
festhalten.

Beachte. Da in den obigen Formeln fiir hohere Potenzen ziemlich lange Sum-
men herauskommen, ist es zweckmaflig, fiir solche Summen eine vereinfachende
Notation einzufiihren.

e Fiirap,aq,...,a, € R setzen wir
n
Zak =ag+ay+...+a,.
k=0

Das griechische X (Sigma) steht dabei fiir ,Summe”. Sprechweise: Die Summe
uber alle a; von k = 0 bis k = n.

* Natiirlich kann man auch bei k = 1 oder k = 2 anfangen zu zédhlen,
n
Zak =m+a+...+a,, usw.
k=1

Zum Beispiel erhalten wir mit a; = k, dass

n

Y k=1+42+4...+n.
k=1

Quiz: Was sind Y} _; 1 und Y}_,(—1)k?

Der nachfolgende Satz verallgemeinert die binomische Formel nun auf hohere Poten-
zen.

Satz 2.5.4 (Binomischer Lehrsatz). Sei n € Np und x,y € R. Dann gilt

(x+y)" = i <Z> x”_kyk.

k=0
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Ausgeschrieben lautet die Formel also

(x +y)n — <g) xnyO + (T) xn—lyl 4 <Z> xn—ZyZ 4+ (Z) xOyn

und um die Koeffizienten (}) zu berechnen, schauen wir, wie oben beschrieben, einfach
in das Pascalsche Dreieck.

Beweis (des binomischen Lehrsatzes). Unser Beweis stiitzt sich auf die kombinatori-
sche Bedeutung der Binomialkoeffizienten. Wir skizzieren die Beweisidee zunéchst
am Fall n = 3. Hier ist

(x+y) = (x+y) - +y) - (3 +y).
e N N——
1.Klammer 2.Klammer 3.Klammer
Multiplizieren Sie dieses Produkt aus, erhdlt man eine Summe von Termen mit
jeweils 3 Faktoren x oder y.

(x+ y)3 = xxX + yxx + xyx + xxy + yyx + yxy + xyy + yyy

Jeder dieser Terme entsteht, indem man in jeder Klammer entweder x oder y
auswiahlt. Der Term

X'y = xyy = yxy = xyy
entsteht beispielsweise, indem man in genau 2 der 3 Klammern das y auswiéhlt.
Anders gesagt, man muss sich aus der Menge {1,2,3} genau zwei Zahlen aus-
wiéhlen, stellvertretend fiir die jeweilige Klammer. Auf wie viele Arten ist dies

moglich? Nun, dies entspricht gerade der Anzahl der 2-elementigen Teilmengen
von {1,2,3} und ist damit gleich (3) = 3.

Entsprechend argumentiert man im allgemeinen Fall. Es ist

(x+y)" = (x+y) - (x+y) -...- (x+y)
— == ~——
1.Klammer 2.Klammer n.Klammer

und beim ausmultiplizieren entsteht der Term

xnfkyk

indem man in genau k Klammern das y auswéahlt. Hierzu hat man genau (})

Moglichkeiten.

O

-—Ende VL 8—
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3. Die reellen Zahlen

Auch wenn Sie dies vielleicht nicht bemerkt haben, haben wir uns bisher auf ziemlich
wackligem Grund bewegt und eine Reihe von Resultaten benutzt, ohne grof3 iiber ihre
Giiltigkeit nachzudenken. Zum Beispiel haben wir es ohne weiteres hingenommen,
dass die Funktion

[0,00) 3 x = x* € [0,0)

surjektiv ist oder dass jede reelle Zahl sich als Dezimalzahl darstellen ldsst. Aber
konnen wir uns da wirklich sicher sein?

In diesem Kapitel beginnen wir nun damit, uns mit diesen Fragen genauer zu beschéfti-
gen. Dazu werden wir zundchst einige Grundtatsachen (Axiome) fiir die reellen Zahlen
R aufstellen, die wir als giiltig voraussetzen und nicht weiter hinterfragen wollen.
Alle weiteren Eigenschaften der reellen Zahlen sollten sich dann nur mit Hilfe dieser
Grundtatsachen (und schon bewiesenen Aussagen) beweisen lassen. Man nennt dieses
Vorgehen die axiomatische Methode. Wie Sie schon wissen, geht diese Methode zuriick
auf Euklid, welcher sie im Kontext der ebenen Geometrie vor tiber 2000 Jahren zum
ersten Mal benutzte. Die axiomatische Beschreibung der reellen Zahlen ist dagegen ver-
gleichsweise jung und wurde erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts in die Mathematik
eingefiihrt.

Wir werden die Axiome fiir die reellen Zahlen in drei Gruppen einteilen
¢ arithmetische Axiome (die sogenannten Korper-Axiome),

die uns sagen, welchen Rechengesetzen die reellen Zahlen geniigen sollen,
¢ Axiome der Anordnung,

die es erlauben, Grofienvergleiche zwischen reellen Zahlen vorzunehmen, und das
¢ Vollstindigkeitsaxiom,

das fiir die Liickenfreiheit der reellen Zahlen sorgt (und sie somit von Q unterscheidet).
Wir werden diesen drei Axiomengruppen jeweils einen eigenen Abschnitt in diesem
Kapitel widmen. Daneben werden wir auch iiber die natiirlichen Zahlen und das
wichtige Beweisprinzip der vollstindigen Induktion sprechen.
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3.1. Die Korper-Axiome

Wir beginnen damit, die Rechenregeln fiir die reellen Zahlen festzulegen. Dazu stellen
wir zundchst eine Liste von Eigenschaften zusammen, die wir uns fiir das Rechnen mit
den reellen Zahlen wiinschen. Jeden Zahlbereich, der diese Regeln erfiillt, nennt man in
der Mathematik einen Kérper. Die Regeln selbst heifien die Kérper-Axiome. Neben R
gelten sie etwa auch in den rationalen Zahlen Q (oder in den komplexen Zahlen C).

Definition 3.1.1. Eine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen (hier auch
Verkniipfungen genannt)

Addition: +: KxK—=K, (a,b) —a+b
Multiplikation: T Kx K=K, (a,b) —a-b,

heifit Korper, falls Folgendes gilt:
(i) Kommutativitit: Va,b € K: a+b=b+a und a-b=">b-a.

(ii) Assoziativitit:

Va,b,c e K: a+(b+c)=(a+b)+c und a-(b-c)=(a-b)-c

(iii) Neutrale Elemente:
Es gibt genau ein Element 0 € K, so dass 2 + 0 = a fiir alle 4 € K. In Formeln:

F0ecKVaceK: a+0=a.

Es gibt genau ein Element 1 € K\ {0}, so dass a-1 = a fiir alle s € K. In
Formeln:
A1 eK\{0}VaeK: a-1=a.

(iv) Inverse Elemente:
Fiir jedes a € K gibt es ein b € K mit a + b = 0. In Formeln:

VacK3IbeK: a+b=0.
Fiir jedes a € K\ {0} gibteseinb € Kmita-b = 1. In Formeln:

Vac K\{0}FbeK: a-b=1.

(v) Distributivgesetz:

Va,b,c € K: a-(b+c)=(a-b)+(a-c).
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Vorsicht. Man erinnere sich, dass die Reihenfolge der Quantoren in den Axiomen
(iii) und (iv) wichtig ist. Quiz: Wie dndert sich die Bedeutung, wenn in Axiom (iv)
die Quantoren getauscht werden?

Beachte. (i) Sie wundern sich vielleicht, dass wir die Subtraktion und Division
in diesen Axiomen gar nicht erwdhnt haben. Tatsédchlich sind sie aber implizit
enthalten, wie wir spéter sehen werden.

(i) Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir im Folgenden, dass Punkt- vor
Strichrechnung geht, dh.zB.a-b+a-c=(a-b)+ (a-c).

Nun konnen wir also unser erstes Axiom fiir die reellen Zahlen festlegen.

Korper-Axiom. Die reellen Zahlen IR bilden einen Korper.

Wie wir sehen werden, gibt es neben IR noch weitere Korper, etwa die rationalen Zahlen
Q (und auch die komplexen Zahlen C). Quiz: Wie sieht es mit IN oder Z aus?

Beispiel 3.1.2. Es gibt sogar Korper mit nur endlich vielen Elementen. Der folgende
Korper K ist der kleinstmogliche (Quiz: Warum?):

+]0 1 |0 1
K, = {0,1} mit den Operationen 0 {0 1 und 0|0 0.
111 0 110 1

Fiir diesen Korper kann man die Axiome (i) bis (v) per Hand nachpriifen. Merken
kann man sich die Verkniipfungstafeln auch so: Interpretieren Sie 0 als Symbol fiir
,gerade” und 1 als Symbol fiir ,,ungerade”!

Bei der Auswahl von Axiomen muss man auf ein paar Dinge achten. Zwei Axiome
diirfen sich etwa nicht widersprechen, da sie sonst nicht gleichzeitig gelten knnen.
Auflerdem sollte man nicht unnétig Axiome aufnehmen, die sich sowieso als Folgerung
aus den schon vorhandenen ergeben. Zum Beispiel werden wir nun zeigen, dass es
tiberfliissig ware, auch die Eindeutigkeit der inversen Elemente in Axiom (iv) zu
fordern. Das ergibt sich schon aus den tibrigen Axiomen.

Lemma 3.1.3. Die inversen Elemente in Axiom (iv) sind eindeutig bestimmt.

Mit anderen Worten: zu jedem a € K existiert genau ein b € K mit a +b = 0 und
zu jedem a € K\ {0} existiert genau ein b € K mit a-b = 1. Natiirlich sind wir
diese Eigenschaften von den reellen Zahlen gewohnt und sie iiberraschen uns nicht.
Aber dies ist nicht der Punkt. Die Eindeutigkeit wurde in den Kérper-Axiomen nicht
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explizit erwdhnt, es ist also nicht selbstverstindlich, dass sie automatisch aus den
Korper-Axiomen folgt. Dass sie es tut, ist ein Hinweis darauf, dass wir die Axiome gut

und sinnvoll gewahlt haben[']

Beweis (des Lemmas). Wir zeigen die Eindeutigkeit im Falle der Addition (Multi-
plikation ist eine Ubung): Sei also a € K beliebig. Nehmen wir einmal an, es gibe
zwei inverse Elemente b0’ € K zua, d-h.es gilta+b =0und a+ b = 0. Wir
wollen zeigen, dass dann b = v gelten muss. Dazu rechnen wir wie folgt unter

Verwendung der Korper-Axiome:

b (Def. von 0) b0 (Def. von b') b+ (a+b) (Ass.) (b+a)+b'

(Def.;on b) 0Ly (Kogm.) Y40 (Def.;on 0) b

(Komm.)

= (a+Db)+V
O

Nachdem wir nun gezeigt haben, dass es genau ein additives Inverses und genau ein
multiplikatives Inverses gibt, konnen wir die gewohnte Schreibweise hierfiir einfiih-

ren.

Definition 3.1.4. Das zu a € K beziiglich + inverse Element (das additive Inverse)
wird von nun an mit —a bezeichnet. Weiterhin setzen wir fiir a,b € K

a—b:=a+(-b).
Das zu a € K\ {0} beziiglich - inverse Element (das multiplikative Inverse) wird
von nun an mit a~! bezeichnet. Weiterhin setzen wir fiir a,b € K, b # 0,

g =qa-b L.

Division und Subtraktion waren also tatsdchlich in den Korper-Axiomen versteckt.

Der néchste Satz zeigt, dass in einem Korper alle iiblichen Rechenregeln gelten.

Satz 3.1.5. (1) Umformen von Gleichungen: Fiir alle 4, b, c € K gilt:

a+b=c = a=c-—0.

b#0unda-b=c = a:%.

'Man hitte auch in Axiom (iii), der Existenz neutraler Elemente, nicht die Eindeutigkeit fordern miissen.
Auch diese folgt schon aus den restlichen Axiomen. Hier haben wir uns das Leben ein bisschen

einfacher gemacht :-).



3.1. Die Korper-Axiome 43

(2) Allgemeine Rechenregeln: Fiir alle 4,b € K gilt:

() = a (
(@' = g fallsa#0 (
—(a+b) = (-a)+(-b) (
al-b7! fallsa #A0und b # 0 (
a-0 = 0

a-(=b) = —(a-b) (f
(=a)-(=b) = a-b (
a-b=0 <& a=0oderb=0. (

QU
—

Beachte. Dieser Satz enthilt in (a) bzw. (g) unter anderem die bekannte Merkregel
»Minus mal Minus gleich Plus.”

Weiterhin zeigt (e), dass die 0 tatsdchlich kein multiplikatives Inverses besitzt (denn
fiir kein a € K gilt 0 - 2 = 1). In anderen Worten:

»,Durch die 0 kann nicht geteilt werden.”

Beweis (von Satz [3.1.5)). Wir beweisen exemplarisch nur die Teile (1), (2a) und (2e).
Hierbei werden wir stets angeben, welches Axiom oder schon bewiesene Resultat
wir im jeweiligen Rechenschritt anwenden.

(1) Aus a + b = c folgt

(a+b)+(=b) =c+(-b)
= a+((b+(=b))=c—0b (Ass. & Def.[3.1.4)
= a+0=c—b (Def. additives Inverses)
= a=c—b (Def. 0)

Der Beweis fiir die Multiplikation ist analog.

(2a) Hier muss man nur {iiberlegen, was eigentlich zu zeigen ist. Fiir x € K
bezeichnet —x ja gerade das additive Inverse von x. Es gilt also —(—a) = g, falls
das additive Inverse von (—a) gerade a ist, d.h. dass (—a) +a = 0 gilt. In der Tat
gilt

Defi —a Kogm. (

0 a+ (—a) —a) +a.
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(2e) Es gilt
a-0=a-(0+0) (Def. 0)
= a-0=a-04+a-0 (Distr.)
= a-0—(a-0)=a-0 (Teil (1) des Satzes)
= 0=a-0 (Def. add. Inv.)
O

Wie wir oben gesehen haben, gentigen die Koérper-Axiome noch nicht einmal, um
auszuschliefien, dass 1+ 1 = 0 ist (man denke an den Korper K»). Wir benétigen neben
den Korper-Axiomen also noch weitere Axiome, um die reellen Zahlen vollstindig zu

charakterisieren.

3.2. Die Anordnungsaxiome

Dass und wie wir reelle Zahlen der GrofSe nach vergleichen konnen, soll in diesem
Abschnitt diskutiert werden. Wir tun dies gleich wieder im Kontext allgemeiner Korper.
Die Idee fiir unsere erste Definition ist, dass eine Zahl a genau dann grofser als eine

Zahl b ist, wenn die Differenz a — b positiv ist.

ab:=a-b.

Beachte. Im Folgenden werden wir den Multiplikationspunkt oft weglassen, d.h.

Definition 3.2.1. Ein Korper K heifst angeordnet, wenn es eine Teilmenge K C K

gibt (die positiven Zahlen), so dass Folgendes gilt:

(A1) Fiir alle a € K gilt genau eine der folgenden Aussagen:
acKy, —-aekK,, a=0.

(A2) Va,beK: abekK, = a+bekK,.

(A3) Va,beK: abekK, = abekK,.

Bevor wir ein paar Eigenschaften iiber angeordnete Korper beweisen, wollen wir sie

—Ende VL 9g—
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zundchst in die tibliche Schreibweise einkleiden, indem wir setzen
a<b & b>a & b—ackKy
a<b & b>a & (a<b V a=D)

(Zur Erinnerung: Das Symbol :< bedeutet, dass die Aussage auf der linken Seite des
Symbols durch die Aussage auf der rechten Seite des Symbols definiert wird). Damit
gelten dann tatséchlich alle tiblichen Rechenregeln fiir den Umgang mit Ungleichungen,
wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.2.2. In einem angeordneten Korper K gelten folgende Eigenschaften.
(i) Vergleichbarkeit: Fiir alle a,b € K gilt genau eine der folgenden Aussagen:

a<b, b<a a=ob.

(ii) Transitivitat:

Va,b,ce K: (a<b AN b<c) = a<ec

(iii) Vertraglichkeit mit Addition:

Va,b,ce K: a<b = a+c<b+ec

(iv) Vertraglichkeit mit Multiplikation positiver Zahlen:

Va,b,ce K: (a<b AN ¢>0) = ac<bec

(v) Umkehrung der Ungleichung bei Multiplikation mit —1:
Va,beK: a<b & —a>-b

und
Va,b,ce K: (a<b AN c¢<0) = ac>bc

(vi) Ista € K,a # 0, so gilt a%:=a-a > 0. Insbesondere ist 1 = 12 > 0.
g

(vii) Ungleichungen kann man addieren:

Va,b,c,d e K: (a<b AN c¢<d) = a+c<b+d.
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(viii) Ungleichungen positiver Zahlen kann man multiplizieren:

Va,b,c,d e Ky: (a<b AN c<d) = ac<bd

Weiterhin gelten (ii), (iii), (iv), (v), (vii) und (viii) auch, wenn man < iiberall durch
< und > durch > ersetzt.
Beweis. Wir beweisen exemplarisch die Teile (iii)-(vi).

(iii) Es seia < b, d.h. b —a € K, und c € K. Dann folgt

(b+c)—(a+c)=b—aecK;y, dh a+c<b+ec

(iv) Ista < bund ¢ > 0, so heifit dies b —a € K und ¢ € K. Aber dann folgt aus
Axiom (A3), dass

bc—ac=(b—a)ceK;, dh ac<bc

(v.1) Wir haben zwei Implikationen zu zeigen: Aus a < b folgt mittels (iii) durch
Addition von ¢ = —a — b, dass

-b=a+(-a-b)<b+(—a-b)=—-a, dh —a>-b.

Die umgekehrte Richtung folgt analog unter Verwendung von —(—a) = a.

(v.2) Sei a < b und ¢ < 0. Dann folgt aus (v.1), dass —c¢ > 0 und somit aus (iv),
dassa-(—c) < b-(—c). Aber

a-(—c)<b-(—c) < —(ac) < —(bc) VA, > bc.

(vi) Ist a > 0, so folgt aus (iv), dass a-a > 0. Ist a < 0, so ist nach (v.1) die Zahl
—a > 0 und somit nach dem schon Bewiesenen 4 = (—a) - (—a) > 0.

O

Alle eben bewiesenen Eigenschaften gelten insbesondere fiir die reellen Zahlen, denn
wir setzen von nun an Folgendes voraus.

Anordnungsaxiom. Der Korper der reellen Zahlen RR ist angeordnet.
Ein weiteres Beispiel eines angeordneten Korpers bilden die rationalen Zahlen Q.

Beachte. Der Korper K, ldsst sich nicht anordnen, denn in jedem angeordneten
Korper gilt nach dem vorherigen Satz zundchst 0 < 1 und daher wegen Teil (iii)
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des vorherigen Satzes auch

0+1<1+1, dh insgesamt 0<1<1+1
\\/_/
=1

Die drei Elemente 0, 1,1 + 1 sind insbesondere paarweise verschieden. In K, gilt
aber 1+1=0.

Um die reellen Zahlen vollstindig axiomatisch zu charakterisieren, fehlt uns noch
ein Axiom, das die Liickenfreiheit der reellen Zahlen beschreibt (und R somit von Q
unterscheidet). Bevor wir hierauf eingehen, wollen wir zunéchst einen Blick auf die
nattirlichen Zahlen werfen.

3.3. Einschub: Die natiirlichen Zahlen und vollstandige Induktion

Da wir uns dafiir entschieden haben, das Analysis-Gebdude auf den reellen Zahlen
aufzubauen, miissen wir nun auch noch zeigen, dass die nattirlichen, die ganzen und
die rationalen Zahlen mit ihren gewohnten Eigenschaften aus den reellen Zahlen (auf
Basis der Korper- und Anordnungsaxiome) zuriickgewonnen werden kénnen. Man
konnte zum Beispiel versucht sein, zu definieren

2:=1+41, 3:=1+1+1, ... unddamit N:={1,2,3,...}.

Die Zahlen 1,2,3 usw. sind dann tatsidchlich alle verschieden, wie wir weiter oben
schon gesehen hatten. Allerdings ist die Verwendung von Piinktchen in der Definition
von IN aus mathematischer Sicht nicht sehr befriedigend. Wir werden deswegen nun
eine bessere Methode zur Einfithrung von IN wihlen, die uns zugleich ein wichtiges
Beweisprinzip liefern wird.

Wir beginnen damit, denjenigen Teilmengen der reellen Zahlen, die die 1 enthalten und
bei denen Addition von 1 niemals aus der Menge herausfiihrt, einen speziellen Namen
zu geben.

Definition 3.3.1. Eine Teilmenge M C R heifit induktiv, falls Folgendes gilt:
(i 1eM.
(i) Vx eR: xeM = x+1e M.

Mit anderen Worten, die Zahl 1 ist Element von M und mit jeder Zahl x auch ihr
,Nachfolger” x + 1.

Beispiele fiir induktive Mengen sind etwa R oder das Intervall [1, o). Mit 1 enthilt jede
induktive Menge auch 2 := 1+ 1 damit 3 := 141 + 1 und so weiter. D.h. jede induktive
Menge enthilt mindestens die Zahl 1 und alle Zahlen, die man durch wiederholtes
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Addieren von 1 erhalten kann. Von der Menge IN der natiirlichen Zahlen verlangen wir
andererseits, dass sie nur diese Zahlen enthilt. Dies fiihrt uns zu folgender Definition.

Definition 3.3.2. Die Menge IN der nattirlichen Zahlen sei die kleinste induktive
Menge, d.h. N sei durch folgende zwei Eigenschaften charakterisiert:

(i) IN ist induktiv,

(ii) ist M irgendeine induktive Teilmenge von R, so ist N C M.

Beachte. Kénnen wir sicher sein, dass eine solche kleinste induktive Menge {tiber-
haupt existiert? Ja, man wihle IN einfach als den Schnitt aller induktiver Teilmen-
gen von R, d.h.

N:= ()] M
MCR induktiv
:= {x € R | fiir jede induktive Teilmenge M C R gilt x € M}.

Uberlegen Sie sich einmal, warum dies so tatsdchlich das Gewiinschte liefert.

Mit dieser Definition von IN kénnte man nun die gewohnten Eigenschaften der natiirli-
chen Zahlen tatsdchlich beweisen, z.B.

e flirallen € Ngiltn > 1,
¢ zwischen n € IN und n + 1 liegt keine weitere natiirliche Zahl,
o firallen,m e Ngiltn+mecINundn-m e N.

Auf die Beweise dieser, offensichtlich erscheinenden, Tatsachen werden wir nun aber
verzichten.

Hat man damit die natiirlichen Zahlen erst einmal aus den reellen Zahlen zurtickge-
wonnen, kdnnen auch die ganzen und die rationalen Zahlen wie gewohnt eingefiihrt
werden:

Z:=NU{0}U{—n|neN}

und
Q::{g]aez,beN}.

Dass das Rechnen mit Briichen wie iiblich funktioniert, zeigen Sie in den Ubungen.

Die vollstandige Induktion

Wir wollen nun noch iiber ein wichtiges Beweisprinzip sprechen, namlich die vollstan-
dige Induktion. Diese kommt immer dann zum Zuge, wenn man beweisen will, dass

—Ende VL 10—
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eine Aussage B(n), die von einer natiirlichen Zahl n € IN abhéngt, fiir alle natiirlichen
Zahlen wabhr ist. Solche Aussagen konnten zum Beispiel sein

a) 4/(5" —-1), b)1+2+...+n:@. o) 2" > n

Wie wiirde man fiir alle n € IN beweisen, dass die entsprechende Aussage B(n) wahr
ist? Eine Moglichkeit wére, zunédchst die Wahrheit von B(1) zu zeigen, dann die von
B(2) usw. Sie sehen, dass dies keine gute Strategie ist, denn auch nach sehr langer Zeit
hitten Sie stets nur endlich viele der Aussagen als wahr erkannt.

Beachte. Sie diirfen auch nicht einfach nach den ersten paar giiltigen Fillen
abbrechen und sagen, wenn z.B. B(1) bis B(10) wahr sind, dann wird B(#n) sicher
fiir alle n wahr sein. Zum Beispiel ist fiir n = 1,2,...,39 die Zahl p(n) = n*> +n+41
stets eine Primzahl und man konnte vermuten, dass dies fiir alle n € IN gilt. Aber
es ist p(40) = 1681 = 41 - 41. Es gibt noch extremere Beispiele dieser Art, etwa eine
Vermutung von Pélyaf] die eine andere Aussage C(n) iiber Primzahlen betrachtet.
Diese hat sich erst fiir n = 906.150.257 als falsch heraus gestellt.

"https://de.wikipedia.org/wiki/Vermutung_von_P%C3%B3lya

Eine bessere Strategie liefert der folgende Satz.

Satz 3.3.3 (Beweisprinzip der vollstindigen Induktion). Uber die Aussagen B(n),n €
IN, sei bekannt:

(A) B(1) ist wahr,
(S) es gilt
VneN: B(n)= B(n+1)f]

Dann ist die Aussage B(n) fiir alle n € IN wahr.

“D.h. fiir jede natiirliche Zahl n gilt: wenn B(n) wahr ist, dann ist auch die nachfolgende Aussage
B(n+ 1) wahr.

Beweis. Betrachte die Menge
M := {n € N | B(n) ist wahr }.

Dann implizieren (A) und (S), dass M induktiv ist. Da IN die kleinste induktive
Menge ist, folgt also N C M, d.h. B(n) ist fiir alle n € IN wahr. O

Man nennt (A) den Induktionsanfang und (S) den Induktionsschritt. Der Induk-
tionsanfang besagt, dass die Aussage fiir den Startwert n = 1 wahr ist, und der
Induktionsschritt besagt, dass die Giiltigkeit sich von einer Aussage auch stets auf den


https://de.wikipedia.org/wiki/Vermutung_von_P%C3%B3lya
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unmittelbaren Nachfolger ,,Vererbt”

(A) = B(1)ist wahr (5) mig =t B(2) ist wahr
(5) mig =2 B(3) ist wahr

Beachte. Ein Beweis der Aussagen B(n) mittels vollstindiger Induktion zerfallt
also in zwei Schritte:

(A) Induktionsanfang: Wir beweisen B(1).

(S) Induktionsschritt von n nach n + 1: Hier betrachten wir eine beliebige Zahl
n € N, die fiir den Rest des Beweises nicht mehr verdndert wird. Um zu
zeigen, dass die Implikation B(n) = B(n + 1) wahr ist, darf man nun vor-
aussetzen, dass B(n) wahr ist (das nennt man die Induktionsvoraussetzung
und kiirzt man oft mit I.V. ab). Dann muss unter Verwendung dieser Vor-
aussetzung und logischer Schliisse gezeigt werden, dass auch B(n + 1) wahr
ist.

Hat man (A) und (S) gezeigt, so ist B(n) fiir alle n € N wahr, wie aus Satz[3.3.3]
folgt.

Beispiel 3.3.4. Fiir alle n € IN gilt:

ik:n(rz—l—l)'

k=1 2
Oder ausgeschrieben:
1424 +n= ”(”;1)
Beweis (durch vollstandige Induktion). Die Aussage B(n) lautet hier, dass Y }_; k =
n(n+1)
Ll

(A) Die Aussage B(1) lautet, dass 1 = 172 Diese Aussage ist wahr.

(S) Nun sei n € IN beliebig und es sei vorausgesetzt, dass B(n) wahr ist, d.h. es

2Dies ist wie beim Domino: dort sorgt man dafiir, dass die Steine eng genug beieinander stehen, damit
ein fallender Stein stets auch den folgenden umschmeifit (Induktionsschritt) und st68t anschlieBend
den ersten Stein um (Induktionsanfang)
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gelte
Yk= (m x USROS

Wir miissen zeigen, dass dann auch B(n + 1) wahr ist, d.h. dass

rfki (n+1)((n+1)+1)

k=1 2
Das Ausrufezeichen ,!” bedeutet, dass wir die Giiltigkeit dieser Gleichung
zeigen miissen. Dazu starten wir mit der linken Seite und wandeln diese
unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung schrittweise um, bis wir bei
der rechten Seite angelangt sind.

n+1
Y k=142+...4+n+(n+1) = <Zk> +(n+1)

=
o ”(”;1) +(n+1)
n(n+1)+2(n+1)
(n+1)(n2+2)
(n+1)2((1;+1)+1).

Wegen (A) und (S) folgt die Aussage mit vollstandiger Induktion (also Satz3.3.3).
O

Beachte. Man darf beim Induktionsanfang auch mit einer anderen Zahl starten:
Sei ng eine ganze Zahl (sie darf also auch 0 oder negativ sein) und seien B(n) fiir
alle ganzen Zahlen n > ny Aussagen, fiir die folgendes bekannt ist

(A) B(nyg) ist wahr. (S) Vn>mng:B(n)= B(n+1).

Dann ist B(n) fiir alle n > ny wahr.

Beispiel 3.3.5. Fiirallen € N,n > 3, gilt n? > 2n + 1

Man beachte, dass diese Ungleichung fiir n € {1,2} tatsdchlich falsch ist.

Beweis (durch vollstindige Induktion). Die Aussage B(n) lautet, dass n? > 2n + 1.
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(A) Die Aussage B(3) lautet, dass 9 > 7 und ist wahr.

(S) Nun sei n € N, n > 3, beliebig und es sei vorausgesetzt, dass B(n) wahr ist,
d.h. es gelte
n>>2n+1 (LV.)

Wir miissen zeigen, dass dann auch B(n + 1) wahr ist, d.h. dass

!

(n+1)2>2(n+1)+1

Wir starten wieder mit der linken Seite und schitzen, unter Verwendung der
Induktionsvoraussetzung, ab:

(LV.)
n+1)?*=n*+2n+1 > (2u+1)+2n+1
=2(n+1)+2n>2(n+1)+1.

Wegen (A) und (S) folgt die Aussage dann mit vollstandiger Induktion.

O

Auch die Potenzgesetze fiir ganzzahlige Exponenten kann man per Induktion bewei-
sen.

Satz 3.3.6 (Ganzzahlige Potenzen).Ist a € R, so definieren wir die Potenzen
a",n € Ny, wie folgt rekursiv:

=1, a"i=a"a (n€Nyp).
Ist ferner a # 0, so definieren wir die negativen Potenzen a~",n € IN, durch
a "= (a )"
Dann gilt fiir alle n,m € Z
a™ = a"tm, ()™ =a"™ und a"b" = (ab)",
wobei a,b # 0 zu wiahlen sind, falls negative Exponenten vorkommen.
Beweis. Den Beweis haben wir in der Vorlesung nicht besprochen. Als Bonus

finden Sie aber zumindest einen Teilbeweis im an dieses Kapitel. O

Beachte. Die Setzung a° := 1 ist zwingend erforderlich, damit die Potenzrechenge-

. : ! "
setze so gelten, wie sie angegeben sind. Denn aus a° -a = a%*! = 4! =4 fiira # 0
folgt, dass a° = 1 gelten muss. —Ende VL 11—
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Zum Schluss betrachten wir noch eine wichtige Ungleichung zu Potenzen.

Proposition 3.3.7 (Bernoulli-Ungleichung).f]Sei x € R, x > —1. Dann gilt fiir alle
n € Np:
(%) (14+x)">1+nx.

?Jakob Bernoulli, 1655-1705

Beweis. Jetzt machen wir es mal etwas weniger ausfiihrlich: Fiir n = 0 sind beide
Seiten der Ungleichung gleich 1 und natiirlich gilt 1 > 1, d.h. der Induktionsanfang
ist gemacht. Ist nun n € INj beliebig und B(n) wahr (d.h. die Ungleichung (x)
gilt), so konnen wir abschitzen

LV.

14+x)" = 1+x0)"1+x) > 14+nx)(14+x) =14+ n+Dx+nx> > 14+ (n+1)x.
R >0
>0 >

Also ist auch B(n + 1) wahr und wir sind fertig. O

3.4. Das Vollstandigkeitsaxiom

Die Existenz einer Zahl wie v/2 lasst sich, nur auf Basis der Korper- und Anordnungs-
axiome, leider nicht beweisen. Denn schliefslich ist mit R auch Q ein angeordneter
Korper und schon aus der Schule (spitestens aber aus Ubungsaufgabe 8) wissen Sie,
dass die Gleichung x? = 2 keine rationalen Losungen besitzt.

Um die Liickenfreiheit der reellen Zahlen zu garantieren (und R somit von Q zu
unterscheiden), bendtigen wir also ein weiteres Axiom, das sogenannte Vollstandig-
keitsaxiom. Um dieses formulieren zu kénnen, betrachten wir zunéchst ein Beispiel.

Beispiel 3.4.1. Es sei
[=101)={xeR|0<x<1}.
Dieses Intervall hat ein kleinstes Element, ndmlich die 0, aber kein grofites Element.
Allerdings hat I mit der Zahl 1 eine kleinste obere Schranke, denn
e fiir alle x € I gilt x <1, d.h. 1 ist eine obere Schranke von I, und

¢ keine Zahl s < 1 ist eine obere Schranke von I (denn es gibt stets Zahlen
x € I, die grofser als s sind).
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A-S

/K=S+T
o— 1 O
O S 1

Die im Beispiel verwendeten Begriffe wollen wir nun auch fiir allgemeine Mengen
definieren.
Definition 3.4.2. Sei M C R.

(i) M heifst nach oben beschrinkt, falls ein S € R existiert mit:
VxeM: x<S.

Solch ein S nennen wir eine obere Schranke von M. Besitzt M eine kleinste
obere Schranke, so bezeichnen wir diese mit sup M und nennen sie das
Supremum von M. Es ist also 5o = sup M, falls gilt:

a) Sy ist eine obere Schranke von M.
b) Fiir jede obere Schranke S von M gilt Sy < S.

(i) Genauso heifst s € R eine untere Schranke von M und M nach unten
beschriankt, falls
Vxe M: s<ax.

Besitzt M eine grofite untere Schranke, so bezeichnen wir diese mit inf M
und nennen sie das Infimum von M. Es ist also s; = inf M, falls gilt:

a) sp ist eine untere Schranke von M.
b) Fiir jede untere Schranke s von M gilt s < s;.

(iii) Ist M nach oben und nach unten beschrankt, so heifst M beschrankt.

Beachte. Besitzt M sogar ein grofites Element, d.h. existiert mo € M mit m < my fiir
alle m € M, so nennen wir dieses Maximum von M und bezeichnen es mit max M.
In diesem Fall gilt max M = sup M. Analog bezeichnen wir ein mogliches kleinstes
Element von M mit min M (Minimum). Existiert dieses, so gilt min M = inf M.

Beispiel 3.4.3. (i) Fiir unser Ausgangsbeispiel I = [0,1) ist jede Zahl s < 0 eine
untere Schranke und es gilt
inf] = maxI = 0.

Weiterhin gilt sup I = 1. Ein Maximum existiert nicht.
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(ii) Fur das Intervall M = (0, c0) gilt inf M = 0. Ein Minimum existiert nicht. Da
das Intervall nicht nach oben beschrankt ist, existiert auch kein Supremum (erst
recht kein Maximum).

Quiz: Wie sieht es bei der Menge M = {1 — 1 |n € N} aus?

Unser Gefiihl sagt uns, dass jede nach oben beschrankte Menge immer ein Supremum
besitzen sollte. In der Tat, hat man erst einmal eine obere Schranke gefunden, so lasst
man sie einfach auf der Zahlengeraden so lange nach links wandern, bis man die
Ausgangsmenge ,beriihrt”. Da wir uns die Zahlengerade als kontinuierlich und ohne
Liicken vorstellen, sollte der Beriihrpunkt dann das gesuchte Supremum sein.

W*
M

S UPLemtin ?

Nattirlich ist dies kein strenger mathematischer Beweis. Dazu miisste man zeigen, dass
die Existenz von Suprema streng logisch aus den Korper- und Anordnungsaxiomen ab-
geleitet werden kann. Und tatsidchlich kann man das nicht! So besitzt im angeordneten
Korper Q beispielsweise die nach oben beschriankte Menge

M:={xecQ|x*<2)}

kein Supremum, d.h. unter allen rationalen oberen Schranken dieser Menge gibt es
keine kleinste. Haben Sie eine Idee, warum?

Lange Rede, kurzer Sinn: Wir werden folgendes Axiom zu unserer Axiomenliste fiir
die reellen Zahlen hinzufiigen miissen.

Vollstandigkeitsaxiom. Jede nach oben beschrédnkte, nicht-leere Teilmenge von R
besitzt ein Supremum.

Beachte. (i) Es ist wichtig, dass die Menge nicht leer ist! Denn fiir die leere Menge
@ ist jede reelle Zahl s eine obere Schranke (welches Element der leeren Menge
sollte auch grofier als s sein?). D.h. die leere Menge hat keine kleinste obere
Schranke.

(ii) Aquivalent zum Vollstandigkeitsaxiom ist, dass jede nach unten beschrink-
te, nicht-leere Teilmenge von R ein Infimum besitzt. Denn ist M nach un-
ten beschriankt, so ist die bei 0 gespiegelte Menge —M = {—m : m € M}
nach oben beschriankt, besitzt also ein Supremum. Man sieht schnell, dass dann
inf(M) = — sup(—M) gilt. Ubung!
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Mit Hilfe des Vollstindigkeitsaxioms konnte man nun beispielsweise sofort die Existenz
von v/2 zeigen, indem man beweist, dass das Supremum

S:=sup{x € R|x* <2}

in R existiert und S > 0 und S? = 2 erfiillt. Wir werden dies an dieser Stelle aber nicht
tun, sondern spiter, etwas allgemeiner, gleich die Surjektivitdt von

[0,00) > x = x% € [0, 00)

beweisen. Auch fiir viele weitere Resultate ist das Vollstindigkeitsaxiom essenziell.
Beispielhaft sei die Existenz der Eulerschen Zahl

genannt, oder der Zusammenhang
f'>0 = fmonoton wachsend

fiir eine differenzierbare Funktion f : R — R. Um diese Dinge spdter beweisen zu
konnen, miissen wir allerdings noch diverse Vorarbeiten leisten.

Im Folgenden wollen wir nur ein paar erste, etwas direktere, Folgerungen aus dem
Vollstandigkeitsaxiom ansehen.

Satz 3.4.4. Jede nicht-leere nach oben (nach unten) beschréankte Teilmenge von Z
besitzt ein Maximum (ein Minimum).

Es ist wichtig, dass es hier um Teilmengen von Z geht! Fiir Teilmengen von R ist die
Aussage falsch, wie das Intervall (0,1) zeigt.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall einer nach oben beschrankten Menge.

Sei also @ # M C Z in R nach oben beschrankt. Nach dem Vollstandigkeitsaxiom
existiert dann Sp := sup M € R. Wir zeigen nun in zwei Schritten, dass auch
max M existiert (und dann natiirlich mit sup M iibereinstimm).

1. Schritt: Betrachte die Zahl Sy — % Da diese keine obere Schranke von M ist
(denn Sy ist ja die kleinste obere Schranke), existiert dann mg € M mit

1
So— = .
0 2<mo

2. Schritt: Es gilt my = max M.
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Dies beweisen wir mit einem Widerspruchsbeweis: Wére my # max M, so miisste
es m; € M geben, so dass m; > mg. Aber Sy ist ja eine obere Schranke von M, d.h.
es gilt auch m; < Sp. Insgesamt folgte also mit Schritt 1, dass

1
So—§<m0<m1§50.
Aber dies kann nicht sein, denn sonst hitten die verschiedenen ganzen Zahlen

mop, my € Z einen Abstand von weniger als 1/2. Dieser Widerspruch zeigt, dass
tatsdchlich my = max M gelten muss. O —Ende VL 12—

1

Das nichste wichtige Resultat liefert uns spéter insbesondere, dass lim; ;. ;; = 0 gilt.

Satz 3.4.5 (Archimedisches Prinzip). (i) Fiir jedes x € R existiert n € IN mit n > x.

(ii) Fiir jedes reelle € > 0 existiert n € IN mit % < e.

Beweis. (i) Wir fithren einen Widerspruchsbeweis durch. Dazu nehmen wir an,
dass die behauptete Aussage falsch ist, also ein x € R existiert, so dass n < x fiir
alle n € IN. Dann wére IN also durch x nach oben beschrankt. Aus dem vorherigen
Satz folgte damit, dass IN ein grofites Element 1y = maxIN besitzt. Aber
no +1 € IN ist grofer als ng! Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere Annahme
falsch und die Behauptung in (i) doch wahr sein muss.

(ii) Setze x := 1/e > 0. Nach Teil (i) existiert n € IN mit n > x also n > %
Umstellen dieser Ungleichung liefert 1/n < e. O

Das nachfolgende Resultat zeigt schlieslich noch einen interessanten Zusammenhang
zwischen den reellen und den rationalen Zahlen (man vergleiche mit den Resultaten

aus Kapitel [2.4).

Satz 3.4.6 (Die rationalen Zahlen sind dicht in den reellen Zahlen). Seien x,y € R mit
x < y. Dann existiert ¢ € Q mit x < g <.

Mit anderen Worten: Zwischen zwei beliebigen reellen Zahlen liegt immer eine rationale
Zahl.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall 0 < x < y. Gesucht sind natiirliche Zahlen
Mo, no mit x < Z’f—é’ <y.

Da ¢:=y — x > 0, finden wir zundchst mit Hilfe des Archimedischen Prinzips ein
ng € IN, so dass

1< X
no ]/ )
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Mo
[

(o]
Pl
x

X

Mit diesem 7 definieren wir

M := {mEIN:ﬂ>x}.
1o
Wieder aus dem Archimedischen Prinzip folgt, dass diese Menge nicht leer ist.
Offensichtlich ist sie auch nach unten beschrankt. Aus Satz folgt also, dass
mp := min M existiert. Dann folgt insbesondere
my mo — 1

m 1
— >x und <x bzw. —O§x+—.
no no no no

Insgesamt erhalten wir also

my 1
x< —<x+—<x+{y—x)=y,
no no

was zu zeigen war. OJ

Fassen wir unsere Axiome fiir die reellen Zahlen am Schluss dieses Abschnitts noch

einmal zusammen.

Axiome der reellen Zahlen. Die reellen Zahlen R bilden mit der Addition + und
der Multiplikation - einen angeordneten Korper, in dem das Vollstandigkeitsaxiom

gilt.

Nachdem wir uns damit darauf geeinigt haben, welchen Axiomen die reellen Zahlen
geniigen sollen, konnen wir uns nun im ndchsten Kapitel zum ersten Mal mit dem
wichtigen Grenzwertbegriff beschaftigen.

— Zusatzmaterial —

Zusatz (Teilbeweis von Satz [3.3.6)). Wir beweisen nur einen kleinen Teil exemplarisch, ndmlich, dass
a™tm = g"g" fiir alle n,m € Ny. Dazu fixieren wir m € INj beliebig und beweisen fiir dieses fixierte

m die Aussagen

fir alle n € INg per Induktion.

(A) Die Aussage B(0) lautet, dass a™ L a%™ . Aber dies ist wahr, denn nach Definition gilt a =1.
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(S) Nun sei n € N beliebig und es sei vorausgesetzt, dass B(n) wahr ist, dass also
a"tm = g"g"™  (LV.)
Wir miissen zeigen, dass dann auch B(n + 1) wahr ist, d.h. dass
) +m L ol m
Wir formen hierzu die linke Seite wieder schrittweise um:
a(n+1)+m _ Ll(n+m)+1 Def. deél"otenz 2

(L:V-) (a" . le) o] = (an 'a) ™ Def. der Potenz A

Wegen (A) und (S) folgt die Behauptung nun mit vollstandiger Induktion.
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4. Folgen

In der Schule haben Sie vermutlich Grenzwerte von Funktionen f : D C R — R
ausgerechnet, also so etwas wie

A, 0
Eventuell haben Sie sich auch schon einmal mit Grenzwerten von Zahlenfolgen beschéf-
tigt, also Ausdriicke der Form

lim a,
n—oo

fiir eine Folge (a3, 4y, 43, ...) von reellen Zahlen untersucht. Mit solchen Zahlenfolgen
und ihren Grenzwerten wollen wir uns in diesem Kapitel beschiftigen. Dies ist von
eigenem Interesse, wird uns spéter aber auch als Basis dienen, um den Grenzwertbegriff
fiir Funktionen, sowie damit in Verbindung stehende Begriffe wie Stetigkeit und
Differenzierbarkeit, tiberhaupt definieren zu konnen.

4.1. Der Abstandsbegriff auf IR

Bevor wir uns mit Folgen reeller Zahlen und ihrer Konvergenz sinnvoll beschiftigen
konnen, miissen wir kurz iiber den Abstandsbegriff auf R sprechen.

Definition 4.1.1. (i) Fur die Zahl a € R definieren wir ihren (Absolut-)Betrag
durch

Vol o e, — ) — a, fallsa>0,
T ! | —a, fallsa<O.

(ii) Sind 4,b € R, so nennen wir |a — b| auch den Abstand von a und b

Beispielsweise ist [1| = | — 1| = 1 und |4 — (—1)| = |5| = 5. Stellen wir uns die reellen
Zahlen als Zahlengerade vor, so gibt |a| also gerade den Abstand von a4 zum Ursprung
an, und |a — b| beschreibt den Abstand der Punkte 2 und b auf der Zahlengeraden.

lal (& [EWN|

A ~—

\ |
— > 1 S

- o a
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Satz 4.1.2 (Rechenregeln fiir den Betrag). Fiir alle a,b € R gilt:
() la| > o.
(i) |a] =0<a=0.
(iii) |a-b| = |a| - |b|. Insbesondere gilt | — a| = |a| und |{| = %, falls b # 0.
(iv) Dreiecksungleichung: |a + b| < |a| + |b].

(v) Umgekehrte Dreiecksungleichung;: ‘ la] — |b| ‘ < |a—1b|.

Der Name Dreiecksungleichung kommt von der entsprechenden Ungleichung fiir
Vektoren im R", fiir die die Ungleichung auch giiltig ist.

>

lal 18]

| Q+ b) Q/
Dreiecksungleichung im R?.

Beweis. Alle Rechenregeln fiir den Betrag sind leicht zu beweisen. Wir betrachten
exemplarisch die Dreiecksungleichung.

(iv) Es gilta < max{a, —a} = |a| und entsprechend b < |b|. Da man Ungleichungen
addieren darf, folgt also, dass

a+b < |al+|b|.
Ebenso ist —a < | —a| = |a|, —b < |—b| = |b|, d.h. auch
—(a+b)=—a+(=b) <|a|+ 10|
Insgesamt folgt

|a+b| =max{a+b,—(a+0b)} <|a|+|b].
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4.2. Folgen reeller Zahlen

Wir haben im ersten Kapitel schon davon gehort, dass Archimedes die Kreisfliche
ndherungsweise mittels Approximation durch regelméfsige n-Ecke berechnen konnte.
Dies funktioniert so: Bezeichnet a,, den Flicheninhalt eines im Einheitskreis einbeschrie-
benen regelmifsigen n-Ecks, so kann man elementargeometrisch eine Rekursionsformel
herleiten, mit der man ay, mittels a,, berechnen kann. Beginnt man etwa bei n = 6, so
erhalt man

ae = 2.5981, ajp =3.0000, a4 = 3.1058, a4 =3.1326, ag9s = 3.1394,

Diese Folge von Zahlen néhert sich recht schnell dem Flacheninhalt 7t des Einheitskrei-
ses. Archimedes selbst konnte auf diese Weise die Schranken

3.14085 ~ 3 + % << 3+; ~ 3.14286

herleiten, also 7t auf zwei Nachkommastellen genau bestimmen.

Sie sehen an diesem Beispiel schon, dass Zahlenfolgen und die Frage, ob eine solche
Folge konvergiert (und wenn ja, gegen welchen Wert) eine sehr wichtige Rolle in der
Analysis spielen. Was genau eine Folge aus mathematischer Sicht eigentlich ist, halten
wir nun in folgender Definition fest.

Definition 4.2.1. Jede Abbildung von IN — R heifst eine Folge. Fiir eine solche
Folge a : IN — R schreiben wir von nun an

[ee]

(an)nen oder (ay)5_q oder (ay,a,...) oder kurz (a,),

wobei a,, := a(n) das n-te Glied der Folge genannt wird.

Natiirlich darf auch jeder andere Buchstabe als Folgenindex verwendet werden:

(an)neN = (ax)ken = (a1,4az,...).
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Beachte. Man kann den Folgenbegriff noch etwas verallgemeinern, indem man
fiir ng € Z auch jede Abbildung von {n € Z |n > ny} — R als Folge bezeichnet.
Fiir diese schreibt man dann entsprechend

(an)ﬁ’:n0 oder (any, ny+1, - - -).

Beispiel 4.2.2. (i) Zundchst mal ein ausfiihrliches Beispiel. Die Zahlenfolge

11
1,-,=,...
</2/3/ )

schreiben wir kurz als (1) bzw. (1), . Die zugehérige Abbildung ist 2 : N —
R,a(n) = L.

n

(ii) Von nun an geben wir die zur Folge zugehorige Abbildung nicht mehr an.
* G =G5 g
e Fiir fixiertes c € R ist
- (¢)54 = (¢, ¢ ¢c,...) eine konstante Folge,

- (nc)y = (0,¢,2¢,3c, . ..) eine arithmetische Folge (d.h. die Differenz
aufeinander folgender Glieder ist konstant),

- ("> = (1,¢,¢%,¢3,...) eine geometrische Folge (d.h. der Quotient
aufeinander folgender Glieder ist konstant).

* Beispiele alternierender Folgen (d.h. aufeinander folgende Glieder haben ver-
schiedene Vorzeichen) sind ((—1)")% , = (—1,1,—1,1,...) oder ((—=1)")$, =
(1,-1,1,-1,...).

(iii) Folgen konnen auch rekursiv definiert werden, zum Beispiel die Fibonacci-

Folge{]
ap:=0, ap:=1, a,:=a,1+a,_n, n>2

also
(an)poo = (0,1,1,2,3,5,8,13,...).

"Leonardo da Pisa (Fibonacci genannt), 1170 - 1240.

Beachte. Um eine Folge zu veranschaulichen, konnen wir ihren Wertebereich
skizzieren (Ergebnis ist eine Teilmenge von R) oder ihren Graphen zeichnen
(Ergebnis ist eine Teilmenge von R? = R x R). Zum Beispiel wie folgt:




4.2. Folgen reeller Zahlen 64

(an=(27)

Ay
A, G O3 f
1 |

!
L3
o z T A

(Qv\) = ((’/‘Y\) .

QAza®, ar=ay:...
°
-a 2

—Ende VL 13—

Konvergenz von Folgen

Um zu erkldaren, was Konvergenz einer Folge genau bedeuten soll, schauen wir uns
einmal die folgenden drei Folgen an:

A A\ ungeiade
a N w ! 3
an=2 A+ = - &) N =
. [ " Qn = /1+ 71’ Qu A’ﬁ' . hsgm-lt.
- o 2 2
- - [ ] L]
e o o .
N---==_-2 - _ _ _ - — - =
A - - = = . A - .- - o~ — —o--"°
.
4 t t t t +—> ) Py L . >
v T 3 T t t——1
AT 3 4 & Az 3 4 & ° /'1 “L 34 5 ‘=>

Aus den Zeichnungen sehen wir, dass sich die Folgenglieder jeweils der Zahl 1 auf eine
gewisse Art immer mehr annahern. Aber was bedeutet das eigentlich genau?

Vorsicht. Man sieht, dass

¢ es nicht bedeutet, dass die Folgenglieder monoton von oben oder unten gegen
die 1 ,streben”, denn beispielsweise sind bei der zweiten Folge regelmaflig
einige Folgenglieder grofier und einige kleiner als 1.

¢ es nicht bedeutet, dass der Abstand der Folgenglieder zur 1, beim Ubergang
von einem Folgenglied zum nichsten, immer kleiner wird. Denn der Abstand
von a,, zur 1 wird gerade durch |a, — 1| beschrieben und der Graph der Folge
(lan — 1])nen sieht fir die dritte Folge zum Beispiel so aus:
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0 | n ungerae
N |Q\4'A l = a.
w0 gerade

[ ]
L]
ol o + o + o>
1 z 3 4 5 6

Die letzte Zeichnung fiihrt uns allerdings auf den richtigen Weg, denn sie zeigt etwas
anderes wichtiges. Es gilt z.B.

® |a,—1] <1/2firallen >2,
® |a,—1| <1/4 furallen >3,
® |a, — 1| <1/6 fiir alle n > 5, usw.

Es scheint, als konnte man fiir jeden vorgegebenen Abstand einen Folgenindex finden,
ab dem die Folgenglieder diesen Abstand zum Grenzwert nicht mehr tiberschreiten. Es
ist genau diese Eigenschaft, die das Anndhern an den Grenzwert 1 gut charakterisiert.
Wir halten also allgemeiner fest:

Konvergenz einer Folge (a,),cN gegen einen Grenzwert a soll bedeuten, dass zu
jedem vorgegebenen (noch so kleinen) Abstand € > 0 ein Index n, € IN existieren
muss, so dass ab diesem Index alle Folgenglieder einen Abstand von hochstens € zu
a besitzen, d.h. fiir alle n > n, gilt |a, —a| < ¢.

Nach all diesen Vorbemerkungen kommen wir nun zu unserer formalen Definition der
Folgenkonvergenz.

Definition 4.2.3. Es sei (a,,) eine Folge. Wir nennen diese
(i) konvergent gegen a € IR, falls gilt:
Ve>0 dn.e N Vn>n.: |a,—a|<e. (%)
In diesem Fall schreiben wir

a, — afirn — oo oder lima, =a
n—oo

und nennen a Grenzwert der Folge (a,),

(ii) konvergent, falls sie gegen ein a4 € R konvergiert,

(iii) divergent, falls sie nicht konvergent ist.
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Vorsicht. Oft sehen wir fiir Grenzwerte die folgende falsche Schreibweise:

lim a, — a.
n—oo

Verwenden Sie bitte wirklich nur die in der Definition angegebenen Schreibweisen.

Wir wollen die Bedeutung von (*) noch einmal wiederholen: fiir jeden (noch so
kleinen) vorgegebenen Abstand ¢ > 0 muss ein Index 1, € IN existieren (der von &
abhédngen darf), so dass die Folgenglieder a,,_, a,,,+1, 44,42, ... hochstens den Abstand &
zu a besitzen. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Folgenglieder a,,, a,,+1, an,+2, - -
alle im Intervall [a — ¢,a + €] liegen, d.h.

Yn>ne: a—e<a,<a+e

“ .
Folgengliader %ng i G, Qa1 ...

nuy endlich
vide ¢ol)u..-
5\{;&&(

hue ewndiich
vide Fol 9 5\\’(& (14

Verwenden wir statt des Wertebereichs den Graphen der Folge, bedeutet dies entspre-
chend, dass fiir alle n > n, die Paare (n,a,) im eingezeichneten Streifen liegen.

A
a+E -

A-&€ 4

Beachte. Wenn man zum ersten Mal mit obiger Definition der Folgenkonvergenz
konfrontiert wird, fragt man sich vielleicht, ob all dieses komplizierte Zeug wirklich
notwendig ist. Kann man nicht sowieso jeder Folge sofort ansehen, gegen welchen
Wert sie konvergiert?

Fiir die oben angegebenen elementaren Folgen mag dies stimmen, aber leider
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ist dies langst nicht immer so, wie die folgenden Beispiele illustrieren. Auf eine
genaue, exakt nachweisbare, Definition kann also nicht verzichtet werden.

¢ Ist zum Beispiel die folgende rekursiv definierte Folge konvergent?

1 2
a =1, an+1::2<an+>, n e N

an

¢ Schauen Sie sich nur die ersten paar Glieder einer Folge an, um zu entschei-
den, ob die Folge konvergiert, konnen Sie gehorig falsch liegen. Tatsdchlich
konnen Sie die ersten 100 (oder 1000 oder ...) Glieder einer Folge beliebig
andern, ohne etwas an ihrem Konvergenzverhalten zu dndern, denn fiir jedes
no € N gilt (Ubungsaufgabe):

(an);-1 konvergiert < (a,);_,, konvergiert.

Und in diesem Fall stimmen die Grenzwerte der Folgen tiberein.

Versuchen wir nun, die Konvergenz einiger elementarer Folgen anhand der obigen
Definition wirklich nachzuweisen.

Beispiel 4.2.4. (i) Sei ¢ € R. Die konstante Folge (a,)5; := (¢);, = (¢,¢,¢,...)
konvergiert gegen c, lim;, .. a, = c.

Beweis: Dieses Resultat ist nattirlich offensichtlich. Trotzdem wollen wir einmal
ganz genau nachpriifen, ob die Konvergenzdefinition hier erfiillt ist: Sei also ein
beliebiger Abstand & > 0 vorgegeben. Wir suchen ein n, € IN, so dass |a, —c| < ¢
tir alle n > n.. Was ist in diesem Fall 2, — c? Nun, es gilt

ay — ¢ = ¢ — ¢ = 0 und damit auch |a, —c| =0

tir alle n € IN. Wir konnen also zum Beispiel n, = 1 wahlen, und es folgt die
gewiinschte Abschidtzung:

Vn>1: |a,—c|<e.

In diesem Fall kann man also sogar fiir jedes ¢ > 0 das gleiche n, € IN wihlen.
(i) Die Folge (%)%, konvergiert gegen 0, lim, . = = 0.

Dieses Resultat ist gar nicht so trivial, wie Sie denken. Es ist eng mit der Vollstan-
digkeit der reellen Zahlen, genauer mit dem Archimedischen Prinzip verbunden.

Beweis: Sei wieder ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Aus dem Archimedischen Prinzip
(Satz b folgt, dass ein 1, € IN existiert, so dass n% < &. Damit folgt fiir alle
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n > n., dass
1 1 1
——0==<—x<c
n n - N
Dies war zu zeigen.
(iif) Es gilt limy_,o0 (1 n <—nl)”) _1.
Beweis: Hier gilt
—-1)" 1
n n
und wir haben in Beispiel (ii) gezeigt, dass fiir jedes € > 0 ein n, € IN existiert, so
dass 1/n < ¢ fur alle n > nq.

Das letzte Beispiel fiihrt direkt zur folgenden kleinen Beobachtung, die manchmal
niitzlich ist.

Proposition 4.2.5. Es gilt

lima, =a < lim |a, —a|=0.
n—oo n—oo

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Konvergenz-Definition. O
Vorsicht. Machen Sie sich noch einmal klar, dass die Reihenfolge und Art der

Quantoren in der Definition der Folgenkonvergenz extrem wichtig ist. Quiz: Was
bedeutet etwa die folgende Aussage?

Je>0m. e NVn>ne: |a,—a| <e

Divergenz einer Folge

Wie zeigt man, dass eine Folge divergiert? Man muss zeigen, dass sie gegen kein a2 € R
konvergiert. Mit Quantoren geschrieben bedeutet dies (vergleiche Beispiel zur
Negation von Aussagen mit Quantoren):

VaeR Je>0 Vn,e N In>mn.: |a,—a|l > e

Anders ausgedriickt: Die Folge (a,) divergiert, falls fiir jedes a € R ein & > 0 existiert,
so dass das Intervall [a — ¢, a + €] unendlich viele Folgenglieder nicht enthalt.

(G»\\ Youy, w 3‘5“ a,

_FAU§ ew 830 2, so
dasy e 3w:_neu Becteh
3

wnendlich viele  Filgen-

Sliedex lieagn.

—Ende VL 14—
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Beispiel 4.2.6. Die Folge (a,)2> ; = ((—1)")$_; divergiert.

Beweis: Fiir jedes a € R hat das Intervall [a — 3,4 + 1] die Lange 1. Da aufein-
anderfolgende Folgenglieder den Abstand 2 haben, d.h. |a, — a,,1| = 2 fiir alle
n € IN, miissen also stets unendlich viele Folgenglieder aufSerhalb des Intervalls
liegen.

Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Wie wir bei den obigen Beispielen gesehen haben, kann es sehr miihsam sein, die
Konvergenz einer Folge mit Hilfe der e-n.-Definition zu tiberpriifen. Gliicklicherweise
hat man es oft mit Folgen zu tun, die sich aus Summen, Differenzen, Produkten
oder Quotienten schon bekannter Folgen zusammensetzen. In diesem Fall konnen die
folgenden Rechenregeln uns das Leben sehr erleichtern.

Satz 4.2.7 (Summen-, Differenzen-, Produkt- und Quotientenregel). Es seien (a,) und
(bn) konvergente Folgen, mit lim,_,« 4, = a und lim,_, b, = b. Dann gilt:

(i) Die Folge (a, £ b,) ist konvergent und

lim (a, £b,) =a=+b.

n—oo

(ii) Die Folge (ay - b,) ist konvergent und
lim (a, - b,) = a - bﬂ

n—oo

(iii) Ist b # 0 und b, # O fiir alle 7, so ist die Folge (3*) konvergent und

lim M _ @
im — = —.
n—oo b, b

?Als Spezialfall der Produktregel fiir die konstante Folge a, = a erhdlt man, dass lim, (4 - by) =
a-limy 0o by.

Beweis. Wir beweisen nur Teil (i) im Fall einer Summe. Dazu geben wir uns wieder
einen beliebigen positiven Abstand vor, den wir ausnahmsweise einmal mit § > 0
bezeichnen. Gesucht ist ein 15 € IN, so dass

Vn>mng: |(an+by)—(a+0b)| <9 (%).

Um dies zu erreichen, setzen wir ¢ := §. Dann existiert aufgrund der Konvergenz
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a, — a fur n — oo ein ngl) € IN, so dass
Vn > ngl) : |ap—al <e
und wegen b, — b fiir n — co existiert ngz) € IN mit
Vi >n? |by — b] <e.
Setzen wir ns := max(ngl), ngz)), so folgt
Vn>nsg: l|agz—al<e A |by,—Db<e

Aus der Dreiecksungleichung folgt dann die gewtiinschte Ungleichung (x): fiir alle
n > n; gilt

|(an + by) — (a + b)|

|(an — a) + (bn — D)
|(an — )| + |(bn — D)
e+e=2e=29.

IN A

Beispiel 4.2.8. Wir betrachten die Folge

3n% + 131\~
( 4n? +5 )n_l
einmal sehr ausfiihrlich. Hier handelt es sich um einen Quotienten der Folgen
(ay) = (3n? +13n) und (b,) = (4n* +5). Da diese Folgen nicht konvergieren
(warum?), miissen wir zunédchst einen kleinen Trick anwenden, um die Quotien-
tenregel des vorherigen Satzes nutzbar zu machen. Wir schreiben

32 +13n  n?(3+%) 348

A +5  n2(4+35) 4+ 5

Schauen wir uns nun die Folgen im Zihler und Nenner an: Zunéachst folgt mit

Rechenregel (ii) (angewandt auf die Folgen a, = b, = %) und mit lim% =0, dass

lim lz: (hm 1) . <lim 1) =0-0=0.
n—oo 11 n—oo 1 n—oo 1

Dann folgt erneut mit (ii) (angewandt auf die konstante Folge a, = 5 und b, = %),
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dass

limE:5-liml2:5-0:0

n—oo 11 n—oo mn
und somit schliefflich aus (i), dass
. 5 . 13
lim {44 — ) =44+0=4 wundanalog lim (3+— | =3.
n n—o0 n

n—o00
Mit der Quotientenregel (iii) folgt somit

. 3n*+13n . 3+8 3
lim ————— = lim =,
n—oo 4n2 45 n—oo 4 % 4

Bisher haben wir noch gar nicht ausgeschlossen, dass eine Folge zwei Grenzwerte
besitzen kann. Dies wollen wir jetzt schnell nachholen.

Satz 4.2.9 (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Konvergiert die Folge (a,)$> ; gegen a
und gegen b, so ist a = b.

Beweis. Es gilt 0 = a,, — a, fiir alle n € IN, d.h. einerseits gilt

Jiigo(an —a,) =0.

Andererseits folgt aus lim;, .. 2, = a und lim,_,« a, = b mit der Differenzenregel
auch

7}i_r}r.}o(an—an):a—b.

Also folgta —b = 0 bzw. a = b. O

Ein weiteres Hilfsmittel im Umgang mit Folgen ist die folgende Proposition.

Proposition 4.2.10. Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen.

(i) Monotonie der Grenzwertbildung: Gilt a, < b, fir alle n € N, so folgt

lim a, < lim b,.

n—o00 n—o0o

(ii) Sandwichprinzip: Ist lim,_,c a, = lim,_,. b, und ist (c,) eine Folge mit
ay < ¢, < by fir alle n € IN, so ist auch (c,) konvergent und es gilt

lim ¢, = lim a, = lim b,,.
n—oo n—,oo n—o0

Quiz: Gilt lim,, o 4, < lim,,_0o by, falls a, < b, fiir alle n?
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S audu\'d—n‘r\({_vr“ 7

X Qv = £ !Dvx
L - - - —-X — X__ :- = h—2e n—7 a
x x % \% \4
X L L
X
=2
¥ >
Ar 3y F

Beweis. (i) Sei d, := b, — a,. Dann gilt d, > 0 fiir alle n € IN und aus der
Differenzenregel folgt

d:= limd, = lim b, — lim a,.
n—oo n—oo n—oo

Wir miissen zeigen, dass d > 0 gilt. Nehmen wir an, dies ware falsch, d.h. d < 0.
Dann wire ¢ := —% > 0 und wegen d,, — d wiirde ein n, € IN existieren, so dass

Vn>mne: |dy—d| <e

Da x < |x| fiir jedes reelle x, hitte dies fiir alle jene n zur Folge, dass

dn_dgldn_dlggz_g.

Durch Umstellen wiirde also d,, < % < 0 folgen, im Widerspruch zur Vorausset-
zung d,, > 0 fiir alle n € IN. Also muss doch d > 0 gelten.

(ii) Ubung. O
Beispiel 4.2.11. Fiir jede reelle Zahl x € R existiert eine Folge (x,),eN von ratio-

nalen Zahlen mit lim,, . x,, = x.

Beweis: Da Q in R dicht liegt (Satz 3.4.6), existiert zu jedem n € IN ein x,, € Q mit

1 1
x——<x, <x+ —.
n n

. 1 i 1
lim <x+> = lim (x—) = x,
n—o0 n n—oo n

folgt lim,, o0 X, = x aus dem Sandwichprinzip.

Da

Das néachste Beispiel zeigt, dass man das Supremum einer Menge immer durch eine
Folge aus der Menge approximieren kann.
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Beispiel 4.2.12. Sei M C R nach oben beschrankt und nicht leer. Dann existiert
eine Folge (x,)sen von Elementen von M mit

lim x, = sup M.
n—oo

Beweis: Sei m := sup M (dies existiert nach dem Vollstdndigkeitsaxiom!). Fiir jedes
n € N ist dann m — 1 keine obere Schranke von M (denn m ist ja die kleinste).
Also existiert x,, € M mit

m—— < x, <m.
n

Aus dem Sandwichprinzip folgt lim;, .« x, = m. —Ende VL 15—

Als weitere Anwendung des Sandwichprinzips wollen wir das Konvergenzverhalten
der geometrischen Folge (¢")5*, = (1,¢, c?,c3,...) untersuchen. Da diese fiir ¢ > 1 in

einem exakten Sinne gegen unendlich strebt, fithren wir zunéchst einen neuen Begriff
ein.

Definition 4.2.13. Wir schreiben lim,, ;. 4, = oo, falls gilt:

VR>0dng e NVn > ng: a, > R.

Entsprechend schreiben wir limy, e a4, = —oo, falls lim,_,e(—a,) = oo gilt. Liegt
einer dieser Fille vor, so heifit die Folge (a,,) bestimmt divergent (gegen co bzw.
—0)

Beachte. Bestimmte Divergenz (gegen oo) bedeutet also, dass jede Zahl R > 0 von
der Folge irgendwann fiir immer (fiir alle n > ng) tiberschritten wird.

Um eine Folge als bestimmt divergent zu kennzeichnen, ist folgendes Resultat hilf-
reich.

Proposition 4.2.14. Es sei (a,);_, eine Folge mit a, > 0 fiir alle n € IN. Dann gilt
) . 1
lima,=0 < lim — = oo.
n—oo n—oo Ay

Beweis. Versuchen Sie es mal selbst! OJ

Beispiel 4.2.15. Da lim;, o % =0, gilt lim, o 1 = ooﬂ

?Ein alternativer direkter Beweis: Ist R > 0 gegeben, so ex. nach dem Archimedischen Prinzip ein
ng € N mit ng > R. Und dann gilt auch n > R fiir jedes nattirliche n > ng.
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Beispiel 4.2.16. Sei ¢ € R. Dann gilt:

oo, fallsc>1,
limc" =41, fallsc=1,
n—oo
0, falls —1<c< 1.

Im Falle ¢ < —1 ist die Folge (c") weder konvergent noch bestimmt divergent.

Beweis: (i) Die Félle c = 1 und ¢ = —1 kennen wir schon.

(ii) Im Falle —1 < ¢ < 1, d.h. |¢| < 1, setzen wir b := 1/|c|. Dann gilt b > 1 und
wir konnen schreiben b = 1+ x mit x := b —1 > 0. Aus der Bernoulli-Ungleichung
(Proposition|3.3.7) folgt, dass b" = (14 x)" > 1+ nx fiir alle n € IN. Dies impliziert
o<t 1 <1

b" — 1+4+nx — nx

(n € N)

1

-z — 0 fiir n — oo, dass

d.h. aus dem Sandwichprinzip folgt wegen

1
0= lim — = lim |c|" = lim |c"|.
n—oo b n—co n—00

Aus Proposition folgt damit lim;,_, ¢ = 0.

(iif) Im Falle ¢ > 1 gilt 1 < 1, d.h. mit (ii) folgt limyco & = limy e (1)" = 0. Nun
folgt die Aussage aus Proposition
(iv) Der Fall ¢ < —1 sei als Ubung iiberlassen.

Wir wollen nun noch polynomielles, exponentielles und faktorielles Wachstum verglei-
chen. Dazu bendtigen wir folgendes Hilfsresultat.

Lemma 4.2.17. Sei a, > 0 fiir alle n € IN und es existiere 0 < g < 1und N € N,
so dass

a
VYn> N: "—ng
an

Dann gilt:

(1) Vn2N:O<an§q”~Z—%.

(i) lim, e a, = 0.
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Beweis. Aus der Abschitzung folgt

AN+1
0<ani1=—— ay<q-ay

aN

AN+2 2
0<ani2 = “aN+1 < g-an+1 < q°-an

aN+1
und allgemein
0 <anik < q°-an, keNo.
Setzen wir n := N + k und somit k = n — N, folgt

a
—%, n > N.
q

0<an§q”_N-aN:q”-
Dies ist Ungleichung (i). Da der Quotient hier unabhédngig von n ist und 0 < g < 1

gilt, folgt weiter
aN

i (g N AN
o) = N e =0
Das Sandwichprinzip und (i) zeigen also, dass lim, . a, = 0. O

Beispiel 4.2.18. Sei ¢ > 1 und p € IN. Dann gilt:
(i) Exponentielles Wachstum schldgt polynomielles Wachstum, d.h.

Iim — =0
n—oo 1!
Beweis: (i) Mit a,, := ’Z—,f gilt
a1 (m+1)Pc" 1 1., no0 1
= = (14 )P -
a, ctl P ¢ <+n) _>c

Nun wihle g mit 1 < g < 1 (dies funktioniert, da ¢ > 1 vorausgesetzt ist). Dann ist
€:=q— % > 0 und wegen ag—:l — % existiert n, € IN mit

An41 - 1

an €

Vn > ng: <e.

75
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Insbesondere gilt also

a
Yn > n, ”—H§q<1
an

und die behauptete Konvergenz folgt damit aus Lemma
(i) Mit a, = < gilt hier

a, (n+1)! " n+l

An+1 ¢l n! C  n—eo 0

Nun kann man genauso wie in Teil (i) argumentieren.

4.3. Zwei Konvergenzkriterien

In den bisherigen Beispielen war fast immer sofort anschaulich klar, ob und gegen
welchen Wert eine Folge konvergiert. Dies muss jedoch langst nicht immer so sein, wie
wir auch schon diskutiert haben. Es wiére deshalb sehr hilfreich, {iber notwendige und
hinreichende Kriterien fiir die Konvergenz zu verfiigen. Darum wollen wir uns jetzt
kiimmern. Wir beginnen mit der Betrachtung beschréankter Folgen.

Definition 4.3.1. Eine Folge (a,,)$_; heilt nach oben beschrinkt bzw. nach unten
beschrinkt bzw. beschrinkt, falls die Wertemenge {a, | n € IN} diese Eigenschaft
besitzt (vergleiche Definition [3.4.2). Obere bzw. untere Schranken der Wertemenge
nennt man entsprechend auch obere bzw. untere Schranken der Folge (a,)5_;. Ist
eine Folge nicht beschréankt, so heifit sie unbeschrankt.

Quiz: Was sind obere und untere Schranken der Folge ((n +1)/n),en? Kennen Sie
Beispiele unbeschrankter Folgen?

Beachte. (a) Es sind dquivalent:
(i) (an);>q ist beschrankt.

(ii) Es existiert M > 0, so dass |a,| < M fiir alle n € N.
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Beweis: Gilt |a,| < M fiir alle n € IN, so ist —M < a, < M, d.h. —M ist eine obere
und M eine untere Schranke der Folge. Gilt umgekehrt s < a, < S fiir allen € IN,
so auch —S < —g,, < —s, und somit

VneN: |a,| = max{a,, —a,} < max{S,—s} =: M.

(b) Das Andern von endlich vielen Folgengliedern dndert nichts an der Beschrénkt-
heit einer Folge, d.h. fiir jedes np € IN gilt:
(an)y-q ist beschrankt < (a,),,, ist beschrankt

Beweis: Gilt |a,| < M fiir n > ny, so gilt mit My := max(|a1], ..., |an,|, M), dass

VneN: |a,| < My

Satz 4.3.2. Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis. Sei a := lim,_,« a,. Dann gibt es zu ¢ = 1 ein n, € N, so dass |a, —a| <1
tur alle n > n,. Daraus folgt insbesondere mit Hilfe der Dreiecksungleichung

|an| = [(an —a) +-a| < |an —a| +|a] <1+ |af == M

fur alle n > n,, d.h. die Folge (a,);>,, ist beschrankt. Nach obiger Beobachtung (b)
gilt dann das Gleiche fiir die Ausgangsfolge. O

Vorsicht. Die Umkehrung des Satzes gilt nicht! Nicht jede beschrdankte Folge
ist auch konvergent! Denken Sie etwa an die alternierende Folge ((—1)")5;.
Die Beschranktheit einer Folge ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir deren

Konvergenz.

Ist eine Folge nicht beschrankt, kann sie nach Satz auch nicht konvergieren.

Beispiel 4.3.3. Die Fibonacci-Folge (0,1,1,2,3,5,8,13,...) divergiert, da sie nicht
beschrankt ist.

Um ein hinreichendes Kriterium fiir die Folgenkonvergenz anzugeben, miissen wir

iiber monotone Folgen sprechen, d.h. Folgen (a,),cnN, die entweder

n—1

* monoton wachsen (d.h. 4,11 > a, fiir alle n € IN), wie die Folge (- )HE]N

(O,%,%,...), oder

* monoton fallen (d.h. 4,1 < a, fiir alle n € N), wie die Folge (%

11 n)nE]N
(1LLL,..).

—Ende VL 16—
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Schauen wir uns den Graphen einer monotonen und beschriankten Folge an, so sagt
uns unsere Intuition, dass die Folge konvergieren sollte. Dies ist tatsdchlich der Fall
und ist eine weitere Folgerung aus dem Vollstandigkeitsaxiom der reellen Zahlen.

\S-\' (6\!«3 mMen.
e e wachsend und
nack dben be-

schanld | o
. (/\e.,\\/uyerlr Sle

Ly e geqen olans  Saprermum

Yhver %i\o(mehjc

Satz 4.3.4 (Monotoniekriterium). Fiir jede Folge (a,)$_; gilt:

(i) Ist die Folge monoton wachsend und nach oben beschrankt, so ist sie konver-
gent und

lim a, = sup{a, |n € N}.

(ii) Ist die Folge monoton fallend und nach unten beschrankt, so ist sie konver-
gent und

Jiigoan = inf{a, | n € N}.

Quiz: Gilt die Umkehrung obiger Aussagen: Ist jede konvergente Folge monoton
(wachsend oder fallend) und beschrankt?

Beweis. Wir beweisen nur Teil (i). Der Teil (ii) folgt analog.

Dass die Folge nach oben beschrankt ist, bedeutet, dass die nicht-leere Wertemenge
M := {a, | n € IN} nach oben beschrinkt ist. Also existiert s := sup(M) wegen
dem Vollstandigkeitsaxiom. Wir zeigen, dass lim,_ a, = s gilt. Sei dazu ¢ > 0
beliebig. Da s — € keine obere Schranke von M ist, existiert n. € IN, so dass
s — & < a,,. Da die Folge (a,) monoton wichst und s eine obere Schranke von M
ist, gilt dann insbesondere fiir alle n > n,, dass

s—e<ay, <a, und a, <s.

Also gilt a, € [s —¢,s + €] fur alle n > n,, was zu zeigen war. O

Als erste Anwendung des Monotoniekriteriums wollen wir einen ersten Beweis fiir die
Existenz von Quadratwurzeln angeben (ein weiterer folgt spéter).
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Satz 4.3.5 (Existenz von Quadratwurzeln). Sei a > 0.

(i) Es existiert genau eine reelle Zahl s > 0 mit der Eigenschaft s> = a. Wir nennen
diese Zahl die (Quadrat-)Wurzel von 4 und bezeichnen Sie mit /a.

(ii) Definiere die Folge (a,)nen rekursiv durch
1 a
Any1 = E <a1’l + an) , he NO/

wobei ap > 0 beliebig gewéhlt werden darf. Dann gilt lim, . 2, = /4.

Beachte. 1) Man nennt das Approximationsverfahren in (ii) das Heron-Verfahrenﬂ
Dieses Verfahren konvergiert sehr schnell. Fiir 2 = 2 mit Startwert ap = 2 gilt etwa

1 2
611—2(2—{—2)—

2) Was steckt hinter dem Heron-Verfahren? Die Gleichung s> = a zu losen bedeutet
geometrisch, ein Quadrat mit Seitenldnge s und Flacheninhalt a zu konstruieren.
Dazu starten wir mit einem beliebigen Rechteck mit Flacheninhalt 4. Hat die eine
Seite dieses Rechtecks die Linge a9, so muss die andere Seite die Lange by = -
besitzen. Um dieses Rechteck einem Quadrat dhnlicher zu machen, miissen wir
die Lange der ldngeren Seite verkleinern und die der kiirzeren vergrofiern. Dies
tun wir, indem wir statt ay den Mittelwert von a9 und by verwenden

_lZo—f—bo_l a
a1 = 5 —2<€l0+a0>

und dann by = % wihlen. Dies fithren wir nun fort, d.h.

3 1/3 2 17 -
5—1,5 a2—2<2+23> _ﬁ_1’416’ usw.

am+b 1 a a
1y = 1 1_ 2 a4+ —, bh=—, usw.
2 2 m az
A, Scheiht: 2. Schil] -
Lo 2
Qo beliebis, be= Z an= q%:’b:, E,Fo%
op ©
{ bo rﬂ’ ba
Qo an

“nach Heron von Alexandria, griech. Mathematiker der Antike.
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Beweis (von Satz [4.3.5)). Wir benutzen die Folge aus Teil (ii) um die Existenz der
Quadratwurzel zu zeigen.

1. Existenz: Induktiv sieht man sofort, dass a, > 0 fiir alle n € IN, d.h. die Folge
ist nach unten beschrankt. Weiterhin ist es nicht schwer zu zeigen, dass die Folge
monoton fillt. Auf den Beweis verzichten wir an dieser Stelle aus Zeitgriinden, Sie

finden ihn aber im an dieses Kapitel.
Damit ist (a,) nach Satz konvergent, d.h. s := lim;,_, a, existiert. Aus der
Monotonie der Grenzwertbildung folgt wegen a,, > 0 auch sofort, dass

s=lima, >0
n—oo

gelten muss. Wir zeigen nun, dass s*> = a gilt. Dazu multiplizieren wir die Rekursi-

onsvorschrift
a = ap +
n+1 7 n

auf beiden Seiten mit 24, und erhalten die Gleichung
20,110, = ai + a.

Da a, — s und a,,1 — s flir n — oo, kobnnen wir auf beiden Seiten dieser
Gleichung den Grenzwert n — oo betrachten und erhalten so unter Verwendung
der Folgenrechenregeln, dass

25 = 5% +q,

d.h. es gilt s*> = a.

2. Eindeutigkeit: Seien s,t > 0 Zahlen mit der Eigenschaft s2 = 2 = 4. Zunichst
gilt 2 = 0 genau dann, wenn s = t = 0. Ist 2 > 0, so miissen auch s, > 0 sein. In
diesem Fall schreiben wir

=p—p=— 2= =G0

Da s+t > 0ist, musss —t =0, d.h. s =t gelten. ]

Vorsicht. (i) Fiir a > 0 ist mit /4 immer die positive Wurzel von a gemeint. Die
Gleichung s> = a hat jedoch fiir 2 > 0 genau zwei Losungen, namlich /a und

—+/a, denn
2

ss—a=0 & (s—+a)(s++a)=0.

(ii) Mit einer Variante des Heron-Verfahrens kann man fiir k € IN, k > 3 auch die
Existenz der k-ten Wurzel {/a zeigen. Dies machen wir spéter aber auch noch auf
anderem Wege.

8o
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4.4. Teilfolgen und der Satz von Bolzano-Weierstral}

Obwohl nicht jede Folge konvergent ist, hat zumindest jede beschrinkte Folge eine
konvergente Teilfolge. Dies werden wir in diesem Abschnitt als weitere Folgerung aus
dem Monotoniekriterium ableiten.

Definition 4.4.1. Ist (a,),enN eine Folge und (1 )ken eine Folge natiirlicher Zahlen
mit 17 < ny < n3 < ..., so heilt (a,, )ren eine Teilfolge von (a,),en. Diese
entsteht also, indem man die Folge

(a1, 02,83, a4, ..)
von links nach rechts durchlauft und gewisse Glieder fiir die neue Folge heraus-
pickt.
Beispiel 4.4.2. Bs ist (1/k?)ren = (1,1/4,1/9,...) eine Teilfolge der Folge
(1/n)pen = (1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6,1/7,1/8,1/9,1/10,...).

In der Notation von oben hat man hier also 1, = k? gewéhlt. Quiz: Nennen sie
Teilfolgen der Folge ((—1)"),enN.

Mittels Teilfolgen kann man sehr schnell zeigen, dass eine Folge nicht konvergiert.

Proposition 4.4.3. Es sei (a,)_, eine konvergente Folge mit lim;_,. 4, = 4. Dann
ist auch jede Teilfolge von (a,){_; konvergent und konvergiert gegen a.

Beweis. Ubung. O

Beispiel 4.4.4. Mit der vorherigen Proposition erhalten wir sofort einen neuen Be-
weis, dass die Folge ((—1)")$_, divergiert, denn die konstanten Folgen (1,1,1,...)
und (—1,—1,—1,...) sind Teilfolgen dieser Folge mit unterschiedlichen Grenzwer-
ten.

Da wir wissen, dass beschrankte monotone Folgen konvergieren, ist das folgende
Lemma sehr hilfreich.

Lemma 4.4.5. Jede Folge (a,) besitzt eine monotone (also monoton wachsende
oder monoton fallende) Teilfolge.
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Beweis. Nenne einen Index n € IN niedrig, falls a,, < a; fiir alle k > n, d.h. keines

der auf a, folgenden Glieder der Folge ist kleiner als a,,.

X x ol Die lndlizes
X x £¥
x- ?’I 5 &
i Sinok hizru'\s
X

1 1 l I I 1 1 1 | I_.>

A z 3 ¢ 5 6 F 8 9 a0
Dann konnen zwei Fille eintreten:
1. Fall: Es gibt unendlich viele niedrige Indices n; < n, < n3 < ... Dann ist

(an, ) ken monoton wachsend.

2. Fall: Es gibt nur endlich viele oder gar keine niedrige Indices. Ist dann N € IN
der grofite niedrige Index (bzw. N = 0, falls keine existieren), so setze n; = N + 1.
Dann existiert n, > ny mit a,, > a,,, da n; nicht niedrig ist. Aber auch n;, ist
nicht niedrig, d.h. es existiert n3 > n, mit a,, > a,, usw. Dies liefert eine monoton
fallende Teilfolge (a4, )keN- O

Der folgende unscheinbare Satz ist einer der wichtigsten Sdtze der Analysis.

Satz 4.4.6 (Bolzano-WeierstraR). ] Jede beschrankte (d.h. nach oben und unten
beschrinkte) Folge (a,) besitzt eine konvergente Teilfolge.

“nach Bernard Bolzano (1781-1848), Karl Weierstrafs (1815-1897).

Beweis. Laut vorherigem Lemma existiert eine monotone Teilfolge von (a,), die
wegen Satz dann konvergieren muss. O

Beachte. (i) Fiir konkrete beschrankte Folgen ist es oft leicht, konvergente Teilfol-
gen zu finden (die Folge ((—1)") besitzt z.B. die konvergente konstante Teilfolge
(1,1,1...)). Das Besondere am Satz von Bolzano-Weierstraf ist, dass man auf die
Existenz einer konvergenten Teilfolge schliefsen kann, ohne konkrete Informationen
tiber die beschrinkte Ausgangsfolge zu haben.

(ii) Der Satz von Bolzano-Weierstrafs sieht unscheinbar aus, ist aber von grof3-
ter Wichtigkeit. Zum Beispiel werden wir folgende Resultate letztlich auf ihn
zuriickfithren:

e die Tatsache, dass eine stetige Funktion auf einem Intervall [a, ] stets be-
schrankt ist und ihr Maximum und Minimum annimmt,
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e die fiir die Kurvendiskussion so wichtige Aussage, dass aus f' > 0 folgt,
dass die Funktion f monoton wéchst. —Ende VL 17—

4.5. Ein kurzer Blick auf Reihen

In diesem Abschnitt wollen wir uns noch eine Anwendung des Monotoniekriteriums
tiir sogenannte Reihen ansehen. Hierbei geht es um die Frage, ob man fiir eine gegebene
Folge (a,)nen der unendlichen Summe

M +ax+az+...

einen Sinn geben kann.

Definition 4.5.1. Sei (a,)$’_; eine Folge. Fiir n € IN nennt man

Sn:: ak:a1+a2+...+an

n
k=1

deren n-te Partialsumme. Die Folge (s,)n,en dieser Partialsummen nennt man
Reihe mit den Gliedern a; und notiert sie mit dem Symbol

[ee]
Z a := (Sn)y=1-
k=1

o0

Konvergiert diese Reihe, d.h. die Folge (s,);>_;, so bezeichnet man auch ihren
Grenzwert mit ) ;- ; 4, und nennt diesen die Summe der Reihe.

Vorsicht. Das Symbol } ;7 ; a; hat also zwei Bedeutungen. Es steht fiir
(i) die Folge (sp)nen = (Lj_q k), der Partialsummen,
(ii) den Grenzwert
n
lim s, = lim ) 4 :Jigglo(a1+a2+...+an),

n—oo n—oo
k=1

falls dieser existiert.

Beispiel 4.5.2. Die Reihe Y¢° ;(—1)F hat die Partialsummen

s1=—-1, sp=-141=0, s3=—-1+1—-1=-1
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und allgemein
S —1, falls n ungerade
" 0, falls n gerade .

Da der Grenzwert lim,, o s, nicht existiert, ist die Reihe Y3° ;(—1) = (s,)nen
also nicht konvergent. Mit anderen Worten: Man kann der unendlichen Summe

1+1-14+1F...

keinen sinnvollen Wert zuordnen (vergleiche mit Beispiel aus dem Anfangs-
kapitel).

Schauen wir nun auf eine der wichtigsten Reihen, die sogenannte geometrische Reihe

mit x € R (d.h. auf die zur geometrischen Folge (x")icn, zugehorige Reihe). Deren
Partialsummen

=1+ x+x2+... +x"

n
Sy 1=

k=0

nennt man auch geometrische Summen.

Vorsicht. Nattirlich kann man bei einer Reihe, wie eben hier, auch bei einem
anderen Startindex (aufier k = 1) anfangen zu summieren. Die Partialsummen
dndern sich dann entsprechend.

Satz 4.5.3. Es sei x € R und n € INj.
(i) Fir die geometrischen Summen gilt

n+1

5, — i‘,xk: %, falls x # 1,
=0 n+1, fallsx=1.

(ii) Die geometrische Reihe ist fiir |x| < 1 konvergent mit

und divergiert fiir [x| > 1.

Beweis. (i) Dies ist trivial fiir x = 1, da dort in der Summe (n + 1)—mal die
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1 aufaddiert wird. Fiir x # 1 wurde die Formel in Aufgabe 21 per Induktion
bewiesen. Alternativ kann man auch wie folgt rechnen:

(T+x+x>+...+x") - (1—x)=1+x+2>+...+x"
—x—x?— .. —x"— "t

Bei dieser Differenz bleibt gerade 1 — xtl tibrig.

(i) Ist |x| < 1, so gilt ™1 = x - x" "=5° 0 (vergleiche Beispiel . Aus den
Folgenrechenregeln und Teil (i) folgt also

00 k1 L 1— xn+1 B 1
x* = lim s, = lim = .
n—00 n—o 1 —x 1—x
k=0
Dass die Reihe im Falle |x| > 1 divergiert, folgt genauso aus Teil (i). O

Betrachten wir ein paar Anwendungen dieses Satzes.

Beispiel 4.5.4. (i) Fir x = :l:% erhalten wir die Formeln:

i 1k — 1+1+1+1+ _ 1
=\2) 2 4 8 77 117
el 1>" 1 1 1 1 2
Y [-5] = 1-54+>—Z=+...= —
ol 2 24 8 1+1 3
(ii) Ist 0.999999 ... =: 0.9 < 1 ? Antwort: Nein!
Beweis:
1
09 = 9'%’
1 1\?
099 = 9-10+9-<10>

1 1)? 1\°
0999 = 9-10+9.<10> +9.<10>

099... = 9-; <110>k:9' (ki <110>k_ <110>0>
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(iii) Nun konnen wir auch endlich das Paradoxon von Achilles und der Schildkrote
aus der Einleitung aufldsen: Zenon betrachtete die Position der Laufer nach der 1.
Sekunde, nach 1 + 11—0 Sekunden, nach 1 + 117) + 11W Sekunden, usw. Dabei ist die
Schildkrote stets vor dem Laufer. Allerdings gilt

1 1 ® 7 1\F 1 10
14+ — 4 —4...= = = ==,
T 100" ,§]<10) 1-X°79

D.h. Zenon beschreibt uns nur die ersten 10/9 Sekunden des Rennens und nach
dieser Zeit wird Achilles die Schildkrote einholen.

Fiir die meisten Reihen kann man nicht sofort sagen, ob und, wenn ja, gegen welchen
Wert sie konvergieren. Wir benotigen daher hinreichende und notwendige Kriterien fiir
die Reihenkonvergenz.

Proposition 4.5.5 (Notwendiges Kriterium fiir Reihenkonvergenz). Die Reihe } ;7 ; a; sei
konvergent. Dann bilden die Glieder der Reihe eine Nullfolge, d.h. limj_,, ax = 0.

Beweis. Seis := ) ;> ; ar und s, = Y }_; ai die n-te Partialsumme der Reihe. Nach
Voraussetzung ist die Folge (s, ),en konvergent mit s, — s fiir n — oo. Da auch
Sy—1 — s flir n — oo, folgt damit aus den Folgenrechenregeln, dass

ap =83 —Sy;1 —>s—s=0 firn — oo.
O
Beispiel 4.5.6. Die Reihen Y5> ; (—1)* und Y5>, x* mit |x| > 1 erfiillen das notwen-

dige Konvergenzkriterium nicht. Wir erhalten also einen weiteren Beweis fiir die
Divergenz dieser Reihen.

Vorsicht. Die Bedingung limy_,., ax = 0 ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir
die Konvergenz der Reihe } ;7 ; a;, wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 4.5.7 (Harmonische Reihe). Die Reihe

)
X
k=1

1

|

nennt man die harmonische Reihe. Hier gilt zwar limy_, % = 0, aber die Reihe
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divergiert bestimmt gegen oo, d.h.

il—lim 1—|—1+ -l-l =00
k_naoo 2 n -

k=1

Schauen wir uns zum Beweis ein paar spezielle Partialsummen an:

2
1 1 3
52227 — 1+7:7
k 272
k=1
4
1 1 1 1. 3 1 4
=g TatEtY >33
8
1 1 1 1. 1 1. 4 1 5
=Y - = Qt-t-4+)+(E+.t)>o+4.2=2.
S8 Zk (I+5+3+ )+ G+ +g)>5+45=2

»
Il
—

Beachtet man, dass 2 = 21,4 = 22,8 = 23, so erkennt man die allgemeine Abschat-
zung

2n
1 2
sZn:kZlk>nJ2r , neN,

welche man nun per Induktion beweisen konnte. Dies zeigt, dass die Folge der Par-
tialsummen der harmonischen Reihe unbeschrankt ist und somit nicht konvergiert.

—Ende VL 18—

?Allerdings divergiert die Reihe sehr langsam, z.B. gilt

1.000.000 1 1 1 1
Ittt A 14,30,
L g1zt 3 T o000

Wiirde man also per Hand oder per Computer testen, ob die Reihe konvergiert oder divergiert,
konnte man leicht auf eine falsche Idee gebracht werden.

Als néchstes wollen wir ein hinreichendes Kriterium fiir die Reihenkonvergenz bespre-
chen. Die folgende Bemerkung wird dabei hilfreich sein.

Beachte. Ist kg € IN, kg > 2, so gilt

[e0] [e0]
) agist konvergent < ) gy ist konvergent.
k=1 k=ko

In der Tat, die beiden Reihen unterscheiden sich nur um endlich viele Glieder.
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Etwas genauer: sind
n n
Spi=)_ a und s, =)
k=1 k=ko

die Partialsummen der Reihen, so unterscheiden sich diese fiir n > kg nur um die
Konstante ¢ := Z’,z(’;ll axy = a; + ...+ ag,—1, d.h.

Vn>ko: sy=s,+c.

Aber damit ist (s;);”; genau dann konvergent, wenn (sy,);”; konvergent ist.

Satz 4.5.8 (Majorantenkriterium). Die Reihe ) 2 ; by sei konvergent und es existiere
ko € N, so dass
VkaQZ O§|ak\§bk

Dann ist auch die Reihe } ;7 ; a; konvergent. Ferner gilt

0]
Y

k=ko

=

k=ko

Man zeigt also, dass die Betrdge der Glieder der Reihe }}° ; a; durch die Glieder der
konvergenten Reihe ) i ; by majorisiert werden (d.h. nach oben abgeschatzt werden
konnen). Man nennt daher die Reihe } ;7 ; by in diesem Fall auch eine Majorante der
Reihe Y7 ; ax. Man beachte, dass die by nichtnegativ sein miissen, wiahrend die a; auch
negativ sein diirfen.

Beweis (des Majorantenkriteriums). Nach der vorherigen Bemerkung gentigt es zu
zeigen, dass Y ;7 ax konvergiert. Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall, dass
ag > 0 fiir alle k > ko (den Beweis des allgemeinen Falles finden Sie im an
dieses Kapitel). In diesem Fall ist |ax| = a;, d.h. die Voraussetzung lautet, dass

(*) Ogakgbk, kzko.

Setzen wir

su(a) ==Y ax und s,(b):= i by,

k=Ko k=Fko

so sind die Folgen (s,(a)),>k, und (5,(b)),>, beide monoton wachsend (warum?)
und nach Voraussetzung (und obiger Bemerkung) existiert der Grenzwert

M:= ) b = lim s,(b).

K=k, n—00
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Mit (%) folgt somit, dass fiir alle n > ko

n n
0<su(a)= ) ar< ) br=su(b) <M. ()
k=ko k=ko

Die monoton wachsende Folge (s, (a)),>, ist also durch M nach oben beschrankt,
d.h. aus dem Monotoniekriterium folgt, dass

Y ax = lim s,(a)

k=Fo n—sco

existiert. Aus (xx) folgt schliefSlich mit der Monotonie der Grenzwertbildung, dass

oo (o]
0< Z aj < 2 bk
k=ko k=ko

Beispiel 4.5.9. Bekanntlich steht die Dezimalzahl 123,456 als Abkiirzung fiir
1-10*+2-10' +3-10°4+4-10' +5-10 > +6-10°.
Allgemeiner steht die Dezimalzahl
ZomZomt1 - 2-120, 212223 - - -
mit z; € {0,1,...,9} fiir k > —m, als Abkiirzung fiir die reelle Zahl
Zem 10"z g 10" 2510+ i zp - 107%,
k=1

Hier muss man jedoch aufpassen, denn ist die auftauchende Reihe tiberhaupt
konvergent? Ja, dies folgt aus dem Majorantenkriterium, denn es gilt

0<z-10¥<9.107¥<10-107% =
und die geometrische Reihe

L) -5 ()

k

konvergiert, denn es gilt 0 < 5 < 1.
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Beachte. Man kann zeigen, dass sich jede reelle Zahl als Dezimalzahl darstellen
lasst. Die Darstellung muss nicht eindeutig sein, z.B. gilt 1 =1,000... =0,999...
Schliefst man aber Darstellungen mit 9er Perioden aus, ist die Darstellung eindeu-

tig.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir einen Blick auf die Exponentialreihe
werfen, d.h. auf die unendliche Summe

a2 xS af ¥z x3 o«

A0

0!

Satz 4.5.10. Die sogenannte Exponentialreihe

ist fiir jedes x € R konvergent.

Bevor wir zum Beweis des Satzes kommen, nutzen wir die Exponentialreihe, um die
Exponentialfunktion zu definieren.

Definition 4.5.11. Die Funktion
[e) xk
exp: R— R, exp(x):=)_ 7]
k=0 "
wird Exponentialfunktion genannt. Ferner heifst
21
e:=exp(l) =) 7l
k=0 "
die Eulersche Zahl.
Beachte. (i) Es gilt
1 1 1 1 1 1
=—4+—4+—4+_—4...= —+-+...=2,71828...
e 0!+1!+2!+3!+ 1—|—1+2+6—|— , 71828
(ii) Man kann zeigen (machen wir unten), dass
VnelZ: exp(n)=-e"
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Deshalb nennt man die Exponentialfunktion manchmal auch Exponentialfunktion
zur Basis e.

(iii) Ohne Beweis sei erwdhnt, dass fiir jedes x € R gilt

n
exp(x) = lim <1+%>11 also auch e = lim <1~|— 111) .

n—oo n—00

Beweis (von Satz [4.5.10). Wir wissen aus Beispiel [4.2.18} dass fiir jedes ¢ > 1 gilt,
dass
Ck k—o0

E—>0.

Selbstverstandlich gilt dies auch fiir 0 < ¢ < 1 (warum?). Ist nun x € R beliebig,
so gilt also (mit ¢ := 2 |x|) insbesondere, dass

(2 [x[)* ko
il — 0.

Also existiert ein kg € IN, so dass

k
Vi > ko : og(z‘kf’) <1
Umformen liefert
xk 13
> : < |l—=< (=) .
w2 osl2]< (1)

Da die geometrische Reihe
00 1 k
L)

konvergiert, liefert das Majorantenkriterium die Konvergenz von ) ;7 ’,i—l,( O

Eine fundamentale Eigenschaft der Exponentialfunktion ist, dass

exp(x +y) =exp(x)exp(y), xy€R.

Diese Gleichung wird auch Funktionalgleichung genannt. Aus der Schule kennen Sie
diese schon aus der Potenzregel ¥/ = e*e¥, welche wir spéter aus der Funktionalglei-
chung ableiten werden. Um die Funktionalgleichung beweisen zu kénnen, benétigen
wir zwei weitere Resultate tiber Reihen.

Proposition 4.5.12. (i) Die Reihe } ;7 ; a sei absolut konvergent, d.h. die zuge-
horige Betragsreihe ) ;7 |ax| sei konvergent. Dann ist auch die Reihe } > ; a;
selbst konvergent.

—Ende VL 19—
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(ii) Die Reihen ;7 ja, und ) ¢, by seien absolut konvergent. Dann konvergiert

auch die Reihe
o] n
) (Z ﬂkbnk>
n=0 \k=0

(sogar absolut) und es gilt

(*) (i ﬂk) ' (00 bk) = i ( ] akbnk> :
k=0 k=0 =0 \k=0

Man nennt die Formel (x) auch das Cauchy-Produkt von Reihen.

Beweis. Teil (i) folgt sofort aus dem Majorantenkriterium mit der Wahl by := |ai|.
Auf den Beweis von Teil (ii) verzichten wir. O

Beachte. (a) In der Ubung werden Sie zeigen, dass die Reihe Y, k% konvergiert.

Dabher ist die Reihe ) ;7 ; (‘k—%)k absolut konvergent, denn

2
und daher nach Teil (i) auch konvergent.

(b) Die Umkehrung von Teil (i) gilt nicht, d.h. nicht jede konvergente Reihe ist auch
absolut konvergent. Zum Beispiel kann man zeigen, dass die alternierende harmo-
nische Reihe Y3 ; (—1)¥/k konvergiert, wihrend die zugehorige Betragsreihe (die
harmonische Reihe) Y ;7 ; 1/k bekanntlich divergiert.

(c) Man mache sich klar, was die Formel (x) bedeutet: Um das Produkt
(ap+a1+ax+az+...) - (bo+b1+by+b3+...)

auszurechnen, muss jeder Summand in der ersten Klammer mit jedem Summanden
in der zweiten Klammer multipliziert und anschlieffend aufsummiert werden. In
anderen Worten, alle Eintrége in folgender Tabelle miissen addiert werden.

de Gu Qi Q3 oo

bo | acbe Gabe Qobe Qsbe ooe
b lea,\ Qa b/x amL/\ q;),,‘ 0oco

I:m erz asbe %abo °ce

bs Qe bg a.bz °ee
o o o

° ©
° °
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Die Formel (x) besagt nun, dass man diagonal aufsummieren darf, d.h.
(a0+a1 +El2—|—...) . (b0—|—b1—|—b2+...) = agby + (a0b1 —|—El1b0) + (a()bz + a1bq +azb0) +...

de G Qv QA3 veo

Satz 4.5.13. Die Exponentialfunktion exp : R — R hat folgende Eigenschaften:
(i) Fir alle x,y € R gilt die Funktionalgleichung

exp(x +y) = exp(x) exp(y).
(ii) Fir alle x € R gilt

1
exp(x)’

exp(x) >0 und exp(—x)=

(iil) Fiir alle k € Z gilt exp(k) = k.

(iv) exp ist streng monoton wachsend:

Vx,ye R: x<y = exp(x) <exp(y).

(v) Es gilt
nlgroloexp(n) =oco und ,}grc}oexp(—n) = 0.
Beweis. Wir beweisen nur die Funktionalgleichung, d.h. Teil (i). Die anderen Teile
sind direkte Folgerungen hieraus und werden in den Ubungen bewiesen.

Zunichst beobachten wir dazu, dass fiir x € R
0o oo k

X
Y 5] = 2 B = expe,
k=0 :

xk
|
k k=0

d.h. die Exponentialreihe } 7, %( konvergiert fiir jedes x € R sogar absolut. Damit
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ergibt sich fiir x,y € R aus Proposition dass

ok I yk ) no sk ynfk
exp () exp(y) = (Z k) - (kZOk> =L, (kiok.(_ky>

k=0

Aber es gilt
xk

7ﬂ:l i .xk.yn_k
k' (n—k)! n! \k ’

d.h. wir erhalten mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes (Satz [2.5.4), dass

E (52 )£ (£ ()0 ) - £ e -omi oo

n=0 k=0

O

50

40

30

20

Graph der Exponentialfunktion exp : R — R

—Ende VL 20—

— Zusatzmaterial —

Zusatz (Fehlende Teile des Beweises von Satz |4.3.5). Die Folge (a),cN ist definiert durch die
Rekursionsvorschrift

1 a
”n+1:§(ﬂn+;>; n € Ny
n

mit a9 > 0 beliebig. Wir zeigen in drei Schritten, dass die Folge positive Glieder hat und monoton
fallt.

(S1) Es gilt a, > 0 fiir alle n € INp: Dies beweisen wir per Induktion. Offensichtlich gilt die
Aussage fiir n = 0, da a9 > 0 nach Voraussetzung. Nun gelte a, > 0 fiir ein beliebiges 1 € INg
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(Induktionsvoraussetzung). Es ist zu zeigen, dass auch a,,11 > 0 gilt. Aber dies ist klar, denn
aus der Definition von a,,1; folgt mit der Induktionsvoraussetzung wegen a > 0 auch

95

1 a
an+1:§ an+; > 0.
n

n+l1 =

(a%+2a+%)—4a B (a%—Za—&-%)

4 a 4

den zweiten Beweisschritt.

ayp —a =a —1 a —&—i —1 a -4 —i<a2—a
nm il =i m \ ) T2\ ) T 2a, W

nichtnegative Hilfsfolgen ein, namlich
a} := max{ay, 0} und a4, := max{—a,0}.

Dann giltEl
a = a;' —a,

und (wegen |ai| = max{ay, —a;} = a; +a;) auch

Ogaf S \ak| Sbk

und Y2 ; a; . Aber mit den Folgenrechenregeln existiert dann auch

o0
];ak:nlg{}ozak

k=1
n 4 n
= lim a, — a,
n n o0 o0
= lim Z‘Zk — hrrolOZuk = Zak — Za;
= k=1 k=1 k=1

“Man mache sich dies am Beispiel a; = —4 klar: hier gilt a;r = max{—4,0} =0 und 4, = max{—(—4),0} =4, also

— — gt = — — gt -
—d=aq=a —a und 4=|a|=a +a.

(S52) Es gilt a2, > a fiir alle n € Ng: Tatsichlich folgt direkt aus der Definition

2 1 a 2 1 D) a ﬂ2
dpy1—4 = 1 an+a *ﬂzi an+2ﬂna+af2 —a
n

1/, a a2 1 a\?
= = —2ap— +— | == -— ] >0
4 (an " " ﬂ%) 4 (an “n) B

(S3) Esgilta, ; < ay fur alle n € IN: Fiir den Beweis benutzen wir die Definition der Folge und

Zusatz (Fehlender Teil des Beweises von Satz [4.5.8)). Nachdem wir das Majorantenkriterium im Falle
a; > 0 schon bewiesen haben, betrachten wir noch den allgemeinen Fall. Hierzu fithren wir zwei

Nach dem schon bewiesenen Teil des Majorantenkriteriums konvergieren also die Reihen } ;2 ; a;'
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5. Reelle Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit reellen Funktionen f : D C R — R beschiftigen
und insbesondere kldren, was Stetigkeit und Differenzierbarkeit solcher Funktionen
bedeutet.

5.1. Stetigkeit

In der Schule lernt man eventuell, dass eine Funktion f : R — IR stetig heifit, wenn man
ihren Graphen ,,ohne Absetzen” durchzeichnen kann, oder gleichbedeutend, wenn die
Funktion , keine Spriinge” macht. Damit wire der Anschauung nach zum Beispiel die
Funktion f : R — R, f(x) = x? stetig, die Funktion

1, falls X > 0/
h:R—=R, h(x) —{ ~1, falls x <0.

aber nicht. Diese ist unstetig an der Stelle x = 0.
M= {A «X>0
[0 x* . -4 X£0

~§

Leider ist es jedoch manchmal schwierig, den Graphen einer Funktion zu zeichnen,
wie zum Beispiel bei der Funktion

x-sin(1/x), falls x #0,

'R — R, =
§RIR gl {o, falls x = 0.
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Noch schlimmer ist es bei der Dirichletschen[l| Sprungfunktion

1, fallsx e

d:R— R, d(x):{ 0, fallsx € R\Q.

Sollte man so eine Funktion dann stetig oder unstetig nennen? Sie merken an diesen
Beispielen, dass der obige intuitive Stetigkeitsbegriff nicht ausreicht und eine genaue
mathematische Definition vonnoten ist. Hierbei sollte die Stetigkeit von f : D — R in
p € D so definiert sein, dass folgender Gedanke prazise ausgedriickt wird:

Wenn sich x der Zahl p annihert, soll sich der Funktionswert f(x) der Zahl f(p)
annditheren.

Dies entspricht gerade unserer Vorstellung, dass die Funktion nicht springt bzw. dass
wir beim Zeichnen des Graphen den Stift nicht absetzen miissen. Ein geeigneter Weg,
diesen Gedanken mathematisch auszudriicken, bedient sich der Folgenkonvergenz.

Definition 5.1.1. Sei D C R und f : D — R eine Funktion.

(i) f heifit stetig im Punkt p € D, falls fiir jede Folge (x,),en im Definitionsbe-
reich D die folgende Implikation gilt:

limx, =p = lim f(x,) = f(p).

n—oo n—oo

(ii) f heifst unstetig in p € D, falls sie dort nicht stetig ist.

(iii) f heifst stetig auf D oder einfach stetig, falls sie in jedem p € D stetig ist.

Stetigkeit von f in p € D bedeutet also: Laufen wir im Definitionsbereich von f mit einer
Folge (x,)nen auf den Punkt p zu, so muss die Bildfolge (f(xy))nen im Wertebereich
auf den Bildpunkt f(p) zulaufen. Und dies muss fiir jede im Definitionsbereich gegen p
laufende Folge gelten, d.h. egal wie unser Argument x sich p anndhert, die zugehotrigen
Bildpunkte f(x) laufen gegen f(p).

Y
N

£®

Fb)

£(xa)

£0)
L0

'Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859).
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Vorsicht. (i) Es macht keinen Sinn, {iber Stetigkeit/Unstetigkeit einer Funktion in
einem Punkt zu sprechen, in dem sie nicht definiert ist. Zum Beispiel werden wir
spéter zeigen, dass die Funktion f : R\ {0} — R,x — 1 in jedem Punkt ihres
Definitionsbereichs stetig ist!

(ii) Die Stetigkeit einer Funktion in p € D ist eine lokale Eigenschaft, d.h. sie hangt
nur vom Verhalten der Funktion in unmittelbarer Ndhe von p ab. Eine Funktion
kann in einigen Punkten des Definitionsbereichs stetig sein und in anderen nicht.

Beispiel 5.1.2. a) Die einfachsten stetigen Funktionen sind konstante Funktionen
f:R—=>R, f(x)=c

mit ¢ € R fest.

Beweis der Stetigkeit: Sei p € R und (x,),en eine Folge in R mit lim, e X, = p.
Es ist zu zeigen, dass lim, .« f(x,) = f(p). Aber dies folgt sofort aus f(x,) = ¢ =
f(p) fur alle n € N.

b) Auch die Identititsfunktion auf R, d.h. ¢ : R — R, g(x) = x ist stetig.

Beweis: Sei p € R und (x;,),en eine Folge in R mit lim, o x, = p. Es ist zu
zeigen, dass limy, . §(x4) = g(p). Aber dies ist klar, denn nach Voraussetzung gilt

n—00

glxn) =xn = p=2g(p)

(c) Die Betragsfunktion b : R — R, b(x) = |x| ist ebenfalls stetig.

Beweis: Sei p € R und (x;,),en eine Folge in R mit lim,_,« x, = p. Es ist zu
zeigen, dass lim,_,« b(x,) = b(p). Hierzu nutzen wir die umgekehrte Dreiecksun-
gleichung (siehe Satz [4.1.2), die zeigt, dass

ba) = b(p)| = | [xal = Ip| | = | [xal = =PI | < lxa = p.-
Da lim,, .« x, = p, folgt aus dem Sandwichprinzip, dass

lim (b(x,) — b(p)) =0, dh. lim b(x,) = b(p).

n—o0 n—o0
(d) Ist f : D — R stetig und B C D, so ist auch die Einschrinkung

fle:B =R, flp(x):= f(x)

weiter stetig. Quiz: Warum ist dies klar?
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909=x

N — foi=c

> X
- a 7

Die Funktionen aus dem vorherigen Beispiel.

Schauen wir uns nun ein paar Funktionen mit Unstetigkeiten an.

Beachte. Um zu zeigen, dass eine Funktion f : D — R im Punkt p € D unstetig
ist, gentigt es eine Folge (X, )sen in D zu finden, so dass zwar x, — p, aber

(i) lim,— f(x,) nicht existiert (die Bildpunkte ndhern sich tiberhaupt keinem
Punkt dauerhaft an), oder

(i) limy—e f(xn) # f(p) (die Bildpunkte ndhern sich dem falschen Punkt an).

Beispiel 5.1.3. a) Die Funktion

1, fallsx >0,

h:R— R, h(x):{ -1, fallsx <0,

ist im Punkt p = 0 unstetig.

1. Beweis: Fir x, = (—1)"/n gilt zwar x, — 0 fiir n — oo, aber fiir die Bildfolge
gilt h(x,) = (—1)" (Warum?). Der Grenzwert lim,,_, /1(x,,) existiert also nicht!

2. Beweis: Fiir x,, = 1/n gilt zwar x,, — 0 fiir n — oo, aber es gilt h(x,) = 1, d.h.

lim h(x,) =1 # h(0),

n—o00

denn h(0) = —1.
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b) Aber Vorsicht! Andern wir die Funktion aus Teil a) nur leicht ab und betrachten

~ ~ 1, fallsx >0,
h:RA\{0} =R, h(x):{—l falls x < 0

so ist diese Funktion stetig, d.h. stetig in jedem p € R\ {0} (denn sie ist in einer
Umgebung von jedem solchen p konstant)!

c) Die Dirichletsche Sprungfunktion

1, fallsxe€Q

d:R—R, du)Z{o,fmmxeR\Q

ist in jedem Punkt p € R unstetig.
Beweis: 1. Fall: Sei p € R\ Q, d.h. d(p) = 0. Nach Beispiel existieren
x, € Q,n € N, mit x, — p. Es gilt insbesondere d(x,) = 1 und somit

lim d(x,) =1 # d(p).

n—oo

2. Fall: Sei p € Q, d.h. d(p) = 1. Dann sind die Zahlen y, := p + ‘/75 e R\Q
(warum?) und y, — p. Es gilt insbesondere d(y,) = 0 und somit

lim d(y,) =0 # d(p).

Beachte. Es gibt noch verriicktere Beispiele, etwa die Thomaesche Funktion. Diese
ist stetig in allen irrationalen Punkten in [0, 1] und unstetig in allen rationalen
Punkten in [0, 1]. Ihr Graph sieht ungefihr so aus (Bildquelle: Wikipedia):

Um die Stetigkeit von zusammengesetzten Funktionen zu priifen, ist das folgende
Resultat sehr hilfreich.

Satz 5.1.4. Sei ¢ € R. Sind die Funktionen f,g : D — R beide stetig im Punkt
p € D, so sind auch die Funktionen f +g,f — ¢, cf und f - ¢ stetig in p. Gilt
g(x) # 0 fiir alle x € D, so ist auch die Funktion é stetig in p.

—Ende VL 21—


https://w.wiki/BAfr
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Hierbei sind die auftretenden Funktionen punktweise definiert, d.h.

f+g:D =R, (f+g)(x):= f(x)+g(x),

usw. Zum Beispiel lasst sich die Polynomfunktion p : R — R, p(x) = 2x* + x mit Hilfe
der, wie oben gezeigt, stetigen Funktionen

f:R—R, f(x)=2 und g¢g:R—-R, g(x)=x

ausdriicken als p(x) = f(x) - g(x) - g(x) +g(x), d.h. p = f - ¢- g+ g. Damit ist diese
Funktion nach Satz stetig.

Beweis (von Satz[5.1.4). Dies folgt sofort aus den Folgenrechenregeln in Satz
Ist zum Beispiel (x,),en eine Folge in D mit x, — p fiir n — oo, so folgt zunichst
aus der Stetigkeit von f und g in p, dass

lim f(x.) = f(p) und  lim g(xu) = g(p)-

n—oo n—oo

Aber nach Satz |4.2.7] existiert dann auch 1i_r>n (f (xy) + g(xn)) und es gilt
n—oo

7}1_r>r010(f+g)(xn) = y}l_rgolo(f(xn) +g(xn))
B2 Yim f(xy) + lim ¢(xi) = f(p) +8(p) = (f +8)(p)-

n—oo

Analog zeigt man die Stetigkeit der anderen Funktionen. O

Korollar 5.1.5. f|Jede Polynomfunktion (oder kurz: jedes Polynom)
p:R—->R, px)= ag 4+ ax 4+ axx®> 4+ ... +a,x", x €R,

mit Koeffizienten ag, a1, ...,a, € R ist stetig. Ferner ist jede rationale Funktion

r:D—R, r(x) = p(x)

mit Polynomen p,q: R - Rund D = {x € R: g(x) # 0} stetig.

?Ein Resultat, das eine direkte Folgerung aus einem vorangehenden Satz ist, wird in der Mathematik
als Korollar bezeichnet.

Beispiel 5.1.6. Die rationale Funktion f : R\ {0} — R, x — 1 ist stetig.

Auch Kompositionen stetiger Funktionen sind stetig.
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Satz 5.1.7. Seien D,E C Rund f : D — E und g : E — R Funktionen. Ist f stetig
im Punkt p und g stetig im Punkt f(p), soist go f : D — R stetig im Punkt p.

¢

D E _, R
p/
a-+

Beweis. Sei (x,,)nen eine beliebige Folge in D mit lgr1 x, = p. Da f in p stetig ist,
gilt
lim f(x.) = f(p)-

n—oo
Fir die Folge vy, := f(x) gilt also y, — f(p) fiir n — oo. Da g im Punkt f(p)
stetig ist, folgt
lim ¢(yn) = g(f(p)),

d.h. insgesamt ergibt sich
lim (g o f)(xs) = lim g(f(xx)) = lim g(yx) = g(f(p)) = (g0 f)(p)-

n—oo

O

Beispiel 5.1.8. Die Funktion & : R — R, h(x) = |x — 2| ist als Verkniipfung der
stetigen Funktionen f: R — R, f(x) =x —2und g: R — R, g(x) = |x| ebenfalls
stetig.

Wir geben (zundchst ohne Beweis) noch ein paar weitere stetige Funktionen an.

Beispiel 5.1.9. Zu den stetigen Funktionen gehoren auch
¢ die Wurzelfunktion w : [0,00) — [0,00), w(x) = /X,
¢ die Exponentialfunktion

o .k

exp: R— R, exp(x)= Z L
k=0

* die (aus der Schule bekannten) trigonometrischen Funktionen, also sin, cos,
tan, ...

102
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5.2. Die Hauptsatze iiber stetige Funktionen

Wir wollen uns nun mit den wichtigsten Satzen tiber stetige Funktionen befassen.
Hierbei betrachten wir stets Funktionen auf kompakten Intervallen.

Definition 5.2.1. Ein Intervall der Form [a, b], mit a < b, heifit kompakt. Diese
Intervalle sind also beschrankt und beide Randpunkte sind enthalten.

Satz 5.2.2 (Satz vom Maximum und Minimum). Sei f : [4,b] — R eine stetige
Funktion. Dann gilt:

(i) f ist beschrankt, d.h. es existiert S > 0 mit

Vx € [a,b]: |f(x)] <S.

(ii) f nimmtein Maximum und ein Minimum an, d.h. es existieren x,,, x»1 € [a, b]
mit

Vrelnbl: flxm) < f(x) < flxm)

Beachte. (a) Man kann die Aussage des Satzes auch so formulieren: der Wertebe-
reich f([a, b]) ist beschréankt und besitzt ein Minimum und ein Maximum.

(b) Man spricht in Teil (ii) auch von globalen Maxima und Minima. Spéater werden
wir auch noch von lokalen Maxima und Minima sprechen.

(c) Nattirlich kann f das Minimum bzw. Maximum an mehreren Stellen annehmen.
Die Wichtigkeit des Satzes liegt darin, dass tiberhaupt Minimal- und Maximalstel-
len x,, bzw. x; existieren.

~
Ha,)( A
Mia obﬂ—>
VA
Masdimal shelle,

(d) Sowohl die Stetigkeit von f als auch die Kompaktheit des Intervalls sind im
Satz vom Maximum und Minimum notwendig;:
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* Die stetige Funktion f : (0,1] — R, f(x) = 1/x ist nicht beschrinkt und
besitzt kein Maximum.

* Die stetige Funktion g : [1,0) — R, g(x) = 1/x besitzt kein Minimum.

* Die in p = 0 unstetige Funktion

0, fallsx=0
h:0,1] = R, h(x)= {1 falls x € (0,1],

x’

ist nicht beschrankt und besitzt kein Maximum.

A £ Tl

T3
AN
+ > A=
A 1
_’_
1

Beweis (des Satzes vom Maximum). (i) Da die Betragsfunktion stetig ist (siehe

Beispiel [4.2.15)), ist auch die Funktion
g:[a,b] = [0,00), g(x) = |f(x)]

als Verkniipfung stetiger Funktionen wieder stetig. Es ist zu zeigen:

A~

1

(B) 35>0 Vxe[ab]: g(x)<S.

Nehmen wir einmal an, (B) sei falsch (Widerspruchsbeweis). Dann wiirde zu
jedem n € N ein x,, € [a,b] existieren, so dass

g(xy) > n. (%)

Aber dann ist die Folge (x,),en beschrankt (denn a < x,, < b), besitzt also nach
dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 (Satz eine konvergente Teilfolge (X, )keN-
Daa < x,, < b muss dann auch x := limy_, x,, € [4,b] gelten. Aufgrund der
Stetigkeit von g gilt dann auch g(x) = limy_, g(xy, ), d.h. die Folge (g(xn,))ken
ist konvergent und somit beschrankt. Aber wegen (x) gilt

g(xp) >ne und  lim ny = oo,
k—o0

d.h. wir erhalten einen Widerspruch und (B) muss wahr sein. ~—Ende VL 22—
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(ii) Nach Teil (i) und dem Vollstandigkeitsaxiom existiert

M := sup{f(x) [ x € [a,b]} = sup f([a,]]).

Insbesondere gilt

Vx € [a,b]: f(x) <M. (%)
Nehmen wir einmal an, fiir alle x € [a,b] gilt f(x) < M (wieder ein Widerspruchs-
beweis). Dann wire M — f(x) > 0 fiir alle x € [a,b], d.h. die Funktion

o
- M- f(x)

ist definiert und aufgrund von Satz und Satz auch stetig. Nach dem schon
bewiesenen Teil (i) miisste die Funktion / also auf dem kompakten Intervall [a, b]
beschrinkt sein. Allerdings existiert nach Beispiel eine Folge von Elementen
Yn € f([a,1]), so dass lim,_,e ¥y = M. Wihlen wir entsprechende x,, € [a, b] mit
Yn = f(x,), folgt also

h:la,b) - R, h(x)

lim f(x,) = M.

n—oo

Fiir die beschriankte Funktion /1 wiirde dies aber implizieren, dass

) ) 1
Jim hlx) = B, o ey =

Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere Ausgangsannahme falsch war, d.h. es muss
ein xp € [a,b] existieren, so dass f(xp) = M. Mit (x) folgt also

Vx € la,b]:  f(x) < flxm),

d.h. die Existenz des Maximums ist gezeigt. Die Existenz des Minimums wird
ganz analog bewiesen. O

Wir kommen zu einem weiteren wichtigen Satz tiber stetige Funktionen auf kompakten
Intervallen.

Satz 5.2.3 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R und a < b. Ferner sei f : [4,b] - R
eine stetige Funktion und c eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b) f| Dann nimmt
f den Wert ¢ an, d.h. es existiert ein p € [, b] mit f(p) = c.

7Es gilt also entweder f(a) < c < f(b) oder f(b) < c < f(a).

Dieser Satz ist anschaulich klar: Da f stetig ist, kann man den Graphen zeichnen, ohne
abzusetzen. Startet man unterhalb der Geraden y = ¢ und landet man oberhalb (oder
umgekehrt), so muss man zwischendurch die Gerade treffen. Genauso klar ist, dass
der Satz fiir unstetige Funktionen im Allgemeinen falsch ist.
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Allerdings wissen wir auch, dass stetige Funktionen sehr kompliziert sein konnen und
man den Graphen eventuell gar nicht zeichnen kann. Um zu zeigen, dass der Satz
auch fiir solche komplizierteren Funktionen gilt, miissen wir ihn also formal unter
Riickfithrung auf die Axiome beweisen.

Beweis (des Zwischenwertsatzes). Der Fall ¢ = f(a) oder ¢ = f(b) ist trivial, d.h. es
geniigt die Falle

1.Fall: f(a) <c<f(b) wund 2 Fall: f(b) <c< f(a)

zu betrachten. Wir betrachten nur Fall 1 (da Fall 2 analog funktioniert).

Fiir den Beweis sei
M:={x € [a,b]]|f(x) <c}.

Dannista € M, d.h. M # @, und M ist durch b nach oben beschriankt. Aus dem
Vollstandigkeitsaxiom folgt also die Existenz von

p:=supM,

der kleinsten oberen Schranke von M.

/N
$8 -
c 4 -
(IR
S e
N2
M pasup M

Wir zeigen nun in einigen Schritten, dass f(p) = c gilt.
1. Schritt: Es gilt p € [a,b], d.h. f(p) ist definiert.

Beweis: Da a € M und p eine obere Schranke von M ist, gilt 4 < p. Und da b eine
obere Schranke von M ist, p aber die kleinste obere Schranke, gilt p < b.
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2. Schritt: Es gilt f(p) <c.

Beweis: Nach Beispiel existiert eine Folge (x,),en von Elementen von M
mit x, — p. Aus der Stetigkeit von f folgt dann auch

lim f(x,) = f(p)-

n—o0

Aber da x, € M folgt auch
f(xn) <cg, n € N,

d.h. die Monotonie der Grenzwertbildung zeigt, dass

f(p) = lim f(x,) <c.

n—oo
3. Schritt: f(p) > ¢, d.h. mit Schritt 2 muss f(p) = c gelten.

Beweis: Dies ist klar, falls p = b, denn nach Voraussetzung gilt sogar f(b) > c. Es
geniigt also, denn Fall 2 < p < b zu betrachten. Dazu sei

b—
yn::p+Tp/ n € IN.

Dann ist p <y, < b und lim, . ¥, = p. Aus der Stetigkeit von f folgt sofort, dass

lim f(yx) = f(p)-

n—oo

Aber da y, > p und p eine obere Schranke von M ist, muss y, ¢ M gelten, d.h.
nach Definition von M ist f(y,) > c. Aus der Monotonie der Grenzwertbildung
folgt also wieder

f(p) = lim f(ya.) > c.

n—oo

O

Als erste Anwendung des Zwischenwertsatzes erhalten wir einen weiteren Beweis fiir
die Existenz von Quadrat- und allgemeineren Wurzeln (vergleiche Satz|4.3.5).

Beispiel 5.2.4. Sei k € IN. Dann ist die Funktion

g:[0,00) = [0,00), g(x) ="

bijektiv. Daraus folgt insbesondere:

* zujedem a > 0 existiert eine eindeutige Zahl p > 0 mit p* = 4. Diese Zahl
nennen wir die (positive) k-te Wurzel von a und bezeichnen sie mit /a (bzw.
einfach /a im Falle k = 2).
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* obiges g besitzt die Umkehrfunktior]

g 1:[0,00) = [0,00), g '(x) = V/x.

Beweis der Bijektivitit: Die Funktion g ist streng monoton wachsend, nach Beispiel
(i) also injektiv. Weiterhin gilt ¢(0) = 0. Ist nun a € (0, o) beliebig, so gilt fiir
die stetige Funktion

f:0,a+1 =R, f(x):=x"—a,

dass f(0) = —a<Ound f(a+1) = (a+1)*—~a>a+1-a=1>0.Nach dem
Zwischenwertsatz (mit ¢ = 0) existiert also ein p € (0,4 + 1) mit f(p) = 0, d.h.
g(p) = p* = a. Also ist g auch surjektiv.

2Uber Umkehrfunktionen haben wir und gesprochen.

Auch die Bijektivitdt der Exponentialfunktion folgt aus dem Zwischenwertsatz.

Beispiel 5.2.5. Schrankt man ihren Zielbereich auf die Menge (0, c0) ein, so ist die
Exponentialfunktion

o .k

exp: R — (0,00), exp(x) =) ]
k=0 ™*

bijektiv. Man nennt ihre Umkehrfunktion die natiirliche Logarithmusfunktion
und schreibt sie als
In: (0,00) — R.

Es gilt
In(x-y) =In(x) +1In(y), x,y € (0,00).

Beweis:

(i) Nach Hausaufgabe 41 ist die Exponentialfunktion streng monoton wachsend
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(also injektiv), es gilt exp(x) > O fiir alle x € R und

V}grolo exp(n) =o0  bzw. nlgrt}oexp (=n) =0.

Ferner ist die Exponentialfunktion stetig (beweisen wir spiter). Ist nun y € (0, o)
beliebig, so existiert also 19 € IN mit

exp(—np) <y < exp(np).
Aus dem Zwischenwertsatz, angewendet auf die Einschrankung

eXP |~ mp)/

folgt, dass ein p € (—ng, ng) existiert mit exp(p) = y. Also ist exp : R — (0, 00)
auch surjektiv und damit bijektiv.

(i) Sind x,y > 0, so folgt aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion,
dass

exp(In(x) +In(y)) = exp(In(x)) - exp(In(y)) = x -y = exp(In(x - y)),
d.h. aus der Injektivitit der Exponentialfunktion folgt

In(x) +In(y) = In(x - y).

Eine weitere wichtige Folgerung aus dem Zwischenwertsatz ist die Tatsache, dass auch
die Umkehrfunktion einer bijektiven stetigen Funktion stets wieder stetig ist.

Satz 5.2.6 (Stetigkeit der Umkehrfunktion). Sei I C R ein beliebiges Intervall und
f : I — ] sei bijektiv und stetig. Dann ist auch ] ein Intervallf] f ist streng monoton
und auch f~!: ] — [ ist streng monoton und stetig.

?Ganz allgemein gilt fiir jedes (auch nicht injektive) stetige f : I — R, dass mit I auch der
Wertebereich f(I) ein Intervall ist.

Auch dies ist anschaulich klar: beim Spiegeln an der Winkelhalbierenden reifit der
Graph nicht auseinander. Auf einen formalen Beweis verzichten wir aus Zeitgriinden.
Schauen Sie z.B. ins Buch von Grieser [5].
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Skizze zu Satz

Als unmittelbare Anwendungen dieses Satzes und von Beispiel und erhalten
wir folgendes Resultat.

Beispiel 5.2.7. (i) Die k-te Wurzelfunktion
Wy - [0/ OO) — [0,00), wk(x) = \k/}

ist als Umkehrfunktion der stetigen Funktion g : [0,00) — [0,00), x +— x* stetig.

(ii) Die natiirliche Logarithmusfunktion In : (0,c0) — R ist als Umkehrfunktion
der stetigen Exponentialfunktion exp : R — (0, o) stetig. —Ende VL 23—

5.3. Einschub: Die allgemeine Potenz

Wir wollen kurz auf die Frage eingehen, wie wir allgemeine Potenzen x* fiir x > 0 und
a € R definieren kénnen. Was ist also z.B. mit 2V2 eigentlich gemeint?

In Satz hatten wir bereits erklart, wie x” fiir a € Z definiert ist. Dies weiten wir
nun zundchst auf rationales a € Q aus.

Definition 5.3.1. Fiir x > 0 und p,q € N sei

) . _r
7 :=+/xP und x 7:=

1
- g

X7
Beachte. (i) Ist n € IN, so folgt aus den Potenzrechengesetzen fiir ganzzahlige
Exponenten (Satz 3.3.6), dass

x% = V/xM =4 (x”)q = x",

d.h. die obige Definition liefert im Falle, dass der Exponent natiirlich bzw. ganz ist,
das Gleiche wie die urspriingliche Definition aus Satz[3.3.6]
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(ii) Es gibt eine weitere Spitzfindigkeit in obiger Definition, denn ein Bruch hat
ja keine eindeutige Darstellung, z.B. gilt % = % und allgemeiner fiir alle n € IN,

dass 7= %. Damit Definition |5.3.1{Sinn macht, darf sie nicht von der Wahl des

Reprasentanten des Bruchs abhdngen d.h. es muss gelten
VxP = Vx"?, n & N.

Aber dies ist der Fall, denn mit den Potenzrechengesetzen fiir ganzzahlige Expo-

nenten folgt
(V)" = (( xr’)q)n = ()" =2 = ()"

Nun ziehe auf beiden Seiten die ng-te Wurzel.

Wie kommen wir nun von rationalen zu beliebigen reellen Exponenten? Eine Moglich-
keit wire die Folgende: Ist a € R, so existiert nach Beispiel eine Folge (a,)neN
von rationalen Zahlen, d.h. a, = £* mit p, € Z,q, € N, so dass

T

. . n
lim a,, = lim Pn _ a.

n—o0 n—o0 qu

Konnen wir dann nicht einfach definieren
a . a . A
(%) x" = lim x™ = lim xm ?

n—oo n—oo

Tatsdchlich konnte man dies so machen, allerdings miissten zuvor erst zwei Fragen
geklart werden:

(i) Existiert der Grenzwert in (%) tiberhaupt?

(ii) Hat man eine zweite Folge (b,),en von rationalen Zahlen mit b, — a fiir n — oo,
gilt dann
lim x* = lim xb.
n—oo n—oo

Wire dies nicht so, wiirde der Wert von x” in (%) ja von der gewéhlten Folge
abhédngen, d.h. es wiirde sich nicht um eine sinnvolle Definition handeln.

Da es nicht ganz leicht ist, diese Schwierigkeiten direkt zu tiberwinden, wéhlen wir
einen alternativen Weg zur Definition von x“ fiir 2 € R (der am Ende aber das gleiche
Ergebnis liefern wird, wie der oben skizzierte). Das folgende Lemma wird dabei wichtig
werden.

Lemma 5.3.2. Fiira € Q und x > 0 gilt

x* =exp(a-In(x)).
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Beweis. Fiir a = 0 gilt x° := 1 = exp(0) = exp(0 - In(x)), d.h. es geniigt den Fall
a # 0 zu betrachten. Wegen

1

x zé und exp(—aln(x))zml

siehe Satz geniigt es weiterhin, nur den Fall 4 > 0 zu untersuchen. Sei also
a= g mitp,qc IN. Dann liefert (p — 1)-malige Anwendung der Funktionalglei-

chung fiir den natiirlichen Logarithmus (vergleiche Beispiel |5.2.5)), dass

In(x) =In(x-x-...-x) =In(x) +In(x) +... + In(x) = p- In(x).

p Faktoren p Summanden

Hieraus folgt
' = exp(In(x")) = exp(pln(x)). (V)

Durch g-malige Anwendung der Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion
folgt andererseits fiir jedes z € R, dass

(exp(z))T=exp(z) ... exp(z) =exp (z+... +z) = exp(q - 2).
———
q Faktoren g Summanden

Mit z = S In(x) folgt also

<exp <Zln(x)>>q — exp (pIn(x)) € «7.

Ziehen wir auf beiden Seiten die g-te Wurzel, folgt

exp(a-In(x)) = exp <Zln(x)) = YxP = x1 = ",

Das vorherige Lemma veranlasst nun zu folgender Definition.
Definition 5.3.3. Fiir x > 0 und a € R sei
x" :=exp(a-In(x)).

Beachte. (i) Laut Lemma liefert diese Definition von x? im Falle a € Q den
gleichen Wert, wie unsere urspriingliche Definition [5.3.1}

(ii) Die Potenzrechengesetze gelten auch im Falle reeller Exponenten. Dies zeigt
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man unter Verwendung der Funktionalgleichungen fiir exp und In, z.B.

x%x?

= exp(aln(x)) exp(bIn(x))
= exp(aln(x) + bIn(x)) = exp((a + b) In(x)) = x**°.

(iii)) Wegen In(e) = 1 gilt

a

¢’ :=exp(a-In(e)) =exp(a), acR.

Dies ist der Grund dafiir, dass man die Exponentialfunktion auch héaufig als
e-Funktion bezeichnet.

(iv) Da die Exponential- und Logarithmusfunktion jeweils stetig sind, sehen wir so-
mit insbesondere mit Satz auch, dass fiir ein festes 2 € R die Potenzfunktion

fi(0,00) 5 R, f(x):=x" = exp(aln(x))
und fiir ein festes b > 0 auch die Exponentialfunktion zur Basis b, d.h.
iR = (0,00), g(x):=b*:=exp(x-In(b),
jeweils stetig sind.

(v) Aus (iv) folgt insbesondere Folgendes: Ist x € R und (x,),eN eine (z.B. rationa-
le) Folge mit lim,, o X, = x, so gilt

b* = lim b*".
n—oo

Dies zeigt, dass auch der oben zunéchst skizzierte Weg zur Definition von b,
mittels Approximation von x durch rationale Zahlen, funktioniert hitte.

Die Exponentialfunktion zur Basis b. Links im Falle 0 < b < 1 und rechts im Falle b > 1.
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Beispiel 5.3.4. Wie berechnet man nun also 2V27

1. Antwort: Man setzt x = /2 - In(2) in die Exponentialreihe ein

i (v2In(2))*

2vV2 = exp(V2In(2)) = =

k=0

2. Antwort: Man wahlt eine rationale Folge a, = Z” mit a, — /2 fiir n — oo (z.B.

n

wie im Heron-Verfahren, siehe Satz |4.3.5). Dann gilt

2V2 _ 1im 2@ = lim %/2P~.

n—oo n—oo

Mit beiden Methoden kann man 2V2 beliebig gut approximieren und erhalt etwa

2V2 — 2 6651441 ... Ende VL2

5.4. Grenzwerte von Funktionen

In der Schule haben Sie Grenzwerte von Funktionen untersucht, also so etwas wie
lim,_,p f(x). Vielleicht haben Sie auch gelernt, dass f in p stetig ist, falls

lim f(x) = f(p)

X—=p

gilt. All diese Dinge wollen wir in diesem Abschnitt nun noch einmal genauer unter
die Lupe nehmen.

Zunichst miissen wir klaren, fiir welche Punkte p man obige Grenzwerte tiberhaupt
untersuchen darf. Grob gesprochen: der Punkt p sollte an den Definitionsbereich von f
zumindest ,,angrenzen”. Um dies zu prézisieren, fithren wir einen neuen Begriff ein.

Definition 5.4.1. (a) Wir setzen R := RU {—oc0} U {c0}.

(b) Sei D C R. Dann heif3t ein Punkt p € R ein Haufungspunkt von D, falls eine
Folge (x,)nen mit folgenden Eigenschaften existiert:

(i) Fur allen € N ist x, € D und x, # p.
(ii) Es gilt lim,, 00 X, = pf]

“Im Falle p = oo ist hiermit nattirlich die bestimmte Divergenz gemeint.
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Einem Haufungspunkt p von D kann man also mit Elementen von D beliebig nahe
kommen, ohne ihn selbst zu erreichen.

Beispiel 5.4.2. (i) Sei a < b. Fiir jedes der Intervalle
[a,b],(a,b],[a,b) oder (a,b)

ist die Menge der Haufungspunkte durch [a,b] gegeben (d.h. Hiufungspunkte
eines beschrankten Intervalls sind die Punkte des Intervalls + dessen Randpunkte).

Beweis: Gilt a < p < b, so kénnen wir z.B.

h—
Xn ::p+72np, n €N,

wihlen und erhalten x,, € (a,b), x, # p, und

lim x, = p,
n—,oo

d.h. p ist ein Haufungspunkt.

1
I

a P b

Genauso ist b ein Haufungspunkt, denn

b= lim (b— ="

n—00 on )

Da fiir jede konvergente Folge (x,),en aus [a,b] auch lim, . x,, € [a,b] gilt, ist anderer-
seits kein p mit p < a bzw. p > b ein Haufungspunkt.

(ii) Sei a € R. Fiir D = (a, o) besteht die Menge der Haufungspunkte aus [a,c0) U
{o0}. Auch co ist hier ein Hiufungspunkt, da z.B. lim,,_,e(a + 1) = oo.

(iii) Fiir D = R\ {0} besteht die Menge der Haufungspunkte aus RU {—oco} U {co}.

(iv) Ist D = {—1} U[0,00), so ist —1 kein Haufungspunkt von D, obwohl es ein
Element von D ist.

Vorsicht. Wir sahen:
¢ ein Haufungspunkt von D muss kein Element von D sein,
¢ nicht jedes Element von D muss ein Hdufungspunkt von D sein,

¢ auch £oo kénnen Haufungspunkte sein.

Mit dem Begriff des Haufungspunktes sind wir fiir die folgende Definition gertistet.
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Definition 5.4.3 (Grenzwerte von Funktionen). Sei D C Rund f : D — R eine
Funktion. Ferner sei p € R ein Haufungspunkt von D und a € R. Dann nennt
man a Grenzwert von f an der Stelle p und schreibt

lim f(x) = a,

X—p
falls fiir jede Folge (x)sen in D \ {p} die folgende Implikation gilt:

limx,=p = lim f(x,) =a.

n—oo n—oo

Egal auf welche Weise man sich p also mittels einer Folge (x,) aus D \ {p} annédhert
(und mindestens eine solche Folge gibt es, denn p ist ein Haufungspunkt von D), muss
sich die zugehorige Bildfolge (f(x,)) stets dem Wert a anndhern.

Beachte. (i) Zur Verdeutlichung des Definitionsbereichs schreibt man auch liz)n f(x).
X—=p
xeD

(ii) Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes fiir Folgen (Satz folgt auch sofort,
dass der Grenzwert einer Funktion, sofern existent, eindeutig ist.

Vorsicht. (i) Die Grenzwertdefinition erinnert an unsere Definition der Stetigkeit
(Definition [5.1.1). Aber es gibt wichtige Unterschiede:

f ist stetig in p vs. limy, f(x) =a

peD p ist Haufungspunkt von D. Es kann p ¢ D gelten.
Fir (x,)nen aus D gilt: Fiir (x,)nen aus D\ {p} gilt:

Xn = p = flxn) = f(p) Xn = p = flxn) —a

(ii) Insbesondere spielt der Wert f(p) (selbst wenn definiert) bei der Berechnung
von lim,_,, f(x) iiberhaupt keine Rolle.

Beispiel 5.4.4. Es sei ¢ € R fixiert und f : R — R definiert durch

n

Flx) = {x—l—l, falls x # 0,

B c, falls x = 0.

Dann gilt lim,_,o f(x) = 1, d.h. der Grenzwert ist unabhingig vom Wert ¢ = f(0).
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Beweis: Sei (x,),eN eine beliebige Folge in R \ {0} mit lim,,_,. X, = 0. Dann gilt
also f(x,) = x,, + 1 und mit den Folgenrechenregeln folgt

lim f(x,) = nli_r)go(xn +1) = (nh_r)goxn) +1=1.

n—00

Beachte. (i) Insbesondere darf man also im vorherigen Beispiel nicht einfach x = 0
in die Funktion einsetzen, denn fiir ¢ # 1 gilt lim,_, f(x) # f(0).

(ii) Im Falle ¢ = 1 gilt andererseits, dass lim,_,o f(x) =1 = f(0).
Quiz: Welche Eigenschaft hat die Funktion f nur im Falle ¢ = 1?
Antwort: Im Fall ¢ = 1 ist die Funktion f stetig, d.h. aus lim, . x, = 0 folgt, dass

lim f(x,) = f(0).

n— o0

Wir schauen uns ein paar weitere Beispiele an.

Beispiel 5.4.5. a) Sei p € R beliebig und

SR\{p} 2R g) =1

Auch hier kann man nicht einfach x = p in die Funktion einsetzen! Folgende
Umformung hilft aber weiter: fiir x # p gilt

¥ —p* _ (x—p)x+p)
x—p X —p

g(x) = =x+p.

Hieraus folgt sofort, dass limy_,, g(x) = 2p. Quiz: Welche aus der Schule bekannte
Grofie haben wir hier gerade ausgerechnet?
Weiterhin gilt etwa limy_,0 g(x) = c0 und limy—, o g(x) = —oo.

b) Es sei h : R — R definiert durch

o ={ 550 —

1, x > 0. jq—\>x
In diesem Fall existiert lim,_,o #(x) nicht!

Beweis: Die Folgen (x,)yen = (1/1)pen und (x},)nen = (—1/n),en sind aus
R\ {0} und es gilt x, — 0 und x], — 0 fiir n — oo, aber

,}i_{f,‘oh(x”) =1+# —1= lim h(x},).

n—oo
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Beachte. Aus den Folgenrechenregeln ergeben sich entsprechende Regeln
fiir Grenzwerte von Summen, Produkten und Quotienten von Funktionen. Zum
Beispiel gilt

tim (£(x) +g(x)) = lim £(x) + lim g(x),

X—=p X—p

usw. Dies ist folgendermaflen zu lesen: Falls die beiden Grenzwerte auf der rechten
Seite existieren, so existiert auch der Grenzwert auf der linken Seite und stimmt
mit der rechten Seite iiberein.

Nach all diesen Vorarbeiten sollte das nidchste Resultat nicht mehr tiberraschen.

Satz 5.4.6.S5ei D € R und f : D — R eine Funktion. Ferner sei p € D ein
H&ufungspunkt von D. Dann sind dquivalent:

(i) f ist stetig in p.

(ii) Es gilt lim,, f(x) = f(p).

Beweis. Ergibt sich fast unmittelbar aus den Definitionen. Versuchen Sie es mal
selbst! O

In der Schule haben Sie vermutlich auch von einseitigen Grenzwerten gehort.

Definition 5.4.7. Sei D C Rund f : D — R eine Funktion.

(i) Ist p ein Haufungspunkt von D N (p, o), so heifit der Grenzwert

Tim f():= lim f(x),
7 xeDN(p,00)

falls existent, der rechtsseitige Grenzwert von f an der Stelle pf]

(ii) Ist p ein Haufungspunkt von D N (—oo, p), so heifit der Grenzwert

lim ()= lm £,
7 x€DN(—o0,p)

falls existent, entsprechend der linksseitige Grenzwert von f an der Stelle p.

“Beim rechtsseitigen Grenzwert muss also fiir alle Folgen (x,) aus D, mit x, > p fiir alle n € N,
gelten, dass
Jim xy =p = lim fQx) = f(p).

Entsprechend betrachtet man nur Folgen mit x,, < p fiir den linksseitigen Grenzwert.
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Beispiel 5.4.8. (i) Fur

—1, fallsx <0,

h:R—R, *h =
(%) {1, Sailly 3 > )

gilt lim, o+ h(x) =1 und lim, - h(x) = —1.
(i) Sei f : R\ {1} — R definiert durch 1)

Dann gilt —

lim f(x) =00 und lim f(x) = —o0.

x—1+ x—1-

Auch der folgende Satz leuchtet ein (und wire nicht schwierig zu beweisen).

Satz 5.4.9.5ei D C Rund f : D — R eine Funktion. Ferner sei p sowohl ein
Héaufungspunkt von D N (p, c0) als auch von D N (—oo, p).

(i) Es sind dquivalent:
1. lim,,p, f(x) =a

2. Die links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f an der Stelle p existieren
und haben beide den Wert a.

(ii) Im Falle p € D sind dquivalent:
1. f ist stetig in p.

2. Die links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f an der Stelle p existieren
und haben beide den Wert f(p).

5.5. Differenzierbarkeit

Beachte. Im Folgenden sei I C R stets ein echtes Intervall, d.h. ein Intervall das
aus mehr als einem Punkt besteht. Insbesondere ist dann jeder Punkt von I auch
ein Haufungspunkt von I.

Wir erinnern zunédchst an ein paar Begriffe, die Sie schon aus der Schule kennen. Dazu

-—Ende VL 25—
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sei f : I = R eine Funktion und p € I. Die Abbildung

I\{p}ax%f(xiii(p) eR

wird der Differenzenquotient von f an der Stelle p genannt. Dieser gibt an der Stelle
x gerade die Steigung der Sekante des Graphen von f durch die Punkte (p, f(p)) und

(x, f(x)) an.

Tﬂh_su\h Sekanle

Beim Grenziibergang x — p geht die Sekante in die Tangente an den Graphen von f
im Punkt (p, f(p)) tiber. Der sogenannte Differentialquotient

lim L3 = f(p)
x—p X—p

gibt also gerade die Steigung der Tangente an. Wenn all dies so wirklich funktioniert,
nennt man f differenzierbar im Punkt p. Dies halten wir nun noch einmal formal fest.

Definition 5.5.1. Sei f : I — R eine Funktion und p € I.
(i) f heifit in p differenzierbar, falls der Grenzwert
(*) hmf(x)_f(p)
x—p X—p

in R existiertf] In diesem Fall wird dieser Grenzwert mit f'(p) bezeichnet
und Ableitung von f in p genannt.

(ii) f heifst differenzierbar auf I oder einfach differenzierbar, falls sie in jedem
p € I differenzierbar ist. In diesem Fall heifit die Funktion f’ : I — R die
Ableitung von f.

“D.h. der Grenzwert existiert und ist eine reelle Zahl (und nicht 4-c0).
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Beachte. (i) Manchmal schreibt man den Differentialquotienten (%) auch als

lim f(xj)c :f(P),

x#vp P
um zu betonen, dass der Fall x = p ausgeschlossen wird. Dass dies ausgeschlossen
wird, hatten wir aber in unsere Definition des Grenzwertes (vergleiche Definition
schon mit eingebaut, indem wir nur Folgen (x,),en mit x, # p und x, — p
zur Untersuchung des Grenzwertes verwendet haben. Der Zusatz x # p in der
Schreibweise ist also nicht notig, er schadet aber auch nicht.

(ii) Direkt aus der Grenzwertdefinition folgt auch, dass der Grenzwert (%) genau
dann existiert, wenn dies fiir folgenden Grenzwert gilt

flp+h)—f(p) flp+h)—f(p)

() Jim 7 = jimy 7 ’
h#0

und dass beide Grenzwerte dann den gleichen Wert annehmen. Je nach Funktion
ist es manchmal sinnvoller, die Differenzierbarkeit von f in p mittels (x) und
manchmal mittels (%) zu untersuchen.

Bevor wir zu Beispielen kommen, halten wir Folgendes fest.

Satz 5.5.2. Ist f : I — R im Punkt p € I differenzierbar, so ist f dort auch stetig.

Beweis. Mit der Produktregel fiir Grenzwerte folgt

lim (f(x) - £(p)) = lim (f“‘f(”) (x— m)

X—p X—p X—p
Also gilt lim,_,, f(x) = f(p)- O

Vorsicht. Die Umkehrung des Satzes gilt nicht! Nicht jede stetige Funktion ist auch
differenzierbar! Dies zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 5.5.3. Die Betragsfunktion

fiR=R, f(x) =]
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ist im Punkte p = 0O stetig, aber nicht differenzierbar.

Beweis: Die Stetigkeit der Betragsfunktion haben wir in Beispiel (c) gezeigt.

Wegen
im f(x) = f(0) _ lim X =1
x—0t x—0 x—0t X
und
lim f(x) = F(0) = lim =1,
x—0~ x—0 x—0t X

existiert der Differentialquotient

lim
x—0 x—0

nach Satz [5.4.9| nicht.

Schauen wir uns nun ein paar einfache differenzierbare Funktionen an.

Beispiel 5.5.4. (i) Sei ¢ € R. Die konstante Funktion
f:R—=>R, f(x)=c

ist differenzierbar. Ferner gilt f'(p) = 0 fiir alle p € R.
Beweis: Es gilt

FRO ) _e=e o L,

E= H=

e FO=F)

x—p X—p

also auch

(ii) Auch die Identitatsfunktion
¢:R—>R, g(x)=x

ist differenzierbar. Es gilt ¢’(p) = 1 fiir alle p € R.
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Beweis: Es gilt

also auch
lim $) —8(p) _
x—p X—p

(iii) In Beispiel haben wir bereits gesehen, dass

2_ 2
lim > P = 2p.
Xop X —p

Dies zeigt, dass die Funktion h : R — R, h(x) = x? differenzierbar ist und
W (p) = 2p fiir alle p € R.

(iv) Die Wurzelfunktion

NI=

w:[0,00) = [0,00), w(x)=+/x=x
ist differenzierbar auf (0, c0) mit

1
_2\/?_

Im Punkt p = 0 ist die Funktion nicht differenzierbar.

Beweis: Fiir p, x € [0,00), x # p, gilt wegen (x — p) = (v/x — /p)(v/x + /p), dass

VI—P 1 xp ﬁ, falls p > 0,
xX—p VX4 /P 0, falls p = 0.

1
w' (p) 5P i p>0.

Die Differenzierbarkeit der Exponentialfunktion ist nicht ganz so leicht zu zeigen.

Proposition 5.5.5. Die Exponentialfunktion exp : R — R ist differenzierbar und

VpeR:  exp'(p) =exp(p),

d.h. die Ableitung der Exponentialfunktion ist die Exponentialfunktion.

Beachte. Wegen Satz ist die Exponentialfunktion damit insbesondere auch
stetig. Dies hatten wir bislang auch noch nicht bewiesen.

Beweis (von Proposition [5.5.5)). Wir teilen den Beweis in zwei Schritte auf.
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1. Schritt: Es gilt

(*)  lim exp(x) =1 _
x—0 X ’

Beweis: Im Folgenden sei zundchst 0 < x < 1 (im Grenzwert (x) spielen sowieso
nur kleine Werte von x ein Rolle). Dann rechnen wir

et () -2 (E)
) Ee )

Die rechte Seite ist fiir 0 < x < 1 positiv, also auch die linke. Wir kénnen also
unter Verwendung der geometrischen Reihe (siehe Satz |4.5.3) abschédtzen

exp(x) = 1 o 2\ e s
0< " x(Z o) <% kgx xn;)x

k=2 .
=1+x+x2+...
Da lim,_,o+ 125 = 0, folgt aus dieser Ungleichungskette und dem Sandwichprinzip
x—07F be x—0* X

Dies zeigt, dass (x) zumindest fiir den rechtsseitigen Grenzwert gilt. Weiterhin
sehen wir, dass lim,_,o+ exp(x) = 1. Mit exp(—x) = folgt somit auch

eXP( x)
1
_ —x) — -1 _
fim PE) 1 ep() -1 e Ty, 1 ep) ]
X0~ x x50+ —x =0t —X x50+ exp(x) x
~lim P g
x50+ exp(x) x—0+ x

Also ist () mit Satz[5.4.9| gezeigt.

2. Schritt: exp ist in ]edem p € R differenzierbar und exp’(p) = exp(p).
Beweis: Mit der Funktionalgleichung und Schritt 1 gilt

lim SPE) ZOPW) oy SPEZP) 1
z—p zZ—p zZ—p zZ—p
. _exp(x)—1
= exp(p) - lim p(x> = exp(p) -1 = exp(p).
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Beachte. Es existiert noch ein anderer Ansatz, um exp’ = exp zu beweisen. Falls
Sie daran interessiert sind, konnen Sie im an dieses Kapitel einen Blick
darauf werfen. —Ende VL 26—

Um die Ableitung von zusammengesetzten Funktionen zu bestimmen, kénnen die
folgenden Resultate verwendet werden. Hier seien I, ] C IR jeweils echte Intervalle.

Satz 5.5.6. (a) Sind die Funktionen f,g : I — R beide differenzierbar im Punkt
p € I, so sind auch die Funktion f 4 g, f — g und f - ¢ in p differenzierbar. Gilt

g(x) # 0 fiir alle x € I, so ist auch die Funktion g differenzierbar in p. Ferner gilt
in diesen Féllen

(f£8)(p) = f'(p)£&'(p) (Summenregel)
(f-8)'(p) = f'(p)-8(p) + f(p) - &' (p) (Produktregel)

(f)’ (p) = L2)80) ~ F (P2 (p)

g (g(p))?

(b)Gilt f : I — Jund g: ] — R und ist f differenzierbar im Punkt p € [ und g
differenzierbar im Punkt f(p), so ist die Funktion g o f : I — R differenzierbar im
Punkt p und es gilt

(gof)'(p)=8(f(p) f'(p) (Kettenregel)

(Quotientenregel).

Die Kettenregel besagt, dass die Ableitung von g o f das Produkt aus der Ableitung
der duBleren Funktion g (an der Stelle f(p)) und der Ableitung der inneren Funktion f
(an der Stelle p) ist.

Beweis. Wir beweisen exemplarisch die Produktregel und betrachten den zugeho-
rigen Differenzenquotienten fiir x # p:

(f-8)x)—(f-8)p) _ fx)glx)—f(p)glp)

X—p X—p
_ (f(x) = f(p))g(x) + f(p)(8(x) — &(p))
X—=p
_ f&x)—f(p) g(x) —g(p)
= ﬁ‘@_ﬁf}‘H’(P)‘Tz

N——— xp S————
—8(p) o

= (p) e (p)
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d.h. die Grenzwertrechenregeln zeigen, dass

o 90 = (F-2)(p)

X—p X—p

= f'(n)g(p) + f(p)g'(p)-

Man beachte, dass wir hier an einer Stelle auch benutzt haben, dass die in p
differenzierbare Funktion g dort insbesondere auch stetig ist. Wo genau? O

Beispiel 5.5.7. (a) Sei ¢ € R. Ist ¢ : I — R differenzierbar in p € I, so auch die
Funktion c- g : I — R und es gilt

(c-8)'(p)=c-g(p), PeER

Beweis: Wende die Produktregel mit der konstanten Funktion f(x) = ¢, x € R, an
und nutze, dass f' = 0.

(b) Essein € Nund f, : R — R, f,(x) = x". Dann gilt:

', ist differenzierbar und £/ (x) = nx"! fiir alle x € R.
n

Beweis: Nennen wir die zu beweisende Aussage einmal B(n). Wir zeigen per
Induktion, dass diese fiir alle n € IN wahr ist.

(A) Dass die Identitiatsfunktion f; : R — R, fi(x) = x differenzierbar ist und
fi(x) = 1 erfiillt, haben wir oben schon gesehen, d.h. B(1) ist wahr und der
Induktionsanfang ist gemacht.

(S) Nehmen wir nun an, B(n) sei fiir ein beliebiges n € IN war, d.h. f, sei
differenzierbar und es sei f,(x) = nx"~! (Induktionsvoraussetzung). Da

faaa(x) = 2" =x - x" = fi(x) - fu(),

folgt dann die Differenzierbarkeit von f,,; mit der Produktregel, die gleich-
zeitig zeigt, dass

farar () = i) - fal0) + (x) - f(x) E 1 fulw) 2 (nx")
=x"+nx" = (n+1)x".
Also ist auch B(n + 1) wahr.

Aus (A) und (S) folgt die Giiltigkeit von B(n) fiir alle n € IN mit vollstindiger
Induktion.

(c) Teil (a) und (b) zeigen zusammen mit der Summen- und Quotientenregel, dass
jede Polynom- und jede rationale Funktion (vgl. Korollar [5.1.5) differenzierbar ist.
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Zum Beispiel gilt fiir die rationale Funktion

r:R—R, r(x)zll_;;z,
dass
— ). 2\ _ . 2\/
P (x) = (1—x) (1+3(c1)+xg1)2 x) - (1+x%)
(-1)-(14+x*)—(1—-x)-(2x) —-1-2x+x2
N (1+ x2)2 (14 2)2

(d) Ist b > 0, so ist die Exponentialfunktion zur Basis b, d.h.
h:R—R, h(x)=0>"

differenzierbar und /’(x) = In(b) - b*f]

Beweis: Dies kann man direkt iiber den Differentialquotienten zeigen (machen Sie
in der Ubung) oder wie folgt mit der Kettenregel: Es seien

g:R—(0,00), g(x)=exp(x) und f:R—=>R, f(x)=x-In(b).
Dann gilt

(g0 )(x) = g(f(x)) = exp(f(x)) = exp(x - In(b)) =" b* = h(x), x€R.

Ferner sind f, ¢ differenzierbar und ¢’ = g und f'(x) = In(b),x € R. Mit der
Kettenregel ist also auch & differenzierbar und es gilt

W (x) =§'(f(x)) f'(x) = 8(f(x)) - In(b) = h(x) - In(b) = b* - In(b).

“Den Spezialfall b = e haben wir schon in Proposition gezeigt.

Wie sieht es mit der Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion einer differenzierbaren

Funktion aus?
{
‘F |I 7 ‘lt[(x") = 0O
/‘ ‘ Y
|
Llxs) 4 g -a

IS \pﬂ hat  bei {I(Xa)

) Senlyechic Tm«j tmhe
v
’ I @

Ko £x<)
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Ist f : I — ] bijektiv und stetig, so wissen wir bereits aus Satz dass f~! ebenfalls
stetig ist (und dass mit I auch | ein Intervall ist und f und f~! beide streng monoton
sind). Denken wir daran, dass der Graph von f~! durch Spiegelung des Graphen von
f an der Winkelhalbierenden entsteht, so sehen wir, dass eine waagerechte Tangente
an den Graphen von f (also ein xg € I mit f’(x9) = 0) zu einer vertikalen Tangente
an den Graphen von f~! fiihrt. Gilt also f'(xg) = 0, so kann f~! im Punkt f(x() nicht
differenzierbar sein. Der folgende Satz zeigt, dass dies das einzige Problem ist, auf das
man stofien kann.

Satz 5.5.8 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion). Sei f : I — | bijektiv und stetig.
Ferner sei f in xo € I differenzierbar. Dann sind dquivalent:

(i) f~!ist differenzierbar in yo := f(xp).

(ii) f'(x0) # 0.
Ferner gilt in diesem Fall

—1y\/ _ 1 *
(f ) (]/O) — f/(x())' < )

Beweis. Es sei (V,)nenN eine beliebige Folge in | mit

Jim o =
und y, # yo fir alle n € IN. Aufgrund der Bijektivitit von f existiert zu jedem
yn,n € Np, genau ein x, € I mit f(x,) =y, bzw. f1(y,) = x,. Da f~! stetig ist
(Satz |5.2.0) gilt ferner

lim x, = lim £~ (ya) = f~ (y0) = 0.

n—oo
Da f nach Voraussetzung in xg differenzierbar ist, gilt somit auch
f'(x0) = lim f(xn) = fx0) €R.
n—o00 Xn — X0

Schreiben wir nun den Differenzenquotienten fiir f ! wie folgt:

f7 ) = M) _ xa—x0 1

= = (%)

Yn = Yo f(xn) — f(xo)  fln)=flxo)~

Xn—X0
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Gilt dann f'(xg) # 0, so folgt mit den Folgenrechenregeln

tim £ W) = f1 (o) _ 1 _ 1
e Y= Yo limy, oo £E0)=G0) £ (x0)

Xn—Xo

Da die gegen yo konvergente Folge (y,)nen aus | \ {yo} beliebig wahr, zeigt dies,
dass f~! differenzierbar in y ist und (x) gilt. Ist umgekehrt f ! differenzierbar in
Yo, so zeigt (xx) auch, dass f'(xg) # 0 gelten muss. O

Beispiel 5.5.9. Der natiirliche Logarithmus In : (0,00) — R ist differenzierbar und
; 1
ln(y):§, y > 0.

Beweis: Da die Exponentialfunktion exp : R — (0,00) differenzierbar ist mit
exp’(x) = exp(x) > 0 fiir alle x € R, ist nach dem vorherigen Satz auch dessen
Umkehrfunktion In differenzierbar. Ferner ist deren Ableitung an der Stelle y =
exp(x) gegeben durch

1 1 1

"W = o) el v

Beachte. Hier haben wir das Argument von In mit y bezeichnet, weil ihre Rolle
als Umkehrfunktion von exp benutzt wurde. Natiirlich gilt auch

1
ln/(x> = ;, x > 0,

usw.

Schliefslich konnen wir Beispiel (b) nun auch noch auf beliebige reelle Exponenten
ausdehnen.

Beispiel 5.5.10. Es sei « € R. Dann ist die Potenzfunktion
h:(0,00) = (0,00), h(x)=x"

differenzierbar und

W(x)=ax*"1, x>0.
Beweis: Setzen wir ¢ : R — R, g(x) = exp(x) und f : (0,00) - R, f(x) = aln(x),
so gilt zundchst

h(x) = x* = exp(a - In(x)) = gla-In(x)) = g(f(x)) = (g0 )(x), x> 0.
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Ferner sind g, f differenzierbar mit ¢’ = ¢ und /'(x) = £, x > 0. Also folgt aus der
Kettenregel, dass auch / differenzierbar ist und

5.6. Ableitung und Funktionseigenschaften

In diesem letzten Abschnitt wollen wir noch kurz tiber das sprechen, was Sie in
der Schule unter dem Stichwort , Kurvendiskussion” kennengelernt haben, d.h. tiber
(lokale) Extremwerte, Monotonieverhalten und dergleichen.

Schauen wir dazu zunéichst einmal auf eine differenzierbare Funktion f : [a,b] — R.
Ihr Graph kénnte zum Beispiel so aussehen.

Abbildung 5.1.

Wir sehen, dass f
* bei x ein lokales Minimum besitzt und f'(xp) =0,
* bei x; ein lokales (und globales) Maximum besitzt und f'(x;) =0,

* bei x; kein lokales Extremum besitzt, obwohl f'(x1) =0,

bei a ein lokales Maximum besitzt, obwohl f'(a) # 0,
bei b ein lokales (und globales) Minimum besitzt, obwohl f'(b) # 0.

Zumindest bei Punkten im Inneren des Intervalls scheint das Verschwinden der Ab-
leitung also notwendig fiir die Existenz eines lokalen Extremums zu sein. Dass dies
tatsachlich so ist, wird unser erstes Resultat dieses Abschnitts sein. Zuvor sollten wir
die schon verwendeten Begriffe jedoch noch einmal exakt definieren.

-—Ende VL 27—
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Definition 5.6.1. Sei I C R ein echtes Intervall, f : | — R eine Funkt. und xy € I.

(i) Man sagt, f hat in xy ein lokales Maximum bzw. Minimum, falls ein ¢ > 0
existiert, so dass die Einschrankung f|;n(x,—¢x)+¢) iN X0 €in Maximum bzw.
Minimum besitzt. Ferner heifst xg in diesem Fall eine lokale Maximal- bzw.
Minimalstelle von f.

(ii) Man sagt, f hat in x( ein lokales Extremum, falls f in x; ein lokales Maximum
oder Minimum besitzt. In diesem Fall heifst xo lokale Extremstelle von f.

Beachte. Im Falle, dass xg kein Randpunkt von I ist, kann man ¢ > 0 in Teil (i) stets
so klein wihlen, dass (xg —¢,x0+¢) C I, dh. IN(xg—¢ x0+¢) = (x0 — € x0 + €).

Satz 5.6.2 (Notwendiges Kriterium fiir lok. Extrema). Seiena,b € Rund f : (a,b) - R
sei in xg € (a,b) differenzierbar. Dann gilt die folgende Implikation:

f hat in xj ein lokales Extremum = f'(x9) =0

Wie wir gesehen haben, ist die Implikation i.A. falsch, wenn x( ein Randpunkt des Inter-
valls ist (falls f auch dort definiert wire). Genauso ist die Umkehrung der Implikation
i.A. falsch.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall, dass x( eine lokale Minimalstelle von f ist
(sonst betrachte — f). Dann existiert ¢ > 0, so dass (xo —¢,x0 +¢) C (a,b) und

Vx e (xo—gxo+¢): f(x)> f(xo). (%)

Da f in x( differenzierbar ist, existiert der zugehorige Differentialquotient und

nach Satz gilt
f'(x0) = lim JM = lim M — lim M

X—Xo X — X0 x—xg X — X0 xX—>xy X — X0
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Aber wegen (%) folgt dann

>0 -0
—_— >
f/(X()) = lim M >0 und f,(xO) — T M <0
x~>xar x;_ x9 X=Xy X — Xo
>0 <0
Also muss f'(xg) = 0 gelten. -

Beachte. Gilt f'(x9) = 0, so wird x( ein stationidrer Punkt von f genannt. Der
vorherige Satz fiihrt dann nattirlich sofort zu der Frage, welche stationdren Punkte
nun tatsdachlich lokale Extremstellen von f sind?

Anschaulich ist dies klar: Genau solche, in denen sich das Wachstumsverhalten der
Funktion dndert (vergleiche Abbildung [5.1). Wie hingt das Wachstumsverhalten
mit der Ableitung zusammen? Das kennen Sie aus der Schule: positive Ableitung
impliziert Wachstum und negative Ableitung impliziert, dass die Funktion fallt.
Also ist ein stationdrer Punkt ein lokales Extremum, falls die Ableitung in diesem
Punkt das Vorzeichen wechselt.

All das in der vorherigen Bemerkung Beschriebene ist richtig, aber um dies wirklich
zu beweisen, miissen wir, wie so oft, etwas genauer hinschauen. Unser wichtigstes
Hilfsmittel dabei sind die folgenden beiden Sétze.

Satz 5.6.3 (Satz von Rolle).ﬂSei f :[a,b] — R stetig und f|, ;) differenzierbar.
Ferner sei f(a) = f(b). Dann existiert ein p € (a,b) mit f'(p) = 0.

“Michel Rolle,1652-1719

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall: f ist konstant. Dann gilt nach Beispiel (i) sogar, dass f'(p) = 0 fiir alle
p € (ab).

2. Fall: f ist nicht konstant. Dann existiert xo € (a,b), so dass

@ f(xo) < f(a) = f(b) oder (b) f(xo)> f(a)= f(b).



https://w.wiki/CtQf
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Nehmem wir an, Fall (a) liegt vor. Sei dann p € [a, b] eine Minimalstelle von f auf
[a,b] (diese existiert wegen Satz da f auf [a, b] stetig ist). Dann muss gelten

f(p) < f(xo) < f(a) = f(b),

d.h. p ist keiner der Randpunkte a,b, sondern p € (a,b). Aber dann folgt aus Satz
(denn p ist als Minimalstelle nattirlich auch eine lokale Extremstelle), dass
f'(p) = 0. Im Fall (b) wird ganz analog argumentiert (mit dem Maximum statt
dem Minimum von f). O

Etwas allgemeiner als der Satz von Rolle ist folgender Satz.

Satz 5.6.4 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig und
f |(a,b) differenzierbar. Ferner seien x1,x, € [a,b] mit x; < x,. Dann existiert ein
p € (x1,x2) mit
X2 ) — J{X1
flaa) = F) _

X2 — X1

A f

ah
e Towgeste ducc (p "HP))
>

| ! Y s |
T T t T

a X, P xb

Beweis. Betrachte die differenzierbare Hilfsfunktion

h(x) == f(x) — flx2) = f(x1) (x —x1).

h: [xl,xz] — IR,

Dann gilt (da x1, x2, f(x1), f(x2) Konstanten sind)

h/(X) _ f/(x) - f(X2) _f(xl)'

Xy — X1
Ferner ist 3
i) = fan) — L= Gy -
und

h(ra) = flr) — FEDTFE) 0y = Fw) — (F) — Fl)) = flxa),

X2 — X1

d.h. h(x1) = h(x2). Wir kénnen also den Satz von Rolle auf & anwenden und
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erhalten die Existenz eines p € (x1, x2) mit

O

Aus dem Mittelwertsatz ergibt sich nun sofort der Zusammenhang zwischen den
Werten der Ableitung von f und dessen Monotonieverhalten.

Satz 5.6.5 (Ableitung und Monotonie). Es seien a,b € R,a < bund f : (a,b) = R
sei differenzierbar. Dann gelten folgende Aquivalenzen bzw. Implikationen:

(i) Vx € (a,b): f'(x

(
(ii) Vx € (a,b) :
(iii) Vx € (a,b) :
(
(

f ist konstant

f ist monoton wachsend

f ist streng monoton wachsend
(iv) Vx €
(v) Vx € (a,b) :

f ist monoton fallend

— o~~~ =
\_/\_/\i{/\_/\_/
o O O O O
S

AN IN VIV

f ist streng monoton fallend

Beachte. In (iii) und (v) gilt die Implikation , <" im Allgemeinen nicht. Beispiels-
weise ist f : R — R, f(x) = x® streng monoton wachsend, aber f'(0) = 0.

Beweis (von Satz[5.6.5). Wir beweisen (i) bis (iii). Unter Betrachung von —f folgen
(iv) und (v) sofort aus (ii) und (iii).

(i) ,<" : Dies haben wir schon in Beispiel (i) gesehen.

(i)-(ii) ,=": Sind a < x1 < xp < b beliebig gewdhlt und p € (x1,x2) C (a,b) wie
im Mittelwertsatz, so folgt

>0 >0, fallsf >0,

——
f(x2) = f(x1) = f'(p) - (x2—x1) { >0, falls f' >0,
=0, fallsf =0.

Im ersten Fall folgt f(x1) < f(x2), im zweiten Fall f(x;) < f(x2) und im dritten
Fall f(x1) = f(x2). Daa < x1 < x2 < b beliebig waren, ist f also streng monoton
wachsend bzw. monoton wachsend bzw. konstant.

(ii) ,<" : Sei x € (a,b). Da f in x differenzierbar ist, konnen wir f’(x) mittels des
rechtsseitigen Differentialquotienten berechnen und erhalten wegen des strengen
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monotonen Wachstums, dass

O

Hieraus ldsst sich nun das Monotonieverhalten einfacher Funktionen sofort bestimmen
bzw. wiedergewinnen. Zum Beispiel ist exp : R — R streng monoton wachsend, da
exp’ = exp > 0 auf R. Auch etwas weniger offensichtliche Resultate lassen sich hieraus
ableiten. Wir schauen uns zwei davon néher an.

Beispiel 5.6.6. Fiir alle x > 0 gilt x — 1 > In(x).

Beweis: Fiir die Funktion
f:(0,0) =R, f(x)=x—-1—In(x)

gilt

fall 1
f’(x):l—l >0, alls x > 1,
x | <0, fallsO<x<1.

Also ist f auf (0,1) streng monoton fallend und auf (1, o) streng monoton wach-
send. Also gilt f(x) > f(1) = 0 fiir alle x > 0.

Das néchste Beispiel fiihrt in das Gebiet der Differentialgleichungen. Hieriiber werden
Sie in der Vorlesung , Weiterfithrende Kapitel der Analysis und Stochastik” noch etwas
mehr erfahren.

Beispiel 5.6.7. Zu A € R betrachten wir die Differentialgleichung (DGL)

#)  f@=A-fx), xeR

Eine Losung dieser DGL ist eine differenzierbare Funktion f : R — R, die (%) fiir
jedes x € R erfiillt. Hierzu lasst sich Folgendes zeigen:

(i) Eine Funktion f : R — R ist genau dann eine Losung von (%), wenn eine
Konstante C € R existiert, so dass

f(x) = Cexp(Ax) = Ce™, x€R.

—Ende VL 28—
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(ii) Es gibt genau eine Losung des sogenannten , Anfangswertproblems”
{f’(x) =f(x), x€R
£(0) = 1.
Diese ist durch f(x) = exp(x) = e*, x € R, gegeben.
Beweis: (i) Sei f : R — R eine Losung von (%) (d.h. f" = Af) und betrachte
g:R—=R, g(x):=f(x)- exp(—Ax).
Dann gilt mit der Produkt- und Kettenregel, dass

g'(x) = f'(x) -exp(—=Ax) + f(x) - (exp(—Ax))’
= f'(x) -exp(=Ax) + f(x) - (—Aexp(—Ax))
P2 A f(%) - exp(=Ax) — Af(x) - exp(—Ax) = 0
fir alle x € R. Nach Satz (i) muss g also konstant sein. Also existiert C € RR,

so dass g(x) = C fiir alle x € R, d.h. f(x) = Cexp(Ax). Dass umgekehrt jedes f
von dieser Form eine Losung von () ist, rechnet man direkt nach.

(ii) Aus Teil (i) mit A = 1 folgt, dass jede Losung von f* = f von der Form
f(x) = C-exp(x) ist. Genau fiir C = 1 erfiillt diese Funktion f(0) = 1.

Wir erhalten schliefilich auch noch die schon angesprochenen hinreichenden Kriterien
fir die Existenz lokaler Extrema.

Korollar 5.6.8 (Hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema). Es seien a,b € R,a < b
und f : (a,b) — R sei differenzierbar. Ferner sei xy € (a,b) ein stationdrer Punkt

von f, d.h.
f’(xo) =0.

Dann hat f in xp ein lokales Extremum, falls eine der folgenden Bedingungen
erfiillt ist.

(i) f' wechselt in xo das Vorzeichen. Genauer gilt: f hat in x; ein lokales
Minimum, falls 2 < a < x9 < B < b existieren, so dass

Vx € (a,x0): f'(x) <0 und Vxe (x,B): f(x)>0,
und ein lokales Maximum, falls

Vx € (a,x0): f'(x) >0 und Vxe (x,B): f(x)<O0.
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(ii) f”’(xo) verschwindet nicht. Genauer gilt: Ist f in (a,b) sogar zweimal diffe-
renzierbarff| und f” ist stetig auf (a,b), so hat f in xg ein

e lokales Minimum, falls f”(xo) > 0,

e lokales Maximum, falls f”(xg) < 0.

?D.h. auch f’ ist differenzierbar mit Ableitung f := (f')’.

Beweis. (i) Folgt mit Satz direkt aus dem Monotonieverhalten von f in der
Nahe von x.

(ii) Sei f”(xo) > 0. Da f” nach Voraussetzung stetig ist, muss f” dann auch in
einer Umgebung von x( positiv sein, d.h. es existieren 4 < & < xg < p < b, so dass

Vx € (a,B):  f'(x) = (f)(x) >0.

Nach Satz angewandt auf f’, ist f’ somit auf («, B) streng monoton wachsend.
Da nach Annahme f'(xp) = 0, folgt also

Vx € (a,x0): f(x)<0 wund Vxe€ (x0,B): f'(x)>0.

Also sind die Voraussetzungen des ersten Falles erfiillt und f hat in x( ein lokales
Minimum. Im Falle f”(xp) < 0 wird vollig analog argumentiert. O

— Zusatzmaterial —

Zusatz (Alternativer Beweis von exp’ = exp). Es sei (a;)xen eine Folge und es sei angenommen, dass
die Reihe .
f(x):= Z @k = ag + agx + apx? + azx® + ...
k=0
fiir alle x € (—R, R) konvergiert (hier ist R > 0 irgendeine feste Zahl). Dann ldsst sich zeigen, dass
die so definierte Funktion f : (—R,R) — R differenzierbar ist und gliedweise differenziert werden
darf, d.h.

f'(x) = ay + 2apx 4 3a3x> + ... = kazk-xk’l.
1

»
Il

Fur die Exponentialfunktion ergibt dies nun gerade (wegen a; = %), dass

oo

k = 1 21
exp’(x) = — k1 = k1 = —x" = exp(x).
p'(¥) k;k! k;(kq)! n;)n! p()

—Ende VL 29—
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