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8 Kiirzeste Wege

Hier sind alle Graphen gerichtet und gewichtet, d.h. wir haben eine Kostenfunktion
K : E — R dabei.

Also etwa

K(1,2) =5,K(2,1) = =3,K(2,3) = -7, K(3,4) = 0

Ist W = (vg, vq,...,v;) irgendein Weg im Graphen, so bezeichnet
K(W) = K(vo,v1) + K(v1,v2) + - + K(vg_1, 1)
die Kosten von W. K(vy) =0

Betrachten wir die Knoten 3 und 4, so ist

K(3,4) = 0,
K(4,3) = —1 und

K(3,4,3,4) = —1,

K(3,4,3,4,3,4) = -2,

Negative Kreise erlauben beliebig kurze Wege. Wir beschrdnken uns auf einfache
Wege, d.h. noch einmal, dass alle Kanten verschieden sind.

Definition 8.1(Distanz): Fir u,v € V ist

e Dist(u,v) = min{ K (W) | W ist einfacher Weg von u nach v }, sofern es einen
Weg u O—0v  gibt.
e Dist(u,v) = 0o, wenn es keinen Weg u O—»0v  gibt.

e Dist(v,v) =0
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Uns geht es jetzt darum, kiirzeste Wege zu finden. Dazu machen wir zunéchst fol-
gende Beobachtung:
Ist O_—>O—>O r O—»0 B
U = Vg U1 (%) V-1 Vp =0
ge VoO—0v; oben auch kiirzeste Wege. Deshalb ist es sinnvoll, das single source
shortest path-Problem zu betrachten, also alle kiirzesten Wege von einem Ausgangs-
punkt aus zu suchen. Ist s unser Ausgangspunkt, so bietet es sich an, eine Kante
minimaler Kosten von s aus zu betrachten:

ein kiirzester Weg von u nach v, so sind alle We-

S O—»0v

Gibt uns diese Kante einen kiirzesten Weg von s nach v? Im Allgemeinen nicht!
Nur unter der Einschrinkung, dass die Kostenfunktion K : E — R2 ist, also
keine Kosten < 0 erlaubt sind. Diese Bedingung treffen wir zunéchst einmal bis auf
weiteres.

Also, warum ist der Weg s 0—0v ein kiirzester Weg? (Die nachfolgende Aussage
gilt bei negativen Kosten so nicht!) Jeder andere Weg von s aus hat durch seine erste
Kante s 0—0Ow mindestens die Kosten K (s,v).

Der Greedy-Ansatz funktioniert fiir den ersten Schritt. Wie bekommen wir einen
weiteren kiirzesten Weg von s aus?

Wir schauen uns die zu s und v adjazenten Knoten an. Oben wy, ws, ws. Wir ermit-
teln

o zuw; K(s,w)
e zu wy min{ K (s, wq), K(s,v) + K(v,ws)}

o zuwy K(s,v)+ K(v,ws).

Ein minimaler dieser Werte gibt uns einen weiteren kiirzesten Weg. Ist etwa K (s,v)+
K (v, ws) minimal, dann gibt es keinen kiirzeren Weg s 0—0 wz . Ein solcher Weg
miisste ja die Menge {s,v} irgendwann verlassen. Dazu miissen aber die eingezeich-
neten Wege genommen werden und der Weg zu wy wird hochstens ldnger. (Wieder
wichtig: Kosten > 0).

So geht es allgemein weiter: Ist S eine Menge von Knoten, zu denen ein kiirzester
Weg von s aus gefunden ist, so betrachten wir alle Knoten w; adjazent zu S aber
nicht in S.
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Fiir jeden Knoten w; berechnen wir die minimalen Kosten eines Weges der Art

S =S5y 51 S9 Sk w;
Io—>0—>o OI—PO
|

cS 7S

Fiir ein w; werden diese Kosten minimal und wir haben einen kiirzesten Weg s 0—0 w; .
Wie vorher sieht man, dass es wirklich keinen kiirzeren Weg s O—0 w; gibt.

Das Prinzip: Nimm immer den néchstkiirzeren Weg von S ausgehend.

8.1 Algorithmus (Dijkstra 1959)

Algorithmus 13: Dijktstras Algorithmus
Input : G=(V,E), K: E— R |V|=n,s€V
Output : Array D[1...n] of real mit D[v] = Dist(s,v) fir v e V
Data : S — Menge der Knoten, zu denen ein kiirzester Weg gefunden ist
1 D[s] =0;
2 S ={sh
3Q=V\S5;
4 fori=1ton—1do /* Wir suchen noch n — 1 kiirzeste Wege. */
5 foreach w € () do
/* Betrachte alle Kanten (v,w) mit v €S */
6 D[w] = min{D[v] + K(v,w) | v € S und (v,w) € E};
7 end
8 w = ein w € @ mit D[w] minimal;
9 S =Su{w};
0 | Q=0Q\{wk
11 end

Korrektheit mit der Invariante: Fiir alle w € S; ist D[w] = Kosten eines kiirzesten
Weges.

Das Argument gilt wie oben bereits vorgefiihrt.
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Zwecks Merken der Wege das Array «[l,...,n] of {1,...,n} mit

m|u] = v <= Ein kiirzester Weg s 0—=0v st (s,...,u,v).

7 kann leicht im Algorithmus mitgefiihrt werden. Es ist das Vaterarray des Kiirzesten-
Wege-Baumes mit Wurzel s.

Beispiel 8.1: Bestimmung der kiirzesten Wege von s aus in folgendem Graphen.

S|w|D[1] D[2] D[3] D[4] D[]

(y /7T 0 10 100 oo 30
{1,2}/2] 0o 10 100 60 30
{1,2,5}[5| 0 10 90 50 30
{1,2,5,4} |4 0 10 60 50 30
{1,2,5,4,3}[3| 0 10 60 50 30

Die Wege werden der Lénge nach gefunden:

Beispiel 8.2:

Kiirzester-Wege-Baum:

S m[l] = 1,
E}Q} 2] = 1,
(12,3} =2
{1,2,3,4,5) ] =5,
{1,2,3,4,5,6} m5] = 4,

(6] 1

Die Laufzeit ist bei direkter Implementierung etwa O(|V|-|E|), da es O(|V]) Schlei-
fendurchlaufe gibt und jedesmal die Kanten durchsucht werden, ob sie zwischen S
und @ verlaufen. Q und S sind als boolesche Arrays mit

Qv] = true <= v € Q
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zu implementieren.

Die Datenstruktur des Dictionary (Worterbuch) speichert eine Menge von Elementen
und unterstiitzt die Operationen

e Find(u) = Finden des Elementes u innerhalb der Struktur
e Insert(u) = Einfiigen

e Delete(u) = Loschen

Ist die Grundmenge nicht als Indexmenge geeignet, dann Hashing oder Suchbaum
verwenden.

In @ ist ein Dictionary implementiert. Jede Operation erfolgt in O(1). Das Ziel ist
eine bessere Implementierung.

Fiir welche w € @ kann sich D[w] in 6. nur &ndern? Nur fiir diejenigen, die adjazent
zu dem w des vorherigen Laufes sind. Dann sieht es etwa so aus:

Algorithmus 14: Dijktstras Algorithmus (ohne mehrfache Berechnung der-
selben D[w])
Input : G=(V,E), K: E— R |V|=n,s€V
Output : Array D[1...n] of real mit D[v] = Dist(s,v) fir v e V
Data : S — Menge der Knoten, zu denen ein kiirzester Weg gefunden ist
1 D[s] =0;
2 Dw| = K(s,w) fir w € Adj[s];
3 D[v] = oo fir v eV \ ({s} U Adj[s]);
4 S ={s}
5 Q=V\S;
6 fori=1ton—1do /* Wir suchen noch n — 1 kiirzeste Wege. */
7 w = ein w € @ mit D[w] minimal;
8 S =Su{w};
o | Q=Q\{uw}
10 foreach v € Adjjw] do
/* Dv] anpassen fiir v adjazent zu w */
11 if Dw]+ K(w,v) < D[v] then
12 | D[v] = D[w] 4+ K (w,v);
13 end
14 end
15 end

Korrektheit mit zusatzlicher Invariante:

Fir w € Q; ist D;[w] = minimale Kosten eines Weges der Art
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S =59 $S1 S9 Sk w
| | |
- €qQ

Man kann auch leicht zeigen:

Fiir alle v € Sy ist  Di[v] < Djfwy]  mit w; = das Minimum der [-ten
Runde. Damit &ndert 12. nichts mehr an D[v] fiir v € 5.

Laufzeit:
7. insgesamt n — 1-mal Minimum finden
8., 9. insgesamt n — 1-mal Minimum l6schen

10.-14. insgesamt O(|E]), da dort jede Adjazenzliste nur einmal
durchlaufen wird.

Mit @ als boolesches Array:

7. O(n?) insgesamt. Das Finden eines neuen Minimums
nach dem Loschen dauert O(n).
8.,9.  O(n) insgesamt, einzelnes Loschen dauert O(1).

10.-14. Bleibt bei O(|E]).
Also alles in allem O(n?).

Aber mit ) bendtigen wir die klassischen Operationen der Priority Queue, also ()
als Heap, Schliisselwert aus D.

7. O(n) insgesamt.

8.,9. O(n-logn) insgesamt.

10.-14. |E|-mal Heap anpassen, mit DecreaseKey(Q,v,s) (ver-
gleiche Prim, Seite 107) O(|E|-logn). Zum Finden Index
mitfithren.

Also:

@ als boolesches Array: O(n?) (Zeit fillt beim Finden der Minima an).
@ als heap mit Index:  O(|E] - logn) (Zeit fallt beim DecreaseKey(Q, v, s) an).

Ist |E|-logn > n?, also ist der Graph sehr dicht, dann ist ein Array besser (vergleiche
Prim).
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8.2 Algorithmus Floyd-Warshall

Wir beginnen einmal mit einer anderen Fallunterscheidung beim Backtracking:

kuerzeste Wege u ~~ v

~N S

ohne Knoten n mit Knoten n

u ~» v ohne n Minimum

rekursiv
n#u,n#v n=u, n=uv,
U~ Ny N~V N~>v U~N

ohne n rekursiv

Korrektheit: Ist u,vneqn und ist ein kiirzester Weg u O—0v ohne n, dann wird
dieser nach Induktionsvoraussetzung links gefunden. Enthalte jetzt jeder kiirzeste
Weg u 0—0v den Knoten n. Wird ein solcher unbedingt rechts gefunden?

Nur dann, wenn die kiirzesten Wege © O—0n und n O—=0v keinen weiteren
gemeinsamen Knoten haben. Wenn sie einen gemeinsamen Knoten w haben, so
U~ w ~ n ~ w ~ v. Da dieser Weg kiirzer ist als jeder Weg ohne n, muss
w ~» n ~» w ein Kreis der Linge < 0 sein.

Beispiel 8.3(negative Kreise):

e Kiirzester Weg 1 0—03  ohne 4 hat Kosten 2,
o Liirzester Weg 1 o—04  Jdiber 2 hat Kosten —2,

o Liirzester Weg 4 0—03  ebenfalls iber 2 hat
Kosten —2

e und (2,4,2) ist Kreis der Kosten —6.

Betrachten wir also jetzt K : E — R, aber so, dass keine Kreise < 0 existieren.
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Es ist giinstiger, die Fallunterscheidung nach den echten Zwischenknoten zu machen.

UuoO———»0——»0 O—0v
| |

die Zwischenknoten

Also Backtracking:

ohne Zwischenknoten n mit Zwischenknoten n (u # n,v # n)

U~ v u~n—1, u~n—1, n~n-—1,
e n—1~w '-, n—1~n n—1~uv
ohne n,n — 1 7
k ~~1 . _
, Tiefe ¢
ohnen,n—1,....n—1+1
bis Tiefe n

Die rekursive Prozedur:

KW (u, v, k) fiir kiirzeste Wege u 0—0v ohne Zwischenknoten > k. Kiirzester
Weg ergibt sich durch KW (u, v, n).

Rekursionsanfang KW (u, v, 0) gibt Kante © 0—0v . Wieviele verschiedene Auf-
rufe? = O(n?3)

Also dynamisches Programmieren:

T[u,v, k] = kiirzester Weg u O—0v wobei Zwischenknoten C {1,...,k}. (Also
nicht unter k£ +1,...,n)

Tlu,v,0] = K(u,v) fir alleu,v
Tlu,v,1] = min{T[u,1,0] +T[1,v,0], T[u,v,0]} fiir alle u,v
Tu,v,n] = min{T[u,n,n—1]+T[n,v,n—1],T[u,v,n — 1]} fir alle u,v

Dies ist das all pairs shortest path-Problem. Das heifit es werden die kiirzesten Wege
zwischen allen Knoten bestimmt. Wichtig: G ohne Kreise mit Lange < 0.
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Algorithmus 15: Floyd-Warshall-Algorithmus
Input : G = (V, E) gerichteter Graph, |V|=n, K : E - R
Output : Ein kiirzester Weg u ~» v fiir alle Paare u,v € V x V

/* Initialisierung */

0 firu=v
1 Tu,v] = ¢ K(u,v) fur (u,v) € E
00 fir u # v, (u,v) € £

/* Wege iiber Zwischenknoten <7 */

2 for k=1 tondo

3 foreach (u,v) € V x V do /* alle geordneten Paare */
4 | Tlu,v] = min{T[u,v], Tlu, k] + T[k,v]};

5 end

6 end

Invariante: Nach [—tem Lauf der Schleife enthélt 7;[u, v] die Linge eines kiirzesten
Weges u O—0v mit Zwischenknoten C {1,...,[}.

Wichtig: Keine negativen Kreise, denn ist in [ 4 1-ter Runde
Tifu, L+ 1] + Tl +1,0] < Tifu, ]
dann ist der Weg hinter Tj[u, [ 4+ 1] + T;[l + 1, v] ein einfacher!

Ist w~s[4+1~ v Kkiirzer als die kiirzesten Wege u ~~» v ohne [+1, dann tritt oben
die Situation  u ~» w ~» [+1 ~» w ~» v nicht ein, da sonst K (w ~» [+1 ~» w) <0
sein miisste.

Erkennen von negativen Kreisen: Immer gilt, also bei beliebiger Kostenfunk-
tion, dass Floyd-Warshall die Kosten eines Weges von u O—0v  in T'[u, v] liefert.
Dann ist

Tu,u] < 0 <= G hat Kreis < 0.

Laufzeit: O(n?) (Vergleiche Dijkstra O(|E|log |V']) oder O(|V]?).)

Beispiel 8.4: Die ersten Schritte des Algorithmus auf dem folgenden Graphen.
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Am Anfang:
1 2 3 4 5
110 3 oo oo —4
2/lc0 0 o0 1 7
3o 4 0 o0 ™
412 o0 =5 0 o
5jloo oo oo 6 0
Bevor k auf 2 geht:
1 2 3 4 5
110 3 o0 oo —4
2/l00 0 oo 1 7
3o 4 0 o0 o
412 5 -5 0 o
5o o0 o 6 0

Bs st Ali,j] = min{A[i, ], Ali, 1] + A[L, j]}
Direkte Wege, d.h. hier Wege mit Zwischenknoten 1.

Bevor k auf 3 geht: Direkte Wege + Wege mit Zwischenknoten 1 + Wege mit Zwi-
schenknoten 1,2. Nicht: mit 2 Zwischenknoten!
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9 Fliisse in Netzwerken

G = (V, E) gerichtet, Kostenfunktion K : F — R=% Hier nun K(u,v) = die Ka-
pazitiat von (u,v). Wir stellen uns vor, (u,v) stellt eine Verbindung dar, durch die
etwas fliet (Wasser, Strom, Fahrzeuge, ...).

Dann besagt K (u,v) = 20 zum Beispiel

e < 20 Liter Wasser pro Sekunde
e < 10 produzierte Waren pro Tag

Definition 9.1(Flussnetzwerk): Ein Flussnetzwerk ist ein gerichteter Graph G =
(V,E) mit K:V xV = R2° K(u,v) =0 falls (u,v) ¢ E.
Auflerdem gibt es zwei ausgezeichnete Knoten

o s €V, Quelle (source)

o t €V, Ziel (target, sink)

Wir verlangen aufierdem noch: Jeder Knoten v € V ist auf einem Weg s~ v ~~ t.

Ziel: Ein moglichst starker Fluss pro Zeiteinheit von s nach t.

Den Fluss durch u 0—0v € E bezeichnen wir mit f(u,v) € R=". Fiir einen
Fluss f miissen die folgenden Bedingungen gelten:

o f(u,v) < K(u,v)

e Was zu u hinflieBt, muss auch wieder wegflieBen (sofern u # s, u # t). Also

Wy

dann Y f(w;, u) = > (u, v;).
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Prinzip: Methode der Erweiterungspfade (Ford - Fulkerson 1950er Jahre)

1. Beginne mit dem Fluss 0, f(u,v) = 0 fiir alle (u,v)

2. Suche einen Weg (Erweiterungspfad) (s = vg — v1 — vy ... 051 — v = t) SO
dass fiir alle f(v;,v;11) < K(vi,0i41).

3. Erhohe den Fluss entlang des Weges so weit es geht. Dann bei 2. weiter.

Dieses Problem ist von ganz anderem Charakter als bisher, da die Anzahl der
zunéchst zuléssigen Fliisse unendlich ist. Wir betrachten folgendes Flussnetzwerk:

v
so—1>c%—l>ot

Ist f(s,v1) = f(v1,t) < 1 so haben wir einen erlaubten Fluss. Aber sogar maximale
Fliisse gibt es unendlich viele:

(%)

Jeder Fluss mit f(s,v1) + f(s,v2) = 1 ist maximal.

Beispiel 9.1(negative Fliisse): Wir betrachten das folgende Flussnetzwerk:

u

0/4
U (Fluss/Kapazitdt)

Weg (s,u,v,t) +2

2/2 0/1

0/3 2/4
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Weg (s,v,t) +2

2/2 0/1

2/3 414

Jetzt gibt es keinen Erweiterungspfad mehr, aber der Fluss in

u
2/2 1/1
s t
313 4/
v
ist grofier!
Mit negativen Flissen: Immer ist f(u,v) = —f(v,u).

Weg (s,v,u,t) +1 gibt den maximalen Fluss. Wir lassen auch f(u,v) <0 zu.

Definition 9.2(Fluss): Fin Fluss ist eine Funktion f:V xV — R mit

o f(u,v) < K(u,v) fir alle u,v (Kapazititsbedingung)
o f(u,v) =—f(v,u) fir alle u,v (Symmetrie)

o Firalleu# s, u#t gilt > f(u,v) =0 (Kirchhoffsches Gesetz)

veV
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o |f|= > f(s,v) ist der Wert von f.

veV

Problem: Wie grof} ist der maximale Fluss |f| in einem gegebenen Flussnetzwerk?

Noch einige Anmerkungen:

e Immer ist f(u,u) = —f(u,u) =0, da K(u,u) =0, da nie (u,u) € E.

e Auch f(u,v) = f(v,u) =0, wenn (u,v), (v,u) € E.
Denn es ist f(u,v) = —f(v, u), also einer der Werte > 0.

o Ist f(u,v) #0,so (u,v) € E oder (v,u) € E.

2/4
e Nicht sein kann UQU wegen f(u,v) = —f(v,u).
2/2
Hier wiirden wir setzen f(u,v) = = 0. Wir konnen (miissen) kiirzen,
2/4 2/4
aber UOU oder UQU geht.
-2/2 -2/0

Definition 9.3(Restnetzwerk): Gegeben ist das Flussnetzwerk G = (V, E) mit
Kapazitit K : V x V — R2% und ein zulissiger Fluss f : V x V — R.
e Das Restnetzwerk Gy mit Restkapazitit Ky ist gegeben durch:

K¢(u,v) = K(u,v)— f(u,v) >0
Ep = {(u,0) | Kf(u,v) >0}
Gy = (V. Ey)

Es ist K¢(u,v) >0, da f(u,v) < K(u,v).
o [in Erweiterungspfad von G und f ist ein einfacher Weg in Gy
W=(s=vg—=>v; > vy... 01 = U =1)
Die Restkapazitit von W st
Ky(W) = min{ K (v;, vi+1)},

nach Definition gilt Ky(v;,vit1) > 0).

Es ist Gy mit der Restkapazitét K ein Flussnetzwerk. Beachte: Ky(u,v) ist fir alle
Paare (u,v) € V x V definiert.
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Wir betrachten jetzt g : V x V — R mit

9(vi,vipa) = Kp(W)>0
g(ip,v) = —K;(W) = —g(vi, vip1)
g(u,v) = 0 fiir(u,v) ¢ W.

Das ist ein zuldssiger Fluss auf G. Das heifit: |g| = K(W).

Tatséchlich gilt nun sogar folgendes:

Lemma 9.1: Sei G, K, f Flussnetzwerk mit zuldssigem Fluss f. Und sei Gy das
zugehorige Restnetzwerk.

Sei jetzt g irgendein zuldssiger Fluss auf Gy. Dann ist f 4 g ein giiltiger Fluss auf
G und |f + gl = [f] + gl

Beispiel 9.2(Restnetzwerke): Zundchst noch ein Beispiel. Wir betrachten die
Restnetzwerke zu dem Flussnetzwerk aus Beispiel 9.1.

Weg (s,u,v,t):

Weg (s,v,t):
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Weg (s,v,u,t):

kein Erweiterungspfad. Kapazititen sind immer > 0.

Beweis. Wir miissen also iiberlegen, dass f + ¢ ein zuléssiger Fluss in G ist.

e Kapazititsbedingung: Es ist g(u,v) < Ky¢(u,v) = K(u,v) — f(u,v). Also

(f"'g)(uvv) - f(uvv)+g(uav>
< flu,v) + K(u,v) — f(u,v) = K(u,v)

e Symmetrie:

(f+g)(uav) = f(u,v) +g(u,v)
= (—f(v,u)) + (_g(v7u))
= —(f—l—g)(’l),u)

e Kirchhoff: Sei uw € V '\ {s,t}, dann

Y9y = > (fluv)+g(u0)

veV veV
= Zf(u,v)+Zg(u,v)
veV ueV
= 0.
SchlieBlich ist |f 4+ g| = > (f +9)(s,v) = |f| + |g]. L

veV
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9.1 Algorithmus nach Ford-Fulkerson

Algorithmus 16: Maximaler Fluss (Ford-Fulkerson)
/* Starte beim Nullfluss */

1 foreach (u,v) € V xV do

2 ‘ f(u,v) = 0;

3 end

4 while Es gibt einen Weg s 0—01 in Gy do

5 W = ein Erweiterungspfad in Gy;

6 | g=Flussin Gy mit g(u,v) = K;(W) fiir alle (u,v) € W;
T f=f+g

8 end

/* Gib f als maximalen Fluss aus */
9 return f;

Warum liefert dieses Vorgehen einen maximalen Fluss? Dass auf diese Weise ein
korrekter Fluss erzeugt wird, ist klar. Aber ist dieser auch mazimal? Dazu miissen
wir etwas weiter ausholen. Zunéchst noch eine Definition.

Definition 9.4(Schnitt): Ein Schnitt eines Flussnetzwerkes G = (V, E) ist eine
Partition S, T von V, d.h. V=SUT mitse€ S, t€T und SNT = .

e Kapazitit von S, T

K(S,T)= > K(u,v) (K (u,v) >0,u€SveT)

ueS,weT
o [st f ein Fluss, so ist der Fluss durch den Schnitt

f(SaT) = Z f(’LL,U).

ueS,weT

Immer ist f(S,T) < K(S,T) und |f| = f({s},V \ {s}).

Beispiel 9.3(Schnitt): Wir betrachten ein Flussnetzwerk:
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S = {57027714}
T = {U1>v37t}

K(SﬂT) = K(S7U1)+K(U27U3)+K(U47t):6
=1 =3 2

F(S,T) = 1-141—-1+1=1 (Betrag des Flusses)

S, T in mehreren Stiicken — kein minimaler Schnitt.

Tatséchlich gilt sogar fiir jeden Schnitt S, T, dass f(S,T) = |f] ist.

Beweis. Induktion iiber |S].

e Induktionsanfang: |S| = 1, dann S = {s}, und f(S,7T) = |f| nach Definition.

e Induktionsschritt: Sei |S| =141, v € S, v # s. Wir betrachten den Zustand
aus dem dieses S entstanden ist:

S" = S\{v}, |91=1 (Behauptung gilt nach Induktionsvoraussetzung!)
TN = Tu{v}=V\5".
Dann ist der neue Fluss durch den Schnitt

FS,T) = f(S',T) = > flu,v) +> flo,u) = |f[+ ) flv,u) =|f].

ues ueT ueV
—_——
= Sues fo) =0
Also: Fiir jeden Schnitt |f| = f(S,T) < K(S,T). O

Aus dieder Uberlegung folgt auch, dass
max{|f| | f Fluss} < min{K(S,T") | S,T Schnitt}.

Wir zeigen im folgenden: Es gibt einen Fluss f*, der diese obere Schranke erreicht,
das heif}t
f*=min{K(S,T) | S,T Schnitt}.

Satz 9.1(Min-Cut-Max-Flow): Ist f ein zulissiger Fluss in G, so sind die fol-
genden Aussagen dquivalent.

1. f ist ein maximaler Fluss.
2. Gy hat keinen Erweiterungspfad.
3. Es gibt einen Schnitt S, T, so dass |f| = K(S,T).

([mmer f(S7 T) = ‘fl; K(57 T) > |f’)
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Bewezts.

o (1) — (2) gilt, da f maximal. Gélte (2) nicht, dann gélte auch (1) nicht.
e (2) — (3): Setze

S = {ueV|Esgibt Weg (s,u) in Gy}

T = V\S

Dann s € S und t € T, da kein Erweiterungspfad nach (2). Also ist S, T ein
ordentlicher Schnitt.

Firue S, veT gilt:
0 ::l(f(uulo ::l((u7v)__(f(u7v)

Also K (u,v) = f(u,v). Dann

fl=fST) = > fluwv)

ueS,weT

= Z K(u,v)

ueS,weT

= K(S.T).

o (3) — (1) gilt, da immer |f| < K(S,T).

Korrektheit von Ford-Fulkerson. Invariante: f; ist zuléssiger Fluss
Quintessenz: Am Ende ist f; maximaler Fluss (Min-Cut-Max-Flow).

Termination: Bei ganzzahligen Kapazitidten terminiert das Verfahren auf jeden Fall.
Der Fluss wird in jedem Schritt um eine ganze Zahl > 1 erhoht. Also ist irgendwann
nach endlich vielen Schritten der maximale Fluss erreicht.
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Beispiel 9.4: Minimaler Schnitt = Mazimaler Fluss

1/1 1/5

S = {s}, T=A{u,t}
K(S,T) = f(ST)=1

S={s}, T=A{u,t}, K(S,T) = 8
S ={s,u}, T ={t}, K(5,T) = 11

Ifl < 8.
Vergleiche hierzu Beispiel 9.3 auf Seite 125.
Laufzeit von Ford Fulkerson? Bei ganzzahligen Kapazititen reicht O(|E|-|f*|),

wobei f* ein maximaler Fluss ist. Bei rationalen Zahlen: Normieren.

Beispiel 9.5(lange Laufzeit bei Ford-Fulkerson): Wir betrachten das folgende

Flussnetzwerk:
U1

100 100

100 100

V2
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Der mazimale Fluss in diesen Netzwerk betrigt offensichtlich |f| = 200. Wenn die
Erweiterungswege ,schlecht® gewdhlt werden, kann sich folgendes ergeben:

(s,v1,v9,t) — f+1
(s,v9,v1,t) — f+1
(s,v1,v9,t) — f+1

(s,v9,v1,t) — f+1

Also 200 einzelne Erhohungen. Beachte im Restnetzwerk das ,oszillieren“ von (v, vs).

Man sieht, dass Laufzeiten der Grofie Q(|E| - | f*|) durchaus auftreten konnen. Die
Kapazititen lassen sich so wihlen, dass | f*| exponentiell in der Lénge (in Bits) von
G und der Kapazitatsfunktion ist.

Abhilfe schafft hier das folgende vorgehen:

Wiéhle im Restnetzwerk immer den kiirzesten Erweiterungspfad. Das
heifit den Erweiterungspfad mit der minimalen Kantenanzahl nehmen.
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9.2 Algorithmus nach Edmonds-Karp

Algorithmus 17: Maximaler Fluss (Edmonds-Karp)

© 00 N O Uk W N =

-
- O

12
13
14
15
16

foreach (u,v) € V xV do
| flu,v) = 0;

end

Gf = G;

while t in Gy von s aus erreichbar do

BFS(GYy, s); /* Breitensuche */
Vg = t;
Vgp—1 = T[vg]; /* m Breitensuchbaum */

v = Tlval;

s =g = 7[vy];

/* W ist ein kiirzester Erweiterungspfad bezogen auf die
Anzahl der Kanten. */

W = (s =wg,v1,...,0, =t);

9(vi, vig1) = K (W), /* Flusserhdhung fiir diesen E-Pfad. */

f=T1+g

Gy berechnen;

end
/* Ausgabe: maximaler Fluss [ */
17 return f;

Beachte: GeméB Algorithmus ist ein Erweiterungsweg ein Weg (s ~~ t) mit mini-

maler Kantenanzahl. Vergleiche das Beispiel 9.5, dort wird gerade kein solcher Weg

gewahlt.

Beispiel 9.6: Auch bei Edmonds-Karp sind die Umkehrkanten weiterhin notwendig.
(Negativer Fluss <= Fluss umlenken.)

Kiirzester Erweiterungsweg:
(s,u,v,t) — +1

Im Restnetzwerk kiirzester
Erweiterungsweg:
(s,w,z,v,u,y,2,t) — +1
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Kein  weiterer  Erweite-
rungsweq —  maximaler
Fluss gefunden.

Beispiel 9.7: Wenn nicht die kiirzesten Wege als Erweiterungspfade gewdhlt wer-
den, kénnen sich die Wege im Restnetzwerk verkiirzen.

Dist(s,w) = 3
Dist(s,t) =

Erweiterungsweg
(s,u,v,w,z,y,z,t) = +1

Dist(s,w) = 2
Dist(s,t) =

Erweiterungsweg
(s,z,w,t) — +1

Wir zeigen im restlichen Verlauf dieses Abschnitts den folgenden Satz.

Satz 9.2: Sind Wi, Wy, W3, ... Wy, die von der Edmonds-Karp-Strategie betrachteten

Erweiterungswege, dann gilt:

(a) Lénge(W;) < Lénge(W3) < ---

betrachteten Flussnetzes)

(b) Lénge(W;) < Lange(W gj41) < Lénge(Wy gj11) < Lange(Wajpi41) <

< Lange(Wy) < |V, (V| = #Knoten des

= e

Das heifst: Es gibt mazimal |E| viele Erweiterungswege von gleicher Linge.
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Aus diesem Satz folgt dann:

Folgerung 9.1: Bei Verwendung der Edmonds-Karp-Strategie gilt:

(a) Es werden mazimal |E|-|V| Runden der Schleife (5-15) ausgefiihrt.

(b) Die Laufzeit betrigt O(|E|* - |V]), sofern die Kapazititen in O(1) zu bearbeiten
sind.

Wir zeigen zunéchst, dass die Folgerung gilt. Danach kommt noch der Beweis des
obigen Satzes (der Voraussetzung).

Beweis. (a) Mit der Aussage (b) im Satz gilt fiir die Wege folgendes:

W17 W27 SR VV\E'|+17 VI/|E|+27 SR W2|E\+1a VV\E'|+27 """

Lange>1 Lénge>2 Lange>3

Also ist sicher beim Index (|V| — 1) - |E| + 1 die Lange |V| erreicht. Wir haben
maximal |F| Wege der Léange |V| und bei |E| - |V] ist ganz sicher der letzte Weg
erreicht. Damit hat die Schleife maximal |E| - |V viele Durchlaufe.

(b) Ein Durchlauf durch die Schleife braucht eine Zeit von O(|V| + |E|) fir die
Breitensuche, Berechnung des Restnetzes etc. Unter der verniinftigen Annahme
|E| > |V] gilt die Behauptung.

]

Betrachten wir nun einmal einen einzelnen Lauf der Schleife. Zunéchst vom allge-
meinen Ford-Fulkerson. Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:

f = Fluss vor dem Lauf der Schleife,
f" = Fluss nach dem Lauf der Schleife,
Gy, Gp sind die zugehorigen Restnetzwerke.

Es gilt: Gy entsteht aus Gy, indem eine (oder mehrehre) Kanten u O—0Owv
geloscht und durch v O—0u ersetzt werden. Dabei gilt fiir u 0—0Owv

e Die Kanten u 0—=0wv liegen auf dem gewéhlten Erweiterungsweg.

e Es ist moglich, dass eine Umlenkung v O—Ou  bereits in Gy vorhanden
ist. (Das macht nichts.)
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Bei Edmonds-Karp gilt zusétzlich:
e Die Kanten ©u O—0v wie oben liegen auf einem kiirzesten Weg s 0—0t.

Wir betrachetn einmal alles ganz allgemein.

Lemma 9.2: Sei G ein gerichteter Graph mit Knoten s und t. Sei k = Dist(s,t)
die Anzahl der Kanten eines kiirzesten Weges von s nach t.

Ist uw O—0v eine Kante auf irgendeinem kiirzesten Weqg s O—»0t | so sei
auch die Umkehrkante v O—»0u in G enthalten.

(a) Ist uO—0Ov Kante eines kiirzesten Weges, so kommt nie v O—0u auf
einem kiirzesten Weg vor.

(b) Enthdlt ein einfacher kiirzester Weg W der Linge k mit | Umkehrkanten, dann
gilt fiir die Wegldnge
Léange(W) > k + 21.

Beweis. (a) Angenommen auf den kiirestem Wegen kommen irgendwelche dieser
Umkehrkanten vor. Wir betrachten einen kiirzesten Weg auf dem eine dieser
Umkehrkanten am weitesten vorne steht. Dieser sei

W = (s=wg,v1,...,0p =)
und (v;, v;+1) sei die erste Umkehrkante. Aulerdem benutzt kein kiirzester Weg

auf seinen ersten ¢ Schritten eine Umkehrkante.

Angenommen, es gibt einen kiirzesten Weg U der Art
U=(s=1ug,...,Uj,Ujt1,-., Uy =1),

mit uj41 = v; und u; = v;4;. Dann ist j > 4, da sonst die Umkehrkante auf U

unter den ersten ¢ Schritten wére.

Dann ist aber

/
U :(Is:vo,vl,...,vilzlujﬂ,...,uk:t)

von W von U
ein Weg mit
Lange(U') =i+ k—(j+1) <k-—1,

da j > i. Das kann aber nicht sein, da wir von Dist(s,t) = k ausgegangen sind!
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(b) Zunichst einige Spezialfille:

e | =0: v, daDist(s,t) = k.
e [ = 1: Wir betrachten den Weg U.

U= (5 = Uo, U, - -+, Uiy Uit 1, - - - Uy :t.)

=U; =U,
Wobei (u;, u;+1) die Umkehrkante aus einem kiirzesten Weg W ist.
W= (S = Vo, V1y-+ V55 Vjg1y. .o, Vg = t)a Vj = Uij41, Vjy1 = U

Dann ist
Léange(Uy) =i > j + 1,
da W ein kiirzester Weg ist. Ebenso ist
Lange(Uy) =m —i >k — j.
Dann ist
Lange(U) > (j+ 1)+ 14+ (k—j) =k +2.

e Fiir ein beliebiges [ > 2 gehen wir analog zum Fall [ = 1 induktiv vor. Gelte
die Behauptung fiir alle Wege mit [ —1 Umkehrkanten. Wir betrachten jetzt
einen Weg U mit genau [ Umkehrkanten.

U= (s = Ug, Uty - -+, Uiy Ui, - - -, Uy :t.>

U1 U2

Sei (u;, u;11) die erste Umlenkung auf U und W ein kiirzester Weg.

W = (S = Vo, V1,4 ... ,Ujl,lvj+1, e, U = t), Vj = Ui41, Vj41 = Uy

=W =Ws

Wir sehen uns jetzt wieder einen Weg U’ ohne die Umkehrung an.

W1 von W Uz von U
! I —— | ' !
U=(s=wvy,...,0 =Uit1,..., Uy =1)
ohne Um- Il —1 Um-
kehrung kehrungen
wegen (a)

Fiir die Weglénge ergibt sich nach Induktionsvoraussetzung
Lange(U") > k+2(1— 1),
da W ein kiirzester Weg ist.
Léange(U;) =i > j+1
Damit ist schlieSlich
Lénge(U) = Linge(U’) — Lange(W;) + Lénge(U;) +1

4

=j =1
> kE+2(0-1)—j+(G+1)+1
—

= k+2L
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Aus diesem Lemma folgt nun direkt der Satz 9.2.

Bewets. In jedem Lauf der Schleife 16scht Edmonds-Karp mindestens eine Kante
auf einem kiirzesten Weg s O—0Ot und tragt die Umkehrkante ein.

(a) Fangen wir mit W, mit Lange(W;) = k an. Zunéchst bearbeitet Edmonds-Karp
alle Erweiterungswege der Lénge k. Solange es solche Wege gibt, wird nach dem
Lemma keine neue Unkehrkante betreten. Irgendwann sind die Wege der Lénge
k erschopft. Dann haben wir nur noch Kiirzeste Wege der Léinge k' > k+ 1. Wir
bearbeiten diese Wege und machen so weiter.

Prinzip: Umkehrkanten von kiirzesten Wegen bringen keine kiirzeren Wege.
(b) Seien einmal Wiy, ... W, die kiirzesten Wege in einem Restnetzwerk. In jeder

Runde nach Edmonds-Karp verschwindet mindestens eine Kante auf den Kiirzes-
ten Wegen.

Nach |E| Runden sind alle Kanten auf den Wiy, ..., W, sicherlich fort. Nach
dem Lemma enthalten die W; untereinander keine Umkehrkanten. Also muss in
Runde |E| + 1 eine Umkehrkante vorkommen. Dann vergréfert sich die Lénge.

[]

Beispiel 9.8(Oszilation bei Edmonds-Karp): Wir betrachten das folgende Fluss-
netzwerk.

1. FErweiterungsweg (s,u,v,t) — +1

(s,
2. Erweiterungsweqg (s, -, v,u,,t) — +1
3. Erweiterungsweg (s,-, -, u,v,+, -, t) = +1
4. Erweiterungsweg (8, -, -, v,u, -, 1) — +1

Die Wege mit der oszillierenden Kante werden im-
mer linger.




