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8 Kiirzeste Wege

Hier sind alle Graphen gerichtet und gewichtet, d.h. wir haben eine Kostenfunktion
K : E — R dabei.

Also etwa

4

K(1,2) =5,K(2,1) = =3, K(2,3) = -7, K(3,4) = 0

Ist W = (v, v1, . .., vx) irgendein Weg im Graphen, so bezeichnet K (W) = K (vg, v1)+
K(vi,v) + -+ + K(vg—1,vx) die Kosten von W. K(vg) =0

Betrachten wir die Knoten 3 und 4, soist K(3,4) =0, K(4,3) = —1und K(3,4,3,4) =
—1,K(3,4,3,4,3,4) = =2, ...

Negative Kreise erlauben beliebig kurze Wege. Wir beschrianken uns auf einfache
Wege, d.h. noch einmal, dass alle Kanten verschieden sind.

Definition 8.1(Distanz): Fir u,v € V ist Dist(u,v) = Min{ K(W)|W = (v =
w, vy, ..., v = ) ist einfacher Weg von u nach v }, sofern es einen Weg UO————=QV

gibt. Dist(u,v) = 0o, wenn es keinen Weg UO————=OV gibt.
Dist(v,v) =0

Uns geht es jetzt darum, kiirzeste Wege zu finden. Dazu machen wir zunéchst fol-
gende Beobachtung:

Ist U=Vo V, v, Viee V=V ein kiirzester Weg von z nach v, so sind alle

Wege Vo O————=OV: oben auch kiirzeste Wege. Deshalb ist es sinnvoll, das single
source shortest path-Problem zu betrachten, also alle kiirzesten Wege von einem
Ausgangspunkt zu suchen. Ist s unser Ausgangspunkt, so bietet es sich an, eine
Kante minimaler Kosten von s aus zu betrachten:

S O——O0v
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Gibt uns diese Kante einen kiirzesten Weg von s nach v? Im Allgemeinen nicht! Nur
unter der Einschrinkung, dass die Kostenfunktion K : E — R=Y ist, also keine
Kosten < 0 erlaubt. Diese Bedingung treffen wir zunéchst einmal bis auf weiteres.

Also, warum ist der Weg s O——— OV ein kiirzester Weg? (Nachfolgende Aussage
gilt bei negativen Kosten so nicht: ) Jeder andere Weg von s aus hat durch seine

erste Kante S O—————0O W mindestens die Kosten K(s,v).
Der Greedy-Ansatz tut es am Anfang. Wie bekommen wir einen weiteren kiirzesten
Weg von s aus?

Wir schauen uns die zu s,v adjazenten Knoten an. Oben wq, wo, ws. Wir ermitteln

o zu w K(s,w)
o zu woMin{K (s, ws), K(s,v) + K(v,ws)}

o zu w3k (s,v) + K (v, ws).

Ein minimaler dieser Werte gibt uns einen weiteren kiirzesten Weg,. Ist etwa K (s, v)+

K (v, w2) minimal, dann gibt es keinen kiirzesten Weg S O————=O W, Ein solcher
Weg miisste ja die Menge s,v irgendwann verlassen. Dazu miissen aber die ein-
gezeichneten Wege genommen werden und der Weg zu ws wird hochstens langer.
(wieder wichtig: Kosten > 0).

So geht es allgemein weiter:

Ist S eine Menge von Knoten, zu denen ein kiirzester Weg von s aus gefunden ist,
so betrachten wir alleKnoten w; adjazent zu S aber nicht in S.

Fiir jeden Knoten w; berechnen wir die minimalen Kosten eines Weges der Art
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=S, S1 S Sk W,
IO—»O—»O—»..QI—>(\3
CSs

Fiir ein w; werden diese Kosten minimal und wir haben einen kiirzesten Weg S O———=0O w;.

Wie vorher sieht man, dass es wirklich keinen kiirzeren Weg S O———=0O W, gibt.
Das Prinzip: Nimm immer den néchstkiirzeren Weg von s ausgehend.

8.1 Algorithmus (Dijkstra 1959)

Eingabe: G = (V,E), K : E — R=%(!)

V]i=n,seV

Ausgabe: array DI[1,...,n| of real mit D[v] = Dist(s,v) fir v e V.
Datenstrukturen:

S = Menge der Knoten, zu denen kiirzester Weg gefunden ist
Q=V\S

1. D[s] = 0, S = {s}, Q=V\{s}

2. for (1 =1 ton - 1){ //Suchen noch n-1 kiirzeste Wege
3. M={{v, w}lves, welq}

4. for each w € Q adjazent zu S{

5. D[w] = Min{D[v] + K(v, w)|(v,w) € M}}

6. w=-ein w € Q mit D[w] minimal;

7. S =8U{w}, Q=Q\{w}}

Korrektheit mit Invariante:

Fiir alle w € S; ist D[w] = Kosten eines kiirzesten Weges. Das Argument gilt wie
oben bereits vorgefiihrt.

Zwecks Merken der Wege das Array II[1,...,n] of 1,...,n mit [I[u] = v <= Ein

kiirzester S O————OV st (s, ..., u,v).
IT kann leicht in 6. mitgefithrt werden. Es ist das Vaterarray des kiirzesten-Wege-
Baumes mit Wurzel s.
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S|w|D[1] D[2] D[3 DH4] D]

(¥ /7 0 10 100 oo 30

{1,2} 2| 0o 10 100 60 30
{1,2,5} 5] 0 10 90 50 30
{1,2,54} 4| 0 10 60 50 30
{1,2,5,4,3} |3 0 10 60 50 30

Die Wege werden der Lénge nach gefunden:

1
1 10
2 6
1
3
1
4
2
5
S Kiirzester-Wege-Baum
{1}
{1, 2} 6] = 1,11[2] = 1,11[3] = 2
{1, 2, 3} I1[4] = 5,T1[5] =4
{1, 2, 3,4, 5}
{1,2,3,4,5, 6}

Die Laufzeit ist bei direkter Implementierung etwa O(|V|-|E|), da es O(|V]) Schlei-
fendurchlaufe gibt und jedesmal die Kanten durchsucht werden, ob sie zu M gehéren.
@ und S sind als boolesche Arrays mit Q[v] = true <= v € @ zu implementieren.
Die Datenstruktur des dictionary (Wérterbuch) speichert eine Menge von Elementen
und unterstiitzt die Operationen

e Find(u) = Finden des Elementes u innerhalb der Struktur

e Insert(u) = Einfiigen



108 8 KURZESTE WEGE

e Delete(u) = Loschen

(Ist die Grundmenge nicht als Indexmenge geeignet: Hashing oder Suchbaum.)

In @ ist ein dictionary implementiert. Jede Operation erfolgt in O(1).

Ziel: bessere Implementierung

Fiir welche v € @ kann sich D[v] in 5. nur &ndern? Nur fiir diejenigen, die adjazent
zu dem w des vorherigen Laufes sind. Dann sieht es etwa so aus:

8.2 Algorithmus (Dijkstra ohne mehrfache Berechnung des-
selben D[w])

1. D[s] = 0; D[w] = K(s,w) fir w € Adjl[s];

DIv] = oo fir v € V\({s} U Adjls]);

Q= V\{s}; S = {s};
2. for i =1ton-1{
3. w=-ein w € Q mit D[w] minimal;
4. S =8 U {w}; Q=Q\{w};
5 for each v € Adj[wl{ //D[v] aussparen fiir v adjazent zu w
6 if D[w] + K(w, v) < D[v]{

D[v] = D[w] + K(w, v) }}

Korrektheit mit zusdtzlicher Invariante:
Fir w € Q; ist D;[w] = minimale Kosten eines Weges der Art

S=S, S1 S, Sk w

| O—»0O—»0O—> .. O|—>Q
cs \
- o)

Man kann auch leicht zeigen:
Fiir alle v € S ist D, [U] <D [wl],
w; = das Minimum der /-ten Runde. Damit &ndert 6. nichts mehr an D|v] fir v € 5.

Laufzeit:
3. insgesamt n — 1 - mal Minimum finden

4. insgesamt n — 1 - mal Minimum 16schen
5., 6. insgesamt O(|E]), da dort jede Adjazenzliste nur einmal durchlaufen wird.

Mit @ als boolesches Array:
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3. O(n?) insgesamt. Das Finden eines neuen Minimums nach dem Léschen dauert O(n).
4. O(n) insgesamt, 1. Loschen O(1)
5., 6. Bleibt bei O(|E]).

Also alles in allem O(n?).

Aber mit ) benotigen wird die klassischen Operationen der priority queue, also ()
als heap, den Schliisselwert aus D.

3. O(n) insgesamt. 4. O(n - logn) insgesamt.

5., 6. | E]-mal heap anpassen, mit Decreasekey(v, t) (vgl. Prim) O(|E| - logn). Zum
Finden Index mitfiihren!

Also: @ als boolesches Array:
O(n?) (Zeit fillt beim Finden der Minima an).

@ als heap mit Index:
O(|E|logn) (Zeit féllt beim Decreasekey(v, t) an).

Ist |E|logn > n?, also ist der Graph sehr dicht, dann ist ein Array besser (vgl. Prim).
Ab jetzt betrachten wir wieder eine beliebige Kostenfunktion K : £ — R.

Der Greedy-Ansatz wie bei Dijkstra geht nicht mehr. Kiirzeste Wege UO———=OV
findet man durch Durchprobieren.

Die Zeit ist (n — 2)! > 2%egn+n) 5, on |

Es werden im Allgemeinen viele Permutationen generiert, die gar keinen Weg erge-
ben. Das vermeidet backtracking:

kirzeste Wege u— v gesucht

Wahle Minimum

Ku,u)+K(@u,v) ™ Adjlu] ={u, ..., u}

u u, Uy
kirzeste Wege u,— v kirzeste Wegeu, v
in G\{u} in G\{u}

Dies ist korrekt, da Teilwege kiirzester Wege wieder kiirzeste Wege sind und wir mit
kiirzesten Wegen immer nur einfache Wege meinen.
Das Ganze ist leicht durch Rekursion umzusetzen:

Eingabe: G = (V, E), K : E = R beliebig.
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KW (W, u, v) //u, v. € W, W = nach b betrachtete Knotenmenge
1. if (u == v)

return O;
2. 1 = o0;

3. for each w € Adj[u]l N W{
1’ = KWW\ {u}, w, v);
17 = K(u, w) + 17;;

if(1° < 1)
1 =1 //Hier II[w] = u gibt kiirzeste Wege selbst
}
4. return 1 //Ausgabe oo, wenn Adj[u]l N W = 0.

Aufruf: KW(V, a, b)
Korrektheit: Induktion tiber |W]|.

Etwas einfacher ist es, alle einfachen Wege UO——— OV gsystematisch zu erzeugen
und den Langenvergleich nur am Ende durchzufiihren.

Datenstruktur: L

L = Liste von Knoten als Keller implementiert

Intention: L enthélt den Weg vom Startknoten a bis zum aktuellen Knoten.

G = Liste von Knoten. Der aktuell kiirzeste Weg aO———=ODb
L, G = globale Arrays

Aufruf mit K(L) = oo, K(G) = o0, L = (a), KW(v, a, b)

KWW, u, v){
1. if (u == v){
if (K(L) < K(G)) // K(L), K(G) = Kosten von L, G
G =L;
return;

}

2. for each w € Adj[ul N W {
w auf Keller L ablegen;
KWW\ {u}, w, v);

w vom Keller L loschen
}
}

Korrektheit mit der Aussage: Beim Aufruf von KW(W, w, v) ist L = w...a.

Am Ende des Aufrufs KW(W, w, v) enthdlt G einen kiirzesten Weg der Art G =
b...L. (L ist das L von oben)

Das Ganze induktiv tiber |IV|.
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Laufzeit der rekursiven Verfahren?

Enthélt der Graph alle n(n — 1) Knoten, so sieht der Aufrufbaum folgendermafien
aus:

n-1 Kinder von a

je n=3 Kinder £ b
bL— 1 p L

Also > (n—2)<n—3) 23-2-1> 2Q(n-logn).

Wieviele verschiedene Aufrufe haben wir hochstens? Also Aufrufe KW(W, ¢, d)?

o W CV < 2™ Moglichkeiten.

e ¢,d < n Moglichkeiten, da Endpunkt immer gleich.

Also n - 2 = 2legn . gn — 90(n)
20(n) 1 1

: 9Q(nlogn) ; i 1st 3 = = —
Also bei 2 Aufrufen wie oben viele doppelt. Es ist ja logn) — 30ogm) — e

0 (wobei n = n®*M) fiir ein ¢ > 0 konstant.

Also: Vermeiden der doppelten Berechnung durch Merken (Tabellieren).
e{0,1}"

——
Dazu das Array T'[1...2"][1...n] of int mit der Interpretation: Fiir W C V mit
b,v € W ist T[W,v] = Lénge eines kiirzesten Weges V O———=O b nur durch W.

Fiillen T[W,v] fir |W| =1,2,...

1. [W|=1,dannv=5be W, T[{b},b] =0
2. [W|=2,dann T[W,b] = 0,T[W,v] = K(v,b), wenn v # b
3. [W|=3,T[W,b =0

T[W, v] ergibt sich aus:

[ = o0, W =W\ {v}
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for each u € Adj[v]nW{
I'=K(v,u) +T[W' u
if (I < 1)
[=0
}
TW,v] =1

Also, das heifit:
TIW,v] = Min{Q(v, u) + TIW', ul| W’ = W\ {v},u € W}

T[W,v] = oo, wenn keine Kante VO———=0O U mit u € W.
Das Mitfiithren des Weges durch II[W, v] = u, v vom Minimum ermdoglicht eine leichte
Ermittlung der Wege. Also, der Eintrag T'[W, v] wird so gesetzt:

Setze(W, v, b) {
1. if (v == b) {
T[W, v] = 0;
II[w, vl = b;
return; }
W =W\ {v}; // Hier [W| > 2
T[W,v] = oo;

2. for each u € Adjlv] N W {
1 =K(v,u) + T[W’, ul;
if (1 < TW,v]) {

TW,v] = 1;
IIw,v] = u;

1

Dann insgesamt

KW(V, o, b) {

1. for i =1 ton {

2 foreach W C Vv, b € W, |W| = i{
3. for each v € W{

4 Setze(W, v, b);

P

Dann enthélt T[V,a] das Ergebnis. Weg ist ay = a,a1 = II[V,a],ap = [V \
{(I}, al], s, 0 = H[V \ {ao, ce ,CLZ'_Q}, ai_l], ce

Invariante fiir 1.

Nach dem [—ten Lauf ist T;[W, v] korrekt fiir alle W mit |W| < [.

Laufzeit: O(n? - 2"), da ein Lauf von Setze(W, v) in O(n) méoglich ist.

Das hier verwendete Prinzip:
Mehr rekursive Aufrufe als Moglichkeiten = Tabellieren der Aufrufe heifit:
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Dynamisches Programmieren (Auffiillen einer Tabelle, 1950er)
Wir beginnen einmal mit einer anderen Fallunterscheidung beim backtracking:

Minimum
KW U o—seVv
ohne Knoten n mit Knoten n
Uo—=oV Hier 3 Moglichkeiten
ohne n
N = U, Ne—=oV

n=V, Us—sen

n 75 \V 1 |
ohne n ohne n

v rekursiv weiter

Korrektheit: Ist u,v + n und ist ein kiirzester Weg UO—— OV ohne n, dann
wird dieser nach Induktionsvoraussetzung links gefunden. Erhalte jetzt jeder kiirzes-

te Weg UO———0OV den Knoten n. Wird ein solcher unbedingt rechts gefunden?
Nur dann, wenn die kiirzesten Wege Y n, n V keinen wei-

teren gemeinsamen Knoten haben. Wenn sie einen gemeinsamen Knoten w haben,

w n . :
so UO——O0—O ~oW =O V. Da dieser Weg kiirzer ist als
. n . . . .
jeder Weg ohne n, muss W O O >O W ein Kreis der Linge < 0 sein.

Betrachten wir also jetzt K : E — R, aber so, dass keine Kreise < 0 existieren.
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kirzester Weg 10—0O 3 ohne 4, Kosten 2
kirzester Weg 1 O—»OZ—>O4 Kosten -2

kurzester Weg 4O—>02—>03 Kosten -2

und (2, 4,0, 2) Kreis der Kosten -6

Es ist giinstiger, die Fallunterscheidung nach den echten Zwischenknoten zu machen

uo =) =0 O | ov
die Zwischenknoten
Also Backtracking:
Uo—=oV
ohne Zwischen— mit Zwischenknoten
knoten n n(u#nv#n)
Uo—=oV UHon’ No—=oV
ohne Zwischenknoten N /
ohne Zwischenknoten
Uo—soy Uo—=—o o—s=o0V/ Uo—=—o N Uo——o n-1 : No—on-1
n-1n-1 ohne n-1°—"°n : n-1°—""yv
ohne ohne ohne n, n-1
n,n-1 n, n-1 n, n-1
K o—o] Tiefe i
ohnen
n-1, n-2 . .
|
el bis Tiefe n!

Also rekursive Prozedur:

KW(u, v, i) fiir kiirzeste Wege UO—OV ohne Zwischenknoten n,n — 1,n —
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1,...,n —i+ 1. Kiirzester Weg ergibt sich durch KW(u, v, 0). Rekursionsanfang
KW(u, v, n) gibt Kante UO———OV. Wieviele verschiedene Aufrufe? O(n?)!

Also dynamisches Programmieren:

T'[u,v,i] = kiirzester Weg UO————OV wobei Zwischenknoten C {1,...,i} (Also
nicht unter i+1, ..., n.)

0. T[u,v,0] = K(u,v) fir alle u, v!

1. Tu,v, 1] = Min{T[u, 1] + T[1,v], T[u,v,0]} fiir alle u,v

n. Tfu,v,n] = Min{T[v,n,n — 1] + T[n,v,n — 1], T[u,v,n — 1] fiir alle u,v
All pairs shortest path.

8.3 Algorithmus Floyd Warshall

G ohne Kreise j 0, V. = {1, ..., n}

1. Tlu, vl 0, Tlu, v] = K(u, v) fir (u, v) € E
Tlu, vl = oo flir u # v, (u, v) € E
2. for i = 1 to n{
for each (u, v) € V{ Alle geordneten Paare.
Tlu, v] = Min{T[u, v], T[u, i] + T[i, v]}

Invariante: Nach [—tem Lauf der Schleife in 1. entsteht 7;[u, v] = Lénge eines kiirzes-

ten Weges UO———0OV mit Zwischenknoten C {1,...,{}.

Wichtig: Keine negativen Kreise, denn in [+1-ter Runde gilt T;[u, [+1]+T;[1+1, v] <
T [u7 U]7

dann ist der Weg hinter 7j[u, [ + 1] + T;[l + 1, v] ein einfacher!

[+1
uo——0

Ov
kiirzer als kiirzeste Wege UO———— OV ohne [ + 1, dann oben nicht

Wo——OW oM Wy

I+1
da sonst K(U O——=0O———=0V) <0 sein miisste.

Erkennennegative Kreise: Immer gilt, also bei beliebiger Kostenfunktion, dass Floyd
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Warshall die Kosten eines Weges von UO—————=OV in T'[u, v] leitet. Dann T'[u, v] <
0 <= G hat Kreis < 0.
Laufzeit: O(n?®) (Vergleiche Dijkstra O(|E|log|V|) oder O(|V|?).)

Am Anfang
0 3 oo oo -4
oo 0 oo 1 7
00 0 oo o
2 -5 0 o0
00 oo 6 0

4
00
00
Bevor k auf 2 geht:
3
0
4
5

0 oo oo -4
00 co 1 7
00 0 oo o
2 5 0 o©

oo oo oo 6 0

Es ist Afi, j] = Min{A[i, j|, A[i, 1] + A[L, j]}

Direkte Wege.

Wege mit Zwischenkomponenten 1.

In 1 bevor k auf 3 geht:

Direkte Wege + Wege mit Zwischenknoten 1 + Wege mit Zwischenknoten 1, 2.
Nicht: mit 2 Zwischenknoten!
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9 Fliisse in Netzwerken

G = (V,E) gerichtet, Kostenfunktion K : E — R=° Hier nun K(u,v) = die
Kapazitiat von (u, v). Stellen uns vor, (u, v) stellt eine Verbindung dar, durch die
etwas fliet (Wasser, Strom, Autos, ... ).
Dann besagt K (u,v) = 20 zum Beispiel

e < 20 Liter Wasser pro Sekunde
e < 10 produzierte Waren pro Tag ...
Definition 9.1(Flussnetzwerk): Ein Flussnetzwerk ist ein gerichteter Graph G =

(V,E) mit K : V xV — R2° K(u,v) =0 falls (u,v) € E.

Auflerdem gibt es zwei ausgezeichnete Knoten

e scV, Quelle (source)

o t €V, Ziel (target, sink)

v
Wir verlangen noch: Jeder Knotenv € V ist auf einem Weg SO———=0O—0O't,

Ziel: Ein moglichst starker Fluss pro Zeiteinheit von s nach ¢. Fluss durch UO——0V
€ E ist f(u,v) € R". Es muss fiir einen Fluss f gelten:

o f(u,v) < K(u,v)

e Was zu u hinflieBt, muss auch wegflieen (sofern u # s,u # t). Also

W

dann Y f(w;,u) = > (w,v;).

Prinzip: Methode der Erweiterungspfade (Ford - Fulkerson 1950er Jahre)
1. Beginne mit dem Fluss 0, f(u, v) = 0 fiir alle (u, v)

S =Y, \'A V, Vi

2. Suche einen Weg (Erweiterungspfad) O—mO—>0O - O

O
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so dass fiir alle f(v;, viy1) < K(v4, viq1).
3. Erhohe den Fluss entlang des Weges so weit es geht. Dann bei 2. weiter.
Wieso negative Fliisse?

u
0/2 0
S
0/2 t
0/3 _0/4
Fluss Kapazitat
Weg (s, u, v, t) + 2
u
212 0/1
S
2/2 t
0/3 214
Vv Fluss Kapazitat
Weg (s, v, t) + 1
u
22 0/1
S
212 t
2/3 PRI
Vv Fluss Kapazitat
kein Erweiterungspfad, aber
u
2/2 11
S
1/2 t
3/3 PN

\") Fluss Kapazitat
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ist grofler!

Mit negativen Fliissen:

2/2

2/2

2/3 —41a_

\ Fluss Kapazitat

Immer ist f(u,v) = —f(v,u).
Weg (s, v, u, t) + 1 gibt den minimalen Fluss.
Wir lassen auch f(u,v) <0 zu.

Definition 9.2: Fin Fluss ist eine Funktion f:V xV — R mit

flu,v) < K(u,v) fir alle u,v (Kapazititsbedingung)

f(u,v) = —f(v,u) fir alle u,v (Symmetrie)

Fiir alle u # s,u #t gilt > f(u,v) =0 (Kirchhoffsches Gesetz)
lfl = > f(s,v) ist der I/Ivfee‘;t von f.

veV
Problem: Mazximaler Fluss | f|.

Immer ist f(u,u) = —f(u,u) =0, da K(u,u) =0, da nie (u,u) € E.

Auch f(u,v) = f(v,u) = 0, wenn (u,v),(v,u) ¢ E. Denn es ist f(u,v) =
—f(v,u), also ein Wert > 0.

Ist f(u,v) #0, 0 UO—0OV € F oder VO—0U € E.
2/4

o o

Nicht sein kann 2/2 wegen f(u,v) = —f(v,u). Hier wiirden wir
setzen f(u,v) = f(v,0) = 0.

2/4 2/4
Wir koénnen (miissen) kiirzen, aber -2/2 oder -2/0

geht.
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Definition 9.3: Gegeben ist das Flussnetzwerk G = (V, E) mit Kapazitit K :
V x V — R2% und ein zulissiger Fluss f : V x V — R.

e Das Restnetzwerk Gy mit Restkapazitit Ky ist gegeben durch:
Ky = (u,v) = K(u,v) — f(u,v) > 0,E; = {(u,v)|K¢(u,v) > 0}. (Es ist
K¢(u,v) >0, da f(u,v) < K(u,v))
Gp = (V,Ey)

o [in Erweiterungspfad von G und f ist ein einfacher Weg in Gy

s=Vy, v, v, V=t
W = O =) 2 0) O @)
Die Restkapazitit von W ist Kp(W) = Min{K(v;,vi41)} (Nach Definition

gilt K¢(vi,viy1) > 0))

Es ist G ein Flussnetzwerk und esist g : V xV — R mit g(v;, vir1) = K(W) > 0,
9(Vi1,v;) = =Ky (W) = =G(vi, vit1), 9(u,v) = 0 fiir (u, v) € W, ein zuléssiger Fluss
anf G - [g] = K(V).

Tatséchlich gilt nun sogar:

Lemma 9.1: Sei G, K, f Flussnetzwerk mit zuldssigem Fluss f. Sei Gy das Rest-
netzwerk. Sei g irgendein zuldssiger Fluss auf G¢. Dann ist f4+g Fluss auf G, |f+g| =

|f]+ gl

Restnetzwerke zu vorangegangenem Netzwerk
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Kapazitdten immer > 0

kein Erweiterungspfad.

Beweis. Wir miissen also iiberlegen, dass f + g zuldssiger Fluss von G ist. Kapa-
zitdtsbedingung: s ist g(u,v) < Ky(u,v) = K(u,v) — f(u,v).

Also (f + g)(u,v) = f(u,v) + g(u,v) < f(u,v) + K(u,v) — f(u,v) = K(u,v)
Symmetrie

(f+9)(u,v) = flu,v) + g(u,v) = —f(v,u) — g(v,u) = —(f + g)(v,u) Kirchhoff: Sei
uweV \ {S7t}7 dann Z (f + g)(u,v) = Z (f<u7v) + g(u7 U))

veV veV

= > flu,v) + %g(uw) =0.

veV
SchlieBlich ist | f +g| = >_ (f + g9)(s,v) = | f| + |g|. O

veV

9.1 Algorithmus (Ford Fulkerson)

1. f(u,v) =0 fir alle u,v € V

2. while Es gibt Weg SO——01t in G#{

3. W = ein Erweiterungspfad in G

4. g = Fluss in Gy mit g(u,v) = K;(W) fir alle UO——=0OV € W, wie oben
5. f=f+g}

Gib f als maximalen Fluss aus.

Definition 9.4: Ein Schnitt eines Flussnetzwerkes G = (V, E) ist eine Partition
S, T vonV,dh. V=SUT mitseSundteT.

e Kapazitit von S, T, K(S,T)= >, K(u,v) mit K(u,v) >0,ue€ S,veT

ueS,weT

e Ist f ein Fluss, soist f(S,T)= >, f(u,v).

ueSweT
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Immer ist f(S,7) < K(S,T) und |f| = f({s},V \ {s}). Ein Flussnetzwerk

1/1 1/2 1/3 1/1 1/2
O—O0—0O O =) n®)
t
Vl VZ V3 V4
S={s,v, v}
T={v,v,t}

F(S,T)=1—-1+1-1+41=1 (Betrag des Flusses)
S, T in mehreren Stiicken — kein minimaler Schnitt.

Tatséchlich gilt sogar fiir jeden Schnitt S, T, dass f(S,T) = | f]
Induktion iiber |S|. |S| =1, dann S = {s}, dann gilt es. Sei |S| =1+ 1,v € 5\ {s},
sei ' = S\ {0}, ' = U{v}. Damn f(S,T) = [, T') + ¥ flu,0) + 5 f(v,u) =

u€es u€eT
[fl+ 2 flo,u) = [f].

ueV

Also: Fiir jeden Schnitt |f] < K(S,T).
Also auch Max{|f||fFluss} < Min{K(S,T)|S,TSchnitt} Es gibt einen Fluss f*,
der diese obere Schranke erreicht, f* = Min{K(S,T)|S,TSchnitt} :

Satz 9.1(Min-Cut-Max-Flow): Ist f ein zulissiger Fluss in G. Aquivalent sind
(1), (2) und (3).

(1) f ist mazimaler Fluss.

(2) Gy hat keinen Erweiterungspfad.

(3) Es gibt einen Schnitt S, T, so dass |f| = K(S,T).

([mmer f(S’ T) = |f|v K(‘Sv T) > |f|)

Beweis. (1) — (2) gilt, da f maximal. Galte (2) nicht, dann gélte auch (1) nicht.
(2) — (3) Setze S = {u € V| Es gibt Weg (s, u) in G}

Tr=V\S

Dann s € S und ¢ € T, da kein Erweiterungspfad nach (2). Also S,T ist ordentlicher
Schnitt. Fiir uw € S,v € T gilt:

O = K¢(u,v) = K(u,v) — f(u,v)

Also K(u,v) = f(u,v).

Dann |f| = f(S,T) = > u € S;v € T)f(u,v) = > u € S;v € T)K(u,v) =
K(S,T).

(3) — (1) gilt, da immer |f| < K(A, B). O
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Korrektheit von Ford-Fulkerson:

Invariante:

fi ist zuléssiger Fluss Quintessenz: Am Ende ist f; maximaler Fluss (Mincut-max-
flow).

Termination: f;(.S,7") erhoht sich jedesmal.

Laufzeit von Ford Fulkerson?

Bei ganzzahligen Kapazititen reicht O(|E| - |f*|), wobei f* ein maximaler Fluss ist.
Rationale Zahlen: Normieren!

Min. Schnitt = Max. Fluss

u
1/ 1/5
S Ot
6/6
S ={s,u}T = {t}
K(S,T)=f(S,T)=7
u
2 3
so—8>ot

S={s},T ={u,t},K(S,T) =38
S ={s,u}, T ={t}, K(S,T) =11
|f| < 8. Vergleiche hierzu Seite 122



