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Bitte beachten:

Beim vorliegenden Skript handelt es sich um eine vorldufige, unvollstandige Version nach hand-
schriftlicher Vorlage. Ergdnzungen und nachfolgende Korrekturen sind moglich.
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Vorwort Diese Vorlesung ist eine Nachfolgeveranstaltung zu Algorithmen und Programmie-
rung im 1. Semester und zu Datenstrukturen im 2. Semester.

Theoretische Informatik I ist das Gebiet der effizienten Algorithmen, insbesondere der Graph-
algorithmen und algorithmischen Techniken. Gemé&fl dem Titel ,, Theoretische Informatik® liegt
der Schwerpunkt der Vorlesung auf beweisbaren Aussagen iiber Algorithmen.

Der Vorlesung liegen die folgenden Lehrbiicher zugrunde:

Schoning: Algorithmik. Spektrum Verlag 2000

Corman, Leiserson, Rivest: Algorithms.'The MIT Press 1990

Aho, Hopcroft, Ullmann: The Design and Analysis of Computer Algorithms.
Addison Wesley 1974

Aho, Hopcroft, Ullmann: Data Structures and Algorithms. Addison Wesley 1989

Ottman, Widmayer: Algorithmen und Datenstrukturen.
BI Wissenschaftsverlag 1993

Heun: Grundlegende Algorithmen. Vieweg 2000

Besonders die beiden erstgenannten Biicher sollte jeder Informatiker einmal gesehen (= teilweise
durchgerarbeitet) haben.

! Auf Deutsch im Oldenburg Verlag



1 Gerichtete Graphen

3
P Kante
2
4
Knoten
Graph G4, gerichtet

Ein gerichteter Graph besteht aus einer Menge von Knoten (vertex, node) und einer Menge
von Kanten (directed edge, directed arc).

m
4
5° 1 2

Hier ist die Menge der Knoten V' = {1, 2,3, 4, 5} und die Menge der Kanten £ = {(3,1), (1, 3), (2,4)}.

Hierbei handelt es sich um den gleichen Graphen wie im ersten Bild. Es ist V' = {1,2, 3,4} und
E={(41),(1,4),(3,1),(1,3),(4,3),(1,2),(2,3)}.



Definition 1.1 (gerichteter Graph):

Ein gerichteter Graph besteht aus zwei Mengen:

e I/ ecine beliebige, endliche Menge von Knoten

e F, eine Menge von Kanten wobei £ C {(u,v) |u,v € V,u # v}
Schreibweise: G = (V, E).
uyv) S—»o vu).—~, O—=0O
\Y

\" u
In der Vorlesung nicht betrachtet werden Schleifen (u,u):

(uwu) @

und Mehrfachkanten (u,v)(u,v)(u,v):

R

Folgerung 1.2:

Ist |V| = n, so gilt, jeder gerichtete Graph mit Knotenmenge V hat < n - (n — 1)
Kanten. Es ist n- (n — 1) = n? — n und damit O(n?).

Ein Beweis der Folgerung folgt auf Seite 77
Erinnerung:

f(n) ist O(n?) bedeutet: Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass f(n) < C - n? fiir alle hinrei-
chend grofien n gilt.

e Ist eine Kante (u,v) in G vorhanden, so sagt man: v ist adjazent zu u.
e Ausgangsgrad (v) = [{(v,u) | (v,u) € E}|.
e Eingangsgrad (u) = |[{(v,u) | (v,u) € E}|.

Fiir eine Menge M ist #M = |M| = die Anzahl der Elemente von M.

Es gilt immer:

0 < Agrad(v) <n —1 und
0 < Egrad(u) <n-—1



Egrad(l) =0, Agrad(l) =n—1
Definition 1.3 (Weg):

Eine Folge von Knoten (vg, vy, ..., vx) ist ein Weg in G = (V, E') gdw. (genau dann,
OO0 ... O—*0O . .
wenn)~ Vo VI V2 V-1 ~Vk Kanten in F sind.

. A OO0 .. O—*0O C T
Es ist die Lange von ~“Vo = ~Vi V2 Vel Ve = k. Also die Liange = # (= Anzahl) der

Schritte. Die Lange von vy = 0.
Ist £ = {(u,v), (v,w), (w,v), (v,u)}, so ist auch

b TR OO0 0y
~ A

ein Weg, seine Lange ist 5.

Ein Weg (vo, vy, ..., vg) ist einfach genau dann, wenn |[{vg, vy, ...,vx} = k + 1 (d.h., alle v; sind
verschieden).

Ein Weg (vg, v1, ..., vy) ist geschlossen genau dann, wenn vy = vy.

Ein Weg (vg, v1, ..., vy) ist ein Kreis genau dann, wenn:

e k> 2 und
e (U, 01, ..., v5_1) einfach und
® Uy = Vg

Es ist z.B. (1,2,1) ein Kreis der Linge 2 mit v9 = 1,03 = 2 und vy = 1 = wvg. Beachte noch
einmal: Im Weg (vg, v1, ..., vx) haben wir k + 1 v;’s aber nur & Schritte (v;, v;41).

Die Kunst des Zéhlens ist eine unabdingbare Voraussetzung zum Versténdnis von Laufzeitfra-
gen. Wir betrachten zwei einfache Beispiele:

1. Bei |V| = n haben wir insgesamt genau n - (n — 1) gerichtete Kanten.

Eine Kante = ein Paar (v, w) mit v,w € V,v # w.

# Moglichkeiten fiir v: n

Ist v gewahlt, dann # Moglichkeiten fiir w: n—1()

Jede Wahl erzeugt genau eine Kante. Jede Kante wird genau einmal erzeugt.
Multiplikation der Moglichkeiten ergibt: n-(n—1)



Wahl von v

w=2 w=n w=1 w=n—1
(1,2)(1,3)...(1,n) (n,1)...(n,n-1)

Veranschaulichung durch ,, Auswahlbaum* fiir Kante (v, w)

Jedes Blatt = genau eine Kante, # Bliitter =n - (n — 1) = n? —n.

Alternative Interpretation von n? — n:

n? = # aller Paare (v,w), v,w € V (auch v = w) (Auswahlbaum)

n = # Paare (v,v) v € V. Diese werden von n? abgezogen.

. Bei einer Menge M mit |M| = m haben wir genau 2™ Teilmengen von M.
Teilmenge von M = Bitstring der Linge m, M = {aq, as, ..., ax}

000...00—0
000...01 — {an}
000...10 — {am}
000...11— {am_1,am}

111...11 - {ay,as,...,am} =M

2™ Bitstrings der Lénge m. Also # gerichtete Graphen bei |V| = n ist genau gleich
27(»=1) Ein Graph ist eine Teilmenge von Kanten.

Noch den Auswahlbaum fiir die Teilmengen von M:



N

a, nicht dabei a; dabei

/NN

a nicht dabei - a, dabei

NOR.

C{am} (

A A} Tiefe = m, # Blatter = 2™

Datenstruktur Adjazenzmatrix

Darstellung von G = (V, F) mit V = {1, ...,n}.
Matrix

A = (ayy), 1§ <n,1

< v <n,a,, € {0,1}

=1< (u,v) € FE
auv 0< (u,v) € E.

Implementierung durch Array A[ |[ .

ﬁl/\

1 3 4 5
1 2 3 45
1 01 00O
2100100
A= 3 1 00 00
4 00 0O0O0
5 00 0O0O0

A hat immer n? Speicherpliitze, egal wie groB |E| ist. Jedes |E| > % ist sinnvoll méglich, denn
dann kénnen n Knoten beriihrt werden.

Datenstruktur Adjazenzliste
Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph.

e Adjazenzliste von u = Liste der direkten Nachbarn von u

Vo
u . .
dann Adjazenzliste vonu= O—»O—»0O— ... —»O
v, vV, v, v, v,
Vk
V.



Nicht in der Adjazenzliste ist vy, jede Reihenfolge von vy, ..., v; erlaubt.

Adjazenzlistendarstellung von G = Array Adj[ |, dessen Indices fir V' stehen, Adj[v]
zeigt auf Adjazenzliste von v.

Beispiel wie oben:

Array Adj
1 ’__'2 Knoten als
2| «—l— =i 3 gespeicherte
3 .__;“‘1/;' Elemente
,I ) .: : =
S I

K/ Knoten als Indices (also Adressen!)

ein anderes Beispiel:

Adj
L o3 2| -
3| -
4 41
Platz zur Darstellung von G = (V| E): ¢+ n+d - |E| Speicherplétze mit

¢ : Initialisierung von A (konstant)
n : GroBe des Arrays A
d-|E| : jede Kante einmal, d etwa 2, pro Kante 2 Plitze

Also O(n + |E|) Speicherplatz, O(|E|) wenn |E| > §. Bei |E| < § haben wir isolierte
Knoten, was nicht sinnvoll ist.

Was, wenn keine Pointer? Adjazenzlistendarstellung in Arrays!
An einem Beispiel:



Die Grofle des Arrays ist nicht unbedingt gleich der Kantenanzahl, aber sicherlich <
|E|+|V]. Hier ist A[1 ...6] falsch. Wir haben im Beispiel A[1 ... 7]. Die Grofie des Arrays
ist damit |E| + # Knoten vom Agrad = 0.

Erklarung:

Position 1-5 repriisentieren die Knoten, 6 und 7 den Uberlauf. Knoten 1 besitzt
eine ausgehende Kante nach Knoten 2 und keine weitere, Knoten 2 besitzt
eine ausgehende Kante zu Knoten 3 und keine weitere. Knoten 3 besitzt eine
ausgehende Kante zu Knoten 1 und eine weitere, deren Eintrag an Position
6 zu finden ist. Dieser enthilt Knoten 4 sowie die 0 fiir , keine weitere Kante
vorhanden“. Alle weiteren Eintrédge erfolgen nach diesem Prinzip. Das Ganze
in zwei Arrays:

[1..7]
1] 2 0
Inhalt 3 Next\| 0
1 6
2 7
0 0
4 0
715 0
Knoten Adressen
Ein weiteres Beispiel:
2
1
o3
4
1 2 3 4 5 6

[2[5]ofoflofoflofo]4[6]3[0]
Anzahl Speicherplatz sicherlich immer < 2-|V|+2-|E|, also O(|V]| + | E|) reicht aus.
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Breitensuche

Gibt es einen Weg von u nach v im gerichteten Graphen G = (V, E)?
Algorithmische Vorgehensweise: Schrittweises Entdecken der Struktur

Dazu ein Beispiel:

Weg von 2 nach 4 (4 von 2 erreichbar)?

Entdecktiefe

Der Breitensuchbaum ist ein Teilgraph von GG und enthélt alle Kanten, {iber die entdeckt wurde:

+— Wurzel

<:\Fiefe 2 Tiefe 1

Implementierung mit einer Schlange:

12



Datenstruktur Schlange
Array Q[1..n] mit Zeigern in @ hinein, head, tail. Einfiigen am Ende (tail), Loschen vorne (head).

"?‘2‘3‘4‘ head = 1, tail = 2

Einfiigen von 7 und 5

(517]s] |

1 9 3 1 head = 1, tail = 4

Loschen und 8 einfiigen:

[ I7Is]s] S
1 2 3 4 head = 2, tail = 1

Loschen:

(T 1578 o
1 2 3 4 head = 3, tail = 1

2 mal loschen:

I:I:I:I:l head = 1, tail =1

1 2 3 4

Schlange leer!

Beachte: Beim Einfiigen immer tail+1 # head, sonst geht es nicht mehr, tail ist immer der
néchste freie Platz (tail+1 wird mit ,,Rumgehen“ um das Ende des Arrays berechnet.

tail < head <= Schlange geht ums Ende.
tail = head <= Schlange leer

First-in first-out = Schlange
Am Beispiel von G oben, die Schlange im Verlauf der Breitensuche:

Bei |V| = n > 2 reichen n Pldtze. Einer bleibt immer frei.

’3‘2‘3‘4‘5‘6‘ head = 1, tail = 2

3, 6, 5 rein, 2 raus

‘ head = 2, tail = 5

4 rein, 3 raus

1 2 3 4 5 6
| | [6]5[4]

5, 6 hat Endecktiefe 1, 4 Endecktiefe 2

‘ head = 3, tail = 6

13



6 raus nichts rein

1 2345 6
L[ [ [5]4]

‘ head = 4, tail = 2

5, 4 raus, Schlange leer, head = tail = 6

Algorithmus Breitensuche (Breadth first search = BFS)

BFS(G, s)
Eingabe:G = (V, E) in Adjazenzlistendarstellung, |V| = n und s € V' der Startknoten

Datenstrukturen:

- Schlange @ = Q[1..n] mit head und tail

- folgende Arrays: col[l..n], um zu merken, ob Knoten bereits entdeckt wurde mit
e col[u] = weil < wu noch nicht entdeckt
e colfu] = grau < u entdeckt, aber noch nicht abgeschlossen, d.h. u in Schlange

e col[u] = schwarz < u entdeckt und abgearbeitet

/** Initialisierung */
for each u € V
col[u] = weiB;
col[s] = grau; // s Startknoten
Q = {s}; // Initialisierung zu Ende.

/** Abarbeitung der Schlange */

while (Q # (){ // Testbar mit tail# head
u = Qlhead]; // u wird bearbeitet (expandiert)
for each v € Adjl[ul {
if (collv] == weiB) { // v wird entdeckt

coll[v] = grau;
v in Schlange einfiigen;
} //Schlange immer grau.

}

u aus Q entfernen;
col[u] = schwarz; // Knoten u ist fertig abgearbeitet

}

Noch ein Beispiel:

14



BFS (G, 1)

= Q
1
2,3,4 Entdecktiefe 1
DA
45 _— Entdecktiefe 2
5
5 %)

Zusitzlich: Array d[1..n] mit d[u] = Entdecktiefe von u. Anfangs d[s] = 0, d[u] = oo fiir u # s.
Wird v iiber u entdeckt, so setzen wir d[v] := d[u] + 1 (bei Abarbeitung von w).

Zusétzlich: Breitensuchbaum durch array =w[l..n]. w[s] = nil, da s Wurzel. Wird v iiber u
entdeckt, dann 7[v] := u.

Interessante Darstellung des Baumes durch 7: Vaterarray m[u] = Vater von u! Wieder haben
wir Knoten als Indices und Inhalte von 7.

7[u] = v = Kante (v,u) im Graph.

Verifikation? Hauptschleife ist Nummer 3. Wie lduft diese?

Qo = (s), coly[s] = gr, ,,coly = w* sonst.

1. Lauf

Q1= (ug,...,u),coly[s| = sch, coly[u;] = gr, w sonst.

Dist=1

Dist(s,uj) =1



(ug,...,ux) sind alle/ mit Dist = 1.

Q2 = (Un, ., Uk, Upy1, . .., Up)i col[ug] = sch
Distl Dist2
Alle mit Dist = 1 entdeckt.

l k — 2 Laufe weiter

|

Qi1 = (Uks1y -y Up), Uy - - - ug sind alle! mit Dist2 (da alle mit Dist = 1 bearbeitet).

Dist2

Qk:(lu_klauk+1~'>
Distl Dist2

Qk+2( R B )
Dist=2 Dist=3

[

Dist=3
und alle mit Dist = 3 erfasst (grau oder schwarz).

Allgemein: Nach [-tem Lauf gilt:

Schleifeninvariante: Falls Q; # (), so
v v

* Q= =)

DistD DistD+1
D, = Dist(s,uy),u; vorhanden, da Q; # ().
o Alle mit Dist < Dy erfasst (*)

e Alle mit Dist = D; + 1 (= weifle Nachbarn von U) U V. (**)

16



Beweis 1.4 (Induktion iber 1):

[ =0 (vor erstem Lauf), Gilt mit Dy = 0,U = (s), V = 0.
[ =1 (nach erstem Lauf), Mit D; = 1,U = Nachbarn von s,V = 0.

Gilt Invariante nach [-tem Lauf, also
DistD, DistD;+1

Q1= (uy, ..., ug,vy,...,v.) mit (*), (**), D; = Dist(s,uy).
Finde [ + 1-ter Lauf statt (also v; ex.).
1. Fall: u; = uy,

Nachbarn von w,

e Q1= (v1,...,0, ), Dy + 1 = Dist(s,vq)

e Wegen (**) nach [ gilt jetzt Q1 = alle die Knoten mit Dist = D; + 1

Also gilt jetzt (*), wegen (*) vorher

Also gilt auch (**), denn:

Dist D +1

| | / I+1 [
O O—=0O

| S v u

Dist D,+2

2. Fall: u; # uy

weifle Nachbarn vonu;

o Q1= (ug...ugvy...0, ), Diy1 = Dist(s,us) = D.

o (*) gilt, da (*) vorher

e Es gilt auch (**), da weile Nachbarn von wu; jetzt in Q1.

Aus 1. Fall und 2. Fall fiir beleibiges [ > 1 Invariante nach [-tem Lauf
_—

Invariante nach [ + 1-tem Lauf.

Also Invariante gilt nach jedem Lauf.

Etwa:
G= 2/3!\\4

AN IS
WAVAYININAVAW

17



QOZ(l) DOZO

Q1= (2,3,4) Dy = 1, alle dabei!
Q2 = ((3,4,5,6 Dy =1

Qs = (5,6,7,8,9,10) D, = 2(!) Alle dabei!

Quintessenz (d.h. das Ende)
Vor letztem Lauf:

e Q)= (u),D=A
o Alle mit Dist < A erfasst.
o Alle mit A + 1 = weifle Nachbarn von u.

(wegen Invariante) Da letzter Lauf, danach @ = (), alle < A erfasst, es gibt keine > A + 1.
Also: Alle von s Erreichbaren erfasst, Termination: Pro Lauf ein Knoten aus (), schwarz, kommt
nie mehr in Q). Irgendwann ist () zwangslaufig leer.

Nach BFS(G,s): Alle von s erreichbaren Knoten werden erfasst.

e d[u] = Dist(s,u) fir alle u € V. Invariante um Aussage erweitern:
Fiir alle erfassten Knoten ist d[u] = Dist(s, u).

e Breitensuchbaum enthélt kiirzeste Wege. Invariante erweitern geméafl: Fiir alle erfassten
Knoten sind kiirzeste Wege im Breitensuchbaum.

Beachte: Dann kiirzeste Wege s O———Ou durch

u TTu] TTLTT [u]] TTLTITL. T U] L] =s.
O~ O O o O«—0
Beobachtung

In BFS(G, s) wird jede ,von s erreichbare Kante“ (Kante (u,v), wobei u von s erreichbar ist)
genau einmal untersucht. Denn wenn UO——— OV | dann ist u grau, v irgendwie, danach ist
u schwarz und nie mehr grau.

Wenn (u,v) gegangen wird bei BFS(G, s) , d.h. wenn u expandiert wird, ist u grau (col[u] =
grau) und v kann schwarz, grau oder weif} sein.

Die Farbe von v zu dem Zeitpunkt hangt nicht nur von G selbst, sondern auch von den Adja-
zenzlisten ab.

o 1
2Q3 BFS (G,1)
Q
|=T=2—3 !
o[- 3 23
3 o

Beim Gang durch (2, 3) ist 3 grau.

18



/N
{3 —2
2|17 3

Beim Gang durch (2, 3) ist 3 schwarz.
andere Farben: Ubung 2

Weiterer Nutzen der Breitensuche? — Kreise finden?

2 3 inG

1 ist der erste Knoten, der auf dem Kreis entdeckt wird. Wenn 2 expandiert wird, ist 1 schwarz.

Auch moglich:

inG

Alle drei Knoten 1, 2,3 werden bei der Expansion von u aus das erste Mal entdeckt. Trotzdem:
Es gibt eine Kante, die bei Bearbeitung auf einen schwarzen Knoten fiihrt, hier (2,1).

Folgerung 1.5:

Kreis = Es gibt eine Kante UO——— OV | so dass v schwarz ist, wenn UO—— OV
gegangen wird.

Ist ein Kreis daran erkennbar?

Leider nein:

19



YOIEC
3

Dann 3 schwarz bei (2, 3), trotzdem kein Kreis.

Topologische Sortierung

Wie erkenne ich kreisfreie gerichtete Graphen?

2 4

Anordnung der Knoten:

NS RN NN Y

1,23 45 6 1,3 205 46
NI R,

Alle Kanten geméfl der Ordnung.

Aber bei Kreis:
Y /TN

2
1, 2, 3 2,1 3
N/ N\
1 Nichtin Nichtin
3 Ordnung  Ordnung

Definition 1.6 (Topologische Sortierung):

Ist G = (V,E) ein gerichteter Graph. Eine topologische Sortierung ist eine An-
ordnung von V' als (vy, v, vs,...,v,), so dass gilt: Ist UO——— OV € F so ist

u=v;,v=uv; und 7 < j.
Alle Kanten gehen von links nach rechts in der Ordnung.

Satz 1.7:
G hat topologische Sortierung <= G hat keinen Kreis.

Beweis 1.8:

»,=" Seialso (v, vg, . .., v,) topologische Sortierung von G. Falls Kreis (wy, wy, . . .
dann mindestens eine Kante der Art ViO————0Y% mit i < j.

20
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»,<=" Habe also GG keinen Kreis.

; ? u E
Dann gibt es Knoten u mit Egrad(u) = 0. Also .

Wieso? Nehme irgendeinen Knoten u;. Wenn Egrad(u,) = 0, dann V.
Sonst kO—O W, nehme uy her. Egrad(us) =0 v/, sonst zu ug in G:
Lk
WBO—=O—0OW
U3 (2 .
Falls Egrad(uz) = 0, dann v/, sonst WO——>O———=0——=0OW in G.

Immer so weiter. Spétestens w,, hat Egrad(u,) = 0, da sonst Kreis.

u
Also: Haben u mit Egrad(u) = 0. Also in G sieht es so aus: g

v; = u erster Knoten der Sortierung. Losche u aus G. Hier wieder Knoten u' mit
Egrad(v') = 0 im neuen Graphen, wegen Kreisfreiheit. vy = 1 zweiter Knoten der
Sortierung. Immer so weiter — gibt topologische Sortierung.

Formal: Induktion iiber |V|.

Algorithmus Top Sort

Eingabe: G = (V, E) beliebiger gerichteter Graph, V' = {1,...,n}.
Ausgabe: Array v[1..n], so dass (v[1],v[2], ..., v[n]) eine topologische Sortierung darstellt, sofern
G kreisfrei. Anderenfalls Meldung, dass G Kreis hat.

Vorgehensweise:

1. Suche Knoten u mit Fgrad(u) = 0.
Falls nicht existent = Kreis.
Falls u existiert = u aus G loschen.
Dazu Kanten (u,v) 16schen.

2. Suche Knoten u im neuen Graphen mit Fgrad(u) =0

Wie oben.

Wie findet man u gut?

1. Fall:
Falls Adjazenzmatrix, A = (a., 1, ), dann alle a,, , = 0 fiir v; € V.
2. Fall:
G in Adjazenzlisten gegeben. Jedesmal Adjazenzlisten durchsuchen und schauen,
ob ein Knoten u nicht vorkommt.
(Dazu ein Array A nehmen, Afu] =1 < u kommt vor.)
Ein solches u hat Egrad(u) = 0.
Dann Adj[u] = nil setzen.
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Schleife mit n Durchlaufen. Wenn kein u gefunden wird Ausgabe Kreis, sonst beim i-ten Lauf

v[i] = u.

Verbessern der Suche nach v mit Fgrad(u) = 0:

0. Ermittle array Fgrad[l..n], mit den Eingangsgraden.

1. Suche u mit Egrad[u] = 0, v[i] = u, Kreis falls nicht existent.
Fiir alle v € Adj[u]
Egrad[v] = Egrad[v] — 1

Weitere Verbesserung:
Knoten u mit Fgrad[u] = 0 gleich in Datenstruktur (etwa Schlange) speichern.

Algorithmus Verbessertes Top Sort

Eingabe: G = (V, E) beliebiger gerichteter Graph in Adjazenzlistendarstellung. Sei V' = {1, ...

Ausgabe: Wie bei Top Sort

Weitere Datenstrukturen:

- Array [1..n] fiir aktuelle Eingangsgrade
- Schlange @), Knoten mit Egrad = 0, () kann auch Liste sein

1./** Initialisierung */
Egrad[v] auf 0, Q = ();
for each v € V {
Gehe Adj[v] durch,
zdhle fir jedes gefundene u
Egrad[u] = Egrad[u]+1;

}

2. /** Einftigen in Schlange */
for each u € vV {
if Egrad[u]l = 0
Q = enqueue(Q,u)
}

3. /** Array durchlaufen */
for i =1 to n{
if Q= ()

Ausgabe ,Kreis®; return;

4. /** Knoten aus Schlange betrachten®/
v[i] = Q[head];
v[i]=dequeue(Q) ;
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5. /** Adjazenzliste durchlaufen*®/
for each u € Adjlv[il] {
Egrad[u] = Egrad[ul-1;
if Egrad[u] = 0
Q = enqueue(Q,u)

}
}
1 >m2 O 3 Q U=[l],..)
T L e
4 e, ~O 6 2,4 1
I 4,3 1,2
8
7 C/ ;u - 9 3’7’5 1,2,3
1 »() =0 3 Q Y
2 1 o
4 1
4 5: - 6 7 1’4
I 8 14,7
1,4,7.8
8 g b b b
7 O > > 9
3
2
5
6
9

G=(V,E). Fir U CVist Gy = (UF),F = {(u,v) € E | u,v € U} der auf U induzierte
Graph. Uns interessieren die U C V| so dass in Gy jeder Egrad > 1 ist. Seien Uy, ..., Uy alle
Ui, so dass in Gy, jeder Egrad > 1 ist. Dann gilt auch in Gy,y._uy, = Gx ist jeder Egrad > 1.
Das ist der grofite Graph mit dieser Eigenschaft. Am Ende von TopSort bleibt dieser Graph
tibrig (X = () bis X =V moglich).

uj
T 1
L 1 L
u u;
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GYU1 U GU2 U GU3 = GUS =

GrofBiter induzierter Teilgraph, wobei jeder Egrad > 1 ist.

u, u,
GU1UU2 == GUQ
2 Ungerichtete Graphen
Ein typischer ungerichteter Graph:
3
45 ! é 2
Kante ((undirected) edge)
1
Auch einer:
3
2
4
5 © 1

ungerichteter Graph Gy mit V' = {1,2,3,4,5} und £ = {{4,2},{1,3}}
Beachte:
Ungerichtet, deshalb Kante als Menge, {4,2} = {2,4}. (Manchmal auch im unge-
richteten Fall Schreibweise (4,2) = {4,2}, dann natiirlich (4,2) = (2,4). Nicht im
gerichteten Fall!)
Wie im gerichteten Fall gibt es keine Mehrfachkanten:
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3 (3,2)1,(3,2)2,(3,2)3 € E hier nicht erlaubt

)

Definition 2.1 (ungerichteter Graph):

und keine Schleifen

Ein ungerichteter Graph besteht aus 2 Mengen:

e I/ beliebige endliche Menge von Knoten
o £ C {{u,v}u,v € V,u # v}, Kanten

Schreibweise G = (V, E), {u,v} ©~ ~» UO——Ov,

Folgerung 2.2:

Ist |V| = n fest.

n-(n—1)
L

a) Jeder ungerichtete Graph mit Knotenmenge V' hat < (3) = Kan-

ten.

b) # ungerichtete Graphen iiber V' = 2(3), (# gerichtete Graphen: 2("~1)
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Beweis 2.3:

a) ,Auswahlbaum ¢

n Moglichkeiten

n—1 Moglichkeiten

g - J
2 n 1 n—1

(1,2) (1, n) (n, 1) (n, n—-1)

n(n — 1) Blétter. Blatt <= (u,v),u # v.
Kante {u, v} <= 2 Blatter,(u,v) und (v, u).

=Also (g) = % Méglichkeiten.

b) Graph = Teilmenge von Kanten
Alle Kanten: ey, eq, .. ., e(n):

e nicht dabei e, dabei

0 1 1

e,nicht dabei e, dabei

nicht dabei e, dabei

6 )

Jedes Blatt <= 1 ungerichteter Graph.

SchlieBlich 2(3) Blatter. ;
Alternativ: Blatt <= 1 Bitfolge der Lange <2

Es gibt 2(3) Bitfolgen der Lénge (Z)

Beachte: (;L) ist O(n?).
Adjazent, inzident sind analog zum gerichteten Graph zu betrachten.
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Grad(u) = {{u,v}|{u,v} € £}, wenn G = (V, E). Es gilt immer 0 < Grad(u) <n — 1.
Weg (vg, v1, .. .,v) wie im gerichteten Graphen.

Lénge (vg,v1,...,0x) =k

Auch ein Weg ist bei {u,v} € E der Weg (u, v, u,v,u,v).

Einfach <= v, v1, ..., v; alle verschieden, d.h., |[{vg,v1,..., 0} =k +1

(vo, - .. vx) geschlossen <= vy = vy,

(vo, ..., vx) ist Kreis, genau dann wenn:

o k>3(!

e (vg,...,vx_1) einfach

® Uy = Uy
(1,2,1) wire kein Kreis, denn sonst hétte man immer einen Kreis. (1, 2, 3, 1) jedoch ist ein

vi=2
;=y=1

solcher mit vg = 1,v; = 2, v, = 3,v3 = 1 = vy. V=3

Adjazenzmatrix, symmetrisch (im Unterschied zum gerichteten Fall)

symmetrisch <= a, , = @y

=~ W N =

— = = Ol
— = O RN
— O = R Ww
O = = |

=~ O N =

OO = Ol
OO O =N
S OO oW
O OO O

Darstellung als Array:

n? Speicherplitze
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Adjazenzlistendarstellung:

Array Adj von G

/\ Liste der Nachbarn

1 - 2 - 3 - 4 inirgendeiner

124 —— 1 - 3 ~ 4 Reihenfolge

3 —— 1 - 2 - 4

4 - 1 - 2 = 3 Knoten s Inhalt
eines Speicherplatzes
t_ Knoten als Adressen = P

Jede Kante zweimal dargestellt, etwa:

Kante {2, 1}

1

2

3| —1+—1 .. — 4

4 | —— 1 .. —»3\

L Kante {3, 4}

Adjazenzlistendarstellung von Go:
1| ——— ZQ

2

3|
=

4 |

Platz zur Darstellung von G = (V, E) :c+n+d-2- |E|
c... Initialisierung, n... Array Adj, d-2-|E|... jede Kante zweimal, d etwa 2:

O(|E]), wenn |E| > g
|E| Kanten sind inzident mit < 2|E| Knoten.
Adjazenzlisten in Array wie im gerichteten Fall.

Algorithmus Breitensuche (BFS)

BFS(G, s) genau wie im gerichteten Fall
Eingabe: G in Adjazenzlistendarstellung
Datenstrukturen: Schlange Q[1...n|, Array col[l...n]

col[u] weifl fir alle u € V
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col[s] = grau;

Q= {s}

while Q #0 {
u = Q[head] // u wird expandiert
for each ve Adj[u] { // {u,v} wird gegangen
if collv] = weiB { // v wird entdeckt

col[v] =grau;
v in Schlange setzen; }
u aus Q raus; col[u] = schwarz.

}

1 BFS (G, 1)
2 1
G=
24  {1,2}als(1,2),col[2] =w
3 43 {1,2}als(2,1),col[l]=s
35 {4,3},col[3]=¢g
4 5 {4,3},colld4]=s
)
5
Beobachtung

Sei {u, v} eine Kante.

a) Die Kante u,v wird genau zweimal durchlaufen, einmal von u aus, einmal von v aus.

b) Ist der erste Lauf von u aus, so ist zu dem Zeitpunkt col[v] = w oder col[v] = g.
Beim zweiten Lauf ist dann jedenfalls col[u] = s.

Breitensuchbaum durch 7[1,. .., n|, Vaterarray.
Hier

m[3] =2,7[2] = 1,7[4] = 1,7[5] = 4.
Entdecktiefe durch d[1...n].7[v], d[v] werden gesetzt, wenn v entdeckt wird.

Wir kénnen im ungerichteten Fall erkennen, ob ein Kreis vorliegt:
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1 Q

1
23
2 3
3
Beim (ersten) Gang durch {2,3} ist col[3] = grau, d.h. 3 € Q.
1 2 Q
2
13
4 3 34
4

Beim (ersten) Gang durch {3,4} ist col[4] = grau, d.h. 4 € Q.
Satz 2.4:

G = (V, E) hat einen Kreis, der von s erreichbar ist <= Es gibt eine Kante e =
{u,v}, so dass BFS(G,s) beim (ersten) Gang durch e auf einen grauen Knoten
stoft.

Beweis 2.5:

»,= Also haben wir folgende Situation in G:

O
g :| Lange >0

~——__ Kreis

S

Sei v der Knoten auf dem Kreis, der als letzter (!) entdeckt wird.

O
§ :| Linge >0

~—__ Kreis

v1, vy die beiden Nachbarn von v auf dem Kreis, v; # vy (Lénge > 3).
In dem Moment, wo v entdeckt wird, ist col[v1] = collvs] = grau.
(schwarz kann nicht sein, da sonst v vorher bereits entdeckt, weiff nicht, da v letzter.)

1. Fall: v iiber v; entdeckt, dann @ = ...vs...v nach Expansion von v;. (Ebenso vy.)
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2. Fall: v iiber u # vy, u # vy entdeckt. Dann ) = vy ...vy...v nach Expansion von u.

2 Q
S ¢~ “vals letzter
v,V

\Y v

@

“«<=* Also bestimmen wir irgendwann wéhrend der Breitensuche die Situation ) =

w...v... und beim Gang durch {u,v} ist v grau. Dann ist u # s,v # s.
Wir haben Wege s O————0u, sO——>0V,

Dann im Breitensuchbaum der Suche

oS

Also einen Kreis. Etwas formaler:

Haben Wege (vg = s,...,v = v), (wg = 8,...,wx = u) und v # u,v # s. Gehen
die Wege von v und u zuriick. Irgendwann der erste Knoten gleich. Da Kante {u, v}
haben wir einen Kreis.

]

Beachten nun den Fall

S Q
s

W .
w...

u X

XU

y X U/\vgrau,wenn{u,v}
uv gegangen wird

Also d[v] = d]u] + 1. Also nicht immer d[v] = d[u], wenn v grau ist beim Gang durch u.
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Definition 2.6 (Zusammenhang):
Sei G = (V, E') ungerichteter Graph

a) G heifit zusammenhéngend, genau dann, wenn es fiir alle u,v € V einen Weg
(u,v) gibt.

b) Sei H = (W, F), W C V,F C E ein Teilgraph. H ist eine Zusammenhangs-
komponente von G, genau dann, wenn
o F enthalt alle Kanten {u,v} € E'mit u,v € W (H ist der auf W induzierte
Teilgraph)
e [ ist zusammenhéangend.
e Es gibt keine Kante {u,v} € F mit u € W,v ¢ W.

Man sagt dann: H ist ein maximaler zusammenhéngender Teilgraph.

Zusammenhangskomp.
N __ Zusammen-—
7 2 b N RN 4 N
/ \ / N @) ) hangs—
I ) ! 5 Vo 7
\ , ! ~--" komponente
N \1 3, \ ;
So__ - \\ Y
Zusammenhangs—
komponente

AZO
Beachte: In obigem Graphen ist 1 O 3 keine Zusammenhangskomponente, da {1, 3}

f 2
fehlt. Ebenso wenig ist es 1 , da nicht maximaler Teilgraph, der zusammenhéngend ist.

Satz 2.7:
Ist G = (V, F) zusammenhéngend. Dann gilt: G hat keinen Kreis <= |E| = |V|—1
Beweis 2.8:

,=" Induktion tiber n = |V.

n =1, dann O, also E = ().

n =2, dann O—=0O, also v . Sei G = (V, E), |V| = |V| = n + 1 und ohne Kreis. Da
G zusammenhéngend ist und ohne Kreis, gibt es Knoten vom Grad =1 in G.
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Wiren alle Grade > 2, so hétten wir einen Kreis. Also:

G=|/ N /\q G’= l/ !
] I
\ E vV B
I 4 ‘\ O //
I\ g \ v
\ /// \ ///
~_ _ - u N
Grad(u) =1

Dann gilt fiir G' = (V', E'):
G hat einen Kreis = G’ hat keinen Kreis

= Induktionsvoraussetzung
B = V'] -1
= |E|=V]-1

»,<" Beachte zunéchst, dass die Aussage fiir G nicht zusammenhéngend nicht gilt:

Qé E:I VI=7,|E)=6
\ /

2 Komponenten

Also wieder Induktion iiber n = |V|. n = 1,2, 3, dann

o f , @4
die Behauptung gilt.

Sei jetzt G = (V, F) mit |V| = n + 1 zusammenhéngend und |F| = |V/|. Dann gibt
es Knoten vom Grad = 1. Sonst

Z Grad(v) > 2(n+1) =2n + 2,

also |E| > n + 1 ((]E| _ %zv Grad(v))
Einziehen von Kante und Loschen des Knotens macht Ind.-Vor. anwendbar.
Folgerung 2.9:
a) Ist G = (V, E) Baum, so ist |E| = |V] — 1.

b) Besteht G = (V, E) aus k Zusammenhangskomponenten, so gilt: G ist kreisfrei
— |E|=|V|-k
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Beweis 2.10:

a) Baum kreisfrei und zusammenhéngend.

b) Sind G; = (W4, E1), ..., Gk = (Vi, E)) die Zusammenhangskomponenten von
G. (Also insbesondere V; U ... UV, =V, E, U... U E, = E.) Dann gilt G;
ist kreisfrei <= |E| = |V;| — 1 und die Behauptung folgt.

Beachte eben A O O O V=6, [E[=3<|V]| trotzdem Kreis

Algorithmus (Finden von Zusammenhangskomponenten)

Eingabe: G = (V, E) ungerichtet, Ausgabe: Array A[l..|V|] mit Afu] = A[v] <= u,v in einer
Komponente
(Frage: Ist u von v erreichbar? In einem Schritt beantwortbar.)

A auf Null initialisieren
Initialisierung von BFS
for each w €V do
a. if (colour[w] == weiB)
b. then BFS(G,w) modifiziert, so dass Initialsierung,
aber A[ul=w, falls v im Verlauf entdeckt wird.

W wwN -

3 Zeit und Platz

Unsere Programme laufen letztlich immer auf einem Von-Neumann-Rechner (wie nachfolgend
beschrieben) ab. Man spricht auch von einer random access machine (RAM), die dann verein-
facht so aussieht:
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100 Hauptspeicher,
beliebig groB,

direkt adressierbar

Rechenwerk

Ein Speicherwerk
etwa 16 oder 32 Bit

w ( lang

Register, insbesondere
Befehlszihler (PC), Akkumulator (AC)
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Prozessor )
CPU

Speicher
4 N 4 N
Steuerwerk Adresse Inhalt
Arithmetisch
Logische
Einheit
ALU (Unit) hier wird
1000 T I eespeichert
1001 £
1002 ) nur tempordr,
: nicht permanent
Registersatz
L, 1 \\l
L / \ ) L jj— Festplatte,
1 permanent
PC
(Programm Counter)
IR (Instruction Register)
insgesamt: Zentraleinheit
Typische Befehle der Art
Load 5000 Inhalt von Speicherplatz 5000 in Akkumulator
Add 1005 Inhalt von 1005 hinzuaddieren
Store 2000 Inhakt des Akkumulators in Platz 2000 speichern
Programme im Hauptspeicher.
Simulation von Schleifen durch Sprungbefehle, etwa:
Jp E unbedingter Sprung nach E
Jpz E Ist ein bestimmtes Register = 0, dann Sprung nach E (Jump if Zero)

Zur Realisierung von Pointern miissen Speicherinhalte als Adressen interpretiert werden. Des-
halb auch folgende Befehle:
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Load Tx Inhalt des Platzes, dessen Adresse in Platz x steht, wird geladen
Store Tx, Add Tx, ...

Weitere Konventionen sind etwa

e Eingabe in einem speziell reservierten Bereich des Hauptspeichers.

e Ebenso Ausgabe.

/** Hier einmal ein Primzahltest.
* Durch ,return“wird das Programm beendet-
* Sprung ans Ende.“

*/
import ProglTools.I0Tools;
public class PRIM{ // Name muss dem Dateinamen gleich sein!
public static void main(String[ Jargs){
long c, 4d;
c = I0Tools.readlong(,Einlesen eines langen ¢ >= zum Test:");
if (c == 2){
System.out.print(c +,ist PRIM“);
return;
¥
d = 2;
while(d * d <= c){ //Warum reicht es, bei d*d > ¢ auzuhdren?
if(c % d == 0){
System.out.println(c +,ist nicht PRIM, denn“+ d +,teilt“+ c);
return; // Hier ist das Programm zuende,

Erlauterung siehe oben

}

d++; //Die Schleife hort auf, nach dem Lauf, wo d
d so gesetzt wird, dass d * d > c ist!
An diesem Punkt muss immer aufgepasst werden!

}

System.out.println(,Die Schleife ist fertig ohne ordentlichen Teiler,
ist“+ ¢ +,PRIM“);

}

Java-Programm zum Primzahltest. Nehmen dabei Bezug zu PRIM.java aus der Vorlesung AuP.

Das obige Programm wird etwa folgendermaflen fiir die RAM iibersetzt. Zunéchst die while-
Schleife:
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Load d //Speicherplatz von d in Register (Akkumulator)

Mult d //Multiplikation von Speicherplatz d mit Akkumulator
Store e //Ergebnis in e

Analog in f e-¢ berechnen

Load f // Haben d - d — ¢ im Register

Jgz E // Sprung ans Ende wenn d-d —¢ >0, d.h. d-d > ¢

Das war nur der Kopf der while-Schleife.

Jetzt der Rumpf:
¢ % d in Speicherplatz m ausrechnen.

Load m
if (c%d){...} Jgz F // Sprung wenn > 0
Ubersetzung von System.out.println(. . .)
JpE // Unbedingt ans Ende.
F: Load d
Inc // Register erhohen
i+ JpA // Zum Anfang
E: Stop

Als Flussdiagramm AuP 9.14 folgende.

Wichtige Beobachtung: Jede einzelne Java-Zeile fiihrt zur Abarbeitung einer konstanten Anzahl
von Maschinenbefehlen (konstant <= unabhéngig von der Eingabe ¢, wohl abhéngig von der
eigentlichen Programmzeile.)

Fiir das Programm PRIM gilt: # ausgefiillte Java-Zeilen bei Eingabe ¢ < ay/c+ b
mit a - y/c ...Schleife (Kopf und Rumpf) und b ... Anfang und Ende
a, b konstant, d.h. unabhéngig von c!

Also auch # ausgefiihrte Maschinenbefehle bei Eingabe ¢ < a’ - \/c + ¥/

Ausfithrung eines Maschinenbefehls:

Im Nanosekundenbereich

# Nanosekunden bei Eingabe ¢ < a” - /c+1".

In jedem Fall gibt es eine Konstante k, so dass der , Verbrauch* < ky/c ist (k = a + b,d’ +
bl’a// + b//).

Fazit: Laufzeit unterscheidet sich nur um einen konstanten Faktor von der Anzahl ausgefiihrter
Programmzeilen.Schnellere Rechner = Maschinenbefehle schneller = Laufzeit nur um einen
konstanten Faktor schneller. Bestimmen Laufzeit nur bis auf einen konstanten Faktor.

Definition 3.1 (O-Notation):

Ist f,g : N — R. Dann ist f(n) = O(g(n)) genau dann, wenn es eine Konstante
C' > 0 mit |f(n)| < C - g(n) gibt, fiir alle hinreichend groBen n.
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Das Programm PRIM hat Zeit O(y/c) bei Eingabe c. Platzbedarf (= # belegte Plitze) etwa 3,
also O(1).

Eine Java-Zeile <= endliche Anzahl Maschinenbefehle trifft nur bedingt zu:

Solange Operanden nicht zu grof§ (d.h. etwa in einem oder einer endlichen Zahl von Speicher-
pldtzen). D.h., wir verwenden das uniforme Kostenmafl. GroBle der Operanden ist uniform 1
oder O(1).

Zur Laufzeit unseres Algorithmus BFS(G,s). Sei G = (V, E) mit |V| =n, |E| =m

Datenstrukturen initialisieren (Speicherplatz reservieren usw.): O(n).

1. Array col setzen: O(n)
2. O(1)
3. Kopf der while-Schleife
Einmal o(1)
4. Einmal 0(1)
5. Kopf einmal  O(1)

(Gehen Adj[u] durch)

Rumpf einmal  O(1)

In einem Lauf der while-Schleife
wird 5. bis zu n — 1-mal durchlaufen.

Also 5. in O(n).
Rest O(1)
Rest O(1).

Also: while-Schleife einmal:
O(1) + O(n) also O(1) + O(1) + O(1) und O(n) fiir 5.
# Durchliufe von 3. < n, denn schwarz bleibt schwarz. Also Zeit O(1) + O(n?) = O(n?).

Aber das ist nicht gut genug. Bei E = (), also keine Kante, haben wir nur eine Zeit von O(n),
da 5. jedesmal nur O(1) braucht.

Wie oft wird 5. insgesamt ({iber das ganze Programm hinweg) betreten? Fiir jede Kante genau
einmal. Also das Programm hat in 5. die Zeit O(m + n), n fir die Betrachtung von Adj[u] an
sich, auch wenn m = 0.

Der Rest des Programmes hat Zeit von O(n) und wir bekommen O(m + n) < O(n?). Beachte
O(m + n) ist bestmoglich, da allein das Lesen des ganzen Graphen O(m + n) erfordert.
Regel: Die Multiplikationsregel fiir geschachtelte Schleifen:

Schleife 1 < n Laufe
Schleife 2 < m Léufe,

also Gesamtzahl Laufe von Schleife 1 und Schleife 2 ist m - n gilt nur bedingt. Besser ist es
(oft), Schleife 2 insgesamt zu zéhlen. Globales Zéhlen.

Betrachten nun das Topologische Sortieren von Seite 77
G=(V,E),|V]=n,|E|] =
Initialisierung: O(n)
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1. Array Egrad bestimmen: O(m)
Knoten mit Grad 0 suchen: O(n)
Knoten in top. Sortierung tun und Adjazenzlisten anpassen: O(1)

2. Wieder genauso: O(m) + O(n) + O(1)

Nach Seite 7?7 bekommen wir aber Linearzeit heraus:

1. und 2. Egrad ermitteln und Q setzen: O(m)

3. Ein Lauf durch 3. O(1)! (keine Schleifen), insgesamt n Laufe. Also: O(n)
4. insgesamt O(n)

5. jede Kante einmal, also insgesamt O(m)

Zeit O(m + n), Zeitersparnis durch geschicktes Merken.

4 Tiefensuche in gerichteten Graphen

Fangen bei n zum Zeitpunkt 1 an, Gehen eine Kante, entdecken v zum Zeitpunkt 2, (b).
Adjazenzliste

v ist der erste Knoten. Dann wird y in (c) entdeckt. u, v, y sind offen = grau. In (d) entdecken
wir das x. Kante (x, v) wird zwar gegangen, aber v nicht dariiber entdeckt.
Dann bei w weiter. Adjazenzliste ist:

Tiefensuchwald = Kanten, iiber die entdeckt wurde.
u 0 xw
i
yﬁ IVI=6
[El=4=1IVI-2
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Wald = Menge von Bédumen
z] = y, [y] = v, M[v] = u, [u] = u (alternativ nil), I[w] = w (alternativ nil)

Algorithmus Tiefensuche

Eingabe G = (V| F) in Adjazenzlistendarstellung, gerichteter Graph, n = |V|.

d[1...n] ... Entdeckzeit( discovery-Zeit)
Nicht(!) Entfernung wie vorher. Knoten wird grau.
fll1...n] ... DBeendezeit (finishing), Knoten wird schwarz.
\Y
II[1...n] ... Tiefensuchwald, wobei Il[u] = v <= I u
[I[u] = Knoten, iiber den u entdeckt wurde

col[ll ...n] ... aktuelle Farbe
DFS(G)
/** 1. Initialisierung */
for each u in V{

col [ul: = weif3;

II[ul: = nil;
}
time: = O;
/** 2. Hauptschleife,
* Aufruf von DFS-visit
* nur, wenn col[u] = weif
*/
for each u € V{

if (collu] == weiB)

{DFS-visit}
}
DFS-visit(u)
1. col[u] = grau; //Damit ist u entdeckt.
2.d[u] = time; time = time + 1;
3. for each v € Adj[ul{ //u wird bearbeitet
4. if(collv] == weiB){ //(u, v) untersucht
5. II[v] = u; //v entdeckt
6. DFS-visit(v);
}
} // Die Bearbeitung von u ist hier zuende.
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/** Sind alle Knoten aus Adj[ul grau oder schwarz,
* so wird u direkt schwarz.

*/
7.col[u]: = schwarz;
8. f[ul: = time;
time: = time +1; //Zeitzdhler geht hoch bei Entdecken und Beenden

Es ist {d[1],...,d[m], f[1],..., f[m]} = {1,...,2n}. Man kann {iber die Reihenfolge nicht viel
sagen. Moglich ist:

u
Einmal:

Vi d) =1,d[v] = 2,dw] =3
und

W flw] =4, flo] = 5, f[u] = 6.
Aber auch:

dlw] =1, flw] = 2,d[v] = 3, flv] = 4,
dlu] =5, flu] = 6

DFS-visit(u) wird nur dann aufgerufen, wenn col[u] = weif} ist. Die Rekursion geht nur in weifle
Knoten.

Nachdem alle von u aus iiber weifle(!) Knoten erreichbare Knoten besucht sind, wird col[u] =
schwarz.
Im Nachhinein war wéhrend eines Laufes

e col[u] = wei}, solange time < d[u]
e col[u] = grau, solange d[u] < time < f[u]
e col[u] = schwarz, solange f[u] < time

Unser Eingangsbeispiel fiihrt zu folgendem Prozeduraufrufbaum:
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DFS(G)

W Sequentielle Abarbeitung

DFS—visit(u) DFS—visit(w)

DFS—visit(v) DFS—visit(z)

Beachte den Tiefensuchwald

DFS—visit(y)
u 0o w

DFS—vist(x) v Oz

) /
kein DFS—visit(u) X O

Erzeugung: Praorder(Vater vor Sohn)
Beendigung: Postorder(Sohn vor Vater)

Betrachten wir nun noch einmal folgendes Beispiel:

Beispiel 4.1:

wird iiber ¢
entdeckt, nicht
iber g, obwohl

(¢}

von g aus erreichbar

Wie erfolgt die Ausfithrung der Prozeduraufrufe auf unserem Maschinenmodell der RAM? Or-
ganisation des Hauptspeichers als keller von frames:
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! !

Programm globale Daten eines
Programmes, arrays usw.
(heap, nicht die Datenstruktur
gleichen Namens)

DFS(G) | DFS—visit(u) [DFS—visit(v)

RA[] []

| N
Riicksprungadresse
konstante
GroBe
(nur programm-— Vgl. AuP Kapitel 9
abhéngig)

Verwaltungsaufwand zum Einrichten und Loschen eines frames: O(1), programmabhéngig. Hier
werden im wesentlichen Adressen umgesetzt.

Merkregel zur Zeitermittlung:

Durchlauf jeder Programmzeile inklusive Prozeduraufruf ist O(1).
Bei Prozeduraufruf zidhlen wir so:

Zeit fiir den Aufruf selbst (Verwaltungsaufwand) O(1) + Zeit bei
der eigentlichen Ausfiihrung.

Satz 4.2:
Fir G = (V, E) mit n = |V| und m = |E| braucht DFS(G) eine Zeit O(n + m).
Beweis 4.3:

DFS(G) 1. O(n), 2. O(n) ohne Zeit in DFS-visit(u).
DFS-visit(u)  O(n) fiir Verwaktungsaufwand insgesamt.
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DFS-visit(u) wird nur dann aufgerufen, wenn col[u] = weif} ist. Am Ende des Aufrufs
wird col[u] = schwarz.

1. und 2. einmal O(1) insgesamt O(n).

3., 4. 5. 6. ohne Zeit in DFS-visit(v) insgesamt O(m).

(3., 4. fiir jede Kante einmal, also O(m). 5. und 6. fiir jedes Entdecken, also O(n)).
7. und 8. O(n) insgesamt.
Also tatséchlich O(n + m)

Definition 4.4 (Tiefensuchwald):

Sei G = (V, E) und sei DFS(G) gelaufen. Sei G = (V, Eyp) mit (u,v) € By <
II[v] = u der Tiefensuchwald der Suche.

Klassifizieren der Kanten von G.
Sei (u,v) € E.

(a) (u,v) Baumkante <= (u,v) € En(Il[v] = u)

(b) (u,v) Riickwartskante <= (u,v) ¢ Ey und v Vorgénger von u in Gy

Gn OV
Q v grau, wenn (u, V) gegangen
dv] <d[u] < f[u] <f[v]
D
(u,v) Hier wird (u,v) gegangen
u

(¢) (u,v) Vorwértskante <= (u,v) ¢ En und v Nachfolger von u in Gy

u
Q v schwarz, wenn (U, V) gegangen
diu] <d[v] < f[v] <f[u]
~ ~
¢ Hier nicht (u,v) Hier (uv)
(u,v)
v

(d) (u,v) Kreuzkante <= (u,v) ¢ Ey und u weder Nachfolger noch Vorgénger von v in Gy
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v u v schwarz, wenn (u, v) gegangen
1/@ d[v] < f[v] <d[u] < f[u]
u
%
O

Noch eine Beobachtung fiir Knoten u,v. Fiir die Intervalle, in denen die Knoten aktiv (offen,
grau ) sind. gilt:

Entweder

du] < d[v] < flv] < flul

DFS-visit(u) :DFS-visit(v)
oder
du] < flu] <d[v] < flv]
oder umgekehrt. Folgt aus Kellerstruktur des Laufzeitkellers.

Satz 4.5 (Weifler-Weg-Satz):

v wird iiber u entdeckt (d.h. innerhalb von DFS-visit(u) wird DFS-vist(v) aufgeru-
fen)

—

Zum Zeitpunkt d[u] gibt es einen Weg

u u, u, \
| |
weiller Weg
in G.
Beweis 4.6:

»,= Aufrufstruktur, wenn DFS-visit(v) aufgerufen wird:

DFS-visit(u)
|
DFS-visit(u,)
|
DFS-visit(us)

|
DFS-visit(v)
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weiller Weg

,<="* Liege also zu d[u] der weiBle Weg u O0——=0" == -« =0™=0v vor. Das
Problem ist, dass dieswe Weg keineswegs von der Suche genommen werden muss.
Trotzdem, angenommen v wird nicht iiber u entdeckt, dann gilt nicht

du] < d[v] < flv] < flul,
sondern

d[u] < flu] < dv] < f[u].
Dann aber auch nach Programm

du] < flu] < dlv] < flox]

dann
dlu] < flu] < d[vi] < flv]

was dem Programm widerspricht.

Noch ein Beispiel:
Beispiel 4.7:

dul~____f[u]

P

qb y

(<D
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Zum Zeitpunkt 1 ist (u, y) ein weifler Weg. Dieser wird nicht gegangen, sondern ein
anderer. Aber y wird in jedem Fall iiber u entdeckt!

Kreis feststellen!
Satz 4.8:

Ist G = (V, ) gerichtet, G hat Kreis <= DFS(G) ergibt eine Riickwértskante.
Beweis 4.9:

,<=" Sei (u,v) eine Riickwartskante. Dann in Gy, dem Tiefensuchwald

Qv

C
\'%

S oder auch

Q
u

u
Riickwirtskante (u, v) Riickwirtskante (u, v)

Also Kreis in G.
,=" Hat G einen Kreis, dann also

VOV/O\
Y
Sei v der erste Knoten auf dem Kreis, den DFS(G) entdeckt. Dann zu dem Zeitpunkt
weiler Weg
\Y w

| |
Der Kreis herum.

Satz 4.10 ( Weifier- Weg-Satz):
dfv] < dlw] < flw] < f[v]

Also wenn (w,v) gegangen und ist col[v] = grau also Riickwértskante. Alternativ,

mit Weiler-Weg-Satz:
Ly

|

Ow

(W, v)

48

w ist irgendwann unter v und dann ist (w,v) Riickwértskante.

Man vergleiche hier den Satz und den Beweis zu Kreisen in ungerichteten Graphen in Kapitel



Dort betrachte man den zuletzt(!) auf dem Kreis entdeckten Knoten.
Wir kénnen auch topologisch sortieren, wenn kreisfrei.

a

S5-0-6

g
5
5

Nach absteigender Beendezeit sorteieren.

a,b,c f,d e

PN

aroBte Beendezeit kleinste Beendezeit

-
’

Aber auch

b

/22

(1
f
D

Absteigende Beendezeit: a, b, ¢, d, f, e. Satz 4.11:

Sei G = (V, ) kreisfrei. Lassen nun DFS(G) laufen, dann gilt fiir alle u,v € V,u € v,
dass
flu] < flv] = (u,v) ¢ E Keine Kante geht von kleinerer nach groierer Beendezeit.

5

Beweis 4.12:
Wir zeigen: (u,v) € E = flu] > f[v].



1. Fall:d[u] < d[v]
Dann Weifler Weg (u, v) zu d[u], also d[u] < d[v] < f[v] < f[u] wegen
Weifler-Weg-Satz.

2. Fall:d[u] > dv]
Zum Zeitpunkt d[v] ist col[u] = weiB. Aber da kreisfrei, wird w nicht
von v aus entdeckt, da sonst (u,v) Riickwértskante ist und damit ein Kreis
vorliegt. Also kann nur folgendes sein:

d[v] < flv] < d[u] < flu] und es ist f[v] < fu]

Beachte aber
V

D
D Gfau

W

(u,v) € E zbd flu] < f[v], der Satz gilt nicht. Aber wir haben ja auch einen Kreis!
—(A = B) bedeutet (A A =B) Im kreisfreien Fall etwa so:

‘.77 Imkreisfreien() Fall

/

N ©immer:
u :
cju
Ov
/N dannf[v] < f[ul
< ”__\ e

Wird u vor v wei, dann ist klar f[v] < f[u] Wird aber v vor uw weif, dann wird « nicht
nachfolger von v, also auch dann f[v] < flu]|, Weg kreisfrei.

5 Anwendung Tiefensuche: Starke Zusammenhangskom-
ponenten

Starke Zusammenhangskomponenten beziehen sich immer nur auf gerichtete Graphen. Der Be-
griff der Zusammenhangskomponente im ungerichteten Graph besagt, dass zwei Knoten zu einer
solchen Komponente genau dann gehoéren, wenn man zwischen ihnen hin und her gehen kann.
Die analoge Suche fiihrt bei gerichteten Graphen auf starke Zusammenhangskomponenten.
Einige Beispiele:
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Yy VA
M{
i}<—O
X w

u \Y
T

Starke Zusammenhangskomponente

L<—O
X w

y kann nicht dabei sein. (y, z) ist keine starke Zusammenhangskomponente, also sind y und z
alleine, Interessante Beobachtung: Scheinbar gehort nicht jede Kante zu einer starken Zusam-

menhangskomponente.

Der ganze Graph ist eine starke Zusammenhangskomponente. Zu u, w haben wir z.B. die Wege
(u,v,w) und (w,v,u). Die Kanten der Wege sind alle verschieden, die Knoten nicht!

Damit sind die Vorbereitungen fiir folgende offizielle Definition getroffen: = Definition 5.1
(stark zusammenhdingend):

Ist G = (V, E) gerichtet, so ist G stark zusammenhingend <= Fiir alle u,v € V'
gibt es Wege (u, v) und (v, u)

Also noch einmal: Ist (v,u) stark zusammenhéngend?

Es bietet sich an, einen Graphen, der nicht stark zusammenhéngend ist, in seine stark zusam-
menhéngenden Teile aufzuteilen. Definition 5.2 (Starke Zusammenhangskomponente, starke
Komponente):

Ist G = (V, E) gerichteter Graph. Ein Teilgrpah H = (W, F) von G, d.h. W C V
und F' C F ist eine starke Zusammenhangskomponente <= H ist ein maximaler
indizierter Teilgraph von G, der stark zusammenhéngend ist. Man sagt auch: starke
Komponente.

Was soll das das maximal? Wir haben folgende Anordnung auf dem induizierten Teilgraphen
von G:

SeiH = (W, F),H" = (W', F"), dann H < H', genau dann, wenn H Teilgraph von H' ist, d.h.
W C W', Ein maximaler stark zusammenhéngender Teilgraph ist einer, der keinen weiteren
stark zusammenhéngenden iiber sich hat. Also

u \ w X a
O

o o Lol oY ot
v\y
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Vi Z a
Nicht &&——=0="—=0 , obwohl stark zusammenhéngend, wegen der Maximalitét.
Man sieht noch einmal: Jeder Knoten gehdrt zu genau einer starken Komponente. Warum kann
ein Knoten nicht zu zwei verschiedenen starken Komponenten gehoéren? Etwa in:

Wir gehen das Problem an zu testen, ob ein Graph stark zusammenhéngend ist, bzw, die starken
Komponenten zu finden. Ein einfacher Algorithmus wére etwa: Priife fiir je zwei Knoten (u,v),

ob es einen Weg von u nach v und von v nach u gibt. Etwas genauer:
Eingabe G = (V, E),V ={1,...,n}

1. Generiere alle Paare (u,v) von Knoten mit u < v.

2. Fiir jedes (u,v) aus 1. fithre aus:

BFS(G, u), BFS(G,v)
Teste, ob v und u gefunden werden. Fall nicht, ist die Ausgabe ,,Nicht stark
zusammenhéngend (Weg (u,v))“

3. Ausgabe: ,stark zusammenhédngend“

Zeitabschitzung:

L O(VI*)

2. O(IV]*- (IV] - |E]) also O([V]* - | E]),
sofern |E| > 5 V).
O(|V|? - |E|) kann O(|V|1) sein.

Es geht etwas besser:

1. BFS(G, u) fiir einen Knoten u, so modifiziert, dass alle gefundenen v auf Liste gespeichert.

2. Fiir jedes in 1. gefundene v wird folgendes ausgefiihrt:

BFS(G, V). Teste, ob u hier gefunden wird.
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V1 V2

dann auch O
Vi V,

Zeitabschitzung:
L O(|V]+E])
2. 0(lv|- (V] +1|E|) also O(|V] - |E])
sofern |E| > 5 V).
|V'] - |E| kann bis |V |* gehen (]V| = 10, dann |V|* = 1000!)
Bemerkung

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph uns sei v € V. G ist stark zusammenhéngend genau dann,
wenn fiir allew e V gilt U ™™= W, W™=V

Beweis 5.3:

=" klar nach Definition

X O—>OV—>Oy und yO—>OV—>Ox

,<=“8Sind z,y € V, dann nach Vorausset-

zung.

Finden von starken Zusammenhangskomponenten in O(|V| + |E|)! Schliisselbeobachtung ist:
Sind Hy = (W4, Fy), Hy = (W3, Fy) zwei starke Komponenten von G = (V, E), dann

inG
oder

T——H
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und allgemeiner:
Satz 5.4:

Fassen wir die starken Komponenten als einzelnen Knoten auf und verbinden sie
genau dann, wenn sie in G verbunden sind, so ist der entstehende gerichtete Graph
kreisfrei.

Beweis 5.5:

Ist (Hy, Hs, ..., Hy, Hy) ein Kreis auf der Ebene der Komponenten, so gehoren alle
H; zu einer Komponente.

Wir konnen die Komponenten topologisch sortieren!
Immer ist nach Tiefensuche:

T
(w3 fn)

grofite \ kleinste
Beendezeiten Beendezeiten
alles auller

Rickwirtskante

Ordnen wir die Knoten einmal nach absteigender Beendezeit, dann immer:

von H H:oderH: H:HH
v, 1 va 1 V3l |
fl[v,]am  f[v.] am f[v;] am
groBten,  groften groften
vO H inH. in H vy = Knoten mit kleinster Anfangszeit in H

vy = Knoten mit kleinster Anfangsteit in Ho
vy = Knoten mit kleinster Anfangszeit in H3

(WeiBer-Weg-Satz) Bem.: Die maximale Beendezeit in Komponenten ldsst die topologische
Sortierung erkennen.

Wie kann man aber diese vy, v9, v3 erkennen?

Fangen wir in Hs an, dann H,, dann H;, dann sind v3, v, v; die Wurzeln der Baume. Aber
nicht, wenn die Reihenfolge Hy, Hy, H3 gewéhlt wird. Rauslaufen tritt auf.

Deshalb: Eine weitere Tiefensuche mit dem Umkehrgraph:

Hauptschleife von DFS(G) in obiger Reihenfolge:

H: H H: H: H:H s
A 1 Vo | | Val |

- -
—~

,~~ Komponenten
/ kommen nach
\ topologischer

N - §ortiaung
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Dann

DFS-visit(v;): Genau Hy
U9 steht vorne auf der Liste.

DFS-visit(ve): Genau Hy
vs vorne auf der Liste

DFS-visit(v3): Genau Hj.
vg vorne auf der Liste

Algorithmus Starke Komponenten

Starke-Komponenten(G)
Eingabe: G = (V, E) gerichteter Graph.

1. DFS(G). Mit Liste nach absteigender Beendezeit V' = (vy,va,...,v,), flv1] > flva] >
wo > flonl.

v ...zuletzt beendet
v, ...zuerst beendet

2. Drehe Kanten in G um. Graph GY.

3. DFS(GY) mit Hauptschleife nach Liste V. Jedes DFS-visit(v) in der Hauptschleife ergibt
eine starke Komponente

Zeit:0(|V] + | E|)! O
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Beispiel 5.6:

1. Tiefensuche

;ﬁ V=(ab,c)
ReD

2. Tiefensuche

1. Tiefensuche

4 G/p
b 2. Tiefensuche wie vorher
"ap
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Motivation des Algorithmus

K,

starke
Komponenten

erste Tiefensuche fingt hier an

e Eine Tiefensuche entdeckt in jedem Fall die Komponete eines Knotens
e Die Tiefensuche kann aber rauslaufen!

e Die Tiefensuche lédsst die topologische Sortierung auf den Komponenten erkennen: nach
maximaler Beendezeit in Komponente:

K.< K< K,<K,

/
max. egal, ob zuerst nach
Beendezeit K,oder K ,

TN

Ki< K:< K,<K,

R S ¢

N
° Kanten
e Bei Beginn in K4 bekommen wir: K7 < K4 < Ky < K3.

e Wie kann man das Rauslaufen jetzt verhindern?

K.,
QA\ kein Rauslaufen,

Ks daK ,schwarz vor K,

N

QKl/ 2

o7



e Hauptschleife gemaf topologischer Sortierung, d.h. abfallende Beendezeit: K4, K, Ko, K3

Umkehrung

j J/
o ’;‘/

/ c S e
Stammvater q@
d

1. Tiefensuche von Starke-Komponenten(g)
Knotenliste:

(ab,cefgijklhd
\/
2. Komp.
1. Komponente
Stammvater = der Knoten, iiber den eine starke Komponente das erste Mal betreten wird.

erstes Mal = kleinste Anfangszeit
Einige Uberlegungen zur Korrektheit. Welcher Knoten einer Komponente wird zuerst betreten?
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Definition 5.7 (Stammuvater):

Nach dem Lauf von DFS(G) sei fiir u € V'

®(u) = der Knoten, der unter allen von u erreichbaren Knoten die maximale Been-
dezeit hat.

®(u) Stammvater von wu.

Satz 5.8:
(a) Es ist col[®(u)] = grau bei d[u].

(b) In G ®(U) o —~—0U, U™ —0 D(u)

Beweis 5.9:

(a) Klar bei u = ®(u). Sei also u # ®(u). Wir schlieflen die anderen Félle aus.
1. Fall
col[®(u)] schwarz bei d[u]. Dann f[®(u)] < d[u] < f[u] im Widerspruch zur
Definition, da ja UO™™>=0U,
2. Fall
col[®(u)] weil bei d[u]. Gibt es zu d[u] Weilen Weg von u nach ®(u), dann
du] < d[®(u)] < f]®(u)] < flu] im Widerspruch zur Definition von ®(u).

Gibt es zu d[u] keinen Weifien Weg von u nach ®(u) dann (da ja YO~ =0 P(u) )

sieht es so aus:

u;_ U _u _ Ak ~P(w)
O—=0—=0>..=0—=0
{WeiBer Weg

col[u, ] = grau bei d[u]
col[u, ] = schwarz geht nicht

Es ist u; der letzte Knoten auf dem Weg mit col[u;] = grau. Dann aber wegen

Weilem Weg d[u;] < d[®(u)] < f[®(u)] < flw] im Widerspruch zur Definition
von ®(u), da U™ ~—=OU

(b) Mit (a) ist d[®(u)] < d[u] < flu] < f[®(w)]

Folgerung 5.10:

a) u,v in einer starken Komponente <= ®(u) = ®(v)
Stammviter <= starke Komponenten

b) ®(u) = der Knoten mit der kleinsten Anfangszeit in der Komponente von u.

Beweis 5.11:
a) Mit letztem Satz und Definition Stammvater:

Uo™—0 ®(u)

Vo0 ®(V)
Also ®(v) = O (u).
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Andererseits
/\O u

\W

1. Sei v mit kleinster Anfangszeit in starker Komponente. Dann d[v] < d[u] <
flu] < f[v] fiir alle v in der Komponente. Alle von u erreichbaren werden vor
flu] entdeckt, also vor f[v] beendet. Also v = ®(u)

1. Tiefensuche fangt z.B.
hier an.

D(U) = d(v)

Also u, v in einer Komponente.

Beachte noch einmal

V = (v1,...,v9,...,v3) wegen Beendezeiten.

Die Korrektheit des Algorithmus ergibt sich jetzt aus: Satz 5.12:
In der Liste V' = (vy,...,v,) gibt die Position der Stammviter eine topologische
Sortierung der starken Komponenten an.

Beweis 5.13:

Sei also die Liste

V=(v,..,v)

/

v, Stammvater
v, Stammvater

Vi Stamm—
vater

Sei k < I, dann gibt es keinen Weg in G. Vi O =0V denn sonst wire v; kein
Stammvater, da f[v] > f[vg].

Im Umkehrgraph: Gleiche Komponenten wie vorher. Aber Kanten zwischen Komponenten
Komponenten gegen topologische Sortierung. Also gibt die 2. Tiefensuche die Komponenten

aus.

6 Tiefensuche in ungerichteten Graphen: Zweifache Zu-

sammenhangskomponenten

Der Algorithmus ist ganz genau derselbe wie im gerichteten Fall!

Abbildung ?7? zeigt noch einmal den gerichtete Fall und danach betrachten wir in Abbildung 77
den ungerichteten Fall auf dem analogen Graphen (Kanten " ———>———" sind Baumkanten,

tiber die entdeckt wird.)
Im ungerichteten Graphen gilt: beim ersten Gang durch eine Kante st68t man
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t
B
C
u
Abb. 1: Das Ergebnis der Tiefensuche auf einem gerichteten Graphen

LA s t

Y T z

Abb. 2: vorhergender Graph, ungerichtete Variante

e auf einen weiflen Knoten (Kante: T)
e auf einen grauen Knoten (Kante: B)

e nicht auf einen schwarzen Knoten (Kante: F oder C)

Gn

S \\
Z O=~ \\\
y \\\\ .

\
X /B,'BI'B

o Mlzl=s MN[y]=z

wo--
Vo7
t \IB
u //

Im ungerichteten Fall der Tiefensuche ist festzuhalten:

e Jede Kante wird zweimal betrachtet: {u, v} bei DFS-visit(u) und bei DFS-visit(v).

e MafBgeblich fiir den Kantentyp (Baumkante, Riickwérts-, Vorwirts-, Kreuzkante) ist die
Betrachtung:

(i) {u,v} Baumkante <= Beim ersten Betrachten von {u,v} findet sich ein weifer
Knoten.
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(ii) {u,v} Riickwirtskante <= Beim ersten Gehen von {u,v} findet sich ein bereits
grauer Knoten

(iii) Beim ersten Gehen kann sich kein schwarzer Knoten finden. Deshalb gibt es weder
Kreuz- noch Vorwartskanten.

Der Weifle-Weg-Satz gilt hier vollkommen analog.

Kreise erkennen ist ganz ebenfalls analog mit Tiefensuche moglich.

Der Begriff der starken Zusammenhangskomponente ist nicht sinnvoll, da Weg (u,v) im unge-
richteten Fall ebenso (v, u) ist.

Stattdessen: zweifach zusammenhdngend. Unterschied zwischen G, = @ und G,= l’{c)‘/j?
Loschen wir in Gy einen beliebigen Knoten, héngt der Rest noch zusammen. Fiir a, b, ¢ im
Graphen G4 gilt dies nicht!

Fiir den Rest dieses Kapitels gilt nun folgende Konvention:

Ab jetzt gehen wir nur immer von zusammenhéngenden, gerichteten Graphen aus.

Definition 6.1 (zweifach zusammenhdingend):

G\ {v} ist zweifach zusammenhingend < G ist zusammenhéngend fiir alle v € V.

G\ {v} = (V\{v}, B\ {{u,v}{u € V}).

G: O—0—0—=0 G zusammenhingend,

nicht zweifach

G\{v}: © O O zusammenhiingend

G: v | Beachte:
G\{v}: G\~ v und adjazente

Kanten fehlen

G zweifach zusammen—

hingend
G nicht zweifach
zusammenhingend,
v G\{v} nicht zusammen—
. . . . hangend
Izweifach | Izweifach |

zusammenbh. zusammenbh.

G: O—0O G\{v}: O also G zweifach zusammenbh.
v
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Was ist die Bedeutung zweifach zusammenhéngend?
Satz 6.2 (Menger 1927):

G zweifach zusammenh. <= Fiir alle u,v € V,u # v gibt es zwei disjunkte Wege
zwischen v und v in G.
Das heifit, Wege (u, uy, u2, ..., Uy, v), (u, u), ub, ..., u,v) mit {ug, ... u, 0{ul, ... ul } =

Y m?

% O

Beweis erfolgt auf iiberraschende Weise spéter.

Ein induktiver Beweis im Buch Graphentheorie von Reinhard Diestel. Die Richtung ,,<=“ ist
einfach. Beachte noch, ist U O————0V | so tut es der Weg (u,v), mit leerer Menge von Zwi-
schenknoten (also nur 1 Weg).

Nun gilt es wiederm nicht zweifach zusammenhéngende Graphen in seine zweifach zusam-
menhéngenden Bestandteile zu zerlegen, in die zweifachen (Zusammenhangs-)Komponenten.
Beispiel 6.3:

_— Knoten in zwei zweifachen
Zusammenhangskomponeten

gH
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Formal
Definition 6.4 (zweifache Komponenten):

Ein Teilgraph H = (W, F') von G ist eine zweifache Komponente <= H ist ein ma-
ximaler zweifach zusammenhéngender Teilgraph von G (maximal beziiglich Knoten
und Kanten). O

(a) Jede Kante ist in genau einer zweifachen Komponente.

(b) Sind H; = (W1, F), ..., Hy = (Wy, Fy) die zweifachen Komponeten von G = (V| E), so ist
Fiy, ..., F} eine Partition (Einteilung) von F.

FNF,=0firi#jFU---UF,=FE.
Beweis 6.5:

(a) Sei also Hy # Hy zweifach zusammenhéngend, dann ist H = H; U Hy zweifach
zusammenhéingend:
Fiir w aus Hy,w # u,w # v ist H \ {w} zusammenhingend (wegen Maxi-
malitit). Ebenso w aus Hy. Fiir w = w ist, da immer noch v da ist, H \ {w}

zweifach zusammenhéngend. Also wegen Maximalitit zweifache Komponenten
D H{ U H,.

(b) F; N F; = O wegen (a). Da Kante (u,v) zweifach zusammenhéngend ist, ist
nach Definition jede Kante von FE in einem Fj.

Bei Knoten gilt (a) oben nicht:

Bezeichnung:_
Eine Kante, die eine

zweifache Komponente ist,
heif3t Briickenkante

v gehort zu 3 zweifachen Komponenten. v ist ein typischer Artikulationspunkt. Definition
6.6 (Artikulationspunkt):

v ist Artikulationspunkt von G <= G\ {v} nicht zusammenhéngend.
Bemerkung 6.7 (v):

st Artikulationspunkt <= v gehort zu > 2 zweifachen Komponenten
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Beweis 6.8 (,=“):

st v Artikulationspunkt. Dann gibt es Knoten u, w,u # v, w # v, so dass jeder Weg
von u nach w von der Art (u,...,v,...,w) ist. (Sonst G \ {v} zusammenhéingend)
Also u,w nicht in einer zweifachen Komponente. Dann ist jeder Weg von der Art
(Uy ..., uy,v,Ug,...,2), so dass uj, us nicht in einer zweifachen Komponente sind.
Sonst ist G\ {v} Weg (u,...,us,us,...w) (ohne v), Widerspruch. Also haben wir

\'
uo—O0—O0U,

~ 7

verschiedene Komponenten.

Die Kante {uy, v} gehort zu einer Komponente (eventuell ist sie selber eine), ebenso
{v,us}. Die Komponenten der Kanten sind verschieden, da u;, us in verschiedenen
Komponenten liegen. Alos v liegt in den beiden Komponenten. ,,<=* Gehort also v
zu > 2 Komponenten. Dann

und > 2 Kanten von {u;,v} in verschiedenen Komponenten. Etwa wuy, us. Aber u;
und wus in 2 verschiedenen Komponenten. Also gibt es w, so dass in G\ {w} kein

\'
o O—0—0 — 0 s
Weg WO—O0UY2 existiert. Denn wegen ‘h U, muss w = v sein und v
Artikulationspunkt.

Graphentheoretische Beweise sind nicht ganz so leicht!
Artikulationspunkte und Tiefensuche?
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Ar;.Pkt. Art.Pkt.

(1)
@ 2/7 / 4/5

)

a b c d
(2)
@ 2/7 @ 4/5
a /7 b C d
Art.Pkt
Gp °
b
_
Art.Pkt. € Riickwirtskante
d
(3) Alternativ zu (2)
4/5 3/6 @ 2/7
Riuickwirtskante
G|-| c
d
b
Art.Pkt. /:

Seite 6.18 Was haben die Artikulationspunkte in allen genannten Féllen gemeinsam? Der Ar-
tikulationspunkt (sofern nicht Wurzel von Gyp) hat einen Sohn in Gy, so dass es von dem Sohn
oder Nachfolger keine Riickwértskante zum echten Vorgénger gibt!

(1) Gilt bei b, c. d ist kein Artikulationspunkt und das Kriterium gilt auch nicht.

(2) bist Artikulationspunkt, Sohn ¢ erfiillt das Kriterium. ¢, d erfiillen es nicht, sind auch keine
Artikulationspunkte.

(3) Hier zeigt der Sohn a von b an, dass b ein Artikulationspunkt ist. Also keineswegs immer
derselbe Sohn!

Was ist, wenn der Artikulationspunkt Wurzel von Gy ist?

b C d

a

b
Gﬂ

zwei Sohne!
a C
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Satz 6.9 (Artikulationspunkte erkennen):

Sei v ein Knoten von G und sei eine Tiefensuche gelaufen. (Erinnerung: G immer
zusammenhéngend).

: : : v /?
(a) Ist v Wurzel von Gyy. v ist Arikulationspunkt <= Gy 2\ < 2Séhne.

(b) Ist v nicht Wurzel von Gfy.
v ist Artikulationspunkt
<~

evtl. leer

mindestens einer
. existent (kann
nur bis

. Wurzel sein)
v zuriick

Das heifit, v hat einen Sohn (hier u), so dass von dem und allen Nachfolgern in Gpi
keine (Riickwérts-)Kanten zu echtem Vorgénger von wv.

Beweis von Satz 77:

a ,<“ G\ {v} nicht zusammenhéngend, damit v Artikulationspunkt. ,= “ Hat v nur
einen Sohn, dann

A
Rickwirts—
kanten

dann G \ {v} zusammenhingend. (Kénnen in G \ {v} tiber w statt v gehen.) Also ist
v kein Artikulationspunkte. Ist v ohne Sohn, dann ist er kein Artikulationspunkt.

(b) ,<= “ In G{v} kein Weg U O——OW | also ist v Artikulationspunkt.
»,= ¢ Gelte die Behauptung nicht, also v hat keinen Sohn wie u in Gr.

a. Fall: v hat keinen Sohn. Dann in G

Riickwirts—
kanten

In G\ {v} fehlen die Riickwértskanten und {w,v}. Also bleibt der Rest zusam-
menhéngend. v ist kein Artikulationspunkt.
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2. Fall: v hat Sohne, aber keinen wie u in der Behauptung

Dann:
S o/é\o

)

mindestens bis w oder

Rickwirtskanten

weiter zuriick

In G\ {v} bleiben die eingetragenen Riickwirtskanten, die nicht mit v inzident sind, ste-
hen. Also ist G'\ {v} zusammenhéngend. Also ist v kein Artikulationspunkt

A = B durch
-B = —A.

Wie kann man Artikulationspunkte berechnen?

Wir miissen fiir alle S6hne in G wissen, wie weit es von dort aus zuriick geht.
Definition 6.10:

Sei DFS(G) gelaufen, also Gy vorliegend.

a Fiir Knoten v ist die Menge von Knoten L(v) gegeben durch w € L(u) <
w = v oder w Vorgénger von v und es gibt eine Riickwirtskante von v oder
dem Nachfolger zu w.

b l[v] = Min{d[w]|w € L(v)} ist der Low-Wert von v. (I[v] hdngt von Lauf von
DFS(G) ab.)

Folgerung 6.11:

Sei DFS(G) gelaufen und v nicht Wurzel von Gyy.
v ist Artikulationspunkt <= v hat Sohn v in G mit [[u] < d[v].

Beachte: [[v] = d[v] = v Artikulationspunkt. Keine Aquivalenz.

u [[V] < d[u]
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Riuckwairts

Berechnung von 1[v]

[ [w] aus d[w]

Q)
W 2

C/& Low—Wert der Kinder
/ v

und Rickwirtskanten
von w.

[[v] aus d[V]
und Riickwirtskanten
von v aus.

w
Korrektheit: Induktion iiber die Tiefe des Teilbaumes A

Algorithmus (I-Werte)
Modifikation von DFS-visit(u):

MDFS-visit (u) //hier coll[u] = weifl
1[ul=d[ul

for each v € Adj[ul do{
if (collv] == weiB){
II[v] = u; MDFS-visit(v);
1[ul = MIN{1[ul, 1[v]}
}
if (collv] == grau) and (II[u] # v){
1[u] = MIN{1[u], dlv]} //d[v]! nicht 1[v], keine Iteration.
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Damit kénnen wir Artikulationspunkte in Linearzeit erkennen. Es bleiben die zweifachen Kom-
ponenten zu finden. Seien die I-Werte gegeben. Nun 2. Tiefensuche folgendermaflen:

e Knoten, der entdeckt wird, auf einem Keller speichern.

Sei jetzt l[u] < dv].

e Am Ende von DFS-visit(u) Keller bis v(!) ausgeben. Ist zweifache Komponente. v wieder
oben drauf schreiben.

Beispiel 6.12:

Kellerinhalt:

!

l a

l b a

l ¢ b a

d b a
l[d] > d[c] Ausgabe d, ¢

b a

e b a

Ausgabe e, ¢
¢ b a

Ausgabe ¢, b, a am Ende.
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Algorithmus (Zweifache Komponenten)

1. DFS(®) //modifiziert fiir 1-Werte
2. DFS(G) //in derselben(!) Reihenfolge wie 1. mit

NDFS-visit (u) //collul] = w

for each v € Adjlvl{
if (collv] == w){
II[v] = u, v auf Keller;
NDFS-visit(v);
if (1lvl > dlvl){
Ausgabe bis v inklusive,
u noch hinzu ausgeben

}
}
}
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Beweis 6.13:

7

Korrektheit induktiv iiber s = # Zweifache Komponenten von G.
Induktionsanfang: s = 1

Ausgabe nur am Ende, da kein Artikulationspunkt. Also korrekt. Induktionsschluss
Gelte Behauptung fiir alle(!) Graphen mit s > 1 zweifachen Komponenten. Zeige
dies fiir G mit s + 1 Komponenten.

Wir betrachten die 2. Tiefensuche des Algorithmus. Die -Werte stimmen also be-
reits, wegen der Koorektheit der 1. Tiefensuche.

Wir betrachten den Baum G, welcher der gleiche wie bei der 1. Tiefensuche und
2. Tiefensuche ist.

G
. S

u : Geht auch bei

v ' u Wurzel A\D

l—W\ertlz c/l[u]

Sei NDFS-visit(v) der erste Aufruf, nach dm die Ausgabe erfolgt. Dann ist [[v] > [u].
Ist 1[v] = d[v], dann ist v Blatt (sonst vorher Ausgabe) und v, u wird ausgegeben
und v kommt auf die Kellerspitze.

Ist 1[v] = d[u], dann Ausgabe des Kellers bis u und u kommt wieder auf die Keller-
spitze.

Damit wird eine zweifache Komponente ausgegeben. (Mehr kann nicht dazu gehoren,
weniger nicht, da bisher kein Artikulationspunkt). Nach Ausgabe der Komponente
liegt eine Situation vor, die in DFS-visit(u) auftritt, wenn wir den Graphen betrach-
ten, in dem {u,v} und die anderen ausgegegenen Knoten geléscht sind.

Auf diesem ist die Induktionsvoraussetzung anwendbar und der Rest wird richtig
ausgegeben.

Minimaler Spannbaum und Datenstrukturen

Hier betrachten wir als Ausgangspunkt stets zusammenhéngende, ungerichtete Graphen.

2
G 1

So sind
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4 4 4

Spannbdume (aufspannende Béume) von G. Beachte immer 3 Kanten bei 4 Knoten.
Definition 7.1 (Spannbaum):

Ist G = (V, E) zusammenhéngend, so ist ein Teilgraph H = (V| F') ein Spannbaum
von G, genau dann, wenn H zusammenhingend ist und fiir alle f € FH \ {f} =
(V, F\{f}) nicht mehr zusammenhéngend ist (H ist maximal zusammenhéngend).

Folgerung 7.2:

Sei H zusammenhédngend, Teilgraph von G.
H Spannbaum von G <= H ohne Kreis.

Beweis 7.3:

=" Hat H einen Kreis, dann gibt es eine Kante f, so dass H \ {f} zusam-
menhéngend ist. (A = B durch =B A —A)

,<= “ Ist H kein Spannbaum, dann gibt es eine Kante f, so dass H \ {f} zusam-
menhéngend ist. Dann haben wir einen Kreis in H, der f enthilt. (B = A durch
-ANA-B)

Damit hat jeder Spannbaum genau n — 1 Kanten, wenn |V| = n ist. Vergleiche Seite ??. Die
Baumkanten einer Suche ergeben einen solchen Spannbaum. Wir suchen Spannbdume minimaler
Kosten. Definition 7.4:

Ist G = (V,E)und K : E — R (eine Kostenfunktion) gegeben. Dann ist H = (V, F)
ein minimaler Spannbaum genau dann, wenn:

e H ist Spannbaum von G

e K(H)= > K(f)ist minimal unter den Knoten aller Spannbdume.
feF
(K(H) = Kosten von H).

Wie finde ich einen minimalen Spannbaum? Systematisches Durchprobieren. Verbesserung
durch branch-and-bound.

Eingabe G = (V, E), K :— R, E = {ey,...,e,} (also Kanten)

Systematisches Durchgehen aller Mengen von n — 1 Kanten (alle Bitvektoren by, ..., b, mit
genau n — 1 Einsen), z.B, rekursiv.

Testen, ob kein Kreis. Kosten ermitteln. Den mit den kleinsten Kosten ausgeben.

|

Zeit: Mindestens mn = m
n—1 (n—1! (m—-14+1)!
—_—

>0 fiir n—1<m
Wieviel ist das? m = 2 - n, dann
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(2n)! 2n(2n—1)-(2n—2)-... ' n

(n—1)!(n+1) (m+1nn—-1)...1
2n—2 2n-—3 n
S s B
&/ &/-’ ~~
=2 >2 >2

>2 2...2=2""1
—

n—1-mal
Regel: ¢ >0
a a—c
Also Zeit Q(2"). b~ b—c
S b<a.
Das ¢ im Nenner hat mehr Gewicht.

Definition 7.5 (§2-Notation):

Ist f,g: N —R,soist f(u) =Q(g(u)) genau dann, wenn es eine Konstante C' > 0
gibt, mit |f(n)| > C — g(n) fiir alle hinreichend grofien n. (vergleiche O-Notation)

O-Notation: Obere Schranke

2-Notation: Untere Schranke.

Verbesserung: Backtracking, frithzeitiges Erkennen von Kreisen: Aufbau eines Baumes (Proze-
duraufrufbaum):

nicht e

Teste auf Kreis,
Ende FallsKres

nicht betrachtet,
wenn Kreis bel
el’ eZ’ eB

Alle Teilmengen mit ey, €5, e3 sind in einem Schritt erledigt, wenn ein Kreis vorliegt.
Einbau einer Kostenschranke in den Backtracking-Algorithmus: Branch-and-bound.
Kosten des Knotens k = > K(f).

fin k

gewdhlt
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Blitter =
mogliche Spannbidume
b

Es ist fiir Bléatter wie b unter k.

Kosten® von k < Kosten von b.

*Untere Schranke an die Spannbaume unter k.

Also weiteres Rausschneiden moglich, wenn Kosten von k£ > Kosten eines bereits gefundenen
Baumes. Im allgemeinen ohne weiteres keine bessere Laufzeit nachweisbar. Besser: Irrtumsfreier
Aufbau eines minimalen Spannbaumes.

Abb. 4: Spannbaum mit minimalen Kosten
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Aufbau eines minimalen Spannbaums

L @

1

Nimm die giinstigste Kante, die keinen Kreis ergibt, also nicht

©—®, @—

Abb. 5: schrittweiser Aufbau eines Spannbaumes

Implementierung durch Partition von V'

{1}, {va}, ..., {vr} keine Kante

{01,?17},@2,1)3,@4,115 {U1,07}

{’1}1,1}7},{1}3,04},... {01,1)7},{1)3,1)4}

{v1,v7,v9}, {vs, va}, ... | {v1, 07}, {vs, v4}, {v7, 02}
{v1,v7,v9, 3,04}, . .. {v1,v7}, {vs, v4}, {v7, 02}, {v7, v3}
vs hinzu :

vg hinzu

Problem: Wie Partition darstellen?

Algorithmus Minimaler Spannbaum

(Kruskal 1956)
Eingabe:

G = (V, E), zusammenhéngend, V = {1, ... ,n}, Kostenfunktion K : £ — R
Ausgabe:

F = Mege von Kanten eines minimalen Spannbaumes.

1. F=0, P={{t}, ..., {n}} // P ist die Partition

2. E nach Kosten sortieren // geht in O0(E log |E[)=0(|E| loglVI),
// E<V?, log|E|=0logl|V]|

3. while(|P|>1){ // solange P#{{1, ..., n}}
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4. {v, w} = kleinstes (erstes) Element von E
{v, w} aus E 1ldschen
5. Testen, ob F U {v, w} einen Kreis hat
6. if({v, w} induziert keinen Kreis){
W, = die Menge mit v aus P;
W, = die Menge mit w aus P;
W, und W, in P vereinigen
F=FU {{v, w}}

O
Der Algorithmus arbeitet nach dem Greedy-Prinzip (greedy = gierig):
Es wird zu jedem Zeitpunkt die giinstigste Wahl getroffen (= Kante mit den kleinsten Kosten,
die moglich ist) und diese genommen. Eine einmal getroffene Wahl bleibt bestehen. Die lokal
giinstige Wahl fiithrt zum globalen Optimum.
Zur Korrektheit des Algorithmus:
Sei F; = der Inhalt von F' nach dem [-ten Lauf der Schleife.
P, = der Inhalt von P nach dem [-ten Lauf der Schleife.
Wir verwenden die Invariante:
F; ldsst sich zu einem minimalen Spannbaum fortsetzen. (D.h.; es gibt F' O F}, so dass F' ein
minimaler Spannbaum ist.)
P, stellt die Zusammenhangskomponenten von Fj dar.
Invariante gilt fiir [ = 0.
Gelte sie fiir [ und finde ein [ 4+ 1-ter Lauf statt.

1. Fall:
Die Kante {v, w} wird nicht genommen. Alles bleibt unverindert.
Invariante gilt fiir [ + 1.

2. Fall:
{v,w} wird genommen. {v,w} = Kante von minimalen Kosten, die
zwei Zusammenhangskomponenten von F; verbindet.

Also liegt folgende Situation vor:

NI

Zu zeigen: Es gibt einen minimalen Spannbaum, der F;,; = F;U{v, w} enthélt. Nach Invariante
fiir F; gibt es mindestens Spannbaum F' O Fj;. Halten wir ein solches F' fest. Dieses F' kann,
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keine Kante
dazwischen

Abb. 6: ein Beispiel fiir F

muss aber nicht, {v,w} enthalten. Falls F{v,w} enthélt, gilt die Invariante fiir [ + 1 (sofern
die Operation auf P richtig implementiert ist). Falls aber F'{v,w} nicht enthilt, argumentieren
Wir so:

FU{v, w} enthilt einen Kreis (sonst F' nicht zusammenhéngend). Dieser Kreis muss mindestens
eine weitere Kante haben, die zwei verschiedene Komponenten von F; verbindet, also nicht zu
F; gehort. Diese Kante ghort z der Liste von Kanten Ej, hat also Kosten, die hochstens grofier
als die von {v,w} sind.

Tauschen wir in F' diese Kante und {v, w} aus, haben wir einen minimalen Spannbaum mit
{v,w}. Also gilt die Invariante fir Fj,; = F; U {v,w} und P, (sofern Operationen richtig
implementiert sind.)

Quintessenz: Am Ende ist oder hat F; nur noch eine Komponente, da |F| = 1. Also minimaler
Spannbaum wegen Invariante.

Termination: Entweder wird die Liste E; kleiner oder P, wird kleiner. Laufzeit:

1. O(n)
2. Kanten sortieren:

O(|E| - log|E|) (wird spéter behandelt), also O(|E| - log|V])!
3. die Schleife

o n— 1< # Liufe < |E|
Miissen {{1},...,{n}} zu {{1,...,n}} machen. Jedesmal eine Menge weniger, da zwei
vereinigt werden. Also n — 1 Vereinigungen, egal wie vereinigt wird

6
5
4

3
1 2 123456

Binédrer Baum mit n Blattern hat immer genau n — 1 Nicht-Blatter.

e Fiir {v,w} suchen, ob es Kreis in F' induziert, d.h. ob v, w innerhalb einer Menge von P
oder nicht.
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Bis zu | F|-mal

e W, und W, in P vereinigen

Genau n — 1-mal.

Zeit hangt an der Darstellung von P.

Einfache Darstellung: arrayP]l,...,n], wobei eine Partition von {1,...,n} der Indexmenge
dargestellt wird durch:

u,v in gleicher Menge von P «— Pu] = P[v]

(u, v ... Elemente der Grundmenge = Indizes)

Seite 7.22 Die Kante {u, v} induziert Kreis «— wu,v in derselben Zusammenhangskomponente
von F' «— Plu| = P[v]

W, und W, vereinigen:

1. a =P[v]; b = P[w] // a+b, wenn W, # W,
2. for i =1, ..., nf
if (P[] = a){
P[i] = b
}
}

Damit Laufzeit der Schleife:

7. insgesamt n - O(n) = O(n?) (Es wird n — 1-mal vereinigt.)
4. und 5. insgesamt O(|E|)

3. O(n) insgesamt, wenn |P| mitgefiihrt.

Also O(n?), wenn E bereits sortiert ist.

Darstellung von P durh eine Union-Find-Struktur:

e Darstellung einer Partition P einer Grundmenge (hier klein, d.h. als Indexmenge ver-
wendbar)

e FirU W eP

Union(U, W)
soll U, W € P durch UUW € P ersetzen

e Fiir u aus der Grundmenge

Find(u)

soll Namen der Menge U € P mit u € U geben. (Also es geht nicht ums Finden von u!)

Fiir Kruskal < 2 - |E]-mal Find(u) + |V| — 1-mal Union(u,w)
— Zeit Q(|E| + |V]), sogar falls |E| bereits sortiert ist.
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Datenstruktur Union-Find-Struktur

(a) Jede Menge von P als ein Baum mit Wurzel.
P ={{1,2,3,4},{5,6}}, dann etwa Wurzel = Name der Menge.

1 5 4 6
oder auch 3 , ... Struktur der Baume egal!
2 5
2 3 4 6
1
(b)
Find(u)
1. v in den Baumen finden // Kein Problem, solange Grundmenge

//Indexmenge sein kann
2. Gehe von u aus hoch bis zur Wurzel
3. (Namen der) Wurzel ausgeben.

Union (u,v) // w,v sind Namen von Mengen, also Wurzeln
1. u,v in den Badumen finden
2. Hange w unter v (oder umgekehrt)

iVAwAldil

(c) Béume in array(Vaterarray): P[1,...,nJof 1...n

Plv] = Vater von v.
/K\\ N\
1 1 1 1 5 5

Aus (a) weiter:
<l 2 3 4 5 6
1 Wurzel, deshalb P[1] =
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Wieder wichtig: Indices = Elemente.
Vaterarray fiir beliebige Baume

Union (u,v) //u, v Wurzeln
Plul=v; // u hingt unter v
Find(v)
while (P[v]#v){ // 0(n) im worst case
v=P[v];
}

Ausgabe von v.

06O . ®

P=
123 .. N

~ Union(1,2) in O(1)

® 00 . ®

P=
123 .. N

~ Union(2,3) in O(1)

3.

® )

P=
123 .. N

~ Union(3,4) in O(1)
4.

é das Entstehen

é} langer, diinner Baume
N.
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)
p= [23[4]5~ NN
123 4. N-IN

Find(1) in Q (N)

O~-0-3®

@@@@m@®

Un10n(2 1); Union(3,1); Union(1,1); ..., Union (N,1)

6 é\% Vertauschen der Argumente

Find(2) in O(1).

= Union by Size; kleinere Anzahl nach unten.
= maximale Tiefe (lingster Weg von Wurzel zu Blatt) = loga N

Beachte:
logoN zu N = 2992V wie N zu 2V,

Algorithmus Union-by-Size

Union((u,i), (v,j)) // i, j # Elemente in den Mengen.
// Muss mitgefiihrt werden

if (i<j){

3

}

else {,umgekehrt,}
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Satz 7.6:

Beginnend mit P = {{1},{2},...,{n}} gilt, dass mit Union-by-Size fiir jeden ent-
stehenden Baum T gilt: Tiefe(T) < logs|T|
(IT| = # Elemente von T' = # Knoten von T')

Beweis 7.7:

Induktion tiber die # der ausgefiithrten Operationen Union(u,v), um 7" zu bekom-
men.

Induktionsanfang, kein Union(u,v)v’

Tiefe(u)= 0 = loga1 (2° = 1)

Induktionsschluss:

(u, 1) (v, 1)

R= S=
T durch Union (u,v) und
(v, i+])

T= u
|

Sei ¢ < 7, dann
1. Fall: keine grofiere Tiefe als vorher. Die Behauptung gilt nach Induktionsvoraus-
setzung, da T" mehr Elemente hat erst recht. 2. Fall: Tiefe vergrofiert sich echt. Dann
aber Tiefe(T) = Tiefe(R) + 1 < (loga|R|) + 1 = log2(2|R|) < |T|
Union by Size. (2% = |R| = 2 - 2% = 2" = 2|R|)!
Tiefe wird immer nur um 1 gréfler. Dann mindestens Verdopplung der # Elemnte.

Mit Baumen und Union-by-Size Laufzeit der Schleife:
< 2|E|-mal Find(u): O(|E|log|V|) (log|V| ... Tiefe der Bédume)
n — 1-mal Union(u,v): O(n)

Rest O(|E|) Also insgesamt O(|E| - log|V])
Vorne: O(|V|?). Fiir dichte Graphen ist |E| = Q(

VI

log|V|

) so keine Verbesserung erkennbar.

Beispiel 7.8 ( Wegkompression):

Wegkompression

3

~Find(v)
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hier nachfolgende Finds schneller

.

5 "8y EE

Im Allgemeinen 2(logN) und O(logN)

Algorithmus Wegkompression

Find(v)
1. v auf Keller tun // etwa als array implemntieren
2. while (P[v]#v){ (wie Schlange)

3. v = P[v];
v auf Keller tun
}

4. v ausgeben;
5. for (w auf dem Keller){
Plw] = v; //Konnen auch Schlange, Liste oder
} //sonstwas nehmen, da Reihenfolge egal

Laufzeit O(log|V'|) reicht immer, falls Union-by-Size dabei.
Es gilt sogar (einer der frithen Hohepunkte der Theorie der Datenstrukturen):
n — 1 Unions, m Finds mit Union-by-Size und Wegkompression in Zeit
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O(n + (n+m)-log"(n))

bei anfangs P = {{1},{2},...,{n}}.

Falls m > Q(n) ist das O(n +m - log*(n)).

(Beachten Sie die Abhéngigkeit der Konstanten: O-Konstante hingt von Q-Konstante ab!)
Was ist log*(n)?

Die Funktion log*

A
10
5 |
i ...
] ] ] ] | ] ] ] ] I ] ] ] [ - Tr _ ~°°-° —_—
0 5 10 65.536
log*1 =0
log*2 =1
log*3 =2
log"d =1+ log*2 =2
log*™s =3

log*8 =log*3+1 =3

log*16 = log*4 +1 =3

log*2'6 = 4

log 22" =5 216 — 65.536

log*n — Min{s|log"®(n) < 1}

2
2(2(2 )y
e ) _

log"®)(n) = log(log(... (log(n)) .. .))

~—
s — mal

Kruskal bekommt dann eine Zeit von O(|V| + |E| - log*|V])
Fast O(|V| + |E|) bei vorsortierten Kanten natiirlich nur Q(|V| 4 |E|) in jedem Fall.

Nachtrag zur Korrektheit von Kruskal:

1. Durchlauf: Die Kante mit minimalen Kosten wird genommen. Gibt es mehrere, so ist egal,
welche.

[ + 1-ter Lauf: Die Kante mit minimalen Kosten, die zwei Komponenten verbindet, wird ge-
nommen.
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Kosten —10 in F

F Spannbaum Austauschen

\
Kosten —10, nicht in F

Alle Kanten, die zwei Komponenten verbinden, haben Kosten > -10!
Beachte: Negative Kosten sind bei Kruskal kein Problem, nur bei branch-and-bound (vorher
vergrofern)!

Binomialkoeffizient (Z) firn >k > 0.
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oberste k Faktoren von n!

~

(n B n! _nn—=1)-...-(n—k+1)
k) (n-k)-k k!
O!n: 1'=1
(k‘> = # Teilmengen von {1,...,n} mit genau k& Elementen
n n nin—1) /n X )
= = —= < . «J:
(1) ”(2) 2 <k>—n Beweis 7.9
Auswahlbaum fiir alle Folgen (ay, ..., ax) mit a; € {1,...,n}, alle a; verschieden.

n Moglichkeiten

a, wihlen
Jedesmal n—1 Moglichkeiten

a,wihlen
n—1 2 Méglichkeiten

n-2 a,

n—k+1 Moglichkeiten

A

ay
n—(k—1)
Der Baum hat nn—1)-... - (n—k+1) :WJG_
N ~ o n—k)!
k Faktoren (nicht k-1, da 0, 1, ..., k+1 genau k Zahlen)
des Blatt <= genau eine Folge (aq, ..., ax)
Jede Menge aus k Elementen kommt kl-mal vor: {ay, ..., a;} ungeordnet, geordnet
als (a1,...,ax), (ag,a1,...,ax),...(ag, ax_1,...,as,a)k! Permutationen.
n! n
Also ———— = < ) Mengen mit £ verschiedenen Elementen.
(n— k)&~ \& & v

88



Algorithmus Minimaler Spannbaum nach Prim 1963

Eingabe: Wie bei Kruskal
Ausgabe: Menge von Kanten F' eines minimalen Spannbaumes

1. W&ahle irgendeinen Startknoten r
Q = V\{r} // Q enthdlt immer die Knoten,
F=0 // die noch bearbeitet werden miissen.
2. while (Q #0 {
3. M= {{v, wl veV\Q, wveql
// M = Menge der Kanten mit
// genau einem Knoten in Q
4. {v, w} = eine Kante von minimalen Kosten in M
F = F U{{v, w}};
Q = Q ohne den einen Knoten aus {v, w}, der auch zu Q gehodrt

Korrektheit mit der Invariante:

e Es gibt einen minimalen Spannbaum F O F;

o () =
[=0V.

Gelte die Invariante fiir [ und finde ein [+ 1-ter Lauf der Schleife statt. Sei F' O Fj ein minimaler
Spannbaum, der nach Induktionsvoraussetzung existiert.

Werde {v,w} im [ 4+ 1-ten Lauf genommen. Falls {v,w} € F', dann gilt die Invariante auch fiir
14+1. Sonst gilt FU {{v,w}} enthélt einen Kreis, der {v,w} enthélt. Dieser enthélt mindestens
eine weitere Kante {v,w} mit v' € V' \ Q,w" € Q.
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Esist K({v,w}) < K({v/,w'}) geméaB Prim. Also, da F' minimal, ist K ({v,w} = K({v',w'}).
Koénnen in F' die Kante {v/,w'} durch {v,w} ersetzen und haben immernoch einen minimalen
Spannbaum. Damit Invariante fiir 14-1.

Oaufzeit von Prim:

e n — 1 Laufe durch 2.
e 3. und 4. einmal O(|E|) reicht sicherlich, da |E| > |V| — 1.

Also O(|V] - |E]), bis O(n?) bei |V] = n.
Bessere Laufzeit durch bessere Verwaltung von Q.

e Mafigeblich dafiir, ob w € @ in den Baum aufgenommen wird, sind die minimalen Kosten
einer Kante(!) {v, w} fiir v € Q.

e Also array key|[l ...n] of real mit der Intention: Fiir alle w € @ ist key|w] = min. Kosten
einer Kante {v,w}, wobei v € Q. (key|[w] = 0o, gdw. keine solche Kante existiert.)

e Auflerdem array ka[l, ..., n] of {1, ..., n} mit: Fiir alle w € Q
ka[w] = v <= {v, w} ist keine Kante minimaler Kosten mit v ¢ Q

Wir werden () mit einer Datenstruktur fir die priority queue (Vorrangwartesschlange) imple-
mentieren:

Speichert Menge von Elementen, von denen jedes einen Schliisselwert hat (keine Eindeu-
tigkeitsforderung).

Operation Min gibt uns (ein) Elemnet mit minimalem Schliisselwert.

DeleteMin 16scht ein Element mit minimalem Schliisselwert.

Insert(v, s) = Element v mit Schliisselwert s einfiigen.

Wie kann man eine solche Datenstruktur implementieren?
1. Moglichkeit: etwa als Array

/ Min

Q |5]2 —18)|
1 2 n

Indices = Elemente,

Eintrége in () = Schliisselwerte, Sonderwert (etwa -0o0) bei ,nicht vorhanden*.

Zeiten:

Insert(v,s) in O(1) (sofern keine gleichen Elemente mehrfach auftreten)

Min in O(1)

DeleteMin - O(1) fiirs Finden des zu loschenden Elementes, dann aber O(n), um ein neues
Minimum zu ermitteln.

2. Moglichkeit:

Darstellung als Heap.

Heap = ,fast vollstandiger” bindrer Baum, dessen Elemente (= Knoten) beziiglich Funktions-
werten keyl[j] nach oben hin kleiner werden.
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Wert Key[3] =2

Tiefe N,
dann Innere:
N1

Blatter:
N

2/2N+1_1

fast vollstindig

Heapeigenschaft: fiir alle u, v, u Vorfahr von v = keylu] < key|[v]

Beispiel Minimum l6schen:
Nur Werte: Key/l]:

_ kleinster

#—einer von den
beiden zweitkleinster

letztes Element
(nicht groBtes)

vertauschen mit
kleinerem Kind

e __— neues Minimum

oo
® &
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Beispiel Einfiigen
Element mit Wert 1 einfiigen

letzter Platz

Aufsteigen

Priority Queue mit Heap, sagen wir Q.

Min {

1. Gib Element der Wurzel aus

}o(1)

Deletemin{

1. Nimm ,letztes“ Element, setze es auf Wurzel x:=Wurzel(-Element)
2. While Key[x|>Key|linker Sohn von x] oder rechter Sohn
{tausche x mit kleinerem Sohn}

¥

N Elemente, O(logN), da maximal O(logN) Durchlaufe
Insert(v,s){//Key|[v]=s.

1. Tue v als letztes Element in den Heap.

2. While Key[Vater von v];Key|v]

{vertausche v mit seinem Vater}

}

N Elemente O(logN)

Vergleich der Moglichkeiten der Priority Qeue
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Min | Deletemin | Insert Element finden
Heap 1 log N logN N
Array o. Liste | 1 N() 1 1(Array), N(Liste)
Heap als Array Q[1,..., N]
Q[1]
Q[2], Q[3]
Q[4], ... Q[7]
O Q8] .. Q[11]
8 Stiick 16
/o I I Il |
in Tiefe O 1 2 3 4

Vater I{// I Index aus 1, ..., N

if (I+1){

1
Gebe L§J aus}
Linker Sohn I 21
Rechter Sohn 2141

Abschlieendes Beispiel

Array Q

[
(=]
o

O G O
1l

L0000

Ot

Il
=~ W = = ==
= O

O
>

nicht (!) unterstiitzt.

Key[2] =7
Key[10 = 100

Suchen nach Element oder Schliissel wird

wenn Elemente nur einmal
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Algorithmus (Prim mit Q in heap)

1. Wahle Startknoten r.
for each ve Adjlrl{
key[vl=k({r,v});
kante[v]=r}
Fir alle ibrigen veV{
key[v]=00; kante[v]=oc0}
Fige V\{r} mit Schliisselwerten key[v] in heap Q ein.
2. while Q# O{
3. w = Min; DeleteMing;
F = FU{{kante[w] ,w}}
4. for each ue Adj[wln Q{
if K({u,w})<key[ul{
key[ul = K({u,w});
Q anpassen}
}
}

Korrektheit mit zusitzlicher Invariante:

Fiir alle w € Q)

key;[w] = minimale Kosten einer Kante {v, w} fiir v € Q;}
key;[w] = oo, wenn eine solche Kante nicht existiert.

Laufzeit

1. O(n) + O(n - logn) fiir das Fiillen von Q.

(Fiillen von @ in O(n) - interessante Ubungsaufgabe)
2. n — 1 Laufe

3. Einmal O(logn), insgesamt O(n - logn)

4. Insgesamt O(|E|) + |E|-mal Anpassen von Q).

Anpassen von Heap @
Operation Decreasekey(v,s)
s < key[v], neuer Schliissel
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Decreasekey(v,s)

1. Finde Element v in QQ //nicht von Q unterstiitzt!
2. while key[Vater von v];s tausche v mit Vater

Laufzeit Deckey(v,s):
2. O(logN) 1. O(N)(!1).
zum Finden: ,Index driiberlegen*
Direkte Adressen:
Ind[1] = 3, Ind[3] = 5, Ind[4]= 6, Ind[100] = 1
Finden in O(1)
Falls Grundmenge zu gro8, dann Suchbaum: Finden O(logN)
Falls direkte Adressen dabei:
Einmaliges Anpassen von @ (und Index) O(log|V|)
Dann Prim insgesamt O(|E|log|V|) (Beachte vorher O(|E| - |V]))
(wie Kruskal mit Union by Size.)

8 Kiirzeste Wege

Hier sind alle Graphen gerichtet und gewichtet, d.h. wir haben eine Kostenfunktion K : £ — R
dabei.

Also etwa

4

K(1,2) =5,K(2,1) = —3,K(2,3) = -7, K(3,4) =0
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Ist W = (vg,v1,...,v;) irgendein Weg im Graphen, so bezeichnet K(W) = K(vy,v1) +
K(vi,v) + -+ + K(vg_1,v;) die Kosten von W. K (vg) =0

Betrachten wir die Knoten 3 und 4, so ist K(3,4) = 0,K(4,3) = —1 und K(3,4,3,4) =
—1,K(3,4,3,4,3,4) = =2, ...

Negative Kreise erlauben beliebig kurze Wege. Wir beschrinken uns auf einfache Wege, d.h.
noch einmal, dass alle Kanten verschieden sind.

Definition 8.1 (Distanz):

Fir u,v € Vist Dist(u,v) = Min{ K(W)|W = (vg = u, vy, ...,v; = v) ist einfacher
Weg von u nach v }, sofern es einen Weg UO———— OV gibt. Dist(u,v) = oo,
wenn es keinen Weg UO——— OV gibt.

Dist(v,v) =0
Uns geht es jetzt darum, kiirzeste Wege zu finden. Dazu machen wir zunéchst folgende Beob-
achtung:

O—»=O—= 0O ... O—»=0O
Ist Y=Vo Vi V2 Vet V=V ein kiirzester Weg von z nach v, so sind alle Wege

Vo O—————0OVi oben auch kiirzeste Wege. Deshalb ist es sinnvoll, das single source shortest
path-Problem zu betrachten, also alle kiirzesten Wege von einem Ausgangspunkt zu suchen.
Ist s unser Ausgangspunkt, so bietet es sich an, eine Kante minimaler Kosten von s aus zu
betrachten:

SO———O0V

Gibt uns diese Kante einen kiirzesten Weg von s nach v? Im Allgemeinen nicht! Nur unter der
Einschrinkung, dass die Kostenfunktion K : £ — R2° ist, also keine Kosten < 0 erlaubt.
Diese Bedingung treffen wir zunéchst einmal bis auf weiteres.

Also, warum ist der Weg SO—— 0OV ein kiirzester Weg? (Nachfolgende Aussage gilt
bei negativen Kosten so nicht: ) Jeder andere Weg von s aus hat durch seine erste Kante
SO———OW mindestens die Kosten K(s,v).

Der Greedy-Ansatz tut es am Anfang. Wie bekommen wir einen weiteren kiirzesten Weg von s
aus?

Wy
0/4/070%
S
L’OV\/‘%
\Y

Wir schauen uns die zu s, v adjazenten Knoten an. Oben wy, ws, w3. Wir ermitteln
o zu wy K(s,w)
o zu woMin{K (s, ws), K(s,v) + K(v,ws)}
o zu w3k (s,v) + K(v,ws).

Ein minimaler dieser Werte gibt uns einen weiteren kiirzesten Weg. Ist etwa K (s, v) + K (v, ws)
minimal, dann gibt es keinen kiirzesten Weg SO—————OW._ Ein solcher Weg miisste ja die
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Menge s, v irgendwann verlassen. Dazu miissen aber die eingezeichneten Wege genommen wer-
den und der Weg zu wy wird hochstens langer. (wieder wichtig: Kosten > 0).

So geht es allgemein weiter:

Ist S eine Menge von Knoten, zu denen ein kiirzester Weg von s aus gefunden ist, so betrachten
wir alleKnoten w; adjazent zu S aber nicht in S.

Fiir ein w; werden diese Kosten minimal und wir haben einen kiirzesten Weg S O———=O W,
Wie vorher sieht man, dass es wirklich keinen kiirzeren Weg SO—————O W, gibt,
Das Prinzip: Nimm immer den néichstkiirzeren Weg von s ausgehend.

Algorithmus (Dijkstra 1959)
Eingabe: G = (V, E),K : E — R2%(!)

V]i=n,seV

Ausgabe: array DI[1,...,n| of real mit D[v] = Dist(s,v) fiir v € V.
Datenstrukturen:

S = Menge der Knoten, zu denen kiirzester Weg gefunden ist
Q=V\S

1

2. for (1 =1 ton - 1){ //Suchen noch n-1 kiirzeste Wege
3. M={{v, w}lves, wvelq}

4. for each w € Q adjazent zu S{

5 D[w] = Min{D[v] + K(v, w)|(v,w) € M}}

6 ein w € Q mit D[w] minimal;

-

S U, Q= 0Q\{w}}

W
S

Korrektheit mit Invariante:
Fiir alle w € S; ist D[w]| = Kosten eines kiirzesten Weges. Das Argument gilt wie oben bereits
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vorgefiihrt.

Zwecks Merken der Wege das Array II[1,...,n] of 1,...,n mit II[u] = v <= Ein kiirzester
SO——=O0V ist (s,...,u,v).

IT kann leicht in 6. mitgefithrt werden. Es ist das Vaterarray des kiirzesten-Wege-Baumes mit
Wurzel s.

A0

(3

0o
2
NN
20
i Dl

S W D[] D[2] D[3] D]
1 / 0 10 oo 30 100
{1,2} 2 0 10 60 30 100
{1,2,4}y 4 0 10 50 30 80
{1,2,4,3} 3 0 10 50 30 60
5 0

(1,2, 4,3, 5} 10 50 30 60

Die Wege werden der Lénge nach gefunden:

1
'1/0\10
2 O6
1
3
1
4
2
o5
S Kiirzester-Wege-Baum
{1}
{1, 2} 6] = 1,10[2] = 1,T1[3] = 2
{1, 2, 3} I1[4] = 5,T1[5] =4
{1, 2,3, 4,5}
{1,2,3,4,5, 6}

Die Laufzeit ist bei direkter Implementierung etwa O(|V'|-|E|), da es O(|V'|) Schleifendurchlaufe
gibt und jedesmal die Kanten durchsucht werden, ob sie zu M gehéren. @) und S sind als boo-
lesche Arrays mit Q[v] = true <= v € @) zu implementieren.

Die Datenstruktur des dictionary (Worterbuch) speichert eine Menge von Elementen und un-
terstiitzt die Operationen

e Find(u) = Finden des Elementes u innerhalb der Struktur
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e Insert(u) = Einfiigen
e Delete(u) = Loschen

(Ist die Grundmenge nicht als Indexmenge geeignet: Hashing oder Suchbaum.)

In @ ist ein dictionary implementiert. Jede Operation erfolgt in O(1).

Ziel: bessere Implementierung

Fiir welche v € @ kann sich D[v] in 5. nur &ndern? Nur fiir diejenigen, die adjazent zu dem w
des vorherigen Laufes sind. Dann sieht es etwa so aus:

Algorithmus (Dijkstra ohne mehrfache Berechnung desselben D[w])

. D[1] = 0; D[v] = oo fiir v € V\{s}; Q = V\{s}; S = {s};
.fori=1ton-1¢{
w=-einw € Q mit D[w] minimal;
S =5 U {w}; Q=Q\{w};
for each v € Adj[wl{ //D[v] aussparen fiir v adjazent zu w
if D[w] + K(w, v) < D[v]{
D[v] = D[w] + K(w, v) }}

Y O WN -

Korrektheit mit zusatzlicher Invariante:
Fiir w € @Q; ist D;[w] = minimale Kosten eines Weges der Art

SS, SIS Sk W
IO—»O—»O—» O|—>?
cs

€0

Man kann auch leicht zeigen:
Fiir alle v € S ist D, [U] <D, [wl],
w; = das Minimum der /-ten Runde. Damit dndert 6. nichts mehr an D[v] fiir v € S;.

Laufzeit:

3. insgesamt n — 1 - mal Minimum finden
4. insgesamt n — 1 - mal Minimum l6schen
5., 6. insgesamt O(|E|), da dort jede Adjazenzliste nur einmal durchlaufen wird.

Mit @ als boolesches Array:

3. O(n?) insgesamt. Das Finden eines neuen Minimums nach dem Léschen dauert O(n).
4. O(n) insgesamt, 1. Loschen O(1)

5., 6. Bleibt bei O(|E]).

Also alles in allem O(n?).
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Aber mit () benctigen wird die klassischen Operationen der priority queue, also ) als heap,
den Schliisselwert aus D.

3. O(n) insgesamt. 4. O(n - logn) insgesamt.

5., 6. | E']-mal heap anpassen, mit Decreasekey(v, t) (vgl. Prim) O(|E|-logn). Zum Finden Index
mitfiithren!

Also: @ als boolesches Array:
O(n?) (Zeit fillt beim Finden der Minima an).

@ als heap mit Index:
O(|E|logn) (Zeit fallt beim Decreasekey(v, t) an).

Ist |E|logn > n?, also ist der Graph sehr dicht, dann ist ein Array besser (vgl. Prim).

Ab jetzt betrachten wir wieder eine beliebige Kostenfunktion K : £ — R.

Der Greedy-Ansatz wie bei Dijkstra geht nicht mehr. Kiirzeste Wege UO—— OV findet
man durch Durchprobieren.

Die Zeit ist (n — 2)! > 2%logn+n) 5, 9n |

Es werden im Allgemeinen viele Permutationen generiert, die gar keinen Weg ergeben. Das
vermeidet backtracking:

kiirzeste Wege u — v gesucht

Wihle Minimum

Ku,u)+K@u,v) ™ Adj[u] = {u,..,u}

u u, u,
kiirzeste Wege u ,—v kiirzeste Wegeu , v
in G\{u} in G\{u}

Dies ist korrekt, da Teilwege kiirzester Wege wieder kiirzeste Wege sind und wir mit kiirzesten
Wegen immer nur einfache Wege meinen.
Das Ganze ist leicht durch Rekursion umzusetzen:

Eingabe: G = (V| F), K : E = R beliebig.

KW (W, u, v) //u, v € W, W = nach b betrachtete Knotenmenge
1. if (uw =)
return O;

2. 1 = 00;

3. for each w € Adj[ul N W{
1’ = KWW\ {u}, w, v);
17 = K(u, w) + 17;;
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if(1° < 1)
1 =1 //Hier II[w] = u gibt kiirzeste Wege selbst

}

4. return 1 //Ausgabe oo, wenn Adj[u]l N W = 0.

Aufruf: KW(V, a, b)

Korrektheit: Induktion iiber |W].

Etwas einfacher ist es, alle einfachen Wege UO—— OV systematisch zu erzeugen und den
Langenvergleich nur am Ende durchzufiihren.

Datenstruktur: L

L = Liste von Knoten als Keller implementiert

Intention: L enthélt den Weg vom Startknoten a bis zum aktuellen Knoten.

G = Liste von Knoten. Der aktuell kiirzeste Weg aO———0Ob

L, G = globale Arrays

KW(!, u, v){

Kw(!, u, v){ 1. if (u == v){
if (KUQL)s K(@)) GKosltpn von L, G
}

2. for each w € Adj[u]l U W{
w auf Keller L ablegen;
w vom Keller L 1ldschen
KWw(W\{u}, wm v);
}} // Aufruf mit K(L) = oo, K(G) = oo, L = (a), KW(v, a, b)

Korrektheit mit der Aussage: Beim Aufruf von KW(W, w, v) ist L = w...a.

Am Ende des Aufrufs KW(W, w, v) enthélt G einen kiirzesten Weg der Art G =b... L. (L ist
das L von oben)

Das Ganze induktiv tiber |IW|.

Laufzeit der rekursiven Verfahren?

Enthalt der Graph alle n(n — 1) Knoten, so sieht der Aufrufbaum folgendermaflen aus:

n—1 Kinder von a

je n=3 Kinder ~# b
p— 1 p L1

Also > (n—2)(n—3)-...-3.2.1 > 2%nlogn),
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Wieviele verschiedene Aufrufe haben wir hochstens? Also Aufrufe KW(W, ¢, d)?

o W CV < 2" Moglichkeiten.
e c,d < n Moglichkeiten, da Endpunkt immer gleich.

Also n - 21 = 2logn . gn — 90(n)
20(n) 1 1

Also bei 2%me9n) Aufrufen wie oben viele doppelt. Es ist ja =

28 (nlogn) 28(logn) - E — 0

(wobei n = n®*W) fiir ein € > 0 konstant.
Also: Vermeiden der doppelten Berechnung durch Merken (Tabellieren).
e{0,1}"
——
Dazu das Array T'[1...2"][1...n] of int mit der Interpretation: Fiir W C V mit b,v € W ist
T[W,v] = Liinge eines kiirzesten Weges VO———O b nur durch W.

Fiillen T[W,v] fiir |W| =1,2,...

1. [W|=1,dann v = b € W,T[{b},b] = 0 2. |W| = 2, dann T[W,b] = 0,T[W,v] = K(v,b),
wenn v # b

3. [W|=3,T[W,b] =0

T[W, v] ergibt sich aus:

l=o00,W =W\ {v}
for each u € Adj[v|nW{
I'=K(v,u) +T[W' u
if (I' <)
[=17
}
TW,v] =1

Also, das heifit:

TW,v] = Min{Q(v,uw) + TW' u]|]W =W\ {v},ue W}

T[W,v] = oo, wenn keine Kante VO———O U mit u € W.

Das Mitfithren des Weges durch II[W, v] = w,u vom Minimum erméglicht eine leichte Ermitt-
lung der Wege. Also, der Eintrag T[W, v] wird so gesetzt:

Setze (W, v){

1. if (v == b) {
TW, v] = 0;
IIfw, vl = u;

Dann insgesamt
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KW(V, a, b){

1. for i =1 ton {

2 foreach W C V, b € W, |W| = i{
3. for each v € Ww{

4 Setze(W, v);

HH

Dann enthélt TV, a] das Ergebnis. Weg ist ag = a,a; = [V, a],as = [V \ {a},a4],..

IV \A{aog,...,ai-2},a;1], . ..

Invariante fiir 1.

Nach dem [—ten Lauf ist 7;[W, v] korrekt fiir alle W mit |W| <.
Laufzeit: O(n? - 2"), da ein Lauf von Setze(W, v) in O(n) moglich ist.

Das hier verwendete Prinzip:

Mehr rekursive Aufrufe als Moglichkeiten = Tabellieren der Aufrufe heifit:
Dynamisches Programmieren (Auffiillen einer Tabelle, 1950er)

Wir beginnen einmal mit einer anderen Fallunterscheidung beim backtracking:

Minimum
& KW uo—ov
ohne Knoten n mit Knoten n
Uem=v Hier 3 Moglichkeiten
ohne n

n=u, no—o
n=v, Ue—a

n#u
Uo—=oNo—=3&/
n # \Y L 1

ohne n ohne n

W rekursiv weiter

LA =

Korrektheit: Ist u, v +n und ist ein kiirzester Weg UO——— OV ohne n, dann wird dieser
nach Induktionsvoraussetzung links gefunden. Erhalte jetzt jeder kiirzeste Weg UO——= OV

den Knoten n. Wird ein solcher unbedingt rechts gefunden? Nur dann, wenn die kiirzesten We-
ge UO =Oon, nO OV keinen weiteren gemeinsamen Knoten haben. Wenn sie

einen gemeinsamen Knoten w haben, so U o— W ot~ Y =OV.Da
dieser Weg kiirzer ist als jeder Weg ohne n, muss wo—=00—=ow ein Kreis der

Liange < 0 sein.
Betrachten wir also jetzt K : E — R, aber so, dass keine Kreise < 0 existieren.
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O
3

kiirzester Weg 1 O—=0O 3 ohne 4, Kosten 2
kiirzester Weg 1 O—>02—>O4 Kosten —2

kiirzester Weg 4 O—>02—>O 3 Kosten -2
und (2, 4,0, 2) Kreis der Kosten —6

Es ist giinstiger, die Fallunterscheidung nach den echten Zwischenknoten zu machen
die Zwischenknoten

Also Backtracking:

uo—oy
ohne Zwischen mit Zwischenknoten
knoten n n(u#n,v#n
Uo—=oV u o—\»o n,n °7°V
hne Zwischenknoti
onne cwischenknoten ohne Zwischenknoter\
Uo—s=ovy uo—»o o—»o v Uo—=o1l uo—o n—1] : nlo—’o n-1
n—-1n-1 ohne —Jo—>° ' n—1°—"7"°v
ohne ohne ohne n, n—1 n—1 n
n, n—1 n, n—1 n, n—
k o——o] Tiefe 1
ohne n
n—-1,n-2,

- |
nmitl bis Tiefe n!

Also rekursive Prozedur:

KW(u, v, i) fiir kiirzeste Wege UO———— OV ohne Zwischenknoten n,n — 1,n —1,...,n —
i+ 1. Kiirzester Weg ergibt sich durch KW (u, v, 0). Rekursionsanfang KW (u, v, n) gibt Kante
UO——OV. Wieviele verschiedene Aufrufe? O(n?)!

Also dynamisches Programmieren:
Tu, v, 1] = kiirzester Weg UO——— OV wobei Zwischenknoten C {1,...,7} (Also nicht unter
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i+1, ..., n.)
0. T[u,v,0] = K(u,v) fir alle u, v!
1. Tu,v,1] = Min{T[u, 1] + T'[1,v], T[u, v, 0]} fir alle u, v

n. Tlu,v,n] = Min{T[v,n,n — 1]+ T[n,v,n — 1], T[u,v,n — 1] fiir alle u,v
All pairs shortest path.

Algorithmus Floyd Warshall
G ohne Kreise j 0, V. = {1, ..., n}

1. Tlu, vl 0, Tlu, v] = K(u, v) fiir (u, v) € E
Tlu, vl = oo fiir u # v, (u, v) € E
2. for i = 1 to n{
for each (u, v) € V{ Alle geordneten Paare.
Tlu, v] = Min{T[u, v], Tlu, i] + T[i, v]}

Invariante: Nach [—tem Lauf der Schleife in 1. entsteht Tj[u, v] = Lénge eines kiirzesten Weges
UO— OV mit Zwischenknoten C {1,...,1}.

Wichtig: Keine negativen Kreise, denn in [+ 1-ter Runde gilt Tj[u, [+ 1]+ T;[l + 1, v] < Tj[u, v],
dann ist der Weg hinter Tj[u, [ 4+ 1] + T;[l + 1, v] ein einfacher!

UO—>O|+1—>OV

kiirzer als kiirzeste Wege UO——— OV ohne [ + 1, dann oben nicht

uO—>OW—>QI+1—> N oy

+1
da sonst K(UO————=O——>=0V) <0 sein miisste.
Erkennennegative Kreise: Immer gilt, also bei beliebiger Kostenfunktion, dass Floyd Warshall
die Kosten eines Weges von UO———— OV in T'[u, v] leitet. Dann T'[u, v] < 0 <= G hat Kreis
< 0.
Laufzeit: O(n?®) (Vergleiche Dijkstra O(|E|log|V|) oder O(|V'|?).)
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Am Anfang

0 3 oo oo -4
oo 0 oo 1 7
o 4 0 oo o©
2 oo -5 0 o
o oo oo 6 0

Bevor k auf 2 geht:

0 3 oo oo -4
o 0 oo 1 7
o 4 0 oo o©
2 5 -5 0 o
oo oo oo 6 0

Es ist Afi, j] = Min{A[i, j|, A[i, 1] + A[L, j]}

Direkte Wege.

Wege mit Zwischenkomponenten 1.

In 1 bevor k auf 3 geht:

Direkte Wege + Wege mit Zwischenknoten 1 + Wege mit Zwischenknoten 1, 2.
Nicht: mit 2 Zwischenknoten!

9 Fliisse in Netzwerken

G = (V, E) gerichtet, Kostenfunktion K : F — R=°. Hier nun K (u,v) = die Kapazitit von
(u, v). Stellen uns vor, (u, v) stellt eine Verbindung dar, durch die etwas flieit (Wasser, Strom,
Autos, ... ).

Dann besagt K (u,v) = 20 zum Beispiel

e < 20 Liter Wasser pro Sekunde
e < 10 produzierte Waren pro Tag ...
Definition 9.1 (Flussnetzwerk):

in Flussnetzwerk ist ein gerichteter Graph G = (V, E) mit K : VXV — R2% K (u,v) =
0 falls (u,v) € E.
AuBlerdem gibt es zwei ausgezeichnete Knoten

e s €V, Quelle (source)
o t €V, Ziel (target, sink)

\'%
Wir verlangen noch: Jeder Knoten v € V ist auf einem Weg SO———=O— O,
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Ziel: Ein moglichst starker Fluss pro Zeiteinheit von s nach ¢. Fluss durch UO——O0OV € F
ist f(u,v) € RT. Es muss fiir einen Fluss f gelten:

o f(u,v) < K(u,v)

e Was zu u hinflieBt, muss auch wegflieen (sofern u # s,u # t). Also

W,
/
Wk
dann > f(w;,u) = > (w,v;).

Prinzip: Methode der Erweiterungspfade (Ford - Fulkerson 1950er Jahre)
1. Beginne mit dem Fluss 0, f(u, v) = 0 fiir alle (u, v)
s=v, v, v, V= t
2. Suche einen Weg (Erweiterungspfad) O——O0—>0O - O——0O o
dass fiir alle f(v;, v;11) < K(vi,vi41).
3. Erhohe den Fluss entlang des Weges so weit es geht. Dann bei 2. weiter.
Wieso negative Fliisse?

/0/4

Fluss  Kapazitit

Weg (s, u, v, t) + 2

r—r

/2/4

Fluss  Kapazitit

Weg (s, v, t) + 1

v—r

/4/4

Fluss  Kapazitit
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kein Erweiterungspfad, aber

2]

Q

3/3 4/4

Fluss Kapazitit

A4

Fluss Kapa21tat

ist grofer!

Mit negativen Fliissen:

7]

Immer ist f(u,v) = —f(v,u).
Weg (s, v, u, t) + 1 gibt den minimalen Fluss.
Wir lassen auch f(u,v) < 0 zu.

Definition 9.2 (E):
n Fluss ist eine Funktion f: V x V — R mit
o f(u,v) < K(u,v) fir alle u, v (Kapazititsbedingung)
o f(u,v) =—f(v,u) fir alle u,v (Symmetrie)
e Fiir alle u # s,u # t gilt > f(u,v) =0 (Kirchhoffsches Gesetz)
Il = > f(s,v) ist der V\q};‘rfc von f.

veV
Problem: Maximaler Fluss | f].

e Immer ist f(u,u) = —f(u,u) =0, da K(u,u) =0, da nie (u,u) € E.

e Auch f(u,v) = f(v,u) =0, wenn (u,v), (v,u) € E. Denn es ist f(u,v) = —f(v,u), also
ein Wert > 0.

o Ist f(u,v) #0,s0 UO—>0OV € E oder VO——OU € E.

e Nicht sein kann 2/2 wegen f(u,v) = —f(v,u). Hier wiirden wir setzen

f(u,v) = f(v,0) = 0.
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Wir kénnen (miissen) kiirzen, aber =272 oder -2/0 geht.

Definition 9.3:

Gegeben ist das Flussnetzwerk G = (V, E) mit Kapazitit K : V x V — R=? und
ein zulédssiger Fluss f: V xV — R.

e Das Restnetzwerk Gy mit Restkapazitit Ky ist gegeben durch:
K¢ = (u,v) = K(u,v) — f(u,v) > 0,Ef = {(u,v)|Kf(u,v) > 0}. (Es ist
Ky¢(u,v) >0, da f(u,v) < K(u,v))

e Ein Erweiterungspfad von G und f ist ein einfacher Weg in G¢
s=V, v, A V=t

Die Restkapazitit von W ist Kp(W) = Min{K;(v;,v;y1)} (Nach Definition
gllt Kf(vi,viﬂ) > O))

Es ist Gy ein Flussnetzwerk und es ist g : V x V. — R mit g(v;,v;41) = Kp(W) > 0,
9(Vir1,v) = =Ky (W) = —G(v;,vi41), g(u,v) = 0 fiir (u,v) € W, ein zuléssiger Fluss auf
Gy - Ig) = K (W),

Tatséchlich gilt nun sogar:

Lemma 9.4:

Sei G, K, f Flussnetzwerk mit zuléssigem Fluss f. Sei Gy das Restnetzwerk. Sei g
irgendein zuléssiger Fluss auf Gy. Dann ist f + g Fluss auf G, |f + g| = |f] + |9g|-

Restnetzwerke zu vorangegangenem Netzwerk

2
S
3
2
S
2
1
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Kapazititen immer > 0

kein Erweiterungspfad.

Beweis 9.5:

Wir miissen also iiberlegen, dass f + g zuléssiger Fluss von G ist. Kapazitatsbedin-
gung: s ist g(u,v) < Ky(u,v) = K(u,v) — f(u,v).

Also (f + g)(u,v) = f(u,v) + g(u,v) < f(u,v) + K(u,v) — f(u,v) = K(u,v)
Symmetrie

(f+9)(u,v) = f(u,v) +g(u,v) = —f(v,u) — g(v,u) = —(f + g) (v, u) Kirchhoff: Sei
uwe V\{st}, dann 3 (f +g)(u,v) = 3 (f(u,v) + g(u,v))

veV veV

= > flu,v) + Y g(u,v) = 0.

veV ueV
SchlieBlich ist |f 4+ g| = > (f +9)(s,v) = |f| + |g].

veV

Algorithmus (Ford Fulkerson)

1. f(u,v) =0 fiir alle u,v € V

2. while Es gibt Weg SO——— 0Ot in G#{

3. W = ein Erweiterungspfad in G

4. g = Fluss in Gy mit g(u,v) = K;(W) fir alle UO———=0OV € W, wie oben
5.f=f+g}

Gib f als maximalen Fluss aus.

Definition 9.6:

Ein Schnitt eines Flussnetzwerkes G = (V| E) ist eine Partition S,7 von V, d.h.
V=SUTmitse SundteT.

e Kapazitiat von S,T, K(S,T)= >, K(u,v) mit K(u,v) >0,u€ S,veT

u€S,weT

e Ist f ein Fluss, soist f(S,7) = > f(u,v).

ueS,weT

Immer ist f(S,7) < K(S,T) und |f| = f({s},V \ {s}).
Ein Flussnetzwerk
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V1 1/2 1/3 1 12

sO—=O0—O0O O O—»Ot
Vi Vs A \y

S={sv,Vv}

T={v,v,t}

K(ST)=1+3+2=6

A

o—0 O—0 O0—0O
S ViV, Vg V4 ot

F(S,T)=1—-1+1-1+41=1 (Betrag des Flusses)

S, T in mehreren Stiicken — kein minimaler Schnitt.

Tatséchlich gilt sogar fiir jeden Schnitt S, T, dass f(S,T) = | f]

Induktion tiber |S|. |S| =1, dann S = {s}, dann gilt es. Sei |S| =1+ 1,v € S\ {s}, sei §' =
S\{0}. 7' = U{u}. Damn £(S.7) = f(8" T+ X Fluo)+ T f(v0) = £+ X fwv) = If|.

u€eS ueT
Also: Fiir jeden Schnitt |f| < K(S,T).
Also auch Max{|f||fFluss} < Min{K(S,T)|S,TSchnitt} Es gibt einen Fluss f*, der diese
obere Schranke erreicht, f* = Min{K(S,T)|S, T Schnitt} :

Satz 9.7 (Min-Cut-Maz-Flow):

Ist f ein zuldssiger Fluss in G. Aquivalent sind (1), (2) und (3).
(1) f ist maximaler Fluss.

(2) Gy hat keinen Erweiterungspfad.

(3) Es gibt einen Schnitt S, T, so dass |f| = K(S,T).

(Immer f(S,T) = [f|, K(S,T) = [f])

Beweis 9.8:

(1) — (2) gilt, da f maximal. Gélte (2) nicht, dann gélte auch (1) nicht. (2) —
(3) Setze S = {u € V| Es gibt Weg (s, u) in Gy}

T=V\S

Dann s € Sund t € T, da kein Erweiterungspfad nach (2). Also S, T ist ordentlicher
Schnitt. Fiir u € S;v € T gilt:

O = K¢(u,v) = K(u,v) — f(u,v)

Also K (u,v) = f(u,v).

Damn [f| = f(5,T) = > u € S;v € T)f(u,v) = Y u € S;v € T)K(u,v) =
K(S,T).

(3) — (1) gilt, da immer |f| < K(A, B).

Korrektheit von Ford-Fulkerson:

Invariante:

f1 ist zuldssiger Fluss Quintessenz: Am Ende ist f; maximaler Fluss (Mincut-max-flow).
Termination: f;(S,T") erhoht sich jedesmal.
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Laufzeit von Ford Fulkerson?
Bei ganzzahligen Kapazitiaten reicht O(|E| - |f*|), wobei f* ein maximaler Fluss ist. Rationale
Zahlen: Normieren!

Min. Schnitt = Max. Fluss

u
1/ 1/5
S ot
6/6
S ={s,u}T = {t}
K(S,T)=f(S,T)=7
u
2 3
SO—8>Ot

S = {s}.7 = {u 1}, K(S,T) =8
S={s,u}, T={t}, K(S,T) =11
| f| < 8. Vergleiche hierzu Seite 77
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10 Kombinatorische Suche und Rekursionsgleichungen

Bisher meistens Probleme in polynomieller Zeit (und damit auch Platz). Obwohl es exponentiell
viele mogliche Wege von u© Ov gibt, gelingt es mit Dijkstra oder Floyd-Warshall, einen
kiirzesten Weg systematisch aufzubauen, ohne alles zu durchsuchen. Das liegt daran, dass man
die richtige Wahl lokal erkennen kann. Bei Ford-Fulkerson haben wir prinzipiell unendlich viele
Fliisse, trotzdem konnen wir einen maximalen systematisch aufbauen, ohne blind durchzupro-
bieren. Dadurch erreichen wir polynomiale Zeit.

Jetzt: Probleme, bei denen man die Losung nicht mehr zielgeirchtet aufbauen kann, sondern
im Wesentlichen exponentiell viele Losungskandidaten durchsuchen muss. (Das bezeichnet man
als kombinatorische Suche.)

Zunichst: Aussagenlogische Probleme.

Aussagenlogische Probleme, wie zum Beispiel z Ay V (=((uA=(v A —z)) = y),zVy,z Ay, (xV
y) Az Vv —y).

Also wir haben eine Menge von aussagenlogischen Variablen zur Verfiigung, wie x, y, v, u, . ...
Formeln werden mittels der iiblichen aussagenlogischen Operationen A (und), v (oder, lat. vel),
-, (nicht), = (Implikation), < (Aquivalenz) aufgebaut.

Variablen stehen fiir die Wahrheitswerte 1 (= wahr) und 0 (= falsch). Die Implikation hat
folgende Bedeutung:

X y|X=>Yy
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

D.h., das Ergebnis ist nur dann falsch, wenn aus Wahrem Falsches folgen soll.

Die Aquivalenz & = y ist genau dann wahr, wenn z und y beide den gleichen Wahrheitswert
haben, also beide gleich 0 oder gleich 1 sind.

Damit ist z < y gleichbedeutend zu (z = y) A (y = z).

Ein Beispiel verdeutlicht die Relevanz der Aussagenlogik:

Worin besteht das Geheimnis Thres langen Lebens? Folgender Didtplan wird eingehalten:

e Falls es kein Bier zum Essen gibt, dann wird in jedem Fall Fisch gegessen.
e Falls aber Fisch, gibt es auch Bier, dann aber keinesfalls Eis
e Falls Eis oder auch kein Bier, dann gibts auch keinen Fisch

Dazu Aussagenlogik:

B = Bier beim Essen

F = Fisch
E = Eis
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Ausagenlogisch werden obige Aussagen nun zu:

-B=F
FAB=-F
EV-B = -F

Aussagenlogik erlaubt die direkte Darstellung von Wissen (Wissensreprésentation - ein eigenes
Fach). Wir wollen nun feststellen, was verzehrt wird:

B=1 B=0
wenn B=1
kﬁnnen_wir F— -E FAF
so vereinfachen E—~ -F
R Alle Regeln
sind wahr

Also: Immer Bier und falls Eis, dann kein Fisch. B A (E = —F).
Das ist gleichbedeutend zu B A (—=E V =F') und gleichbedeutend zu B A (—(E A F)).

Immer Bier, Eis und Fisch nicht zusammen.

Die Syntax der aussagenlogischen Formeln sollte soweit klar sein. Die Semantik (Bedeutung)
kann erst dann erklédrt werden, wenn die Variablen einen Wahrscheinlichkeitswert haben, d.h.
wir haben eine Abbildung a : Variablen — {0,1}, d.h. eine Belgung der Variablen mit Wahr-
heitswerten ist gegeben.

Dann ist a(F) = Wahrheitswert von von F' bei Belegung a.

Ist a(x) = a(y) = a(z) = 1, dann a(—z V —y) = 0,a(-x VvV -y Vz) = La(-x A (y V 2)) =0.
Fiir eine Formel F' der Art F' = G A =G gilt a(F) = 0 fiir jedes a, fir F'= GV -G ist a(F) =1
fiir jedes a.

Einige Bezeichnungen:

e [ ist erfiillbar, genau dann, wenn es eine Belgung a mit a(F) = 1 gibt.
e F ist unerfiillbar (widerspriichlich), genau dann wenn fiir alle a a(F') = 0 ist.
e [ ist tautologisch, genau dann, wenn fiir alle a a(F) = 1 ist.

Beachte: Ist F nicht tautologisch, so heifit das im Allgemeinen nicht, dass F' unerfiillbar ist.
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Algorithmus (Erfiillbarkeitsproblem)
Eingabe. I

1. Erzeuge hintereinander alle Belegungen a(0...0,0...1.0...10,...). Ermittle a(F). Ist
a(F) =1, return , F' erfiillbar duch a.“

2. return ,, I unerfiillbar.

Laufzeit:
Bei n Variablen O(2" - |F|), wobei |F| = Grofie von F ist.

Dabei muss F' in einer geeigneten Datenstruktur vorliegen. Wenn F' erfiillbar ist, kann die Zeit
wesentlich geringer sein! Reiner worst-case. Verbesserung durch backtracking:

Schrittweises Einsetzen der Belegung und Vereinfachen von F' (Davis-Putman-Prozedur, siehe
spéter).

Die Semantik einer Formel F' mit n Variablen lasst sich auch verstehen als eine Funktion
F:{0,1}" — {0,1}.

Frage: Wieviele derartigen Funktionen gibt es?

Jede derartige Funktion lésst sich in konjunktiver Normalform (KNF) darstellen. Auch in dis-
junktiver Normalform.

Konjunktive Normalform ist:

1V xe V oxg V xg) A (D Vo3V oxs)

Disjunktive Normalform ist:

(k1 ANza A3 Axy) V(g Axg Axg) A(mxp Azs A Axy) A

Im Prinzip reichen DNF oder KNF aus. Das heifit, ist /' : {0,1}" — {0, 1} eine boolsche Funk-
tion, so lasst dich F' als KNF oder auch DNF darstellen.

KNF: Wir gehen alle (by,...,b,) € {0,1}", fiir die F(by,...,b,) = 0 ist, durch.

Wir schreiben Klauseln nach folgendem Prinzip:

FO-0)=0—-x3VasV---Vuax,
F(110-0)=0— -z Va2 V--- V1,
Die Konjunktion dieser Klauseln gibt die Formel, die F' darstellt.
DNEF: Alle (by,...,b,) € {0,1}" fiir die F(by,...,b,) = 1 Klauseln analog oben:

F(0,0,...,0)=1— a3 A—za A= Ay
F(1,1,0...,0) =1 -z Azg A3 A ...y,

Beachte:
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Erfiillbarkeitsproblem bei KNF <= Jede (!) Klausel muss ein wahres Literal haben.
Erfiillbarkeitsproblem bei DNF <= Es gibt eine (!) Klausel, die wahr gemacht werden kann.
Erfiillbarkeitsproblem bei DNF leicht: Gibt es eine Klausel, die nicht x und -z enthélt.

Schwierig bei DNF:

Gibt es eine Belegung, so dass 0 rauskommt. Das ist nun wieder leicht bei KNF (Wieso?). Eine
weitere Einschrankung ist die k-KNF, k-DNF, k = 1,2, 3. - : Klauselgrofie (= # Literale)

< k pro Klausel.

1-KNF: 21 A —x9 A mx3 A ..

2-KNF: (21 V x9) A (21 V 23) A (mxq V 24) A (21 V 227) x1 V —xp - tautologische Klausel,
immer wahr, eigentlich unnotig

3-KNF: (z1 Vaa Vag) A(—xe Vag) Axp A ..

Eine unerfiillbare 1-KNF ist 1 A -1,

eine unerfiillbare 2-KNF (21 V x9) A (1 V 22) A (21 V 229) A (mx1 V —122)

Interessant ist, dass sich unerfiillbare Formeln auch durch geeignete Darstellung mathemati-
scher Aussagen ergeben konnen. Betrachten wir den Satz:

Ist f:{1,...,n} — {1,...,n} injektive Abbildung, dann auch surjektiv. Dazu nehmen wir n?
viele Variablen. Diese stellen wir uns so vor:

T11,212,21,3,---L1n
To1, .-

ey Tnm

Jede Belegung a der Variablen entspricht einer Menge von Paaren M :

a(xm) =1 (Z,j) e M.

Eine Abbilding ist eine spezielle Menge von Paaren. Wir bekommen eine widerspriichliche For-
mel nach folgendem Prinzip:

1. a stellt eine Abbildung dar
A

2. a ist eine injektive Abbildung
A\

3. a ist nicht surjektive Abbildung

(xl,l V x1,2 VeV xlyn) )

A

(X1 V@22 V-V Xay) Jedem Element aus 1,-,n
A ist eines zugeordnet,

. n Klauseln

A

(X1 V Tpa V-V an,)

Ve
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S_‘xl,l Vozyo) A (2 Varg) A A(mxy 1 VX ,)

J

1 ist hochstens 1 Element zugeordnet, (Z) Klauseln

Ebenso fiir 2,...,n.
Damit haben wir gezeigt, dass a eine Abbildung ist.

Eﬁﬂh,l Vo) A (7210 Vagg) Az Voxg ) Ao A (021 VT )

1 wird hochstens von einem Element getroffen.

Ebenso fiir 2,...,n.
Haben jetzt: a injektive Abbildung

)

VAN

((mz10 ANzog ATza Ao Ay 1)
V

(_LILQ A T22. .- )

vV
(_'mlm A A _‘:L‘n,n)

/

a nicht surjektiv

Im Falle des Erfiillungsproblems fiir KNF ldsst sich der Backtracking-Algorithmus etwas ver-
bessern. Dazu eine Bezeichnung: F,_; = x auf 1 setzen und F' vereinfachen.
= Klauseln mit x 16schen (da wahr); in Klauseln mit -z das —x 16schen (da es falsch ist)

Analog F,—,.
Es gilt F' erfiillbar <= F,_, oder F,_g erfiillbar.

Der Backtracking-Algorithmus fiir KNF fithrt zur Davis-Putman-Prozedur, die so aussieht:

Algorithmus (Davis-Putman)

Eingabe: F in KNF, Variablen z4,...x,
Array all,...,n] of boolean //Fiir die Belegung

DP(F){
1. if F offensichtlich wahr // leere Formel
return ,F erfiillbar, // ohne Klausel
2. if F offensichtlich unerfiillbar
return ,, unerfiillbar,, // Enthélt leere Klausel

oder Klausel x und = x
3. Wihle eine Variable x von F geméf einer Heuristik.
Wihle (by, by) mit by, by = 0 oder b;=0, be=1
4. H:=F—=x=by; a[x]:=by;
if (DP(H) == ,,H) erfiillbar,,

117



return ,,F erfiillbar,,
5. Hi=F—=x=Dby; a[x]:=by
// Nur, wenn in 4. ,unerfiillbar,,
return DP(H)}

Ist DP(F) = ,F erfiillbar, so ist in a die gefundene erfiillende Belegung.
Korrektheit:
Induktiv iiber die #Variablen in F', wobei das a noch einzubauen ist.

Algorithmus (Pure literal rule, unit clause rule)

In die einfache Davis-Putman-Prozedur wurden noch folgedne Heuristiken in 3. eingebaut:

e Pure literal rule (x ist ein ,,pures Literal)
if es gibt ein x in F, so dass —z nicht in F{
H := F|z = 1,a[z] := 1; return DP(H);}
if -2 in F aber z nicht in f{
H := Flz = 0;a[z] = 0; return DP(H); // Hier kein Backtracking

e Unit clause rule
if es gibt eine Einerklausel (z) in F{
H :=F <z = 1;a[z] := 1; return DP(H);}
if (—x) in F{
H := Flz = 0;a[z] = 0; return DP(H);}// kein Backtracking

Erst danach geht das normale 3. des Davis-Putman-Algorithmus weiter.
Korrektheit:

e Pure literal: Es ist F,—; C F', heifit jede Klausel in F},_; tritt auch in I’ auf. Damit gilt:
F,_, erfiillbar < F erfiillbar
F,—, unerfillbar <= F' unerfiillbar
(wegen F,—y C F)
Also F,_; erfiillbar <= F’ erfiillbar, backtracking nicht nétig.

e Unit clause: F,—, ist offensichtlich unerfiillbar,1 wegen leerer Klausel, also kein back-
tracking notig.

Laufzeit: Prozedurbaum

F
/\ b=1&1-b=0
b = 0 @ l—b = 1
F x=b, F et
F b y=b, Fixb,, y=1-b,
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Sei T(n) = maximale #Blétter bei F' mit n Variablen, dann gilt:

Tn)<Tn-1)+T(n-1) firn>1
(1) =2.

Dann das ,neue T(n)“(> ,altes T(n)“)
Tn)=Tmn—-1)+T(n—-1)firn>1
T1)=2

Hier sieht man direkt 7'(n) = 2".

Eine allgemeine Methode lauft so:
Machen wir den Ansatz (=eine Annahme), dass T'(n) = 2" fiir ein o > 1 ist. Dann muss fur
n>1a"=a"1+a" ! =2a"" sein. Also teilen wir durch o :

a=1+1=2.
Muss durch Induktion verifiziert werden, da der Ansatz nicht stimmen muss.

Damit Laufzeit:
O((2" —1+2") - |F|) =0(2" - |F|), F ... Zeit fiirs Einsetzen

Also: Obwohl backtracking ganze Stiicke des Losungsraums, also der Menge {0, 1}" rausschnei-
det, konnen wir zunéchst nichts Besseres als beim einfachen Durchgehen aller Belegungen zei-
gen.

Bei k-KNF’s fiir ein festes k lisst sich der Davis-Putman-Ansatz verbessern. Interessant ist,
dass in gewissem Sinne k=3 reicht (konkret beim Erfiillbarkeitsproblem). Damit Laufzeit:

Satz 10.1:

Sei F' eine beliebige aussagenlogische Formel. Wir koénnen zu F' eine 3-KNF G
konstruieren mit:

o [ erfiillbar <= G erfiillbar (F, G erfiillbarkeitséquivalent)

e Die Konstruktion ldsst sich in der Zeit O(|F|) implementieren.
(Insbesondere |G| = O(|F)))

Beachte:

Durch Ausmultiplizieren lédsst sich jedes F' in ein dquivalentes F' in KNF transformieren. Aber

e Exponentielle Vergroflerung ist moglich.

e keine 3-KNF
Beweis 10.2 (des Satzes):

Am Beispiel wird eigentlich alles klar. Der Trick besteht in der Einfiirhung neuer
Variablen!
F=(@n(z<y)V-y)
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Schreiben F' als Baum: Variablen = Blétter, Operationen = innere Knoten

Ny, Ny, N3, Ny : neue Variablen, fiir jeden inneren Knoten eine neue Variable
Idee: N; = Wert an den Knoten, bei gegebener Belegung der alten Variablen x, y.

Das driickt £’ aus:
F' = (N1 <~ (I = y)) A (NQ ~ (l’ A Nl)) VAN (Ng <~ _|’y) VAN <H4 ~ <N3 V NQ)) Es ist
F’ immer erfiillbar. Brauchen nur die /V; von unten noch eben zu setzen.

Aber:

F — F" A\ Ny, Ny... Variable der Wurzel

erfordert, dass alle N —i richtig und N, = 1 ist. Es gilt: Ist a(F") = 1, so kénnen wir
eine Belegung b konstruieren, in der die b(\N — i) richtig stehen, so dass b(F") = 1
ist. Ist andererseits b(F") = 1, so b(NN,) = 1 und eine kleine Uberlegung zeigt uns,
dass die b(x), b(x) eine erfiillende Belegug von F' sind.

3-KNF ist geméB Prinzip auf Seite ?? zu bekommen. Anwendung auf die Aquiva-
lenzen.

Frage: Warum kann man so keine 2-KNF bekommen?

Davis-Putman basiert auf dem Prinzip F' erfiillbar <= Fj,— oderF,_ erfiillbar. (Verzweigen
nach dem Wert von x) Haben wir eine 3-KNF, etwa F' = --- A (x V -y V 2) A..., dann ist F
erfiilllbar, gdw. Fj,—; oder Fj,—y oder F,_; erfiillbar (Verzweigen nach der Klausel).

Ein backtracking-Algorithmus nach diesem Muster fiithrt zu einer Aufrufstruktur der Art

/T\ Tiefe n

ym N f = 3"Blitter (?!)
/N S N
Aber es gilt auch: F' erfiillbar <= Fj,—, erfiillbar oder Fj,—y,—o erfiillbar oder F,_o,—1 .1

erfiillbar.
Damit Aufrufstruktur im backtracking:
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Sei wieder T'(n) := maximale # Blitter bei b Variablen, dann gilt:

T(n)>Tn—1)+ (T'(n—1)+T(n — 3) fir n > ng,n, eine Konstante T'(n) < d = O(1) fiir
n < ng. Was ist das?

Losen T'(n) =T(n—1)+T(n—2)+T(n — 3).

Ansatz: T(n) = c- " fiir alle n groB genug. Dabb ¢ - a" = ¢ " ! 4¢c-a"? + ¢ a" 3,
alsoa® = a® + a + 1.

Wir zeigen: Fiir @ > 0 mita® = o® + a + 1 gilt T'(n) = O(a™).

Ist n > ng, dann T'(n) < d - " fiir geeignete Konstante d, da a > 0! Sei n > ny.

Dann:
Tn)=Tmn-1)+Tnh-2)+T(n-3)<d-a"'+d-an—2+d-a"®
=a nach Wahla
——~
=d(a" 3. (®+a+1))
=d-a"=0(a").

Genauso T'(n) = Q(a™). Da sie angegebene Argumentation fiir jedes(!) a > 0 mit o® = o?+a+1
gilt, darf es nur ein solches o geben! Es gibt ein solches o < 1.8393.
Dann ergibt sich, dass die Laufzeit O(|F| - 1.8393") ist, da die inneren Knoten durch den kon-

stanten Faktor mit erfasst werden konnen.
Frage: Wie genau geht das?

Bevor wir weiter verbessern, diskutieren wir, was derartige Verbesserungen bringen. Zunéchst
ist der exponentielle Teil maBgeblich (zumindest fiir die Asymptotik (n gro8) der Theorie):

Es ist fiir ¢ > 1 konstant und € > 0 konstant (klein) und k konstant (grof) n*-c* <(+9n sofern
n grofl genug ist, denn ™ > %" = nk fiir ¢ > 0 konstant und n grof genug (frither schon

gezeigt).
Haben wir jetzt zwei Algorithmen
o Ay Zeit 2"
o Ay Zeit 22 = (v2)" = (1.4...)"
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fiir dasselbe Problem. Betrachten wir eine vorgegebene Zeit x (fest). Mit A; konnen wir alle
Eingaben der Grole n mit 2" < x, d.h. n < logsx in Zeit x sicher bearbeiten. Mit Ay dagegen
alle mit 227 < x, d.h. n < 2 -logs, also Vergroflerung um einen konstanten Faktor! Lassen
wir dagegen A; auf einem neuen Rechner laufen, auf dem jede Instruktion 10-mal so schnell
ablauft, so % 2" <z, d.h. n <loge10x + log210 nur die Addition einer Konstanten.

Fazit:

Bei exponentiellen Algorithmen schlédgt eine VergrofSerung der Rechengeschwindigkeit weniger
durch als eine Verbesserung dr Konstante ¢ in ¢ der Laufzeit.

Aufgabe:

Fiihren Sie die Betrachtung des schnelleren Rechners fiir polynomielle Laufzeiten n* durch.
Haben wir das literal  pur in F' (d.h. a ist nicht dabei), so reicht es, Fj.—; zu betrachten.
Analoges gilt, wenn wir mehrere Variablen gleichzeitig ersetzen. Betrachten wir die Variablen
Ty, ..., 7, und Wahrheitswerte 0y, ..., b fiir diese Variablen und gilt H = Fl; 1 2y—bo,... 0=t ©

F, d.h. jede Klausel C' von H ist schon in F', d.h., wenn das Setzen von einem xz; = b; wahr
wird, so gilt

F erfullbar <= H erfiillbar

wie beim Korrektheitsbeweis der pure literal rule. Kein backtracking notig!

Wir sagen, die Belegung x; = by, ...,z = by, ist autark fiir F. Etwa F = (21 V Zo V 23) A (22 V
T3V x4) A G, G ohne x3, 1, Ts.

Dann Fj;,—02,-025=0 C F', also 1 = 0,22 = 0,23 = 0 autark fiir /. (In G fallen hochstens
Klauseln weg.)

Algorithmus (Monien, Speckenmeyer)

1. if F offensichtlich wahr return ,erfiillt,

2. if F offensichtlich unerfiillbar return ,unerfiillbar,

3. Wahle eine kleinste Klausel C,

C=lyV---VI, in F //l; Literal, x oder — x

4. Betrachte die Belegungen Iy =1,[1=0,lb=1,...[; =0,l=0,...,l;=1

5. if (eine der Belegungen autark in F){

b := eine autarke Belegung; return MoSP(Fj)}

6. Teste = MoSP(F;) fiir i=1, ..., s // Hier ist keine der
und F; jeweils durch Setzen einer der // Belegungen autark
obigen Belegungen; return ,erfiillbar,, wenn ein Aufruf
.erfillbar, ergibt, ,unerfiillbar, sonst.

Wir beschrinken uns bei der Analyse der Laufzeit auf den 3-KNF-Fall. Sei wieder T'(n) = #
Blatter bei kleinster Klausel mit 3 Literalen und 7"(n) = # Blatter bei kleinster Klausel mit
< 2 Literalen.

122



Fiir T'(n) gilt:

T(n) <T(n—1) (Autarke Belegung gefunden, minestens 1 Variable weniger)
T(n) <T'(n—1)+T'(n—2)+T'(n—3) (Keine autarke Belegung gefunden, dann aber Klauseln
der Grofe < 2, Algorithmus nimmt immer die kleinste Klausel)

Ebenso bekommen wir T'(n) < T'(n — 1)
T'(n) <T'(n—1)+T'(n—2) (Haben < 2er Klausel ohne autarke Belegung)

Zewcks Verschwinden des <-Zeichens neue 7'(n),T'(n) < die alten T'(n), T"(n).

(n) = d fiir n < ng, d Konstante

(n) =Max{T'(n—1),T"(n—1)+T'(n—2)+T"(n—3)} fiir n > ny
'(n) = d fiir n < ng, d Konstante

'(n) =Max{T(n—1),T"(n—1)+T'(n —2)}

NNHEH

Zunichst miissen wir das Maximum loswerden. Dazu zeigen wir, dass fiir S(n) = d fiir n < ng

S(n)=5(n-1)+95(n—2)+ 5(n—3) fiir n > np,S"(n) =d firn <ny
S'(n) =5"(n—1)+ S"(n — 2) fur n > ng gilt, dass T'(n) < S(n),T"(n) < S'(n).

Ind.-Anfang v/

Induktionsschluss

T'(n) =Max{T"(n—1)+T"(n—2)+T'(n — 3)} < Ind.-Voraussetzung
Max{S(n —1),5'(n—1)+ S (n—2)+ S (n—3)}
< Monotonie
S'n—1)+S5(n—-2)+5(n-3)}=5(n).
T'(n) =Max{T(n—1),T"(n—1)+T'(n — 2)
< Ind.-Voraussetzung
Max{S(n —1),5(n—1)+ S (n—2)}
=5'(n—1)
= Max{S'(n —2) + S'(n—3)+5'(n—4), S (n— 1)+ §'(n — 2)}
= Monotonie
S'(n—1)+ 5 (n—2)=5"(n).

Der Rekursionsbaum fiir S(n) hat nun folgende Struktur:
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S’(n-3)

Ansatz: S'(n) =", 0" '+ a" P = a’=a+1
Sei a > 0 Losung der Gleichung, dann S’(n) = O(a™).

Ind.-Anfanfang: n < ng V dydy > 0.
Induktionsschluss:
S'(n+1)=5(n)+S(n—-1)
Induktionsvoraussetzung
<dy-a"+c-a™?

Wahl von «

=c-a" Ha+1)

=c. O/L—l . 042

=c- " = O(am ™).

Dann auch S(n) = O(a™) und Laufzeit von Monien-Speckenmayer ist O(a™ - |F|). Fir F in
3-KNF ist |F| < (2n)3, also Zeit O(a!*97) fiir n grof genug. Es ist o < 1.681.

Die Rekursionsgleichung von S’(n) ist wichtig.

Definition 10.3:

Die Zahlen (F),),>o mit Fo =1, Fy =1,..., F, = F,_1 + F,_, fiir alle n > 2 heilen
Fibonacci-Zahlen.
Es ist F, = O(1.681").

Verwandt mit dem Erfiillbarkeitsproblem ist das Max-Sat- und das Max-k-Sat-Problem. Dort
hat man als Eingabe eine Formel F' = C; A --- A (), in KNF und sucht eine Belegung, so
dass [{i|a(C) = 1}| maximal ist. Fiir das Max-Ek-Sat-Problem, d.h. jede Klausel besteht aus k
verschiedenen Literalen, hat man folgenden Zusammenhang.
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Satz 10.4:

Seim=#F=C,AN---NC,,
Formel geméf Max-Ek-Sat. (C; = C} ist zugelassen.) Es gibt eine Belegung a, so
dass [{jla(Cy) = 1} = (1 — ) - m.

Beweis 10.5:

Eine feste Klausel C' C {CY, ..., C,,} wird von wievielen Belegungen falsch gemacht?
2n=k n = 4 Variablen, denn die k Literale der Klausel miissen alle auf 0 stehen.
Also haben wir folgende Situation vorliegen:

Zeilenweise Summation ergibt:
m 2" (1= 3) <37 {ailai(C)) = 1}| = # der * insgesamt.

Spaltenweise Summation ergibt:
Z?:1 {jla;(C;) = 1}| = # der * insgesamt, > 2" - (m - (1 — 2%))

Da wir 2" Summanden haben, muss es ein a; geben mit |[{j]a;(C;) =1} <m- (1 —

%)
Wie findet man eine Belegung, so dass {j|a(C;) = 1} maximal ist? Letztlich durch Ausprobie-
ren, sofern k > 2, also Zeit O(|F| - 2"). (Fiir k = 2 geht es in O(c") fiir ein ¢ < 2.)

Wir haben also 2 ungleiche Briider:

2-Sat: polynomiale Zeit
Max-2-Sat: nur exponentielle Algorithmen vermutet

Vergleiche bei Graphen mit Kantenldngen > 0 : kiirzester Weg polynomial, léngster kreisfreier

Weg nur exponentiell bekannt.
auch 2-farbbar: poly
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3-farbbar: nur exponentiell

Ein dhnliches Phéomen liefert das Problem des maximalen Schnittes:

Fiir einen Graphen G = (V| E) ist ein Paar (S, .52) mit (S; U Sy = V) ein Schnitt (51 NSy =
D,5 USy = V). Eine Kante {v,w},v # w,liegt im Schnitt (S;,S52), genau dann, wenn
v € S, w € Sy (oder auch umgekehrt).

Es gilt: G 2-farbbar <= Es gibt einen Schnitt, so dass jede Kante in diesem Schnitt liegt.
Beim Problem des maximalen Schnittes geht es darum, einen Schnitt (57, S3) zu finden, so dass
l{e € Ele liegt in (57, 52)}| maximal ist. Wie beim Max-Ek-Sat gilt:

Satz 10.6:

zu G = (V, F) gibt es einen Schnitt (S, .S2) so, dass [{e € E|e in (57, S2)} > @

Beweis: Ubungsaufgabe.

Algorithmus

(findet den Scnitt, in dem > % Kanten liegen)

Eingabe: G = (V, E),V{1,...,n}

1. for v=1 to n{
2. if Knoten v hat mehr direkte Nachbarn in S, als in Si{
S1 =851 U{v}; break;
}

3. Sy =85 U{v}}

Laufzeit: O(n?), S, Sy als boolsches Array

Wieviele Kanten liegen im Schnitt (Sy,Ss)?

Invariante:

Nach dem j-ten Lauf gilt: Von den Kanten v,w € E mit v,w € S;; U S, ; liegt mindestens die
Hiélfte im Schnitt (S;;,.S2,;). Dann folgt die Korrektheit. So findet man aber nicht immer einen
Schnitt mit einer maximalen Anzahl Kanten.

Frage: Beispiel dafiir.

Das Problem minimaler Schnitt dagegen fragt nach einem Schnitt (Si,S2), so dass |[{e €
Ele in (S1, S2)}| minimal ist. Dieses Problem l6st Ford-Fulkerson in polynomialer Zeit.

Frage: Wie? ~ Ubungsaufgabe.
Fiir den maximalen Schnitt ist ein solcher Algorithmus nicht bekannt. Wir haben also wieder:
Minimaler Schnitt: polynomial

Maximaler Schnitt: nur exponentiell bekannt
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Die eben betrachteten Probleme sind kombinatorische Optimierungsprobleme. Deren bekann-
testes ist das Problem des Handlungsreisenden T'SP- Travelling Salesperson
Definition 10.7 (T'SP, Problem des Handlungsreisenden):

gegeben: gerichteter, gewichteter Graph
gesucht: eine Rundreise (einfacher Kreis) mit folgenden Kriterien:

e cnthilt alle Knoten

e Summe der Kosten der betretenen Kanten minimal

Der Graph ist durch eine Distanzmatrix gegeben. (co < keine Kante). Etwa M = (M (u,v)),1 <
u,v <4

1 <wuw< g Zeile
co 10 15 20 1
5 oo 9 10 2
M= 6 13 oo 12 3
8 8 9 4
Spalte 1 2 3 4

Die Kosten der Rundreise R = (1,2, 3,4, 1) sind K(R) = M(1,2)+M(2,3)+M(3,4)+M(4,1) =
10+9+12+8=239 Fiir R =(1,2,4,3,1) ist K(R') = 35 Ist das minimal?

1. Versuch:

Knoten 1 festhalten, alle (n—1)! Permutationen auf 2, . ..n aufzéihlen, jeweils Kosten ermitteln.
Zeit:

n..n
Q((n—1)!-n)=Q(n!) > {(5})(5)
no (logn) -1
_ ((logn)*l)~§ _ 2 2 n _ QQ(logn)-n >> 2n
Beachte:
n" = 2(logn)‘n7 n! > 2109;*1.717 nl < n"
2. Versuch:

Greedy. Gehe zum jeweils néchsten Knoten, der noch nicht vorkommt (analog Prim). Im
Beispiel mit Startknoten 1 R = (1,2,3,4,1), K(R) = 39 nicht optimal. Mit Startknoten 4
R =(4,2,1,3,4), K(R') = 35 optimal.

Aber: Greedy geht es zwingend in die Irre.

1019 .59

5 Greedy
2I><5:l2 (2,3,4,1,2) Kosten = 105
4971793 (34,1,2,3) Kosten = 105
(4,3,2,1,4) Kosten = 105
(1,4,3,2,1) Kosten = 105
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Immer ist 10<——02 dabei. Optimal ist (1,4,2,3,1) mit Kosten von 14. Hier ist 40——02
nicht greedy, sondern mit Voraussicht(!) gewéhlt. Tatséchlich sind fiir TSP nur Exponential-
zeitalgorithmen bekannt.

Weiter fiihrt unser backtracking. Wir verzweigen nach dem Vorkommen einer Kante in der
Rundreise. Das ist korrekt, denn: Entweder eine optimale Rundreise enthilt diese Kante 4 O
oder eben nicht.

02

Gehen wir auf unser Beispiel von Seite 7?7 Wir haben die aktuelle Matrix

oo 10 15 20
5 oo 9 10
M= 6 13 oo 12
8§ 8 9 o

Wahlen wir jetzt zum Beispiel die Kante 20———0 3, dann gilt:
e keine Kante uO——=03 | u # 2 muss noch betrachtet werden

e keine 20——0vVv v # 3

e nicht 30 02

Das heif3t, wir suchen eine optimale Reise in

oo 10 oo 20
co oo 9 o©
6 oo oo 12
8 00 o0 ™

M =

Alle nicht mehr benéttigten Kanten stehen auf co. Ist dagegen 20 O 3 nicht gewé&hlt, dann

oo 10 15 20
5 oo oo 10

! __
M= 6 13 oo 12
8 8 9
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M aus unserem Beispiel
nicht (2, 3)
M’ von oben M’ von oben
(1, 4) nicht (1, 4)
0o oo oo 20 oo 10 oo oo
o oo 9 o o oo 9 o
6 oo 00 o0 6 oo oo o0
oo 8 o0 o oo 8 o0 o
3,2 Nicht (3, 2
Rundreise gefunden. .2 toht 3,2
Kosten = 43
| 0 10 oo
Rundreise < oo . 00 00 00 00
<= pro Zeile : 6 oo oo 12
und Spalte genau 8 8 oo ™
ein Wert < oo keine Rundreise < oo
mehr moglich

Algorithmus (Backtracking fiir TSP)

Eingabe: M=(M(u,v)), 1 < u,v < n Ausgabe: Eine optimale Rundreise dargstellt als Modifika-
tion von M.

1. if M stellt Rundreise dar
return (M, Kosten von M)
2. if M hat keine Rundreise < o0
return (M, o0) // Etwa eine Zeile voller oo,
// eine Spalte voller oo
3. Wahle (u,v), u#v mit M(u,v) < oo,
wobei in Zeile von u oder Spalte von v mindestens ein Wert # oo
4. M’:=M modifiziert, so dass UO——>0OV gewahlt
//vgl. Seite 77
. M’’:= M modifiziert, dass M(u,v) = o0
. Filhre TSP(M’) aus
Fihre TSP(M’’) aus
7. Vergleiche die Kosten;
return (M, K), wobei M die Rundreise der kleineren Kosten ist.

> O
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Korrektheit:

Induktion iiber die # Eintréige in M = oo (nimmt jedesmal zu). Zeit zunichst O(2""~1), 2nn=1) =

Verbesserung des backtracking durch branch-and-bound.

Dazu:

Fiir Matrix M(=Knoten im Baum): S(M) = untere(!) Schranke an die Kosten aller Rundreisen
zu M, d.h. S(M) < Kosten aller Rundreisen unter M im Baum.

Prinzip: Haben wir eine Rundreise der Kosten K gefunden, dann keine Auswertung (Expansion)
der Kosten M auf S(M) > K mehr.

Allgemein ist es immer so:

S(k) untere Schranke bei Minimierungsproblemen

S(k) obere Schranke bei Maximierungsproblemen (etwa Max-k-Sat),

wobei £ Knoten im backtracking-Baum.

Es folgen vier konkrete S(M)s fiir unser TSP-Backtracking:

1. S1(M) = minimale Kosten einer Rundreise unter M. (Das ist die beste (d.h. grofite)
Schranke, aber nicht polynomial zu ermitteln)

2. Sy(M) = Summe der Kosten der bei M gewéhlten Kanten.
Ist untere Schranke bei M (u,v) > 0 (Das kénnen wir aber hier annehmen, im Unterschied
zu den kiirzesten Wegen (Wieso?))
Ist M = Wurzel des backtracking-Baumes, dann im allgemeinen Sy(M) = 0, sofern nicht
M = (ocooooomoooo) oder analog fiir Spalte.

3. S5(M) =12- ZMin{M(u,v) + M (v, 00)|u,v € V} (jedesmal das Minimum, um durch

den Knoten v zu gehen) Wieso ist So(M) untere Schranke?

Sei R eine Rundreise unter k. Dann gilt:

K(R) (R: (1,7}1,Un_1,1))

= M(]_,Ul) + M(Ul,vg) =+ 4 M(Un_l, ]_)

= %(M(l, v1) + M(vy,v9) + -+ M(vy_1,1) -+ M(vy—1,1) + M(v,-1, 1))
shift nur 1 nach rechts.

= 2(M(vy-1,1) + M(1,0) + M(1,01) + M(v1,v2) + M(vy,v2) + M (va, v3) +
s M (Upa, V) + M(voy, 1) > 122 ) Min{ M (u, v) + M (v, w)|u,w € V}

Also ist S5(M) korrekte Schranke. Es ist S35(M) = oo <= Eine Zeile oder Spalte voller
0o. (Ebenso fiir Sy(M)).
Betrachten wir M von Seite 7?7 Wir ermitteln Sy(M).

1

v=l 5410 20— 0t 02

v=2 845 4o—>c>2—>o 1

v=3 946 20——03 01 oder 40——03— 01
4 4

v=4 1048 20——0——01 oder 20——0———-02
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1
Also S3(M) = 3 61 = 30, 5.

Wegen ganzzahliger Kosten sogar S3(M) > 31.
Also heiit das K(R) > 31 fiir jede Reise R.
Ist 20————03 bei M gewihlt, dann

1

5 10 0o 20\ V=1 610 3o———07—=02

M — oo o 9 o© v=2 849 4O—>o—>2 o3
N 6 12

q C;O z v=3 946 20— 03 01

v=4 1248 3O—>O4—>02 oder 3O—>O4—>Ol

1
S3(M') = 5(16 + 174 15+ 20) = 34 wogegen Sy(M') = 9.

. Betrachten wir eine allgemeine Matrix M = (M (u,v))i1<yv<n - - - alle Eintrége > 0!
Ist R eine Rundreise zu M, dann ergeben sich die Kosten von R als K(R) = z1+ 22+ -+
Zn, Wobel z,, geeignete Werte aus Zeile n darstellt, alternativ ist K(R) = s1+Sa+- -+ sy,

wobei s,, einen geeigneten Wert aus Spalte n darstellt. Dann gilt
Sy(M) = Min{M(1,1),M(1,2),...,M(1,n)} + min{M(2,1), M (2,2),...,M(2,n)} +

_|_

Min{M (n,1),M(n,2),..., M(n,n)} nimmt aus jeder Zeile den kleinsten Wert. Ist kor-
rekte Schranke. Wenn jetzt noch nicht alle Spalten vorkommen, kénnen wir noch besser
werden. Und zwar so: Sei also fiir 1 <u <n

M, = Min{M (u, 1), M(u,2),... M(u,n)} = kleinster Wert der Zeile n. Wir setzen

M(l,]_) —M1 M(l,n) —M1
M: M(2,1)—M2 M(Q,TL)—MQ
M(n,1)—M, ... M(n,n)—M,

Alles > 0. Pro Zeile ein Eintrag = 0.

Es gilt fiir jede Rundreise R zu M, Ky (R) = Ky (R) + Sy(M) > Sy(M). mit Ky =
Kosten in M und K, = Kosten in M, in M alles > 0.

Ist in M in jeder Spalte eine 0, so S}(M) = die minimalen Kosten einer Rundreise. Ist
das nicht der Fall, iterieren wir den Schritt mit den Spalten von M,,.

Ist also .
Spalte von M

Su = Min{}\Z(L w), M(2,u),..., M(n, ui}, dann
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M(1,1) =S, ... M(1,n)—S,
2 M@, 1)=S; ... M2,n)—S,
N — (2,1) =5 . (2,n)
M(n,1)= S, ... M(n,n)—25S,

Alles > 0. Pro Spalte eine 0, pro Zeile eine 0.
Fiir jede Rundreise R durch M gilt Ky (R) = K¢ (R) 4+ 51 + -+ + S, Also haben wir

insgesamt:
ausm
——N—
Ku(R) = Ky(R)+ My + -+ M, = K¢ (R) + S+ + Sy + My + -+ M, > My +
au;M

4 M, + S+ -+ S,. (in M alles > 0)
Wir definieren offiziell:
Sy(M) =M, +---+M,+ 5 +...5,
Aufgabe:
S1(M) > Sy (M) > S3(M) > So(M). (S4(M) > S3(M) ist nicht ganz so offensichtlich.)

20
10
12
00

M1:10,M2:5 M3:6 M4:8

)
~ 0 oo 4 5
M= 0 7 oo 6
0 0 1 o0

SI—O SQ O,Sg 1,8

In unserem Eingangsbeispiel von 77

M =

0 o ot R
© 58S
© 8 ©H

=~

oo 0 4 10

A 0 oo 3 0

M = 0 7 oo 1

0 0 0 o
AISOS4(M) =35> Sg(M) = 31.

Die Schranken lassen sich fiir jede Durchlaufreihenfolge des backtracking-Baumes zum Raus-
schneidem weiterer Teile verwenden.

Algorithmus (Offizielles branch-and-bound)

Frot des aktuellen Teils des backtracking-Baumes im Heap geordnet nach S(M) (S(M) = die
verwendete Schranke).

Immer an dem M mit S(M) minimal weitermachen. Minimale gefundene Rundreise vermerken.
Anhalten, wenn S(M) > Kosten der minimalen Reise fiir S(M) minimal im Heap.

Offizielles Branch-and-Bound mit Beispiel von Seite 7?7 und Schranke Sy.
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oo 10 15 20
5 oo 9 10
6 13 oo 12
8§ 8 9 o0

Schranke = 35
nicht (2,1) (2,1)

00 00 0
00 00 5 00 o0 0
00
00
Schranke = 34 Schranke = 40
Nehmen weiter
Schranke 35!
nicht (3,1) (3,1
00 00 00
00 00 00
o0 6 oo 00 o
00
Schranke = 39 Schranke = 34
weiter 35
nicht (4,2) 4,2
oo 10 oo 20 oo oo oo 20
co oo 9 10 oo oo 9 10
6 00 00 o0 6 00 o0
o o 9 o o0 8 o0 o0
Schranke = 35 Schranke = 43
(1049464+9+1 = 35)  (20+9+6+8 = 43)
nicht (2,4) (2,9
oo 10 oo 20 oo 10 oo o
oo o 9 o oo oo oo 10
6 o0 o0 0 6 00 00 0
oo © 9 o oo oo 9 o
Schranke = 45 Schranke = 43

133



Es ist wegen der Schranke keine bessere Losung mehr moglich.
M

Aufgabe: Zeigen Sie fur M und M’ mit M’ im Baum, dass Sy(M’) > SM), S5(M') > S5(M).
Das backtracking mit Verzweigen nach dem Vorkommen einer Kante ist praktisch wichtig und
fithrt ja auch zum branch-and-bound. Jedoch, viel Beweisbares ist dort bisher nicht herausge-
kommen. Wir fangen mit einer anderen Art des backtracking an: Verzweigen nach dem néchsten
Knoten, zu dem eine Rundreise gehen soll. Der Prozeduraufrufbaum hat dann folgende Struk-
tur:

TSP(1, {2, ...,n})

TSP@3, {2, 4, ..., n}) % 1 Startknoten

n—1 rekursive Aufrufe
Minimum nehmen
n

TSP (1, {3, ...,n})
% 2

(1,2) (1, 3) (1,4 (1, n)

Tiefe n—1

(n—=1) (n-2) ..1=(n-1)!
Bltter

Zeit: Q@ ((n—1")

g
NS /

TSP (2, {5, ...,n}) . TSPG, {2, {6, ...,n})

Aufrufe der Art: TSP (k,{iq,...,0c})
N—

{2}
Wieviele verschiedene rekursive Aufrufe TSP(k, S) gibt esprinzipiell?
e Wihle k: n Moglichkeiten

e Wiihle S: < 277! Moglichkeiten

>n
on—1_p — gn—l+logn _ 20(n) Wogegen (’I’L _ 1)] — ZQ(logn) “n

Wir tabellieren wieder die Ergebnisse der rekursiven Aufrufe, in der Reihenfolge, wobei TSP (k,
S) = kiirzeste Reise:
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k 1
O_®_’O k41,1¢S

Zunéchst S = 0
TSP(2,0) = M(2, 1) // M=(M(u, v)) Eingangsmatrix
TSP(n,?d) = M(n, 1)

Dann |S| =1
TSP (2, {S}) = M(2, 3) + TSP(3, S\{3})

TSP(2, {n}) = M(2, 1) + TSP(n, S\{n})

bann |S]=2
TSP(2, {3, 4}) = Min {M(2, 3) + TSP(3, {4}) + M(2, 4) + TSP(4, {3})}

Allgemein
TSP(k, S) = Min {M(k, s) + TSP(s, S\{s}) | s € S}

also: Minimum {iiber den Einstiegspunkt in S:

= Minimum von:

Alle Elemente aus S probieren

Algorithmus (TSP mit dynamischem Programmieren)
n-1 Bits n-1 Bits

Datenstruktur: array TSP[1,...n, 0...0,... 1...1 | of integer
1. for i=2 to n TSP(k, 0 ..., 0) := M(k,1)
2. for i=2 to n-2 {
for all SC{2, ..., n}, [5] =1 {
for all k € {2, ..., n}\${
TSP (k,S) = Min{M(k,s) + TSP(s, S\{s}P)}
Pl
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Ergebnis ist TSP(1, {2, ..., n-1})=Min{M(1,8)+TSP(s,{2,...,n-1}\s)}
Laufzeit: O(n-2") Eintridge im array TSP. Pro Eintrag das minimum ermitteln, also Zeit O(n).
Also O(n? - 2™).

Es ist n2 - 20 = gn+2logn < gn(l+e)
= 20149 = (2(1 4 2))" < (n = 1)!
fiir e,&’ > 0 geeignet.
2€—>1ﬁir€—>0’d320:1

Verwandt mit dem Problem des Handlungsreisenden ist das Problem des Hamiltonschen Krei-
ses.

Definition 10.8 (Hamilton-Kreis):

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Hamilton-Kreis ist ein einfacher Kreis
der Art (1,v1,v9,...,0,-1,1). (Also ist dies ein Kreis, in dem alle Knoten genau
einmal auftreten.)

Mit dynamischem Programmieren

k { ; 1

H(k, S) fiir
1 1
|

H(1, S) fur

in Zeit O(n? - 2™) 16sbar. Besser als Q((n — 1)!) druch einfaches backtracking.

Definition 10.9 (Eulerscher Kreis):

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein Eulerscher Kreis ist ein geschlossener
Weg, in dem jede Kante genau einmal vorkommt.




Scheint nicht zu gehen. Dynamisches Programmieren? O(m - n - 2™), |[V| = n,|E| = m sollte
klappen. Es geht aber in polyninomialer Zeit und wir haben wieder:

e Hamilton-Kreis: polynomiale Zeit, nicht bekannt

e Eulerscher Kreis: polynomiale Zeit
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Dazu der Satz 10.10:

Sei G ohne Knoten vom Grad 0 (Grad(v) = # direkter Nachbarn), G hat Eulerschen
Kreis <= G zusammenhéngend und Grad(v) = gerade fiir alle v € V.

Beweis 10.11:

,=" Sei also G = (V,E),|V| = n,|E| = m. Sei K = (v1,v9,03,...,0;, = v1) ein
Eulerscher Kreis von G. Betrachten wir einen beliebigen Knoten v # vy der etwa
k—mal auf K vorkommt, dann haben wir eine Situation wie

und Grad(vy) ist gerade

,<=" Das folgende ist eine Schliisselbeobachtung fiir Graphen, die zusammenhéngend
sind und geraden Grad haben: Wir beginnen einen Weg an einem beliebigen Kno-
ten v; und benutzen jede vorkommende Kante nur einmal. Irgendwann landen wir
wieder an vy :

Vv V' V, V, V \Y/

Ist etwa v3 = v5 = u, so hat u mindestens 3, also > 4 Nachbarn. Wir konnen also
von vs wieder durch eine neue kante weggehen. Erst, wenn wir bei v; gelandet sind,
ist das nicht mehr sicher, und wir machen dort Schluss.

138



Nehmen wir nun W aus G heraus, haben alle Knoten wieder geraden Grad und wir
konnen mit den Startknoten vy, vs, ... so weitermachen und am Ende alles zu einem
Eulerschen Kreis zusammensetzen. konkret sieht das so aus:

1. Gehe einen Weg W wie oben und streiche die Kanten von W aus G. (W gehort
nicht direkt zum Eulerschen Kreis)

2. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir einen Eulerschen Kreis auf dem Stiick,
das jetzt von vy erreichbar ist. Schreibe diesen Eulerschen Kreis hin. Wir be-
kommen

A Vi
O———0O

Eulerscher Kreis

3. Erweitere den Eulerschen Kreis auf W zu
Vi Vi V2
oOT7™—0—>0
Mache von vy aus dasselbe wie bei vy :
Vi Vi V2 Vs,
OT—0—>0—"-=0
So geht es weiter bis zum Ende von W

Aufgabe: Formulieren Sie mit dem Beweis oben einen (rekursiven) Algorithmus, der in O(|V |+
|E|) auf einen Eulerschen Kreis testet und im positiven Fall einen Eulerschen Kreis gibt.

Eine weitere Moglichkeit, die kombinatorische Suche zu gestalten, ist das Prinzip der lokalen
Suche.

Beim aussagenlogischen Erfiillbarkeitsproblem fpr KNF gestaltet es sich etwa folgendermafen:

Algorithmus (Lokale Suche bei KNF)
Eingabe: F' in KNF
1. Wéhle eine Belegung a = (ay, ..., a,) der Variablen.
2. if a(F) = 1 return ,a(F) = 1¢
3. Wihle Klausel C' von F mit a(C) =0
4. Andere a so, dass a(C) = 1 ist, indem ein (oder mehrere) Werte von a geéindert werden.

5. Mache bei 1. weiter.

Wie Nicht-Erfiillbarkeit erkennen?
Eine Modifikation. 2 lokale Suchen, von a = (0,...,0) und b = (1,...,1).
Nun gilt: Jede Belegung unterscheidet sich auf < “2- Positionen von a (< = Einsen) oder b
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(> 2 Einsen).

Bezeichnung:

Fiir zwei Belegungen a = (ay,...,a,),b = (b1,...,b,) ist D(a,b) = [{i|l <i < n,a; # b;}|. also

die # Positionen, auf denen a und b verschieden sind, die Distanz von a und b.

Fiir F' und Belegung a gilt: Es gibt b mit b(F) = 1 und D(a,b) <k
=

e a(F) =1 oder

o Fiir jedes C =1, V--- Vi, € F mit a(C) = 0 gibt es ein [}, so, dass fiir alle a’(l;) = 0

und a’ sonst wie a gilt: D(b,a) < k — 1.

Mit diesem Prinzip rekursiv fiir 3-KNF F:

a k
aliv Ivl)=0yv Iv ,E F
l=1 =1 L=1
ay=1  k—lay_; , k=1 a;., , k-1
a(liv-\ lZV ;l):o F
Es kann hin und
her gehen.
A1 0=1 A=rl, =1 Ap=17=1

k=2 k=2 k=2

Tiefe k, Zeit: O(n - 3%)
Einmal rekursiv mit F,a = (0,...,0), % noch einmal mit F,b = (1,...,1), 5.
Dann Zeit O(n-3% = O(1,7 ...") (3 wegen 3-KNF)
<~

<2!
Auf die Art kann bis zu O(1, 5™) erreicht werden.

Die lokale Suche basiert auf einem Distanzbegriff zwischen méglichen Losungen. Bei Belegungen
ist dieser klar gegeben. Wie bei Rundreisen fiir das TSP? Wir betrachten hier nur den Fall,

dass der zugrundeliegende Graph ungerichtet ist.
Haben nun also eine Rundreise wie

140



¢ Kosten 33

gegeben. Duch Andern einer Kante bekommen wir keine neue Rundreise hin. An zwei benach-
barten Kanten kénnen wir nichts dndern. Léschen wir einmal zwei nicht benachtbarte Kanten

a b ¢ d

oO——0 ) O———0

Wie konnen wir eine neue Rundreise zusammensetzen?

d ¢ (und & D) gibt die Alte.
Also & 2 ( und b ¢ ). Das gibt:

Kosten 32

Man kann in O(n?) Schritten testen, ob es so zu einer Verbesserung kommt. Ein solcher Ver-
besserungsschritt wird dann gemacht. Aber es gilt (leider) nicht:

Keine Verbesserung moglich <= Minimale Rundreise gefunden

Allgemein kann man auch drei Kanten loschen und den Rest zusammenbauen.
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Man findet jedoch auch nicht unbedingt eine minimale Rundreise.
Bemerkung:

e Fiir all die Probleme, fiir die wir keine Polynomialzeit-Algorithmen angegeben haben,
sind auch keine bekannt.

e Das bedeutet, fiir diese Probleme kann das weitgehend blinde Ausprobieren von (expo-
nentiell) vielen Losungsmdoglichkeiten nicht vermieden werden.

e Esist kein Beweis bekannt, dass es nicht doch in polynomialer Zeit geht. (Wird aber nicht
erwartet)

e Die hier betrachteten Exponentialzeit-Probleme sind ineinander iibersetzbar (Theoreti-
sche Informatik 2)

Die lokale Suche erlaubt es dagegen, in Polynomialzeit einen minimalen Spannbaum zu finden.
Erinnerung: Kénnen minimalen Spannbaum in O(|E|log|V|) finden (sogar O(|E|log*|V]), wenn
FE nach den Kosten vorsortiert ist.)

Wir definieren zunéchst den grundlegenden Transformationsschritt der lokalen Suche beim mi-
nimalen Spannbaum:

Spannbaum

Wihle eine Kante e, die nicht im Baum ist:
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Spannbaum

Diese Kante induziert genau einen einfachen Kreis mit dem Spannbaum. Wir priifen fiir jede
Kante auf diesem Kreis, ob ihre Kosten > Kosten von e sind. Haben wir eine solche Kante
gefunden, 16schen wir sie und bekommen einen Spannbaum mit geringeren Kosten.

Satz 10.12:

Haben wir einen nicht-minimalen Spannbaum, so gibt es immer eine Kante e, mit
der oben angegebener Transformationsschritt zu einer Verbesserung fiihrt.

Beweis 10.13:

Sei also T ein Spannbaum nicht minimal, sei S ein minimaler Spannbaum, dann
S # T. Wir betrachten einmal die Kantenmenge S\ T = {ey, ..., ex}

Falls der oben angegebene Transformationsschritt mit 7" und ey, T und ey, ..., T
und e, jedesmal zu keiner Verringerung der Kosten fiihrt, transformieren wir so:

T1 =TU {61}

R1 := T, \ {Kante nicht aus S, auf Kreis durche;} //keine Verbesserung

Ty := Ry U {ey} //noch Annahme

Ry := T, \ { Kante nicht aus S auf Kreis durch ey} //Keine Verbesserung, da e;
nicht kleiner als alle Kanten auf dem vorherigen Kreis

Tk = Rk,1 U {€k}
Ry, := T} \ {Kante nicht aus S auf Kreis durch e;} //keine Verbesserung, da vorher
keiner Verbesserungen

Also, es sind die Kosten von T" minimal, im Widerspruch zur Annahme.
Laufzeit eines Algorithmus mit Transformationsschritt:

e Maximal |E|? Schritte
e Pro Schritt |E| Kanten ausprobieren

e Pro Kante O(|V| + |E|)
Insgesamt O(|E[* + |V]).
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11 Divide-and-Conquer und Rekursionsgleichungen

Divide-and-Conquer

e Problem aufteilen in Teilprobleme
e Teilproblem (rekursiv) losen
e Losungen der Teilprobleme zusammensetzen

Typische Beispiele: Bindre Suche, Meregesort, Quicksort

Mergesort(A[1, ..., n]){

1. if (n==1) oder (n==0) return A;

2. By = Mergesort (A[1, ..., %]);

3. By = Mergesort (A[%+1, ..., nl); //2. + 3. divide-Schritte

4. return "Mischung von B; und By" //Mischung bilden, conquer-Schritt
}

Aufrufbaum bei n = Zweierpotenz

All, ..., n
All, .. 2 AlZ+1, ..., 1]
Al 3] A+ 5] AR+ L %n] A[%n—i— 1,...,n

Tiefe: genau logan

Laufzeit:
e Blitter: O(n)

e Aufteilen: beim m Elementen O(m)
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¢ Zusammensetzen von 2-mal § Elementen: O(m)

Damit insgesamt: n

(Aufteilen) | O(n/\T O(n) (Mischen)
vo) N\ o N

o3

13

| 0<%>/\T o(x)
| O(l)AT O(1)

Fiir die Blatter: n- O(1) = O(n)
Fiir das Aufteilen: c-n+c-5+c-5+--+c-1+c -5+

Wir addieren in einer anderen Reihenfolge:

|3

... Wo soll das enden?

1 c-n
2 tc 5 +c- g
3 +e- (F+1+5+ 1)
4 te-(g+- -+ 3%
log n +c-(1+---+1)
N————
n-mal

= logn - c¢-n = O(n - logn) Ebenso fir das Mischen: O(n - logn)

Insgesamt O(n - logn) + O(n) = O(n - logn).

e Wichtig: Richtige Reihenfolge beim Zusammenaddieren. Bei Biumen oft stufenweise!

e Die eigentliche Arbeit beim divide-and-conquer geschieht im Aufteilen und im Zusam-

menfiigen. Der Rest ist rekusiv.

e Mergesort einfach bottom-up ohne Rekursion, da starrer Aufrufbaum.

All,2], A[3,4],..., Aln — 1,n] Sortieren
All, ... 4], A[5,...,8],... Sortieren

Auch O(n - logn).
e Ebenfalls Heapsort sortiert in O(n - logn).

e Bubblesort, Insertion Sort, Selection Sort O(n?)
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zu Quicksort:
array A[l, ..., n] of ,geordneter Datentyp*

Algorithmus: Quicksort

if (n == m) return

a = ein A[i];

. Losche A[i] aus A.

. for j=1 ton {

if (A[j] < a){ A[j] als n&ichstes Element zu Bj;
break;
}

6. if (A[j] > a){
A[j]1 zu By}

}

7.A=B1aB2

ad W -

8. if (B; # ) Quicksort (By) // By als Teil von A
9. if (By # ) Quicksort (By) // By als Teil von A
Beachte:

Die Prozedur Partition aus dem 1. Semester erlaubt es, mit dem array A alleine auszukommen.

Prozedurbiume: N
ow 1N 1o
<3
DAL ZN
S .
N
1 1

Hier O(n - logn):
On)+2-0(5+4-0(3+---+n-0(1) +0(n)
(O(n) ... Blétter)

Aber auch:
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Hier kein Aufruf, n-2
wenn links von a \l O(n —2)
nichts ist, n-3
Bl - @
~_ o
1
Laufzeit:
n-(n—1) 9 :

n+n—14+---+34+24+1= — = O(n®) (Aufteilen) 1 +1+4+---+14+1+1=0(n)
(Zusammensetzen)

Also: O(n?) und auch Q(n?). Wieso Quicksort trotzdem in der Praxis hiufig? In der Regel tritt
ein gutartiger Baum auf, und wir haben O(n -logn). Vergleiche immer mit festem a, a in einem
Register = schnelleres Vergleichen. Dagegen sind beim Mischen von Mergesort ofter beide
Elemente des Vergleiches neu.

Aufrufbaum von Quicksort vorher nicht zu erkennen. Keine nicht-rekursive Implementierung
wie bei Mergesort. Nur mit Hilfe eines (Rekursions-) Kellers.
Noch einmal zu Mergesort. Wir betrachten den Fall, dass n eine Zweierpotenz ust, dann

2o, 1 =20 ebenflls. Sei T'(n) = worst-case-Zeit bei A[l, ..., n]. Dann gilt fiir ein ge-
eignetes c:

T(n)<c-n+2-T(3)

(1) <c

e Einmaliges Teilen O(n)
e Mischen O(n)
o Aufrufverwaltung hier O(n)

Betrachten nun T'(n) = c-n+2-T(%)
1) =c

Dann durch Abwickeln der rekursiven Gleichung:
T(n)=c-n+2-T(3)
=c-n+2-c-5+2-2-T(%)
=cn+tcnt+d-c54+2-2-2-T(3)
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=c-n-logn+2-2-----2-T(1)
=c-n-logn+c-n

= O(c-nlogn) = O(n - logn)! Schlielich noch ein strenger Induktionsbeweis, dass (7'(n)

O(n - logn). Induktionsanfang: T'(1) = O(1 - logl) = 0!
stimmt so nicht. Also fangen wir bei 7°(2) an:

T(2) < d-2 fiir ein d geht.

Induktionsschluss:

T(n)=c-n+2-T(3)

<c-n+2-d-2

2
<cn+2-d-3-(logn—1)
=c-n+d-nlogn —d-n
< d-nlogn

geht, wenn ¢ > d gewahlt ist.

Wie sieht das bei Quicksort aus?

T'(n) = worst-case-Zeit von Quicksort auf A[l, ..., n].
Dann

T(n)<c-n+T(n-1),
Tn)<c-n+T(1)+T(n-2),
T(n)<c-n+T(2)+T(n—3),
Tn)<c-n+T(n—-2)+T(1)
T(n)<c-n+T(n-1)

Also

T(1)<c

Tn)<c-n+Max({Tn—1)}u{T(@)+Tnh—-i—-1)]1 <i<n-—1})

Dann T'(n) < dn? fiir d geeignet.

Induktionsanfang: v*

Indukstionsschluss:

T(n) <c-n+ Max({d(n— 1)“}U{Ei~z'2+d(n—z'— 121<i<n-—1})

-~
i+n—i—1—n—1

<c-n+dn-—1)>
< n?fird>c

Aufgabe: Stellen Sie die Rekursionsgleichung fiir eine rekursive Version der binéiren Suche auf

und schétzen sie diese bestmoglich ab.

Im Folgenden behandeln wir das Problem der Multiplikation grofler Zahlen. Bisher haben wir
angenommen: Zahlen in ein Speicherwort = arithmetische Ausdriicke in O(1).

Man spricht vom uniformen Kostenmaf}. Bei gréfleren Zahlen kommt es auf den Multiplikati-

onsalgorithmus an. Man misst die Laufzeit in Abhéngigkeit von der # Bits, die der Rechner
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verarbeiten muss. Das ist bei einer Zahl n etwa logan (genauer fiir n > 1Llogani + 1).

Man misst nicht in der Zahl selbst!

Die normale Methode, zwei Zahlen zu addieren, lésst sich in O(n) Bitoperationen implementie-
ren bei Zahlen der Lénge n:

aq Qp,
+ b b,
a, + by,

Multiplikation in O(n?):

(ay...ap) - (by...by)

(al...an)~b1

@)
(ay...an) - be O(n)

(a1 ...a,) - by O(n)

Summenbildung

n — 1 Additionen mit Zahlen der Linge < 2 -n = O(n?)! Mit divide-and-conquer geht es
besser! Nehmen wir zunéchst einmal an, n ist eine Zweierpotenz. Dann

a:= a = a’i=
ay...a, =aq a%" 2 . Oy
bl-'-bn_bl bﬂ bﬁ,l bn
_ L 2|| 2 ]
b= b= b=

Nun ist

a-b=(a-2%+ad")-b-2"2+10"

a= b=
_ . on [ N/ /B VAT "no,opn
=_a b 2"+ _a b" 22 4+a” -0 -22 +a"-b
Mit den 4 Produkten rekursiv weiter.
Das Programm sieht in etwa so aus:
Mult(a, b, n){ //a=a;, ...a,, b=by, ..., b,
if (n ==1) return a - b // n Zweierpotenz
a’, a’’, b’, b’’ wie oben. // Divide

. mp:= Mult(a’, b’, n/2);
. mp:= Mult(a’, b’’, n/2);
. mg:= Mult(a’’, b, n/2);

g W N -
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6. my:= Mult(a’’, b’’, n/2);
7. return (m; - 2" + (mp+m3) - 2% + my) //Conquer

}

Aufrufbaum, n = 4:

Tiefe log, 4
Laufzeit? Bei Mult(a,b,n) braucht der divide-Schritt und die Zeit fiir die Aufrufe selbst zusam-
men O(n). Der conquer-Schritt erfolgt auch in O(n). Zahlen wir wieder pro Stufe:

1. Stufe d - n (von O(n))
2. Stufe 4-d- 5
3. Stufe 4-4-d- 2

n

logan—1
logan—te Stufe 4'°92"~" . o g

Blatter 4te92n . (
Das gibt

T(n)
<SR d
:d.n.zggngi
2logzn+1_1
—d-n->— -
Ty

= O(n?) mit Z?:o rt = 7

fir alle z # 1 (x>0, x<0 egal!), geometrische Reihe. Betrachten wir die induzierte Rekursi-
onsgleichung. Annahme: n = Zweierpotenz. (Beachte: ollogan| <y < 2”092"J+1, d.h. zwischen n
und 2n existiert eine Zweierpotenz.)

T(1)=d

T(n)=dn+4-T(3)

Versuchen T'(n) = O(n?) durch Induktion zu zeigen.

1. Versuch: T'(n) < d - n?

Induktionsanfang: v*

Induktionsschluss:

T(n)=dn+4-T(3)

<d-n+dn* > dn? Induktion geht nicht!

:L,kJrl -1
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Miissen irgendwie das dn unterbringen.
2. Versuch T'(n) < 2dn? gibt ein Induktionsschluss.
T(n) < dn+ 2dn* > 2dn? 3. Versuch T'(n) < 2dn* — dn

Induktionsanfang: T'(1) < 2d — d = dv’

Induktionsschluss:

T(n)=dn+4-T(3)

< dn +4(2d(% — d2)

= dn + 2dn® — 2dn

= 2dn? — dn

Vergleiche auch Seite 77, wo log,§ = logan — 1 wichtig ist.

Néchstes Ziel: Verbesserung der Multiplikation durch nur noch drei rekursive Aufrufe mit jeweils

5 vielen Bits. Analysieren wir zunéchst die Laufzeit.

logan divide-and-conquer-Schritte
+ Zeit an n Blattern. 1. Stufe d - n,
2. Stufe 3-d- 7,

3. Stufe 3-3-d-%,...,

logon — te Stufe Blitter 392" . d . 1
Dann ist T'(n) = Zifgn 3-d- %
=d-n-y(3)

(§)log2n+1 -1

—=d-n- -2
3
S|
2
1
)
:3_d,n,2log2(%)~loggn
<1
loga(2)
=3-d-n-n 2

=3.d- nlogg?; — O(n1.59>
Also tatsichlich besser als O(n?). Fassen wir zusammen:
2 Aufrufe mit 3, linearer Zusatzaufwand
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2@'

2i
=~

=1
= O(n - logn) (Auf jeder Stufe, d.h. 2 Aufrufe, halbe Grofie)

T(n)=d-n- %"

3 Aufrufe
T(n)=d-nYy(2)" (3 Aufrufe, halbe Grofe)
= O(d - nl923)

4 Aufrufe
T(n)=d-n-Y(3)" (4 Aufrufe, halbe GréBe)
=d-n-n

= O(n?).

Aufgabe: Stellen Sie fiir den Fall der drei Aufrufe die Rekursionsgleichungen auf und beweisen
Sie T'(n) = O(n'*923) duch eine ordnungsgemifie Induktion.

Zuriick zur Multiplikation.
a:= a/:: a//;:
al...an:al...a%-agﬂ...an
b= b= b=

by...by=by...bybaii...b,

Wie konnen wir einen Aufruf einsparen? Erlauben uns zuséatzliche Additionen: Wir beobachten
zunéchst allgemein: (x —y) - (u—v) =z(u—v)+y- - (u—v) =z -u—x-v+y-u—y-v (eine
explizite und 4 implizite Multiplikationen (aber in Summe)) Wir versuchen jetzt a’b” 4 a”b" auf
einen Schlag zu ermitteln:

(a/ _ a//) . (b// _ b/)

— a/b// _ a/b/ + a//b// + a//b/

Und: @b, a”t” brauchen wir sowieso und

a/b// + a//b/ — (a/ _ a//) . (b// _ b/) _'_ a/b/ _"_ a//b//.

Das Programm: :

m; = Mult(a’, b’, g)
m3 = Mult(a’’, b’’, 3)
if (a> - a’’ <0, b>’-b’> < 0)
my = Mult(a’’-a’, b’-b’’, 2)//|a" —da/|, |t/ —b"| < 257!
if (a> - a’? > 0, b’>’-b’ < 0)

return (m; - 2" + (mg +my +ms) 22 +my
Zeit 0(2)

Damit fiir die Zeit T'(1) < d
T(n) <d-n+3-T(%) < O(n'o?).
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Also Addition linear, nicht bekannt fiir Multiplikation.
Wir gehen jetzt wieder davon aus, dass die Basisoperationen in O(1) Zeit durchzufiithren sind.
Erinnern wir uns an die Matrizenmultiplikation: quadratische Matrizen.

ailr aig b1 bio
Q91 Qg ba1 Do
_ < a11011 + a12b21  a11b12 + a12ba )

a21011 + a22bor  ag1bia + agebas

und allgemein haben wir bei 2 n x n-Matrizen:

ay;y ... QAip bll Ce bln

Ap1 ... QApp bnl .. bnn
n n n
i auibin Yl anbip .. D0 avibin

n n
Y i1 Gnibi o o Gnibin,

Laufzeit ist, pro Eintrag des Ergebnisses: n Multiplikationen, n — 1 Additionen, also O(n). Bei
n? Bintrigen O(n?)(= O(n?)?). Uberraschend war seinerzeit, dass es besser geht mit divide-
and-conquer.

Wie konnte ein divide-and-conquer-Ansatz funktionieren? Teilen wir die Matrizen einmal auf:

aiy ... Qip
a1 ... Gon B Ay Ap

f : B ( Ay Agy )
Ap1 ... Qpp

Aj;j sind § x § - Matrizen (wir nehmen wieder an, n 2-er-Potenz)

bi1 . bin ) < B B )
by ... br.m By Ba
Zi—lza“bil D iy b = < Cin Cho >
Z?:l'am'bil e > Anibin Cor O
Es ist
doiianban oo YL anbin
i1 = ; :
Do aniby oo YL anibin
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Es ist
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Verifikation? Hauptschleife

ist Nummer 3. Wie lauft diese?

Qo = (s), coly[s] = gr, ,,coly = w* sonst.

\1. Lauf
Q1 = (uy,...,ux),coly[s| = sch, coly[u;] = gr, w sonst.
Dist=1
Dist(s,uj) =1
(ug,...,ux) sind alle/ mit Dist = 1.
Qo = (u2, e Uk U - ,utl)z' colui] = sch
Distl Dist2

Alle mit Dist = 1 entdeckt.

Qk:(l%aukJrl-")

Distl  Dist2

Q1 = (Uk+1> e 7ut>7 Uk+1
Dist2

Qk+2( N e )
Dist=2 Dist=3

[

| IR
Dist=3

\ k — 2 Laufe weiter

|

... uy sind alle! mit Dist2 (da alle mit Dist = 1 bearbeitet).

und alle mit Dist = 3 erfasst (grau oder schwarz).

Allgemein: Nach [-tem Lauf gilt:

Schleifeninvariante: Falls Q; # (), so
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U

o Q= (up,..., == )
DistD DistD+1

D, = Dist(s,uy),u; vorhanden, da Q; # ().
o Alle mit Dist < D, erfasst (*)
e Alle mit Dist = D; + 1 (= weifle Nachbarn von U) U V. (**)
Beweis 11.1 (Induktion dber [):

[ =0 (vor erstem Lauf), Gilt mit Dy =0,U = (s),V = 0.
[ =1 (nach erstem Lauf), Mit D; = 1,U = Nachbarn von s,V = ().

Gilt Invariante nach /-tem Lauf, also
DiStDl DiStDl+1

Q= (uy, .. ug,vr, ..., v7) mit (*), (**), D; = Dist(s,uy).
Finde [ + 1-ter Lauf statt (also vy ex.).
1. Fall: vy = uy,

Nachbarn von

e Qi1 = (v1,...,0, ), Dy + 1 = Dist(s,vq)

e Wegen (**) nach [ gilt jetzt ()1 = alle die Knoten mit Dist = D; + 1

Also gilt jetzt (*), wegen (*) vorher

Also gilt auch (**), denn:
Dist D +1

| 2
O O—0

| S v u

Dist D, +2

2. Fall: u; # uy

weifle Nachbarn vonu,

® Qi1 = (ug...up,vy...0 ), Dis1 = Dist(s,us) = D.
o (*) gilt, da (*) vorher

e Es gilt auch (**), da weile Nachbarn von wu; jetzt in Q1.
Aus 1. Fall und 2. Fall fiir beleibiges [ > 1 Invariante nach [-tem Lauf
—

Invariante nach [ + 1-tem Lauf.
Also Invariante gilt nach jedem Lauf.
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Etwa:

1

VAN

AN IS
WAYAYNIVAVAW

Qo= (1) Dy =0
Q1= (2,3,4) D, =1, alle dabei!
QQ:(3a475>6 D2:1

Qs = (5,6,7,8,9,10) D, = 2(!) Alle dabeil

Quintessenz (d.h. das Ende)
Vor letztem Lautf:

e Q= (u),D=A
o Alle mit Dist < A erfasst.
e Alle mit A 4+ 1 = weifle Nachbarn von u.

(wegen Invariante) Da letzter Lauf, danach @) = (), alle < A erfasst, es gibt keine > A + 1.
Also: Alle von s Erreichbaren erfasst, Termination: Pro Lauf ein Knoten aus (), schwarz, kommt
nie mehr in Q. Irgendwann ist ) zwangsléufig leer.

Nach BFS(G;,s): Alle von s erreichbaren Knoten werden erfasst.

e d[u] = Dist(s,u) fiir alle u € V. Invariante um Aussage erweitern:
Fiir alle erfassten Knoten ist d[u] = Dist(s, u).

e Breitensuchbaum enthélt kiirzeste Wege. Invariante erweitern geméf}: Fiir alle erfassten
Knoten sind kiirzeste Wege im Breitensuchbaum.

Beachte: Dann kiirzeste Wege s O———Ou durch

u Tlul T [ul] T T ]l =s.
O O O- O -~ O0—>O
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